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摘要 作为量子计算中不可或缺的资源, 魔态资源(magic resources)在容错量子计算中发挥着至关重要的作用, 因 

此关于魔态资源的量化与应用研究引起人们广泛的关注. 在本文中, 通过研究量子信道的Choi矩阵以及其离散的 

Wigner函数, 我们提出了一种量子信道魔态资源的量化指标. 该度量可直接计算, 不仅如此, 它还具有若干优良性 

质, 因此可以合理刻画量子信道的魔态资源. 通过对特殊量子信道进行计算, 我们建立了该度量与现有的一些量化 

指标之间的联系. 具体而言, 对于素数维量子系统中的退相位信道(dephasing channels), 该魔态资源度量与已有的 

两种量子信道产生魔态资源的能力度量之间存在解析关联. 此外, 我们还将该度量与两个近期提出的信道魔态资 

源度量进行了对比分析, 结果揭示这些量化指标之间存在着密切的联系和微妙的差异. 
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稳定子体系(stabilizer formalism)是研究量子纠错 

与容错通用量子计算的重要理论框架 [1~10]. 根据著名 

的Gottesman-Knill定理, 由Hadamard门、S门、CNOT 
门、泡利门、泡利测量及经典随机性构成的稳定电路, 
可由经典计算机高效模拟 [1,11]. 要实现通用量子计算, 
必须引入额外的非稳定量子资源(亦称魔态资源, magic 
resources),  比如魔态或能产生魔态资源的量子信 

道 [12~17]. 在基于稳定子体系与魔态资源的计算框架中, 
高质量的魔态资源是实现量子优势的核心. 因此, 魔态 

的蒸馏也被广泛研究 [16~23].  
为了有效控制和利用魔态资源, 我们需要精确量 

化并表征量子态与量子信道的魔态资源. 目前已有多 

种针对量子态魔态资源的度量 ,  比如相对熵 [ 2 4 ] 、 

Wigner函数的负部之和(sum negativity) [24]、对数负性 

(mana) [24]、稳定秩(stabilizer rank) [25,26]、魔态资源的 

鲁棒性 [21,24,27]、thauma [23]等. 在这些量化指标中, 负部 

之和与对数负性均基于量子态的离散Wigner函数. 该 

函数作为量子系统中共轭正则观测量的一种基本相空 

间表示 [28], 满足归一化条件, 但与经典概率分布不同, 
离散Wigner函数能够在相空间某些区域内呈现负值, 
这种被称为“Wigner负性”的独特性质, 已被确认为量 

子系统中非经典性的表征, 可作为重要量子资源广泛 

应用于量子信息处理 [29~38]. 特别地, 离散Wigner函数中 

的负部之和已被作为量子态魔态资源的度量 [24]. 
为实现通用量子计算, 除了考虑魔态外, 还可以考 

虑在稳定子体系中注入non-Clifford门, 因此量子信道 

魔态资源的量化和研究也是十分重要的. 资源理论的 

最新进展已将魔态资源的量化方法推广至量子信道. 
比如, 王鑫等人在文献[39]中引入了量子信道的thauma 
和mana度量. 对于多量子比特系统, Seddon和Campbell 
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在文献[40]中引入了两种魔态资源的单调性度量: 信道 

鲁棒性(channel robustness)与魔态资源容量(magic re
sources capacity). 文献[41]将量子态魔态资源量化的广 

义鲁棒性与最小相对熵扩展至量子信道. 我们在文献 

[42]中, 基于信道对应的Choi态的特征函数, 也提出了 

一种量子信道魔态资源的量化指标. 不同的量子信道 

魔态资源的量化指标从不同的角度出发, 揭示了量子 

信道在产生魔态资源上的不同特性, 对于丰富和深化 

人们对魔态资源的认识是必要的. 
本文基于量子信道的Choi矩阵及其离散的Wigner 

函数, 提出了一种量子信道魔态资源的度量, 该度量除 

了可以直接计算外, 还具有很多优良的性质. 此外, 它 

与现有的多种魔态资源量化指标存在密切的联系. 通 

过对素数维量子系统上的退相位量子信道进行计算, 
我们发现本文所提出的度量与文献[7]中提出的两种信 

道产生魔态资源量化指标之间存在解析关联. 通过与 

mana以及基于特征函数的量子信道魔态资源量化指标 

进行对比分析, 我们进一步揭示了这些量化指标之间 

的紧密联系与细微差异. 
本文首先对稳定子体系、量子态与量子信道的离 

散Wigner函数进行简要综述. 其次基于离散Wigner函 

数, 引入量子信道的魔态资源量化指标, 并揭示了该度 

量的若干优良特性. 然后针对素数维量子系统中的退 

相位量子信道, 证明了该度量与魔态资源生成能力量 

化指标之间的解析关系. 最后通过对比研究, 揭示了该 

度量与两种已有的量子信道魔态资源度量之间的联系 

与差异. 文中命题的详细数学证明请见补充材料. 

1 预备知识 

本节将简要回顾量子计算中的稳定子体系, 以及 

量子态与量子信道的离散Wigner函数的相关定义. 

1.1 稳定子体系 

对于一个具有标准计算基{ }j j| : dZ 的d维量子 

系统 dC (此处 { }d= 0, 1, , 1dZ 是模d的整数环, 充当 

离散构型空间(discrete configuration space)), 下述酉算 

子X k k= | + 1 |,
k

d

=0

1
Z k k= | |,

k

d
k

=0

1
= e d2 i/ 是离散Hei

senberg-Weyl (HW)算子D D X Z= = ,k l
kl k l

u , ku = ( ,

l) × ,d dZ Z = e di/ 的基本组成部分. 这些HW算子满 

足如下乘法关系:  

D D D= , (1)u v
u v

u v
×

+

其中, kt lsu v× = 是 k lu = ( , )和 t sv = ( , )的外积. 特别 

地 ,  D D dTr( ) = .k s l tu v
†

, , 因此 ,  
d

D k lu{ 1 : = ( , )u

× }d dZ Z 在Hilbert-Schmidt内积 A B A B= Tr( )† 下构 

成了量子系统 dC 上的线性算子空间L( )dC 的一组标准 

正交基. 

Pauli群(离散HW群) { D j ku= : , = ( ,d
j

du 2ZP

}l) ×d dZ Z 和其正规化群(Clifford群) {V= :d dC U

}V V =d d
†P P 是作用在 dC 上的酉群 dU 的两个重要子群, 

它们在稳定子体系中发挥着至关重要的作用. 在 dC 中, 

如果| 是 dP 中某个极大交换子群 ( )c c1 , 1A A 中所 

有算子的特征值为1的公共特征态, 则| 被称为纯稳定 

态. 我们将量子系统 dC 中纯稳定态的集合记为 dS . 

1.2 量子态和量子信道的离散Wigner函数 

离散Wigner函数存在多种构建方式 [17,24,43~50], 本文 

采用文献[17,24]中的定义, 该版本的Wigner函数需要 

所涉及的量子系统维数为奇数维. 因此在后续讨论中, 
如无特别说明, 我们假设所涉量子系统的维数为奇数 

维. 对于复合系统, 则假定其各子系统的维数均为奇 

数维.  
对于量子系统 dC 中的任意量子态 , 其离散Wigner 

函数定义为 [17,24]  

W d Au u( ) = 1Tr( ), × , (2)d du Z Z

其中, 相空间点算子为A d D= 1 ,
u

u0 A D A D= .u u u0
†

上述Wigner函数的定义可推广至系统 dC 上的任意 

厄米算子X , 具体如下: W d A Xu( ) = 1Tr( )X u . 

集合{ }A u: ×d du Z Z 具有若干良好性质, 列述如 

下: (1) Au是厄米算子; (2) A d 1/ =
u

u ; (3) A ATr( ) =u u

d u u( , );  (4) ATr( ) = 1u ;  (5) W Au= ( )
u

u;  (6) 

A{ } =u { }A T
u . 

由 上 述 性 质 可 知 ,  W u( )满 足 归 一 化 条 件 W
u
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u( ) = 1, 然而对于某些量子态 , 其Wigner函数可能取负 

值, 故被称为准概率分布. 我们将具有非负Wigner函数 

的 量 子 态 集 合 记 为 +W ,  即 u:= { : ,+W

}W u( ) 0, 0, Tr( ) = 1 . 

根据文献[48]所述, 集合 +W 中的量子态可通过经 

典方法模拟, 且在魔态蒸馏中不具备应用价值. 一个保 

持厄米性的线性映射 L L: ( ) ( )a bH H 被称为完全 

正的保Wigner正操作(completely positive-Wigner-pre
serving operations, CPWP), 当且仅当对于任意量子系 

统 cH , 满足以下条件 [41]: ,ac +W 1( )( )c ac +W

为量化量子态 的离散Wigner函数中的负性程度, 文献 

[24]引入了负部之和(sum negativity), 定义为  

( )

N W

W

u

u

( ) := ( )

= 1
2 ( ) 1

= 1
2 1 , (3)

W

W

u u

u

: ( )<0

,1

其中, X W d A Xu:= ( ) = 1 Tr( )W X
u u

u,1 是文献[50] 

中定义的Wigner迹范数. 
基于负部之和, 量子态 的对数负性(mana)定义 

为 [24] 

W Nu( ) := log ( ) = log(2 ( ) + 1) = log W
u

,1M . 

本文log均表示以2为底的对数函数. 负部之和N ( )和对 

数负性 ( )M 都是量子态的魔态资源度量. 

对于一般量子信道 L L: ( ) ( )a bE H H , 其对应的 

Choi矩阵为 ( )J i j i j= | | | |
i j

a
,

aEE , 其中, }{ i
a

和 

}{ i
a

分别是同构Hilbert空间 aH 和 aH 的标准正交基. 

基于量子信道的Choi矩阵, 量子信道的离散Wigner函 

数被定义为 [39]  

( )
( )

d A A J

d A A

v u( | ) := 1 Tr ( )

= 1 Tr . (4)

b

a T b

b

b a

u v

v u

W

E

E E

基于相空间点算子的性质, 上述Wigner函数显然 

满足如下归一化条件 v u u( ) = 1,
v

WE . 但是同量子 

态的Wigner函数一样, 量子信道的Wigner函数也可能 

取负值, 因此是准概率分布. 对于上面提到的CPWP操 

作, 以下命题已被证明等价 [39]: (1) 量子信道E是CPWP; 

(2) Choi矩阵JE的离散Wigner函数W u( )JE 是非负的; (3) 

对于所有的u和v, v u( )WE 是非负的. 

2 量子信道的魔态资源度量 

对于一般的量子信道 L L: ( ) ( )a bE H H , 基于式 

(4)给出的量子信道的离散Wigner函数, 我们引入以下 

度量:  

d v u( ) := log 1 ( | ) , (5)
a u v2 ,

M E WE

作为信道E魔态资源的度量. 等价地, 该式可表示为  

( )
( )

d d
A A J

d d
A A

d A

( ) = log 1 1 Tr ( )

= log 1 1 Tr ( )

= log 1 ( ) .

(6)

a b

a T b

a b

b a

a

a
W

u v
u v

u v
v u

u
u

2 ,

2 ,

2 ,1

M E

E

E

E

对于给定的量子信道E , 上述魔态资源度量 ( )M E

可以直接计算得到. 除此之外, 它还具有多个理想性 

质, 如下列命题所示. 
命题1. 量子信道的魔态资源度量 ( )M E 具有以下 

良 好 性 质 :  ( 1 )  ( ) 0M E ,  且 ( ) = 0M E 当 且 仅 当  

CPWPE . (2) 对于量子信道 1E 和 2E , ( ) =1 2M E E

( ) + ( )1 2M E M E .  ( 3 )  对 于 替 换 信 道 ( ) =E ,  

有 ( ) = ( )M E M . (4) ( )M E 在Clifford变换复合下保持 

不 变 ,  即 ( ) = ( ) = ( )V VM E E M E E M E .  此 处 ,  

V V( ) =V
†E , 其中V dC . 

上述性质的具体证明参见补充材料附录A. 命题1 
表明 ( )M E 确实可以刻画量子信道的魔态资源. 

此外, 在资源理论中, 量子态和量子操作的资源之 

间某种程度上可以互相转化. 回顾文献[39], 从系统a到 

系统b的量子信道 a bE 被称为可注入信道(injectable 

channel), 若存在CPWP信道 ac b和资源态 c, 使得对 

所有输入态 a, 下面等式均成立:  
( ) = ( ). (7)a b a ac b a cE

对于可注入信道, 下列结论成立. 
命题2. 设 a bE 为由等式(7)给出的可注入信道, 则 

该信道的魔态资源度量 ( )a bM E 受限于资源态 c的对 

数负性, 即 ( ) ( ).a b cM E M
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命题2的详细证明请见补充材料附录B. 

3 退相位信道的魔态资源 

对于一个具有标准计算基{ }j j| : dZ 的d维量子 

系统 dC ,  一个信道E被称为退相位信道 ,  如果其满 

足 [51] i i i i| ( )| = | | ,E i d= 0, 1, … , 1.

为了量化量子信道E产生魔态资源的能力, 文献 

[7]中基于式(3)定义的求和负性, 提出了以下两个信 

道E产生魔态资源能力的量化指标:  

( )( )M N( ) = max | , (8)
| d

E E
S

( )( )A N( ) = 1
| | | , (9)

d | d

E S E
S

其中, dS 表示纯稳定态集合所含元素个数. 需要注意的 

是, 第一个量M ( )E 是对所有纯稳定态的求和负性取最 

大值, 而第二个量A( )E 则是对所有纯稳定态的求和负 

性取平均. 
下面我们证明对于奇素数维量子系统中的退相位 

量子信道E , 其魔态资源度量 ( )M E 与产生魔态资源能 

力的量化指标M ( )E 以及A( )E 之间存在解析关系. 相关 

结果总结于下述命题中. 

命题3. 对于任意奇素数维量子系统 dC 上的退相位 

量子信道E , 下列关系式成立:  

M( ) = log[2 ( ) + 1].M E E
d
d A( ) = log 2( + 1) ( ) + 1M E E . 

证明详见补充材料附录C. 

由于任意对角酉信道 U U( ) =U d d
†

d
E (即在计算基 

下呈对角形式的酉信道)是退相位通道的特殊形式, 下 

列结论相应成立. 
推论1. 对于任意奇素数维量子系统 dC 上的对角酉 

信道 U U( ) =U d d
†

d
E , 下列关系式成立:  

M( ) = log 2 ( ) + 1 ,U Ud d
M E E

d
d A( ) = log 2( + 1) ( ) + 1 .U Ud d

M E E

注意上述结论对于一般酉算子并不成立, 如考虑 

一 个 三 维 量 子 系 统 ( q u t r i t  s y s t e m ) 上 的 酉 信 道  

H H=H 3 3
†

3
E , 其中H3为酉算子 

H = 1
2

1 1 0
1 1 0
0 0 2 e

, .3
i

R

经直接计算可得:   

M

A

( ) = log[3
2 | 1 2 2 cos | +3

2 | 1 2 2 cos( + 2
3 ) | +3

2 | 1 2 2 cos( + 4
3 )|

+9
2 | 1 + 2 2 cos | +9

2 | 1 + 2 2 cos( + 2
3 ) | +9

2 | 1 + 2 2 cos( + 4
3 ) | +27].

( ) = 1
36 | 1 2 6 sin | + 1

36 | 1 + 2 6 sin( + 3) | + 1
36 | 1 2 6 sin( + 2

3 )|

+ 1
36 | 3 2 2 cos | + 1

36 | 3 2 2 cos( + 2
3 ) | + 1

36 | 3 2 2 cos( + 4
3 ) | 5

18 .

( ) = 1
12 + 2

36 (| cos | + | cos( + 2
3 ) | + | cos( + 4

3 ) |)

+ 1
144 (| 1 2 6 sin | + | 1 + 2 6 sin( + 3) | + | 1 2 6 sin( + 2

3 ) |)

+ 1
144 (| 1 + 2 6 sin | + | 1 2 6 sin( + 3) | + | 1 + 2 6 sin( + 2

3 ) |)

+ 1
72(| 3 2 2 cos | + | 3 2 2 cos( + 2

3 ) | + | 3 2 2 cos( + 4
3 ) |).

H

H

H

3

3

3

M E

E

E

因此, 对一般量子信道而言, 上述量化指标之间并 

不存在明确的定量关系. 

4 比较讨论 

在本节, 我们将本文所建立的量子信道魔态资源 

度量 ( )M E 与两种文献中已有的信道魔态资源度量进 

行对比分析, 揭示不同度量之间的关系和差异. 
首先, 王鑫等人在文献[39]中也基于量子信道的离 

散Wigner函数, 提出了一种信道的魔态资源度量, 该度 

量被称为量子信道的“mana”, 定义如下:  

v umana( )=log max ( | ) . (10)u v
E WE

对比式(5)与式(10)给出的两种度量, 其存在诸多相 
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似之处. 如: 这两种方法均基于量子信道的Choi矩阵以 

及关于u的拟概率分布 v u( )WE , 且都采用Wigner负性 

作为表征魔态资源的工具. 然而, 二者存在一些细微差 

异. 从数学形式来看, 王鑫等人在其度量中采用了对u

取极大值的操作 v umax ( )u v
WE , 而我们则采用对u求 

和的方式, 即 v u( )
u v

WE . 虽然从范数的角度而言, 

二者具有等价性, 具体表现为 

v u v umax ( ) ( )u v u v
W WE E

d v umax ( )u
v

2 WE ,  

然而, 它们仍是两种不同的范数, 会导致相应的两种度 

量性质上存在差异. 如在第3节中, 我们已经证明对于 

素数维量子系统中的退相位通道E ,  其魔态资源度 

量 ( )M E 与产生魔态资源能力的量化指标之间M ( )E 以 

及A( )E 存在解析关系. 然而, 若采用式(10)中的度量, 该 

结论就不再成立. 
其次, 对于量子信道 : d dC CE , 在基于特征函 

数的魔态资源量化方法 [52]的基础上, 文献[42]采用量 

子信道的Choi矩阵, 引入了如下量化指标  

d
D D J( ) = 1 Tr(( ) ) . (11)

u v
u v

,
N E E

用以表征量子信道E的魔态资源. 与本文所引入的 

度量不同, 上述基于特征函数的度量对于任意维数的 

量子系统上的量子信道都适用. 下面我们证明对于奇 

数维量子系统上的量子信道, ( )N E 能为 ( )M E 提供上 

下界. 
命题 4 .  对 于 奇 数 维 量 子 系 统 上 的 量 子 信  

道 : d dC CE ,  下 列 关 系 成 立 :  dlog ( ) 4logN E

( ) log ( )M E N E . 证明详见补充材料附录D. 

5 总结 

在量子计算的稳定子体系中, Wigner负性可作为 

实现通用量子计算的一种量子资源. 利用量子信道的 

Choi矩阵及其离散的Wigner函数, 我们提出了一种可 

直接计算的量子信道魔态资源度量, 并证明了该度量 

具有良好的数学性质. 
对于素数维量子系统中的退相位信道, 我们揭示 

了其魔态资源度量与产生魔态资源能力的量化指标之 

间存在解析关系. 对于一般的量子信道, 我们通过将本 

文提出的度量与两种已有的量子信道魔态资源度量进 

行对比, 发现它们之间存在密切的联系, 但是又存在着 

一定的差异, 因此不同的度量从不同的角度反映了量 

子信道的魔态特性. 本文的研究结果进一步丰富了量 

子信道的魔态资源刻画. 后续可基于本度量, 考虑其在 

量子计算中的具体应用.    
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Summary for “基于离散Wigner函数的量子信道魔态资源量化” 
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The celebrated Gottesman-Knill theorem shows that stabilizer circuits can be efficiently simulated by classical computers, 
while universal fault-tolerant quantum computation can be achieved via injection of magic resources into the stabilizer 
circuits. Investigations about the quantifications and applications of the magic resource for both quantum states and 
quantum channels have attracted lots of attention. There have been several measures of magic for quantum states from 
different aspects, including the relative entropy of magic resource, sum negativity, mana, stabilizer rank, robustness of 
magic resource, thauma, etc. Since non-Clifford gates can be injected as a kind of resource in the stabilizer formalism, it is 
necessary to quantify the magic resource of the quantum channel. Recent developments in resource theory have generalized 
the magic resource quantification to quantum channels. In this work, for quantum channels on odd-dimensional quantum 
systems, we propose a new quantifier of magic for quantum channels employing the Choi matrix of the corresponding 
quantum channel and the discrete Wigner function. The quantifier can be straightforwardly calculated. Besides, it possesses 
some nice properties, including the faithfulness, additivity under tensor products, reduction to the states, and the Clifford 
invariance; it is indeed a reasonable measure of magic for quantum channels. We review the injectable quantum channel 
and find that for the injectable channel with a given resource state, the magic quantifier of this channel is upper-bounded by 
the mana of the resource state. For the specific dephasing channel in prime-dimensional quantum systems, we evaluate the 
magic quantifier explicitly and reveal its analytical relations with the maximal and average quantifiers of generating-power 
of magic resource based on the sum negativity for quantum states. For a general unitary channel, we show that these 
measures are quite different and reflect different perspectives of magic resources for quantum channels. We also make 
comparative studies between our quantifier and two existing quantifiers of magic for quantum channels. The first one is the 
“mana” for quantum channels. We demonstrate that although mathematically the two quantifiers are equivalent, they are 
different norms revealing different features of the quantum channel. The two quantifiers can lead to different orderings as 
regards the magnitude of the magic resource in the quantum channels. For the dephasing channels, the new quantifier is 
simply related to the corresponding maximal and average magic-resource-generating power. However, the conclusion fails 
to hold when employing the measure “mana”. The second quantifier we compare is the one based on the characteristic 
function of the Choi state. We show that they are closely related in the sense that they can serve as bounds for each other. 
Our findings demonstrate that these quantifiers are closely related, yet there are subtle distinctions between them. The 
present work enriches the characterizations of the magic resource for quantum channels. 

quantum computation, magic resources, quantum channel, discrete Wigner function, Choi matrix 
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