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张敦仁对“大衍总数术”发展的贡献
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摘　 要　 在一次同余式求解历史上,清中叶的张敦仁具有承上启下的关键

地位。 与德国大数学家高斯几乎同时,张敦仁在南宋秦九韶 500 年后提出“求

一术”,对秦九韶“大衍总数术”的算法进行还原和改进。 张敦仁并洞见说“求一

术”乃出自《孙子算经》“物不知数”问题,是我国古代天文历法为求解上元积年

问题而生的伟大数学实践。 从“化问数为定数”、“求乘率”和“求上元积年”等

方面,张敦仁对秦九韶的方法进行简化和程序化,使“大衍总数术”这颗中国古

代数学明珠重放异彩,并成为同时及之后骆腾凤、时曰醇和黄宗宪等人工作的

基础。
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　 ①　 大衍总数术是中国古代关于一次同余式组的普遍解法,其核心部分是大衍求一术,有些学者未注意二者的区

别,常用“大衍求一术”或“求一术”指代全术,本文讨论的清代学者即如此。 为不致冗繁,本文亦在相应的语境

用“求一术”指代大衍总数术。

清乾嘉间,考据学兴,复古潮起,学者们埋头传统文化的整理和研究。 大衍总数术①,
原载于南宋秦九韶《数书九章》,此书由南宋王应麟抄出,明末赵琦美再录。 张敦仁知扬

州之时,于李潢家得赵琦美本,与李锐日夕讨论[1] ,于 1803 年著成《求一算术》三卷[2] ,上
卷叙述计算原理,中卷介绍计算方法,下卷附演算习题,改进和简化了秦九韶的伟大创造,
以“求一术”之法使“大衍总数术”这颗中国古代数学明珠重放异彩,并成为同时及之后骆

腾凤、时曰醇和黄宗宪等人工作的基础。
一次同余式组解法是中国古代数学的华丽瑰宝,自问世以来特别是在明代即受到数

学家的青睐和研习。 王文素《算学宝鉴》记录了解决一次同余式组问题的尝试,提出“满

数法”、“以多减少法”和“以少减多法”,并整理成完整的口诀,但其算法仅能处理各问数

两两互素的情形,“以多减少”、“以少减多”两法又需反复试错,计算过程纷繁复杂,可见

王文素并未能完全掌握秦九韶大衍总数术的精髓。[3]
 

同时期吴敬、周述学在对一次同余
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式问题进行解读时以宋代杨辉的翦管术为基础,对秦九韶大衍总数术并不了解,且在运算

过程中出现问题([3],580-581 页),而严恭求解这类问题采取的方法亦与秦九韶完全不

同([3],580 页)。 所以,秦九韶大衍总数术的算法并没有活跃在明代数学家的视野中。
直至清乾隆年间编修《四库全书》,秦九韶《数书九章》和内中所载大衍总数术才再一次在

数学家面前展现风采。 ([3],724 页)
张敦仁(1754—1834),字仲篙,号古愚,泽州阳城(今山西阳城)人。 《求一算术》序言

中,张敦仁不仅提出“求一术” (即秦九韶大衍总数术,一次同余式组解法)源于《孙子算

经》“物不知数”问题,而且敏锐发现这一算法提炼自中国传统天文历算推求上元积年之

法,这两方面都无疑体现了张敦仁对大衍总数术算法及其现实意义的准确掌握。 至于为

何称“求一”,张敦仁理解道:“其法以各数及不满各数之残,求未以各数除去之数,必先求

以各数去之余一之数,而后诸数可求,故曰‘求一’也。”他认为,“立天元一” (列方程)和

“求一”二术是中国数学自《九章算术》之后最辉煌的两大创造,并且“求一术”也离不开

“天元术”。 秦九韶大衍总数术失传 500 年后,张敦仁详尽阐释了整数论一次同余式组解

法,从方法推敲到原理剖析,既还原、解析了秦九韶创造的精髓,又从“求定数”、“求乘率”
和“求上元积年”等方面简化和发展,使之重见天日。

张敦仁对大衍总数术发展的贡献为科学史界公认。 李俨称赞张敦仁“以浅显之笔,
写艰深之术,实是秦氏的功臣”。[4] 在对张敦仁的研究中,学界对“求一术”算法本身进行

过解读:李俨《大衍求一术的过去和未来》一文对张敦仁的算法步骤进行介绍并详细说明

张敦仁“大衍求一”中求取乘率的过程([4],142-143 页);钱宝琮《求一术源流考》一文详

细表述了张敦仁分两步更新秦九韶之术后的算式[5] ;郭书春、李兆华主编的《中国科学技

术史·数学卷》对张敦仁《求一算术》的算法进行说明,揭示了张敦仁对大衍总数术的阐

明之功([3],724-726 页);李继闵《从“演纪之法”与“大衍总数术”看秦九韶在算法上的

成就》一文也对张敦仁的算法进行详细阐述,并说明了张敦仁以“演纪之术”推求上元积

年的过程[6] ;祖春慧的硕士学位论文《张敦仁数学工作研究》也对张敦仁的各项数学工作

进行了较详细的说明[7] 。 这些研究无疑对张敦仁求一术算法的细化理解提供了坚实

基础。
基于先前学者的工作,本文拟就张敦仁对秦九韶大衍总数术(即其所说的“求一术”)

在“求定数”、“求乘率”和“求上元积年”等方面的阐释和改进做进一步探究,并将之与之

前秦九韶“大衍总数术”以及之后骆腾凤、时曰醇和黄宗宪的工作进行比较,力求明确张

敦仁对大衍总数术的贡献及其历史地位。

1　 “化问数为定数”

秦九韶大衍总数术要求所有的模数(问数)必须互素,但很多情形下问数并非两两互

素。 对于这一问题,秦九韶采用的方法是根据奇偶———即等数(最大公约数)单双来决定

约两个非互素的模数中的一个。 虽然大衍总数术总能够以此解决非互素问题,但缺点不

可免。 秦九韶对 n 个模数求定母之法只示原则,如“约奇,弗约偶”、“约彼,复乘此”,表述

显然缺乏程序性,这也导致秦九韶《数书九章》例题计算同样存在不当之处。 因此,化非
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两两互素的模数为两两互素这一问题并没有被秦九韶完全解决。
对于求解两两互素的定数问题,钱宝琮指出“在诸元数不是两两互素时……要使能

用大衍求一术解决问题,必须各取 Ai 的因数 ai 作为定数,使诸 ai 两两互素,诸 ai 的连乘积

M 为诸元数的最小公倍数” [8] 。 可见,满足定数需具备三个条件:1. 定数 ai 须两两互素;
2. 定数 ai 须为问数 Ai 之因数;3. 诸 ai 的连乘积 M 当为诸问数 Ai 的最小公倍数。 这看似

简单,但计算量大,要求也很高。
根据秦九韶大衍术九题草文,张敦仁《求一算术》上卷摸索出一整套求定母程序:

置各问数,识其为(如甲、乙、丙、丁之类),自上而下列之。 先以上位与下位诸数

各求等。 依约分术:约一存一为第一变。 (若上位当约,即以既约之数与下诸位求

等,后皆仿此)又以次位与下诸位各求等,约之,为第二变。 每自上而下以一位与下

诸位各求等,约之,为一变。 (凡问数有三位,则有二变。 有四位,则有三变。 每多一

位,则多一变)讫,各为泛母。 复置泛母,如前自上而下求等,依再约术、约一、乘一为

一变。 讫,各为定母。 若各定母俱无等,即以各问数为定母。 若泛母俱无等,即以泛

母为定母。[2]

上述文字可简单地表示为以下程序图(图 1):

图 1　 张敦仁《求一算术》求定母程序图

这套程序首先主要针对的是任意自然数,对于分数、小数而言暂不适宜。 如果问数是

小数和分数需要首先化为整数。 从整个程序图不难发现张敦仁“求定数”的主要思想来

源是秦九韶的大衍总数术,但他在大衍总数术的基础上又有新的理解和发挥。
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在此附秦九韶大衍总数术程序图加以比较[9] ,见图 2:

图 2　 秦九韶“大衍总数术”求定母程序图

秦九韶“大衍总数术”化问数为定数有两条途径:一是将诸问数直接两两连环求等;
一是将诸问数先求总等,存一(位)约众(位),然后再连环求等。 “大衍总数术”连环求等

的根本原则是“约奇弗约偶”,其中“奇”、“偶”系等数个数的单双,“约奇弗约偶”就是在

化约时约含有奇数个等数的问数而不约含有偶数个等数的问数,目的是使约后的两数互

素。 如果化约后得到的两数不互素,即属有续等的情形,此时要用“以续等约彼则必复乘

此”的方法再次化约。 若约后仍有续等,则要继续用此法化约,直至求得定数。
针对这种情况,张敦仁对大衍总数术予以新的改进,正如程序所述相约(存一约一),

即求定数时抛开秦九韶求总等法,直接“置原问各全数”,两两连环求等相约,约一存一,
“视两数皆奇者,如意约之;一奇一偶者,则约奇;皆偶者,则令约得数为奇;若约此得数与

彼得数有等,则反约彼数”。 再约(存一乘一),即若“既约之后,仍有等数,即须再约”,各
个步骤清晰可见、有条不紊,使读者对秦九韶大衍总数术有正确的理解。 简言之:以约分

求泛母,再约求定母。 换句话说,张敦仁从问数求定母,大致分两步:第一步,从模数按约

分术(约一、存一)求出泛母;第二步,从泛母按再约术(约一、乘一)求出定母。 清晰自然,
简洁实用。 相比于秦九韶大衍总数术,张敦仁对运算流程进行了细化,求取定母的过程更
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为自然,有效避免了秦九韶大衍总数术在表述上可能产生的歧义。 可以说,在算法的规范

性上,张敦仁“求一术”较秦九韶之法有着巨大的进步。

2　 “求乘率”

“乘率”在中国传统数学中扮演着重要的角色。 秦九韶在创立剩余定理时的一大功

绩就是给出求“乘率”之法,即所谓“大衍求一术”。 只要能求出乘率,很多问题便迎刃而

解,比如“古历会积”、“积尺寻源”、“推计土功”及“程行计地”等。 张敦仁在李锐等人的

帮助下顺利完成对秦九韶《数书九章》的研读,在秦九韶求乘率的基础上加以明晰和简

化,使整个求解过程通俗易懂。
我们用对应的字母符号将张敦仁《求一算术》卷上求乘率(解同余式 mx≡1(mod

 

n),
其中 m<n)的术文列于下:

列少数(m)于上,多数(n)于下,以上除下,所得为第一数(q1),有余( r1)。 复以

下( r1)除上(a),所得为第二数(q2)。 如是上下相除,所得以此命之,如第三数(q3)、
第四数(q4)之类。 上位余一即止,不除。 乃列各得数于左行,立天元一(x)为右行第

一数,以左行第一数乘之,得右行第二数。 复置右行第二数,以左行第二数乘之,加入

右行第一数,得右行第三数。 每置右行数,以左行相当之数乘之,以右行上位加之,得
右行次位,其右行最后得数即乘率也。[2]

以上术文可表示为表 1:

表 1　 辗转相除求乘率

n 多数,m 少数

n = q1 m+r1

m = q2 r1 +r2

r1 = q3 r2 +r3

……

rn-2 = qn rn-1 +rn

rn-1 = qn+1 rn +1
 

(n 为奇数)

n 多数,m 少数

　

左列 右列

q1 1 立天元一(x)

q2 q1

q3 q1 q2 +1

q4 q3(q1 q2 +1) +q1

q5 q4 [q3(q1 q2 +1) +q1 ] +q1 q2 +1

q6 q5 {q4 [q3(q1 q2 +1) +q1 ] +q1 q2 +1} +q3(q1 q2 +1) +q1

…… ……

理论上讲,张敦仁是对秦九韶方法的解读与明晰,大致概括为两大步:第一步,辗转相

除;第二步,布筹,立天元一并求乘率。 尽管没有从根本上突破藩篱,但张敦仁还是有所创

新,具体步骤分为:首先,列奇上定下,上下递次互除,上位余一为止;其次,列各商数于左

列,立天元一为右列第一数,以下各数均以其上左右两数相乘,再加右上上数而得,至最下

得数即为乘率。 从整个布筹和结构分析,张敦仁的方法明显更简洁、更系统,更符合现代

数学思维。
“乘率”其实已代表一种“符号”、一个“标签”———一次同余式(组)。 在众多情况下,
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一次同余方程式(组)的求解还是需要依赖“乘率”。 张敦仁在对“大衍求一术”释解、简
化之后广泛应用到解决生产生活实际问题,同时拓展到一般一次同余式方程(组)问题的

求解。 今天有关一次同余式的解法层出不穷,比如代入法、变换系数法和变换模数法等,
即孙子定理系数不一定是一、模数非两两互素等情形,但很多与张敦仁的解法相似,甚至

就是某种改进。
“乘率”可以广泛应用到求解一次同余式(组),但毕竟和解方程还是有所区别,在“布

筹”过程中仅与系数有关,计算结束前有解与无解事先不得而知,故而还存在局限性。

3　 “求上元积年”

所谓“历元”,或“上元”,即朔旦、冬至、甲子甚至五大行星同在夜半的理想时刻,“日

月合璧,五星连珠”。 这是中国古代大多数历法的前提,故推求“上元积年” (即从上元到

求算之年所积年数)尤显紧要。 张敦仁正确指出“求一术”(即大衍总数术)出自中国传统

推算上元积年的历算需求。 序言之外,《求一算术》卷下专论“演纪之术”,并注:“唐《麟

德》术之后、元《授时》术以前,皆用此术推求上元积算。” [2]
 

张敦仁依自己归纳的“求一总

术”,以五星日率推演后汉《四分历》上元积年及太岁所在;又依秦九韶演纪术,由回归年、
朔望月及某年(甲子岁)天正冬至干支时刻及月龄,对《麟德》、《大衍》、《崇天》、《纪元》和

《授时》五历上元积年作示范性推算。[10]

秦九韶《数书九章》 [11]卷 3 给出“治历演纪术”术文:
以历法求之,大衍入之。 调日法,如何承天术。 用强弱母子互乘,得数并之,为朔

余。 以二十九日通日法,增入朔余,为朔率。 又以日法乘前历所测冬至气刻分,收弃

末位为偶数,得斗分。 与日法,用大衍术入之。 求等数、因率、蔀率。 以纪乘等数为约

率,置所求气定骨,如约率而一,得数以乘因率,满蔀率去之。 不满,以纪法乘之,为入

元岁。 次置岁日,以日法通之,并以定斗分,为岁率。 以十二月乘朔率,减岁率,余为

岁闰。 以岁闰乘入元岁,满朔率去之。 不满,为入闰,与闰骨相减之,得差。 (或适

足,便以入岁元为积年,后术并不用;或差在刻分法半数以下者,亦以入元岁为积年)
必在刻分法半数以上,却以闰泛骨并朔率,得数,内减入闰,余与朔率,求闰缩。 (在

朔余以下,便为闰缩;以上,用朔率减之,亦得)以纪法乘以法,为纪率。 以等数约之,
为气元率。 以气元率乘岁闰,满朔率去之,不满,为元闰。 虚置一亿,减入元岁,余为

实,元率除之,得乘限。 乃以元闰与朔率,用大衍入之,求得等数、因数、蔀数。 以等数

约闰缩,得数,以因数乘之,满蔀数去之。 不满,在乘限以下,以乘元率,为朔积年。 并

入元岁,为演纪积年,又加成历年。
可见,秦九韶推算上元积年共有二法,各分两步,仅第二步求元数方法不同。 第一法是

《开禧历》(1207)演纪积年法。 先用大衍总数术(一次同余式)求出入元岁,再用“方程”
(不定方程)求出元数,通过求出朔积年来推算上元积年;第二法,秦九韶把上法第二步求

元数加以改进。[12]

秦九韶《数书九章》卷 3 将演纪积年法分解成复杂的演算环节,即日法、朔余、朔率、
斗分等“二十三事”:
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今人相乘演积年,其术如调日法,求朔余、朔率,立斗分、岁余,求气骨、朔骨、闰

骨,及衍等数、约率、因率、蔀率,求入元岁、岁闰、入闰、元率、元闰,已上皆同此术。 但

其所以求朔积年之术,乃以闰骨减入闰,余谓之闰底,却与闰缩、朔率、元闰,列号甲乙

丙丁四位,除乘消减,谓之方程。 乃求得元数,以乘元率,所得谓之朔积年。 加入元

岁,共为演纪岁积年。 所谓方程,正是大衍术[今人少知],非特置算系名,初无定法

可传,甚是惑误后学,易失古人之术意。 故今术不言闰赢而曰入闰差者,盖本将来可

用入元岁便为积年之意,故今止将元闰、朔率二项,以大衍先求等数、因数、蔀数者,乃
仿前求入元岁之术理。 假闰缩如气骨,以等数为约数,及求乘数、蔀数,以等约闰缩,
得因乘数,满蔀去之。 不满,在限下,以乘元率,便得朔积年。 亦加入元岁,共为演纪

积年。 此术非惟比用乘除省便,又且于自然中取见积年,不惑不差矣。 新术敢不用闰

赢而求者,实知闰赢已存于入闰之中。 但求朔积年之奇分,与闰缩等,则自与入闰相

合,必满朔率所去故也。[11]

根据李继闵的分解[6] ,加上我们的检验,以上术文可演示为下图 3:

图 3　 秦九韶演纪积年法演算流程图
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张敦仁《求一算术》卷下依据秦九韶演纪术进行算法复原:
术曰:以日法斗分求得等率;以约日法得蔀率;以约斗分得奇率;以蔀率、奇率用

求一术求得因率;以等率乘纪法六十所得为约率;以约气应所得,以因率乘之蔀率,去
之;余以纪法六十乘之得入元岁,又以纪法六十乘蔀率得气元率。 (此气元率为气分

岁名日名俱终之数)又置入元岁,以岁闰乘之,满朔实去之,余为入闰。 (此入闰为入

岁应有之闰余)以减加朔实而减之,余为闰缩。 (此闰朔为今所求入元岁初年之闰

余)又置气元率,以岁闰乘之,满朔实去之,余为元闰。 (此元闰为气元率应有之闰

余)以朔实、元闰求奇数,用求一术求得因数,以等数约闰缩所得,以因数乘之,满蔀

数去之,余为乘元限数,以乘气元率所得,为朔积年。 以入元岁加之,即得上元以来所

求积算也。[2]

我们把以上张敦仁推求上元积年的程序示意如下图 4:

图 4　 张敦仁推求上元积年程序图

张敦仁的方法大致分 7 步:(1)斗分;(2)蔀率和因率;(3)约率、入元岁和气元率;
(4)入闰、闰缩和元闰;(5)因数、蔀数和乘元限数;(6)朔积年;(7)求上元积年。 重点是

采用“求等”和大衍总数术,特别是求因数和因率时主要采用大衍总数术,第一步和第三

步同时使用了“求等”。 张敦仁的方法从头到尾无不凸显“一次同余”而回避“方程”,这



　 460　　 自　 然　 科　 学　 史　 研　 究 43 卷　

与《求一算术》一书的主线是一致的,从中张敦仁也意识到“大衍术”与“演纪术”是两种

不同的数学方法,即“大衍术”来源于中国的剩余定理,其中要对同余式组的所有关系进

行处理,会牵扯到许多大数连乘的情形,这样会导致计算量庞大而出现不必要的错误;而
“演纪术”主要采用的是“逐步代入法”,将一个同余式组化整为零、各个击破,前面的计算

有利于后面的化简,数据的计算相对来说要简单很多,这对后世产生了深远影响。[6]

4　 对后世的影响

张敦仁同时及之后,焦循(1763—1820) 《大衍求一释》、骆腾凤(1770—1842) 《艺游

录》(1815)、时曰醇(1807—1880) 《求一术指》 (1861)以及黄宗宪《求一术通解》 (1874)
等主要围绕张敦仁开辟的“化问数为定母”和“求乘率”等方向对秦九韶大衍总数术进行

改进和完善。
时曰醇《求一术指》 [13]提出新的求定数之法,正是在张敦仁基础上的进一步改进:首

先,约一存一,随约随乘。 其中,针对张敦仁化问数为定母的程序,即第一步约一存一,第
二步约一乘一,时曰醇将其变为“约一存一,约一乘一”同时进行,直至互素为止。 换言

之,约一存一,如果依然有等数,随时直接约一乘一,无需等约毕;其次,张敦仁约分及再约

分之前,须先从上到下布筹,然后约分必须按照从最上面的数与后面诸数约分,约遍,再以

次位与下面诸位约分,约遍……以此类推。 然而时曰醇认为无需从上往下第一位约起,不
存在约谁、存谁或约谁、乘谁,只需关注每次新的两个数在约分时约谁存谁,后面则“反其

道而行”即可。 时曰醇灵感源自张敦仁,但理论基础仍有一定差异。 张敦仁重点关注“方

法”与“过程”,而忽视“细节”。 时曰醇的处理稍显完善。 化问数中的约分环节,张敦仁主

要依据数的“奇”、“偶”进行约分求定数,而时曰醇则主要依据数的位置进行约分求等。
时曰醇求定数方法一方面与张敦仁异曲同工,另一方面彰显改进创新,是对张敦仁的补充

和完善:首先摆脱布筹和约分顺序的枷锁,其次跳出数的“奇”、“偶”之别的窠臼,最后约

分的方向性与目标性更强。 可以说,时曰醇求定数之法较之张敦仁有很大突破,在没有素

数概念的情况下几近完美。
黄宗宪之时,分解已给模为素因数乘积的概念已传至我国。 黄宗宪化问数为定母之

法为析泛母(模)法[14] ,主要是借助素数概念以及将一个数分解成素因数的乘积,即对非

互素各问数先找出各问数的素因数,各问数素因数中相同素因数个数出现最多的保留,其
余的舍弃,独立的素因数保留,个数相同的随意保留,各问数保留下来的素因数的乘积即

为相应问数的定母。 若某个问数的素因数的个数均少于其它问数素因数的个数,则均舍

弃,这个问数的定母即为 1,此时各个问数化为两两互素。 针对同一问题求定数,黄宗宪

的结果与张敦仁、时曰醇等人完全一样,这一方面说明中国传统数学求取“等数”的方式

与现代数学分解素因数的算法有着相通之处,另一方面说明黄宗宪借助西方元素和思想

充分印证了中国传统数学的正确性与适用性。 至于“求乘率”,黄宗宪与秦九韶、张敦仁

如出一辙,但其以求寄数法来求乘率则是对秦九韶大衍求一术的完美终结,以一种特殊的

布筹方式———竖式完美呈现秦九韶大衍求一术,尤其增添了反乘率的概念,成就了中国传

统数学的一项创举。
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骆腾凤用“大衍求一法”和“大衍奇定相求法”来说明大衍总数术。[15] 骆腾凤求“乘

率”的过程有如下意义:(1)对求一过程的合理性给出证明;(2)求解数值;(3)探究二元

一次不定方程的解与方程系数间的关系,并由此证明大衍总数术、一次同余式以及不定方

程等问题在某种意义上是内在相通的。
张敦仁、时曰醇、骆腾凤和黄宗宪等人相继对秦九韶大衍总数术加以改进和完善,但

从数理角度分析,他们是一脉相承、殊途同归的,只是布筹及其目的和作用有所不同。 张

敦仁开风气之先,重在于对秦九韶大衍总数术原本的计算过程的辨析,让失传 500 年之久

的大衍总数术重新走入当时数学界的视野;时曰醇求定数方法是对张敦仁的补充和完善,
摆脱布筹和约分顺序的枷锁,跳出数的“奇”、“偶”之别的窠臼,约分的方向性与目标性更

强;骆腾凤主要是为验证大衍总数术的正确性和适用性;黄宗宪引入西方的素数概念,利
用数的分解素因数而不是我国传统数学的辗转相除或更相减损术,重新求解一个一次同

余式,证明西方数学和中国传统数学是可以融会贯通的。
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