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摘 要

本文给出了 H叩 if e ld 型神经网络平衡态稳定性的一系列判别准则
,

讨 沦了其

平衡恐的存在唯一性
.

关键词 H
o p f闪 d 型

、

神经网络
、

平衡态
、

稳定性

近年来
,

神经网络理论和应用在国际上是热门话题
.

美国生物物埋学家 H叩 if e ld l , 一 3J
提

出了如下神经网络模型
:

c
,

戈
:

一

客
T “ 。 , 一
么
十 il, * 一 ,

,

2一
,

、

( l )

{
t, 、
一 、 、 ( “

、
)

,

这是一个最基本的模型
,

已找到了许多重要应用
.

( l) 式巾 R ` 为电阻
, c ` 为电容

,

尺
, ,

已

并联
,

l ` 为电流
,

兀 j 是神经元 1
,

i 的突触强度
, 。 、

是第 i 个神经元的输人
, t, , 一 g 、 ( “ ` )

为输出
,

设 君: (价 ) > O
,

矩阵 T 一 (兀
,

) 对称
,

H o p f i e ld 对 ( l) 式构造了计算能量函数

“ (
·

卜 一

合客客
T 、尹

一 客
` 、一 +

鑫众{:
`

g丁
1
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·

( 2 )

沿 ( 1)式的轨线对 E (
。

) 求导 :

丝亚立} 一 交
。 、

惊 l(u
,

))’ (粤丫。
.

d t { ( : )
几 1 \ d t /

( 3 )

亘互Q二 )
一 。

。
“些 一 。

,

、 一 ,
,

2 ,

…
, ,

d t 一 ( z )
d 厂

而确定系统 ( l) 稳定
,

解演化到 E (
。
) 的局部极小值 点

.

其思想虽有新颖之处
,

但数学理论却

欠严谨 41[
.

若把 ( l) 式的所有平衡点当一集合 口
,

既使借助于 L a s o l le 不变原理把 H o p f i e ld

方法严格化
,

也仅能证明 ( l) 式的某解
“ ( :

, : 。峋 ) 演化收敛到 口 中依赖于初始
“ 。
的某点

*u(
“ 。

)
, “ *

(
“ 。

) 不一定是吸引的
,

因为两个初始状况相差甚微的点
“
;
` , , “ 沪 对应的两个终态

“ *

(
“ 。

勺
, u
汉试

幼
) 可能相差很大

。

还可能是 ( l) 式的鞍点型奇点
,

也不一定是 石 (
。
) 的局部极
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一
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小质点
,

还可能是 E (
, ) 的拐点

.

因此
, 口 是否非空 ? 如非空

,

研究哪 些点吸引 ? 吸引域多

大 ? 有无全局吸引子 ? 具体给一平衡
,

它是否稳定
,

H叩 if e ld 的计算能量函数法都无法回

答
.

因此
,

对于神经网络的稳定性
,

有必要深人研究
.

木文的写作目的正是试图弥补 H叩 ifel d

方法的上述不足
,

取消 T 对称的假定
,

对具体的平衡位置 (可借助于演化找到 )
,

构造各种

iL
a
p u n o v 函数

,

给出一系列渐近稳定
、

全局稳定的严格判据
,

揭示神经网络与生态系统稳定性

之间的类似联系
.

目前关于神经网络稳定性的正确判据
,

都是一次近似理论的应用
,

这些结果

显然包含在本文的结果之 中
,

本文还讨论了 ( l) 式平衡态的存在唯一性
.

使之可广泛用 aL sall
。

不变原理来研究它的渐近稳定性
.

1 稳定性的系列判据

令
, ;
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(
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,
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,
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,

g
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(
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,
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,
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(4)

故 ( l) 式可以拓扑等价地化为
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、

瓮
一

客
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一
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(
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) 二
;

一
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故研究 ( l) 式的平衡位置
“ `

~ 讨 一 G`
(讨 ) 的稳定性等价于研究 ( 5) 式的平衡位置

。 ,二 ,
产
“

g
,

( “ 产) 的稳定性
.

定义 称 A (
。 ` , )

。 火 ,

为 L i a p u n 。 v 一 V o l t e r r a 稳定 (拟稳定 )
.

若存在 p 一 d i a g ( p L ,

…
, p

.

)

> o
,

使得 矛 p 十 尸A < 0( 毛 0) 分别简记为 L 一 V 稳定 (拟 L 一 V 稳定 )
.

其中 A
t

为 A 的转置
.

尸 > ( 0妻 0)
.

表正定 (半正定 )
.

定理 1 若 T 一 ( iT 力
, 、 。

拟 L 一 V 稳定
,

则 ( 5 ) 式的平衡态
。
一 尹 (即

。 、 ~ 讨
,

i-

i , `

二
,

n) 渐近稳定
.

证 改写 ( 5) 式为等价形式
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:
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,

…
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由假设知 日 尸 一 id ag (尸
L ,

…
,

P
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,
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,
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一
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·

才
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,

2
,

一
故W在 , 一 `

的邻域内正定
.

由于 《 (
。 `

) 连续
,

故 W可微
.

沿 ( 6 )式之解对牙求导
,

有
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)
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(
。才) ) (
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一 。
才) < 。 ,

当 , 、 , * .

汉

故
。 ~ 尹 渐近稳定

.

推论 1 若下列条件之一满足
:

( l) T 为 L 一 v 稳定 ; ( 2 ) T 一 尹 蕊 。 ;

( 3) 护 + T 毛 叭 ( 4 ) T 为反 对称
.

则( 6 )式的平衡态是渐近稳定的
.

因为 ( l) 一 ( 4 )之一均蕴涵 T 为拟 L 一 V 稳定
.

定理 2 若 丁“
< o ( i 一 l

,

2
,

…
n )

,

且 ( (一 )
占̀ s ! T ; 1 1)

, 、 ,

稳定
.

则 ( 6 )式的平衡位置

, · , 半 渐近稳定
.

证 熟知 ( (一 l丫` s }T
,
, !

, 、 二

稳定 令争 一 ( (一 l丫
` , ! T ; s } )

。 、 .

为 M矩阵
.

由材矩阵性质

知:
存在常数 互

、
> 。 ( i ~ l

,
Z

,

…
,

的 使得

, T , , 十 习 杏
、
IT ` , } < o ,

j 一 1 , 2 ,

…
, , .

剥

对( 6)式构造正定 L i a p u n o v 函数

w (
·

卜客
;

,
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,
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·

沿( 6 )式的解对 W (
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启
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,
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一
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,

当 。 、 。 * ,

尺声

·

艺
一

故结论成立
.

验证M矩阵
.

有构造性算法
,

下面推论更实用
.

我们恒设 乙 , < 0 ( i ~ l , 2 ,

…
,

习
。

推论 2 若下列条件之一成 立
:
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,
, 一 1

,
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( 3 )习
i

,

户二 1

( 4 ) }T ; `

(性贵选 )
’

< ` ,

, >
合暮
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.
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.

1
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.

…
T 2 2 f J

` ” 垒全 !互
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p ( , ) 。

则 ( 6 )式的平衡态
。
~ 尹 渐近稳定

.

因为以上条件之一均蕴涵 ( (一 l )气 }乙 , } )
。 、 。

稳定
。

定理 3 若下列条件之一满足
:

( 1 ) 存在常数 舀
;
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…
, 。
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.
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.

证 若条件 ( l) 成立
,
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u
的

v 函数

,
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名
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· , , 一 “ , (
·
产, , < 0 ,

当 · “ · ’ ·

若条件 ( 2 )满足
,

则可作 iL a p u n o v 函数
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平 (,
)全 m a x

l ,
,

一
。

产}垒 }
t, , 一 。产!

,

l ( 1 ` ,

刀 十

W (
。
) 1

、 ) (
C ` G ; (

。 , )
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全
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门.。 , 一 ,
:

_ ! G
,
(

t, ,

) 一 G ` ( , 产) l

《 一

e , G ; ( 。 ` )

】G ,
(
。 , ) 一 G , ( 。 产) }

C , G ; (
, :
)

< 0 ,

当
, 钾 , * 。

敌定理 3 结论成立
.

注 1 定理 3 条件比定理 2 弱
.

如 :

几 一

(寸幼
满足定理 , 但不 “ 足定理 2 条件

·

但定理 , 条件好验证
·

注 2 在上述定理中
,

在
。 ~ 尹 的使 W (的 正定的邻域与使 D 十

平 (的 负定的邻域的

交域
,

便是 。
~

。 *

的吸引区域
,

此交域越大
,

吸引域越大
.

神经网络的宽错性越大
。

定理 4 若定理 1 条件满足
,

还有

,

, G ;(
“ ` ) (

。 `
一 。产) d。

、
一 + 的

, i 一 l ,

则( 6)式的平衡态
, 一 广 全局稳定

,

从而 。 一 尹 是唯一的吸引子
。

定理 5 若定理 2 条件满足
,

还有

}{下
。 :(一 ) d一

卜
+ co

, ` 一 ` , 2 , ”
` , ” ·

则( 6)式的平衡态
, ~ 产 全局稳定

.

定理 6 若定理 3 条件满足
,

且

1{万
。 : (一 , d一

1
一 + 二

,

或定理 3 的条件 ( 2 )满足
.

则 ( 6 )式的平衡
。 ~ , *

全局稳定
。

分别可作经向无界正定 iL : p lu 、。 v 函数

二 (
·

卜客
尸“ `

!:于
G : (一 , (

一
产) d一 ;

牙 (·卜客
;

, “

{{:}
G ; (一 ) d ·

小
仿定理 1

,

2 , 3 证定理 4 , 5 , 6
.

略
.

也有类似于定理 1 , 2 , 3 的推导
,

皆略
。

下面利用一次近似理论来研究 ( 6 )式平衡态稳定性
.

令

吞̀ ,·

{
T ` i夕 `

C ` G : (
, ` C ` R `

( t, `

)
G : ( :

a夕 `

。 二 。 衣 , 了
~ 少一 ,

二
` 一移 ,

。 f 了亘到二 一 一些i自{立 - 、
一兰三i丝卫一全些卫二型 }

d t, 户 l

( 8 )

,

二
,
乎 铸 1 , ,

1 一 1
,

2
,

…
, 儿 .
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定理7 若 ( (一1 )
古̀ , ]b` 5 1

。 二 。

稳定
,

则 b` ; < o ( i ~ 1…
, ,

)
,

蕴涵 ( 6 )式平衡态
, 二 ,今,

渐近稳定 ;若至少有一个 气
`。

> 0 ,

则 ( 6 )式的平衡态
, 一 尹 不稳定

。

证 ( 6 )式的一次近似系统为

之
一 B (

一
`
)

,

” 一 ( `
, ,

)
·

… ( 9)

( i ) ( ( 一 l )“ , l b 、 , } )
。 、 .

稳定
,

且 b ; `
< o ( i 一 l

l , 2 ,

…
, ,

) 使得

2 ,

… 动 等价于存在常数 荟; > i0( ,

夸, b , , + 艺 夸
`
Ib` , J < 。 1 一 l

,

2
,

…
称 。

( l叮

{习

对 ( 9 )式
,

造 L i a p u n o v 函数

W (。 ) 一 艺 引
“ ` 一 , 梦 ( 11)

。 · 、 ( , ) . (
q , 一
交

;
、

华
: 19 。 {。

,

;厄几 d t

`

客[
; ,” , , +

艺 引划 1
,· ,

一产, < 0
,

” · 钾
· ’ ·

故 B稳定
.

由一次近似理论知 ( 6 )式的解
t,
~ 户 渐近稳定

.

( 11) ( (一 1 )占` , }b` , })
. 、 .

稳定
,

且至少有某 b ` 0` 。

> 0
.

不失一般性
,

不妨设 b i ` < 0
,

i -

l ,

2, …
,

m ,

气 > 0, 1一 m 十 1 ,

…
, , ,

l 毛 。 续 , .

由于M矩阵的性质
,

知存在常数

夸` > 0 ,

使得

杏, b , , 十 习 夸
、
lb` , ! < o

,

当 i 一 1
,

2
,

…
,

,
,

一氛乞 , + E 互、 bI
` , i < o ,

当 1 ~ m 十 l ,

…
,

`

剥

对 ( 6 )式作 L i a p u n o v 函数

w ( 。 ) 一 艺 言; },
`
一 。
州 一 艺 杏` }, ; 一 讨

D
·
评 (

· , , (
6 ) `

客}
; ,” 1了+

月

见 夸` Ib` , l
l = 1
. 今 户

艺 夸;
队 , }

矛土 户

, , 一 ,
产} < o ,

当 , 一 ,
:一

.

办氨

进而可证 D +
平 (

,
) }

(̀ 》 在

见
争 , m + l

口
~

口 *

的某邻域内负定
。

从而 ( 6 )式的平衡态
。 一 尹 不稳定

.
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定理 8若矩阵

~ 八~
, .

/ G
夕丝 ` 一 “ “ ` g

狡
`

。 l

) 一 G l

(
。 ,

产)

尺 ;

(
` ,

,

一
, , ,

在
。 一 , *

的某邻域内

证 由条件知存在

L
一

V 稳定
,

则 ( 6 )式的平衡态

P 一 d i a g ( P
: ,

二
,

p
。

) > O
,

P
’
口 十 夕 尸 墓 0

.

G
。

( 。 。

) 一 C
,

〔。
才)

尸
沼

(
t, ,

一
。 ,

矛)

。 一 。 *

渐近稳定
.

使得

作L , a p u l、 o v 函数

W (
。
) 一

d砰 ( 。 ) J _ 令
。

— 一

—
l

一 2
.

f
,

d t 一( , )

苍

艺 p
,

氏 :孚G产(
, , ,

) (
。 ,

一
: ,

产) d t, ` ,

C“ : (一 ’ (

一
广)

去誉
一
交

。 `
(

: , 、
一

。
: ) [交

:
, ,

(
。 ,

一
。

: ) 一 `
!

如 ) 弓 q 丛立1
兀几 L不几 汉* 」

一 (
t,

一 t, *

)
`

(口
,

P + P 口 ) (
。
一 。 水 ) < 0

,

当
。
今 t, 水

故结论成立
.

推论 3

渐近稳定
.

定理 9

若矩阵 , 垒 : 一 、 1i a g

f些烫)
,

…
,

旦曾牡 ) 对称负定
.

Nl(J
6 )式的

, 一 , 书

\ 代 1 K
. /

若定理 8 中的 夕在 R
”

中是 L 一V 稳定的
,

且

, , G : ( , ,

) ( 。
、
一

。
产) d t, ,

一 + co
.

则( 6)式的解
t,

证

定理

仿定理 8

。 水
全局稳定

.

作径向无界正定函数 W (的 即得证
.

略
.

1 0 若在 。 ~ , *

的某邻域内

存在常数 夸、 > 0 ( i

_ 夕
、

左夕
。

) 二旦 (丝拉
R `

(
, , `
一 , 广)

2
,

…
, n

) 使得

< 0
,

i 一 l
,

2 ,

…
月

叭 ) 一 G 、
(

。
尹)

_

,
一 一

—
J

R 、

(
。 、
一

t,

产
十 艺 夸, IT , , l < 0 ,

一 l
, 2 ,

…
, 月 ·G一Z!氛

则( 6)式的平衡态
。 ~ t,* 渐近稳定

.

证 对 ( 6 )式作 L i a p u n o v

函数

、 (。卜 全
;
、 e 、

…{: ;
G: (。

、
) d·

,

D 十
W (

“

) }
、` , 毛 万

;
,

(
T , , - G 、

(
, 、

) 一 G ` (
。
产)

R`
(

t, ,

一 。
产)

+

全
; `

1}
, ,

一 : , < 。 ,

当 ,
,

,
:

{就

故结论成立
。



0 13 2中 国 科 学 (A辑 )第 23 卷

推论4 若 兀
;

一 李民 t (,! ) < 。
,

且
尺

,

刀 ,
一 一 生 ( [ l + ( 一 l )

“ ` s ] I T ; ,

l )
。 、 .

Z

+ d `
· g

(裁
G ; (

·扩, 一 T l! ,

一贯
, G二(

· , , 一 T二

)

是一 M矩阵
,

则 ( 6) 式的平衡态
, 一

。 水
是渐近稳定的

.

2 平衡态的存在唯一性

下面讨论非线性方程组

烈
T “ “ , (

· ` , 一瓷
+ “ 一 0

,

` 一 ’
,

’
,

一
( 12)

或

万 T ` ,口 , 一
G 、 ( 。 `

十 I ; 一 0 5 1 一 1 , 2 ,

…
, 称 ( 13)

的正解的存在性问题
.

设 G : ) O ,

且有界
.

定理 11 若 一 T (兀 , )
, 、 。

为 M 矩阵
,

则 ( 13 )式的正解是唯一存在的
。

证 存在性
.

由条件知存在常数 尸` > 0( i 一 1
,

2 ,

…
,

n) 使

一 p ` T “ 一 艺 p , T ` , > o , i 一 ` , 2 ,

…
, 。

{黔

或

P , T `户

一 T 、 i P ` < 1
。

艺粼

作变换

则 ( 1 3 )式变为

, `
~ P

,

杏
,

( i 一 1 , 2 ,

…
, n )

.

见 T 、 , p ,夸, 一 旦迎丛立 十 I
;

一 。
~ 1 , 2 ,

… 凡 ( 14)

将 ( 14 )式变为

( l , )乌夕

、、.声//

l
、

十如

、

、 .声/T ;户P声

一尸 i T
十 呈鱼二互

尺`

_ ~
.

G :`刀
.

、尸
;

一 r ` 止 “ 宁
一一人

`

/皿了、、
·

艺澎
一氛

其中 ” `
是介于 。 与 氏杏` 之间的某数

,

G : ( 刀̀ ) P `

) 0 ,

|月.月口
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() l 5式的系数及自由项均为正数
,

且

V

、、.产/

豁
夕勺 `

T 、护P j

一尸
:

T
:

+
G ;(刀

*

) P )
城

熟
了今 i

T ` s P s

一 P ` T 、 `

对( l匀式用普遍迭代法求解
:

一客( 更理
;

,

+ 旦匕哎卫互
R`

)。
一 `’ 十 I `

G: ( 。 {
” 一 ” )尸、

R
:

,

m ~ l , 2 ,

…
,

( 16 )

一 P T 、声 一 P ; I “ 十

I `

’ (一 尸
` 2

. `
+ 肘 )

}̀ : ( 。
、
) p

、

} 一
, ,

_
}兰 l丛止尹旦之二一上 } 毛 M 一
{ R i !

( 1 7 )

其中

。 。 sn t .

斌一
l)
是介于 。 与 拼

, 一 l)
之间的数

。

可用归纳法证明对所

有自然数 m
,

有

互{耐
李

—
I

一 P 、 T i 、 十
G :(刀:

` 一 ,’ )P `

R i

I `

(一 P ` T
, 、
十 M )

> O
。

( 1 8 )

1 l l a X

之` i ` .

夸{一 ,奎歹`
“ , ,

m 一 1 , 2 ,
·

p 会 n l a X

l ( 宕书 .

P , T
、 矛

一 T ; i P ,

又垒 In a X
一簇 百` .

I `

一 P , T ; i

·

艺粼

于是由( 1 6 )式有

-f(
) 、
(客六 {升)。

一

~
了钾 诊

~ p酬` 一 , ,

成 孑0)
+

十 几成

又

l 一 p

… 镇 p ” 舀`o , 十 p , 一 ` 2 十 p , 一 ,几 + … + 之

< + co
。

故 {引
`

)} 在 R军 内是有界的
.

由聚点原理
,

不妨设 {夸1
.
)} 为收敛子序列

,

从而

氛垒忽
.

护
, > “

存在 ( i 一 l , 2
,

…
,
)

,

即 。 ;
~ p `

夸
`

( i 一 l ,

…
,
) 为 ( 13 )式正解

.

唯一性
.

设 p `尝产( i 一 l
,

2
,

…
,

n) 也为 ( 1 3 )式的正解
.

于是有

n
,

,

二 G ,
(畜

、 p ; )
一

f ` J `污 ` 下 一 一 三一—K i

一 见 言
,

( p , T ` , ) + I ` ,

( 1 9 )

{彰

一 , 、 : `

片 + 鱼又攀立
K`

一 习 犷凡介 十 .iI ( 2 0 )

进而有
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一 p、
i T、 (蜜; 一 夸为 +《 ( :才 )尸

,

(杏、 一 参才乏_

尺i
兀 ,尸 ,

( 夸, 一 与广 (21)

·

艺留

其中 衬 是介于 如 与 犷 之间的数
.

而

乙凡一凡
1l l a X

l ( 亩簇 .

}蜜
` 一 杏州 ( 艺

P

一 T “ 尸、
十

护 _

G : (刀产)

1l l a X
一 ( 护( .

!如一 杏判

燕 p m a x

1 簇 i 《 .

}咨` 一 犷 }
.

故 省;
~ 扩

,

定理 12

。 ,

使得

~ 1
,

2
,

…
, .

唯一性证毕
。

定理得证
。

若 T“ 蕊 0
,

T 、 , ) 0 ( i 等 j
, i ,

j一 l , 2 ,

…
, , )

,

存在常数 杏; > o , i 一 l , z
, … ,

杏, T , , + 艺 夸; IT` , l成 。 ,

护一 1 , z ,

…
, , .

(22)

又 《 (价 ) ) 6 > 0 , 。 为某常数
。

则 ( 1 3 )式的正解存在唯一

证 沿用 ( 1 4 )一 ( l约式
.

( l劝式的系数和 自由项均为正
.

且

郭
户今反

_ j
、

建 ,

( 23)

一 T
: `
尸

:

十

: ( 。力

动
`

粼
R`

T ` , P户

一 P 、 T ` i +

一、 < ;
.

s P ` /

R `

再沿用 ( 1 6 )一 ( 一8 )式
.

令

舀`用 ,

~
n l a X

t

“ ` .

畜; , , ,

m ~ l ,

…
,

In a X

恤嘴 云` .

~ t U a X

人` 口咦 . _ ~
.

s P
;

一 犷 `
七

,

--t 一R i

由( 16 )式
,

有

香
` , , 提 。 * , 万`

, ,

+ p

之*

l 一

*

一
1

广 + … + 矿又 + 孟

笔 万叻 十 飞 < 十 co ( 24)

余下可仿定理 12 证 ( 13 )式有唯一正解
.

定理 1 3 若 T ` ; 镇 o , T ` , ) o , i 铸 z , i
,
z 一 l , 2 ,

…
, , ,

G : (
, `
) ) l` > o ,

i ~ l , 2 , ,

一

存在一组正数 尸`
> o ,

使得

产垒 1刀 a X

l ` 万 ( 月

里
」

廷生 < l

l s P `

R `

~ l , 2 ,

…
” -

( 2, )

·

艺澎
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赃 13) 式的正解唯一存在
.

证 沿用 ( 1 4 )一 ( 1 5) 式
,

则有

(万
T ;护P 户

一尸 、 ,

十
G ; ( 刀` ) P

、、 女`工
i区生、 < ;

.

/ 犷乌 \ l
`
P

、 /

R

习粼

再沿用( 16 )一 ( 18 )式
.

令

又一 m a x

I
尽

l 尸
`

一只 T
, 、
十

R 、

由( 19 )式有

澎` 砚 召 ,

即
, 十 群 , 一 l几+ … + 又 < 护

, 十
之

l 一 11
< 十 co

。

余下可仿定理 H 证 ( 1 3 )式有唯一正解
.

注 3

注 4

定理 11 一 13 关于 i 成立的不等式
,

换成关于 i 成立的不等式
,

结论仍然成立
.

证明了 ( 12 )
,

( 1 3) 式平衡位置的存在唯一性之后
,

有时可以借助 于 L as a l le

( 2 6 )

不变

原理证明平衡态的渐近稳定性
.

致谢 感谢叶章剑教授
、

吴新佘教授和作者进行 了有益的讨论
.
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