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基于 Powell-Sabin 细分的参数曲面重建方法 
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摘  要: 将复杂几何体网格转换为参数曲面是 CAD 几何引擎设计中的关键问题. 针对赋予四边形粗剖分结构的三角

网格模型, 提出一种基于 Powell-Sabin 细分的参数曲面重建方法. 首先利用均值参数化方法建立每个粗四边形结构

MT 到参数域 D 的映射, 同时得到 D 的三角剖分  ; 然后对  进行一次 Powell-Sabin 细分得到加细三角剖分 S , 并且

利用 MT 的几何信息构造二元一次样条函数空间 S S) 中的插值函数 S; 对 D 均匀采样之后, 利用插值函数 S 得到规

则型值点作为参数曲面表面点的近似; 最后建立具有光顺性质的能量函数, 求解出双三次 B 样条曲面的控制点网格, 

完成曲面重建. 实验给出了柱面、鞍面等基础曲面和人头模型等自由曲面的重建结果. 数值结果表明, 与自适应算法

相比, 所提方法能够捕获由给定三角网格呈现的几何细节, 重建复杂模型的点距均方误差减小 38%. 
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Abstract: The conversion of complex geometric objects represented by triangular meshes into parametric sur-

faces is a critical issue in the design of CAD geometric engines. For a triangular mesh model with a coarse quad-

rilateral partitioning structure, this paper proposes a parameterized surface reconstruction method based on the 

Powell-Sabin subdivision. This paper first employs the mean value parameterization method to establish a 

mapping from each coarse quadrilateral structure MT to the parameter domain D, and simultaneously obtains 

the triangular partitioning   of D. Then, a single Powell-Sabin subdivision is applied to   to achieve a re-

fined triangular partitioning S . Moreover, using the geometric information of MT, an interpolation function 

S is constructed in the bivariate spline space  SS  . After uniform sampling of D, S is used to approximate 

regular-valued points as surface points of the parametric surface. Lastly, by establishing an energy function 

with smoothness properties, the control point grid of the bicubic B-spline surface is solved to complete the 

surface reconstruction. Experiments present the reconstruction results of basic surfaces like cylindrical and 

saddle surfaces, as well as freeform surfaces like human head models. Numerical results indicate that, com-
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pared to adaptive algorithms, the proposed method can capture the geometric details presented by the given 

triangular meshes, reducing the MSE of vertex distances in complex model reconstruction by 38%. 

 

Key words: Powell-Sabin subdivision; mean value parameterization; B-spline surface reconstruction; geometric 

smoothness 

CAD 软件是工业应用中主流的数字化设计与

制造工具, 而 CAD 的基础底层支撑就是通用几何

造型平台, 或者称为几何引擎. 将复杂几何体网格

转换为参数曲面, 是 CAD 几何引擎设计中的关键

问题 , 它可以从几何和拓扑的角度解决复杂几何

体的重构和连续性等问题 , 生成高质量和高精度

的几何模型, 减少存储需求和提升计算效率, 已在

车身和船体设计、等几何分析[1]和计算机动画中得

到广泛应用.  

将复杂几何体网格转换为参数曲面是指从离

散的网格数据中恢复出连续的 NURBS 曲面, 其基

本思想是在保证光顺性和逼近性的条件下 , 最小

化 NURBS 曲面和原始网格之间的某种距离度量, 

通常该方法包含以下步骤:  

Step1. 拓扑划分 . 将复杂的网格模型分割成更简

单、更易于处理的片段. 

Step2. 参数化. 为每个片段分配参数化的坐标. 

Step3. 曲面拟合. 使用优化算法求解或调整 NURBS

控制点, 使得曲面尽可能地接近原始网格. 

Step4. 优化和细化. 对 NURBS 曲面进行优化和细

化, 以更精确地匹配原始网格的细节.  

如何保持复杂的几何拓扑结构 , 如何在有限

的计算资源内有效地进行参数曲面重构 , 如何保

证 NURBS 曲面的质量及其与原始网格的符合度, 

涉及计算机图形学、几何建模、数值优化和计算几

何等多个领域的知识.  

国内外学者已经对复杂几何体网格转换为参

数化曲面展开研究, 在过去几十年中, 研究者对网

格参数化进行深入探索 , 并提出各种方法来解决

不同类型的应用和约束问题. Tutte[2]通过将网格的

边界顶点固定在某个凸多边形上 , 并与凸边界内

的内部顶点建立无交叉的直线嵌入来进行网格参

数化; Floater[3]提出一种基于重心坐标的参数化方

法, 不需要预先指定边界, 并且可以生成角度无失

真的参数域, 该方法的优势是其简单性和通用性, 

但可能不适用于所有的应用场景 , 特别是特定的

边界形状或更复杂的网格时; Lévy 等[4]提出基于局

部最小化共形映射 (least square conformal maps, 

LSCM)方法 , 利用复分析理论很好地处理复杂的

边界条件, 并特别适用于保持网格的角度; Sorkine

等[5]进一步扩展了保角参数化这一领域, 提出固定

边界形式的参数化 , 允许用户直接控制参数化的

边界形状. 在处理更复杂的模型时, 防止参数化中

的三角形翻转变得尤为重要. Sheffer 等[6]提出一种

最小化参数化三角形翻转和失真的方法.  

基于分片连续曲面的曲面重构技术能够方便

地进行并行化计算, 常用于处理大型复杂数据, 是

Rhino 和 Geomagic 等 CAD 软件的关键技术, 该技

术分为单张曲面重构和多张曲面连续拼接 2 个步

骤. 早在 20 世纪 70 年代, 曲线曲面拟合的基础就

已经形成, 已有许多经典算法, 从早期的 Ferguson

法、Coons 法, 到后来的 Bézier 算法、B 样条算法

和 NURBS 算法. 考虑到拼接曲面的复杂性, B 样

条曲面由于其良好的连续性和简单的数学描述形

式 , 特 别 是 具 有 优 良 的 控 制 性 和 局 部 性 , 成 为

CAD 造型系统的基本工具. 不少学者研究 Bézier

曲面、B 样条曲面、NURBS 曲面间的参数和几何

连续性条件, 提出连续拼接曲面的构造方法. Shi

等[7]提出在经过四边形区域划分后的模型上, 重建

收敛到 1G 连续的双三次 B 样条曲面片的方法, 随

着曲面控制顶点的增加, 曲面片间趋向于 1G 连续; 

随后, Shi 等[8]讨论了内部没有重节点的双五次 B 样

条曲面片间的 1G 连续性条件, 给出生成严格的 1G

连续的双五次样条曲面的局部构造方法; Lin 等[9]通

过自适应划分原始网格 , 用 1G 连续拼接双五次

Bézier 曲面片拟合三角形模型; Zhang 等[10]提出多

分辨率网格拟合算法 , 将粗四边形剖分递归地细

分为 4 个子四边形, 扩展了基于自适应补丁的拟合

方案. 上述方案[9-10]都是通过边界曲线和法线插值

构建四边形面片 , 从加细拓扑划分的角度提升拟

合精度, 对于曲面内部细节刻画不够.  

细分曲面重建与样条曲面重建方法的结合已

成为研究热点. Catmull 等[11]和 Velho 等[12]提出将样

条参数法推广到任意拓扑网格. Powell 等[13]提出将

每个三角形细分为 6 个较小的三角形的细分方法; 

Halstead 等[14]研究了 Catmull-Clark 细分曲面的顶点

和法向插值问题; 针对散乱数据, Hoppe 等[15]提出
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基于细分的曲面重建算法; Ma 等[16]还研究 B 样条

曲面与 Catmull-Clark 细分曲面相结合的重建技术, 

首先通过人工交互方式得到一个四边形拓扑划分; 

然后用 Catmull-Clark 细分曲面表示与奇异顶点相

连的区域, 而其他区域用 B 样条曲面表示; 最后求

解联合 B 样条和 Catmull-Clark 曲面的拟合系统; 

Karčiauskas 等[17]提出一种引导细分方法来构造双

三次、双四次或双五次 1C Bézier 曲面, 优化参数曲

面的高光线分布; Marsala 等[18]使用光滑掩模逼近

Catmull-Clark 细分曲面的全局 1G 连续 Bézier 曲面, 

为四边形网格构造 1G 曲面提供新的研究思路. 细

分曲面方法能够增强曲面几何特征, 同时 Powell- 

Sabin 细分构造的插值函数能够近似参数曲面, 从

而获得更精确的型值点. 

针对赋予四边形粗剖分结构的三角网格 , 本

文提出一种基于 Powell-Sabin 细分的参数曲面重

建方法. 首先利用均值参数化方法和 Powell-Sabin

细分得到参数域 D 和 D 上加细三角剖分 S ; 然后

构造二元一次样条函数空间  S1
2S  中的插值函数

S , 并且对 D 均匀采样得到采样点 , 利用插值函

数 S 计算规则型值点作为参数曲面的近似 ; 最后

构建方程组求解 B 样条曲面的控制点网格. 实际

应用中 , 需要首先对复杂几何体在拓扑结构上分

片, 得到赋予四边形粗剖分结构的三角网格模型; 

然后计算四边形粗剖分结构的 NURBS 表示; 最后

将 分 片 NURBS 曲 面 按照 拓 扑 结 构拼 接 , 得 到

NURBS 表示的几何体. 

1  预备知识 

1.1  平面参数化 
参数化指将三维网格曲面映射到一个参数域

上(如平面、球面等), 它是大部分几何处理问题的

基础, 如纹理映射与合成、细节迁移、网格编辑和

压缩、曲面拟合、重网格化等. 

如图 1 所示, 一个三角网格 TM 是一组三角形

 1 2 , , , mT T T T  的 并 集 , 它 们 仅 在 公 共 的 边 缘

 1 2, , , lE E E E  和顶点  1 2, , nV  V V V 处相交 . 

具体地, 这些顶点按照一定顺序排列, 其中, 内部

顶点的索引为 i {1, 2, , }I m  , 边界顶点的索引为

b { 1, 2, , }I m m n    . 通 常 情 况 下 , TM 的 参 数

化
t

f 由 函 数
T

g 来 确 定 , 即 通 过 指 定 每 个 顶 点

i VV 的参数点  Ti igv V , 并要求
T

g 在每个三

角形上满足连续性和线性性 . 在这种情况下 ,
T

g

是从一个表面三角形 kT 到相应参数三角形 kt 的线

性映射 ,   1

Tt
f g


 是从 kt 到 kT 的逆线性映射 . 

参数域  是所有参数三角形的并集. 

 

 
 

图 1  参数化示意图 

 
定理 1. Tutte 重心映射定理[2]. 

若一个三角网格和二维圆盘能满足下列条件:  

(1) 使得网格边界上顶点的坐标分布在一个

凸多边形上; 

(2) 使网格每个内部顶点(即非边界顶点)的坐

标为其邻接顶点坐标的凸组合.  

则一个三角形网格与圆盘同胚 . 称这样的二

维 区 域 是 有 效 的 参 数 域 , 通 常 设 参 数 域 为 D   

[0,1] [0,1] . 

设三角网格 TM 在参数域 D 上的参数化坐标

记为       1 1 2 2, , , , , ,n nu w u w u w . 根据凸组合的

定义[19], 条件 (2)可以写为 .0
j i

ij ii
ij i j

u u
a

w
a

w

   
      





其中, i,i j I 且 j i , 系数 

 
ii ij

j i

a a


            (1) 

设 iV 的邻接点集合为 iH , 系数 

 

0, if

0, otherwise

ij j i

ij

a V H

a







 
           (2) 

假设参数域 D 上有一个预先定义好的凸多边

形, 将三角网格 TM 的边界顶点的参数坐标固定在

这个凸多边形边界上, 其顶点坐标为   1 1, ,m mu w   

   2 2, , , ,m m n nu w u w   , 则定理 1 中的条件(1)可

以写为 

 

i
ii

i

i i

u u
a

ww

 
  




 



 
            (3) 

根据式(3)可构建线性方程组




Ax = x
Ay = y

, 其中 , 

   1 2 1 2, , , , , , ,n nu u u u uu  x x , x 和 y 用 来
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存放 TM 中全部顶点参数化后的对应坐标, 它们的

分量分别记为 iu 和 iw ,  1,2, , i n ,  ,i iu w 即为

TM 中的顶点 iV 参数化后的坐标; x 和 y 用来存放

TM 中边界顶点参数化后的对应坐标.  ij n n
a


A , 

,i j  1,2, ,n 表示以系数 ija 为元素的 n 阶稀疏矩

阵. 由式(1)~式(3), A 中非对角元素的取值为 

i0, if ,

0, otherwise

ij i

ij

a i I j H

a





 

 
. 

A 中对角元素的取值为 

i

b

, if

1,       if

ii ij
j i

ii

a a i I

a i I








  

 


. 

1.2  Powell-Sabin 细分 
1.2.1  二元多项式样条函数空间 

设 XY 平面上某个三角形 kt 如图 2 所示, 当点

  2,x y c 在 kt 内部时 , c 可以写成三角形顶点

坐标的线性组合形式为 1 1 2 2 3 3    c v v v . 其中, 

 1 2 3, ,τ τ τ τ 是 点 c 关 于 kt 的 重 心 坐 标 , 满 足

1 2 3 1τ τ τ   , 且 0iτ , 1, 2,3i .  

 

 
 

图 2  三角形 kt 的重心坐标 

 

设
2 2

, ,
0

2
0

, , 2i j
i j i j

i j

x iy ja a
 

    
  

  ≤ , 

d 表示总次数小于或等于 d 的二元多项式的线性

空间 [20]. 其中的任意二元多项式  ,p x y 可以写成

Bernstein-Bézier 表示形式 

 2
, , , , 1 2 3

2
, , 0

( , ) , ,i j k i j k
i j k
i j k

p x y b B τ τ τ
  

 
≥

. 

其中, 1,2,3i  ; 2
, ,i j kB 是定义 kt 在 Bernstein 二次多

项式[21], 即 

2
, , 1 32

2!

! !
,

!
ji k

i j kB τ τ τ
i j k

  

, , 0i j k ≥ 且 2  i j k .  

设 D 为 2 维欧几里得空间 2 中的给定区域, 其

边界为 D .  0 1, , , nt t t   是区域 D 的一个三角

剖分. 如图 3 所示, Powell-Sabin 将中的每个三角

形剖分为 6 个较小的三角形, 得到的加细剖分称为

的 Powell-Sabin 剖分, 记作 S ; 重心位置圆形黑

点称为 S 的加细面点, 其余圆形黑点称为 S 的加

细边点; S 上具有全局 1C 连续性的分段二次多项

式的空间称为 Powell-Sabin 样条空间, 记为  S1
2 ,S   

    2
S S1 1

2 : ,
it iS s C D s t    | Π . Speleers

等 [22]证明, 插值问题  

 

 

 

 

, 1, 2, ,

, 1, 2, ,

, 1, 2, ,

l l

l xl

l yl

s f l n

s
f l n

x
s

f l n
y

 


 
























V

V

V

    

         (4) 

存在且有唯一解    S1
2,s x y S  . 

 

 
 

图 3  Powell-Sabin 剖分 
 

进一步, Wang 等[23]给出了式(4)插值条件得到

的样条函数是光滑的充要条件, 即每条内网线的加

细顶点与其相邻的 2 个三角形的加细顶点是共线

的; 每个样条函数空间  S1
2S  由其在三角形顶点

处的值和导数唯一确定, 因此函数空间  S1
2S  具

有维数 3n .  

定义加细剖分 S 的步骤 [7]如下: 首先在每个

三角形内部选择一个加细点 kO 并将其连接到 kt 的

3 个顶点; 然后对于每对具有一个公共边的三角形

pt 和三角形 qt 连接 pO 和 qO , 如果 kt 是一个边界三

角形, 也将 kO 连接到边界边上的任意点.  

1.2.2  Powell-Sabin 细分规则 

Powell-Sabin 细分方法实现面的 1-4 分裂, 即

1 个面细分成 4 个面. 对于给定的三角形网格, 细

分过程中每个面、每条边分别计算出一个新的顶点

与之对应, 称之为新面点和新边点; 新面点与新边

点以及顶点相连, 形成新的网格. 图 4 所示为单个
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三角面的分裂规则, 其中, 圆形白点为旧点, 左图

圆形黑点为三角形每条边中点 , 右图圆形黑点为

新顶点. 

Powell-Sabin 细分实质上是一种中点型细分方

法, 图 5 所示为该方法的细分效果. 
 

 
 

图 4  Powell-Sabin 细分规则 

 
图 5  Powell-Sabin 细分结果 

2  本文方法 

本文方法整体框架如图 6 所示, 分为基于均值

权重的网格参数化、基于 Powell-Sabin 细分的重采

样和基于光顺能量函数的曲面逼近 3 部分. 
 

 
 

图 6  本文方法框架 
 

2.1  基于均值权重的网格参数化 
给定赋予四边形粗剖分结构的三角网格模型, 

对于每个粗四边形结构 TM 的边界顶点, 使用弦长

参数化方法将其映射到参数域 D 的边界. 根据第

1.1 节的定义, 记矩阵 A 中描述内部顶点的子矩阵

为 intA , 则  int ij m m
a


A , 其中 , , {1,2, , }i j m  . 

intA 中非零的非对角线元素 ija ( j i 且  ,i j EV V , 

下同)可以视作 TM 中 2 个邻接点 iV 和 jV 之间边

( , )i jV V 的权重. 三角形网格中出现钝角的情况下

参 数 化 会 产 生 反 转 三 角 形 , 为 避 免 这 种 情 况 , 

Floater[3]提出均值权重方案, 对 intA 中非零、非对

角线元 ija 和非零对角元 iia 取值为  

1
tan tan

2 2
ij ij

ij
ij

ii ij
j

δ γ
a

l

a a

 
  

 













. 

其中, ijl 表示边  ,i jV V 的长度, ijδ 和 ijγ 表示位于

边  ,i jV V 两侧 iV 的邻接角, 如图 7 所示.  

 

 
 

图 7  均值权重示意图 

 
这样 , 只需求解由均值权重确定的线性方程

组 AX = X , 分别求出向量 x 和 y , 即可得到 TM

的参数化结果, 如图 8 所示.  

2.2  基于 Powell-Sabin 细分的重采样 
本节采用基于 Powell-Sabin 细分的重采样方

法. 对第 2.1 节 再进行 Powell-Sabin 细分, 得到 
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a. 三角网格               b. 参数化结果 

 

图 8  均值参数化 
 

加细三角剖分 S , 并且利用粗四边形结构 TM 的

几何信息构造二元一次样条函数空间  S1
2S  中的

插值函数 S ; 再对 D 均匀采样后 , 利用插值函数

S 得到规则型值点作为参数曲面表面点的近似. 

为了得到  S1
2S  中的插值函数 S , 每个加细

面点可以取为所对应三角形的内心 [23]. 对于每条

内网线( 位于 D 内部的网线), 其加细边点必须取

为该网线与其相邻 2 个加细面点之连线的交点. 为

了方便起见, 本文将加细面点取为三角形重心, 而

将加细边点取为每条网线的中点 . 如此得到的插

值函数 S 只是  S0
2S  中的函数 , 即使如此 , 本文

结果显示 , 所得之插值函数 S 能够很好地表示原

始曲面. 

令三角形 qt 的重心 qO 作为 S 内的加细面点, 3

条边中点  0,1,2i i Q 为加细边点, 如图 3 所示, 在

三角形 qt 上构造了二元样条插值函数 3:S D   . 

设 qO 关于 qt 的重心坐标  0 1 2, ,q q qU U U , 则有 

 
 

0,1,2

0j
j

j
q qU


  v O . 

能够推出 

 
 ,

0,1,2

0q
j

j
qq jU D S


 O . 

定理 2. 设 p 是定义在 [0, ]h 上的二次多项式, 

则多项式 p 满足关系式 

        2 0 0 2p hp p h hp h         (5) 

由定理 2 可得关系式 

        , ,2 2q j j q j jq qS D S S D S  O v vO    (6) 

联立式(5)(6), 可得
 ,

q
q j

j

S
D S



 v O

. 于是有 

 

      
 

    
 

,
0,1,2

,
0,1,2

2 2

2

j
q j

j

j
j

q q q

q j

q

q j
j

S U S D S

U S D S





  







O

v

O O

v
 

 
(7)

 

如图 9 所示, 插值函数 S 在三角形 kt 顶点 jv 处

的值为 ( )j jS v V , 利用 TM 的顶点法向量计算方

向导数 , ( )q j jD S v . 为了得到更光滑的网格曲面 , 

对网格 TM 的顶点 jV 一环邻域内的 N 个顶点作最

小二乘平面拟合(平面过 N 点重心), 所得平面的

法 向量 作 为 该 顶点 jV 的 法 向 量近 似 . 法 向量 在

j qv O 方向的投影作为 ,q jD S 的近似 . 根据式(7)可

以得到  qS O 和  iS Q 作为加细网格的顶点.  
 

 
 

图 9  重采样型值点示意图 
 

本节得到参数域 D 上  的 Powell-Sabin 剖分
S , 在    , 0 , 1, ,D x y x y x y ≤ ≤  内均匀采样

 ,a bu w , 其 中 , 0,1, ,a r  , 0,1, ,b s  . 且 有

0 10 1ru u u     , 0 10 1sw w w     . 

如图 9 所示, 采样点  ,a bu w 关于三角形 abt 的

重心坐标为  1 2 3, ,ab ab abU U U . 根据式(7), 可以求出

采 样 点  ,a bu w 对 应 的 型 值 点  ,ab a bS u w   O . 

图 10 所示为重采样型值点示意图.  

如果需要在重建过程更好地保持曲面几何特

征, 可以利用得到的插值函数 S 构造 TM 的一个加

细空间三角网格 *
TM . 如果需要进一步保持几何特

征, 可以重复上述过程.  

2.3  基于光顺能量函数的曲面逼近 

本节给出从型值点集  abO 重构双三次 B 样条

曲面  ,S u w 的方法. 首先由边界型值点逼近边界 
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a. 参数域上均匀采样 

3030 个点 

b. a 对应的型值点 

 

图 10  重采样型值点示意图 
 

曲线 , 然后在光顺能量函数最小的意义下逼近整

个曲面. 

定义在参数域 D 的张量积型 B 样条曲面方程为 

     , ,3 ,3
0 0

, .
n n

i k i k
i k

S w N u N wu
 

  P  

其 中 , 用  , , 0,1, ,i k i k n P 表 示 控 制 顶 点 ; 

 ,3iN u 和  ,3kN w 表示定义在 ,U W 上的 3 次 B 样

条基函数 . 节点向量 ,U W 采用准均匀节点向量 , 

即满足端点插值性, 公式为 

 4
44

40, 0, 0, , , , 1, ,1ru u U    , 

 4
44

40, 0, 0, , , , 1, ,1sw w W    ; 

样条曲面  ,S u w 满足角点插值 , 即   0,00,0S  O , 

  0,0,1 sS  O ,   ,01,0 rS  O ,   ,1,1 r sS  O . 

记 参 数 采 样 0 1 1: 0 ru u u u  ≤ ≤ ≤ , 

0 1 1: 0 sw w w w  ≤ ≤ ≤ , 由 第 2.2 节 可知 , 

每个型值点 abO 对应一个参数值  ,a bu w .  

本文采取最小二乘拟合算法构造边界曲线. 以

边界曲线 0C 为例, 要求边界曲线 0C 在 ( ,0)au 处的

点 ,0aO 与对应的边界型值点距离平方和最小, 即 

1,0 1,0 ,0
2

0
0

,min ( , , )
r

a
n a af 


 P P O O . 

其中, 0 ,0 ,3
0

( ) ( )
n

i i
i

C u N u


  P . 

由此求得三次样条曲面的边界控制点 ,i kP , 边

界曲线拟合结果如图 11 所示. 

 

 
 

图 11  边界曲线拟合 

 

对于内部的型值点 abO , 重构的曲面  ,S u w

要满足在  ,a bu w 处的点 abO 与型值点 abO 距离平

方和最小, 距离函数记为 lsE , 公式为 

2

ls
0 0

1

2 ab

r s

ab
a b

E
 

  OO . 

为了满足曲面的光顺性要求 , 引入光顺能量

表示为 fairE , 公式为 

 2

2 22
fair [0,1]

d d
1

2
2 uu uw wwE S S S u w   . 

则总能量函数为 ls fairE E λE  , 其中 , 0λ 是一

个称为光顺因子的常数. 在最小化能量函数 E 的

条件下, 求出控制点 ,i kP .  

在 fair

,

0
i k

E


P
和 s

,

l 0
i k

E


P
, , 1,2, , 1i k n  时 , 

有分块线性方程组表示为 

 

1

, ,
1

( , ) ( , ), 1, 2, , 1
n

ii j i j j i
j

i n



   F Ρ ΒM Β    (8) 

其中,  T,1 , 1, ,j j j n   ΡΡ Ρ ;  , , ; , 1 , 1i j i j k l k l n
θ


F

≤ ≤
; 

 , ; ,, 1 , 1i j k li j k l nθ M ≤ ≤ ;  T,1 , 1, ,ii i n  BΒ B ; i Β  

 T,1 , 1, ,i i n   ΒΒ ;  
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       

       

       

1 1

, ; , ,3 ,3 ,3 ,30 0

1 1

,3 ,3 ,3 ,30 0

1 1

,3 ,3 ,3 ,30 0

d d

d

;d

2 d

d

i j k l i j k l

i j k l

i j k l

θ N u N u u N u N u u

N u N u u N u N u u

N u N u u N u N u u

  

    

 

 

 

 

 

       

, ; ,

,3 , ,3 , ,3 , ,3 ,
0 0

;

i j k l

r s

i a b j a b k a b l a b
a b

θ

N u N u N w N w
 



    
 

, ,0; , 0, , ; , ,
0 0

1 1

, ; ,0 ,0 , ; , ,
1 1

;

n n

i k i k l l i n k l n l
l l

n n

i j k j i j k n j n
j j

θ θ

θ θ

 
 

 

  



 

 

B P P

P P

   , ,3 , ,3 ,
0 0

,0; , , ; ,0, ,
0

1

,

0

; ,0 , ; ,,0 ,
1

,

1
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    .
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i k i a b k a b
a b

n

i k l i n

j

a b

k ll n l
l

n

i j k i j k n j n

l

n

j

n

j

N u N w

θ θ

θ θ



 


 

 















 



B O

P

P

P

P

 

则式(8)可以写为 

 1s fair ls fairλ λ  G G Ρ Β Β . 

其 中 ,  T T T
1 2 1, , , n Ρ Ρ Ρ Ρ ,  ls 1 , 1ij i j n

G M
≤ ≤

, 

 fair 1 , 1ij i j n
G F

≤ ≤
,  TT T T

ls 1 2 1, , , n Β Β Β Β , fair Β  

 TT T T
1 2 1, , , nΒ Β Β . 可以验证 , lsG 和 fairG 分别是

半正定和正定 . 因此 , 如果 0λ  ,  ls fairλG G 总

是正定的, 在方程组求解时具有良好的稳定性.  

2.4  本文方法步骤 
本文方法具体步骤如下: 

输入. 粗四边形结构 TM . 

输出. 双三次 B 样条曲面  ,S u w . 

Step1. 读入粗四边形结构 TM , 提取顶点和面片信

息, 设置角点、采样点个数和控制顶点个数.  

Step2. 设定参数域 D 为[0,1][0,1], 使用均值参数

化算法得到 D 上的三角剖分  和 TM 上顶点 V 的参数

坐标  ,u w : 

  Step2.1. 对 TM 边界点使用弦长参数化计算边界

点参数坐标;  

  Step2.2. 计算网格顶点均值权重, 构建线性方程

组 AX = X 并求解, 得到内部顶点的参数坐标.  

Step3. 重采样规则型值点: 

  Step3.1. 对 D 使用 Powell-Sabin 细分构造插值

函数 S ;  

  Step3.2. 如果需要保持几何特征, 则对 TM 使用

Powell-Sabin 细分生成加细的粗四边形 *
TM , 再进行细

分后构造插值函数 S ; 

  Step3.3. 设置采样点个数 , 在参数域 D 均匀采

样, 计算采样点集   ,a bu w 对应的型值点集  abO .  

Step4. 设定初始控制点数 , 对边界型值点使用最

小二乘拟合 4 条边界曲线  0,1,2,3iC i  , 对内部型值点

建立光顺条件下双三次 B 样条曲面逼近的能量函数

ls faiE E λE  r , 求出 B 样条曲面的控制点 P , 重建参数

B 样条曲面  ,S u w . 

3  实验及结果分析 

3.1  实验平台和实验数据 
本文实验基于 Windows 10 操作系统 , Intel 

Core i5-4200H CPU, 8 GB 内存, NVIDIA GTX950M 

GPU 的笔记本电脑进行. 本文方法使用 C++语言, 

基于 Microsoft Visual Studio 2019 开发实现.  

本文实验数据大多数来自现有的开源 CAD 数

据集 , 如 ABC 数据集、Libigl 库测试数据集、

TetWild 数据集和斯坦福 3D 扫描资料库. 部分测

试样例如图 12 所示. 实验过程中, 选择数据集中

的流形网格作为实验对象 , 对网格裁剪得到四边

形粗剖分结构.  
 

 
    a. 样例 1          b. 样例 2           c. 样例 3 

 
     d. 样例 4          e. 样例 5          f. 样例 6 

 

图 12  测试样例 

 
3.2  参数设置和拟合精度 

理论上, 选取的控制顶点个数只要小于参数域

内采样点个数且保证线性方程组有解即可. 但是, 

如果控制顶点数选取得过大, 拟合的曲面波动也会

过大, 导致拟合的曲面质量较差; 如果控制顶点选

取得过小, 拟合误差会相应增大. 所以, 控制顶点

个数的选取原则是: 在保证方程组有解、曲面不产

生过大波动的基础上尽量多取. 本文默认设置 ,u w
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方向控制顶点数同为 15. 在实际计算中, 控制顶

点个数的选取并不绝对 , 可以根据拟合曲面质量

进行调整. 

拟合精度指网格与重建的拟合曲面之间的符

合 程 度 , 本 文 使 用 均 方 误 差 (mean square error, 

MSE)作为度量指标. 由第 2.2 节, 网格 TM 上顶点

klV 在参数域 D 上的 MSE 定义为网格顶点 klV 与对

应拟合曲面上点 klO 的距离平方和求平均, 表示为 

2

2
0

1
MSE

N

kl kl
kL N 

 
  V O . 

其中 , L 表示原始网格包围盒对角线长 ; N 表示

原始网格顶点个数.  

3.3  结果分析 
采用本文方法对测试样例进行实验的重建效

果如图 13 所示. 可以看出, 使用光顺能量函数构

造的 B 样条曲面, 能够理想地展示由给定数据点

呈现的几何细节, 满足曲面重建的光顺要求. 表 1

所示为 6 个测试样例的结果对比. 图 14 所示为测

试样例误差结果对比, 其中, 采样点为 3030, 控

制点为 1515. 可以看出, 由于本文方法在拟合边

界时使用了最小二乘能量函数的拟合方法 , 相比

于曲面内部, 曲面在边界处的拟合误差明显更大, 

原因是由于本文在裁剪原始模型时产生锯齿状的

边界 . 未来考虑使用测地线边界代替原始网格边

界或者更精确的边界曲线拟合方法 , 减小在边界

处的误差. 

 

 
 

图 13  可视化效果 
 

表 1  6 个测试样例的拟合结果对比 

样例 顶点数 面数 拟合误差 内部误差 时间/s

1 0 341 00 640 1.9×10−3 1.6×10−3 003.25

2 4 344 08 414 1.4×10−3 1.1×10−3 019.32

3 5 923 11 676 4.9×10−3 4.8×10−3 112.45

4 2 500 04 802 1.9×10−3 9.5×10−4 017.81

5 6 230 12 201 1.7×10−3 1.0×10−3 034.43

6 1 857 03 572 3.8×10−3 3.4×10−3 009.12

 
 

图 14  6 个测试样例误差结果对比 

 
采样点个数和控制点个数是重要参数 , 其值

不同导致拟合结果有很大区别. 图 12f 样例 6 是由

1 857 个顶点、3 572 个三角面片组成的四边形粗剖

分结构, 本文将其选为实验对象. 

表 2 所示为采样点个数为 3030 时, 不同控制

点个数的拟合误差对比. 可以看出, 当控制点个数

增加时, 拟合误差会减小. 图 15 所示为控制点个

数不同情况下拟合结果. 可以看出, 控制顶点个数

从 10 增加到 15 时拟合效果明显变好; 控制顶点数

从 15 增加到 25 时效果变化不那么明显. 但是, 控

制点个数的增加会导致第 2.3 节中解方程的维度呈

几何倍增, 时间开销加大. 因此, 本文实验中默认

设置控制顶点个数为 1515.  

 
表 2  不同控制点个数时的拟合误差对比 

控制点个数 拟合误差 时间/s 

1010 8.6×10−3 9.01 

1515 3.8×10−3 9.12 

2020 2.3×10−3 9.36 

2525 1.7×10−3 9.45 

 

 
 

图 15  控制点个数不同情况下拟合结果 

 
采样点数量设置也是参数曲面重建的关键 , 

数量过少会影响重建效果 , 数量过多会浪费计算
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资源. 采样点是贴近原始曲面的点云, 控制顶点个

数确定时 , 过少的采样点不能刻画出原始曲面的

特征, 随着采样点的增加, 求解大型方程组花的时

间越多. 表 3 所示为控制点个数为 1515 时, 分别

计算采样点取 20, 25, 30, 35, 40, 45 和 50 时的拟合

误差. 采样点取 20, 30, 40 和 50 时, 可视化结果如

图 16 所示. 为节省计算和储存开销, 在计算时间

和重建效果平衡的情况下 , 本文设置默认采样点

参数 3030. 图 17 所示为采样点取 5050, 控制点

取 2525 时的误差结果. 可以看出, 此时曲面拟合

的效果较好, 整体误差小.  

 
表 3  不同采样点个数的拟合误差 

采样点个数 拟合误差 时间/s 

2020 4.20×10−3 04.71 

2525 3.70×10−3 06.69 

3030 3.80×10−3 09.12 

3535 3.84×10−3 11.86 

4040 3.81×10−3 15.38 

4545 3.83×10−3 19.09 

5050 3.82×10−3 24.15 

 

 
 

图 16  采样点个数不同情况下拟合结果 

 

 
 

图 17  采样点 5050, 控制点 2525 时误差结果 
 

将本文方法与 Zhang 等[10]提出的多分辨率自

适应网格拟合算法 (简称自适应算法 )进行比较 . 

Zhang 等[10]将每个样条曲面片的阶数设置为 44, 

控制点的数量设置为 99, 对模型进行自适应粗四

边形剖分, 通过增加曲面片的个数实现对局部细节

的补充描述. 柱面、鞍面等基础曲面和 Man-Head 模

型拟合结果如图 18~图 20 所示, 其中, 自适应算法

是对整个模型进行分割后计算 , 本文方法在实验

部分只计算内部顶点的误差; 定量对比结果如表 4

所示 . 柱面和马鞍面网格模型都是通过常规函数

生成的 ,  设置顶点个数为 2 500, 三角面个数为

4 802; 在自适应算法的实验中, 它们被分割为 4 个

粗四边形结构, 本文使用 1818 的控制点保证控制

点个数相同. Man-Head 模型是一个具有 3 302 个顶

点和 6 437 个面的三角形网格. 从表 4 可以看出, 

自适应算法中, 细分后最终面片数为 16 个, 控制

点个数为 9916, 拟合误差达到 1.65×10−3. 在本 

 

 
a. 自适应算法[10]           b. 本文方法 

 

图 18  不同方法拟合柱面模型结果对比 

 

 
a. 自适应算法[10]         b. 本文方法 

 

图 19  不同方法拟合马鞍面模型结果对比 
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a. 自适应算法[10]            b. 本文方法 

 

图 20  不同方法拟合 Man-Head 模型结果对比 
 

表 4  不同方法拟合误差定量对比实验 

方法 柱面 马鞍面 Man-Head 模型

自适应[10] 3.74×10−4 4.46×10−4 1.65×10−3 

本文 6.36×10−4 6.15×10−4 1.02×10−3 

 
文方法的实验中, 设置控制点为 3636, 拟合误差

为 1.02×10−3. 自适应算法构造边界曲线时引入边

界上法线约束 , 然后通过边界曲线和法线插值构

造拟合曲面, 使得该算法对于边界拟合效果好, 基

础 曲 面 拟 合 精 度 比 本 文 方 法 高 ; 但 是 对 于

Man-Head 这类几何特征明显的自由曲面, 本文方

法利用原始网格的局部几何特征构造采样插值函

数, 从而得到更好的拟合效果. 

4  结  语 

围绕复杂几何体网格转换为参数曲面问题, 本

文提出基于 Powell-Sabin 细分的参数曲面重建方法. 

实验给出了柱面、鞍面等基础曲面和 Man-Head 模

型自由曲面的重建结果. 数值结果表明, 与自适应

算法相比, 本文方法可以使用更多的原始网格几何

信息捕捉物体局部的几何特征, 对复杂模型的拟合

效果较好; 但是, 输入网格被划分成粗四边形区域

时, 锯齿状边界可能会带来数值不稳定. 未来, 考

虑引入法向信息的边界拟合, 同时将 Powell-Sabin 细

分方法应用到细分曲面重建领域; 引入自适应细分

方法设计重采样模块, 研究新的参数曲面重建方法.  
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