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摘  要: 几何迭代法, 即渐进迭代逼近(progressive-iterative approximation, PIA), 作为一种有效的数据拟合方法, 吸
引了众多研究者的关注, 并获得广泛的应用. 针对经典 LSPIA 算法收敛速度较慢的问题, 提出一种基于 Gauss-Seidel
迭代方法的快速 PIA 算法, 称为 GS-LSPIA. 首先, 从给定的数据点中选取拟合曲线的控制点; 然后, 采用累加弦长

法参数化给定数据点; 最后, GS-LSPIA 通过迭代地调整控制点来生成一系列拟合曲线(曲面), 并且保证了生成的曲

线(曲面)的极限是对于给定数据点的最小二乘拟合结果. 在多个曲线曲面拟合上的实验结果表明, 为达到相同的拟

合精度, GS-LSPIA 算法比 LSPIA 算法需要更少的步骤和更短的运算时间. 因此, GS-LSPIA 是有效的, 而且具有比

LSPIA 算法更快的收敛速度. 
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Gauss-Seidel Progressive and Iterative Approximation for Least Squares Fitting 
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Abstract: Progressive-iterative approximation (PIA) is an efficient method for data fitting that attracts the 
attention of many researchers and has a wide range of applications. However, the convergence rate of LSPIA 
is prolonged. In this study, we design a fast PIA format based on the Gauss-Seidel iterative method named 
Gauss-Seidel progressive and iterative approximation for least squares curve and surface fitting 
(GS-LSPIA). Firstly, the control points of the fitting curve (surface) are selected from the given data points. 
Then, the chord length method is used to assign the parameters of the given data points. GS-LSPIA generates 
a series of fitting curves (surfaces) by refining the control points iteratively, and the limit of the generated 
curve (surface) is the least square fitting result to the given data points. Several experimental results pre-
sented in this paper demonstrate that, to achieve the same accuracy for GS-LSPIA and LSPIA, GS-LSPIA 
required fewer steps and shorter running time compared with LSPIA. Thus, the proposed GS-LSPIA is effi-
cient and has a faster convergence rate compared with the LSPIA algorithm. 
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曲线和曲面的拟合问题出现在许多领域 , 如
计算机图形学、计算机辅助设计和图像处理等. 与

传统求解线性方程组的方法相比 , 渐进迭代逼近

(progressive-iterative approximation, PIA)避免了直
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接求解线性方程组的诸多缺点 , 如计算成本高 . 
PIA 算法会生成一系列逼近曲线(曲面), 并且在每

次迭代后对曲线(曲面)进行调整, 直到获得拟合给

定数据点的曲线(曲面). PIA 算法虽具有直观的几

何含义且易于编程, 但其收敛速度较慢. 本文提出

一种基于 Gauss-Seidel 迭代方法的、快速高效的

PIA 算法, 称为 Gauss-Seidel 最小二乘几何迭代法
(Gauss-Seidel progressive and iterative approxima-
tion for least square B-spline curve and surface fit-
ting, GS-LSPIA). 实验结果表明, GS-LSPIA算法的

收敛速度快于经典的 LSPIA 算法. 
齐东旭等[1]于 1975 年发现了均匀三次 B 样条

曲线的盈亏修正性质; de Boor[2]于 1979 年也独立

发现该性质. 2004 年, Lin 等[3]证明非均匀 B 样条曲

线曲面也满足该性质. 随后, Lin 等[4]证明了具有

规范化全正基(normalized totally positive, NTP)的
曲线曲面都具有该性质 , 并将其命名为 PIA. 
Delgado 等[5]指出, 规范化 B 样条基在 NTP 中具有

最快的收敛速度. 史利民等[6]证明了 NURBS 同样

具有此性质. Lin[7]通过调整混合曲线(曲面)的一部

分控制点, 提出了局部 PIA 算法, 算法生成的极限

曲线(曲面)插值数据点的一部分. 
近年来, 不断有学者对 PIA 算法进行改进. 在

经典的 PIA 中, 控制点个数等于数据点个数. Lin
等 [8]设计了一种扩展的渐进迭代逼近 (extended 
progressive and iterative approximation, EPIA)算法

来拟合大规模数据点 , 它允许控制点个数小于数

据点个数. 类似于 EPIA, Deng 等[9]提出的最小二

乘几何迭代法(progressive and iterative approxima-
tion for least squares B-spline curve and surface fit-
ting, LSPIA)是一种适合大规模数据的有效算法 , 
它的极限曲线曲面是对给定数据点的最小二乘拟

合结果. Lin 等[10]证明了 LSPIA 算法可以求解奇异

的最小二乘拟合方程组. Lu[11]提出了加权 PIA算法

来加快经典 PIA 的收敛速度. 基于广义 B 样条, 另
一种具有不同权重的 LSPIA 算法被提出以拟合更

复杂的数据点[12-13]. 此外, Liu 等[14]提出了用于正

则化最小二 乘双变量 B 样条曲 面拟合算法
(progressive iterative approximation for regularized 
least square bivariate B-spline surface fitting, 
RLSPIA), 将单变量 NTP的 PIA性质推广至线性相

关的非张量积型二元 B 样条基. Ebrahimi 等[15]提出

了一种复合型 PIA 算法, 采用 Schulz 迭代方法计

算调整向量. 
PIA 算法还被扩展至细分格式 , 如 Catmull- 

Clark, Loop 和 Doo-Sabin 细分曲面, 称为渐进插值

(progressive interpolation, PI). Chen 等 [16] 基 于

Catmull-Clark 细分设计了渐进插值逼近; Cheng 等[17]

提出了 Loop 细分曲面的 PI 算法; Deng 等[18]给出了

Loop 细分曲面的加权 PIA, 以加快 PI 算法在 Loop
细分曲面上的收敛速度; Wang 等[19]提出了用于细分

曲面插值的 Gauss-Seidel 几何迭代法(Gauss-Seidel 
progressive iterative approximation, GS-PIA); 刘晓艳

等[20]给出了非均匀三次 B 样条曲线插值的 GS-PIA
算法. 最近, PIA 算法被 Zhang 等[21]应用于单帧图

像超分辨率重建; Hamza 等[22]用于隐式曲线和曲

面重构. 

1  GS-LSPIA 及其收敛性 

1.1  GS-LSPIA 曲线拟合算法 
给定一个有序点列  , 0,1, ,i i m  Q q , 为

每一个点 iq 分配一个参数值 , 0,1, ,it i m  , 满足 

0 10 1.mt t t      

令  0 0,  0,1, , ( )i i n m n   ≥P p 为初始控制

点列, X 0 为初始控制多边形, 构造一条初始混合曲

线      0 0

0
,  0,1

n

i i
i

t B t t


 P p . 其中,   , 0,iB t i    

1, ,n 是一族基 , 这族基在参数序列 0{0 t   

1 1}mt t   上的配置矩阵为 
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   


B    (1) 

在 GS-LSPIA 的第 1 次迭代中, 首先计算对应

于数据点的差向量  0 0
0

0
,

n

j j h j h
h

B t j I


  δ q p . 

其中, 0I 为 0 ( ) 0lB t  的下标 l 的集合. 然后构造对

应于控制点的差向量 

 
 

   
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0
0
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j I

h h
h I
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B t B t










δ
d ; 

则新的控制点为 1 0 0
0 0 0 . p p d  

类似地 , 设  0 1 1 0 0
0 1 0, , , , ,

n
i i i n i P p p p p  为控

制多边形 0
iX 的控制点 . 为计算第 i 个控制点 , 首

先计算对应于数据点的差向量 

    
1

0 1 0

0
,  

i n

j j h j h h j h i
h h i

B t B t j I


 

 
    

 
 δ q p p . 
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其中, iI 为 ( ) 0i lB t  的下标 l 的集合. 然后, 构造

对应于控制点的差向量  

 
 

   

0

0 ;i

i

i j j
j I

i
i h i h

h I

B t

B t B t








d



 

则新的控制点为 1 0 0.i i i p p d  
当 i n 时, 第 1 次迭代完成. 假设控制多边形

1X 的控制顶点为  1 1
0

n
i iP p , 其中, 1 0 0 ,i i i p p d  

0,1, ,i n  ; 得到新的迭代曲线为 

      1 1
0

0
,  , .

n

i i m
i

t B t t t t


 P p  

现假设在 k 次迭代后生成的第 k 次曲线为

 k tP , 其 控 制 多 边 形 kX 的 控 制 顶 点 为

  0

nk k
i iP p . 首先计算对应于数据点的差向量 

   0
0

,  
n

k k
j j h j h

h
B t j I



  δ q p . 

其中, 0I 为 0 ( ) 0lB t  的下标 l 的集合. 然后构造对

应于控制点的差向量 
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
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




δ
d ; 

则新的控制点为 1
0 0 0 .k k k  p p d  

类似地 , 设  1 1
0 1 0, , , , ,

nk k k k k
i i i n i

 
   P p p p p 为

控制多边形 k
iX 的控制点 . 为计算第 i 个控制点 , 

首先计算对应于数据点的差向量 

    
1

1

0
,  

i n
k k k
j j h j h h j h i

h h i
B t B t j I




 

 
    

 
 δ q p p . 

其中, iI 为 ( ) 0i lB t  的下标 l 的集合. 然后, 构造

对应于控制点的差向量  

 
 

   
;i

i

k
i j j

j Ik
i

i h i h
h I

B t

B t B t








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则新的控制点为 1 .k k k
i i i
  p p d  

当 i n 时 , 第 1k  次迭代完成 . 假设控制多

边形 +1kX 的控制顶点为  +1 1
0

nk k
i i


P p , 其中, 

 1  0,1, ,k k k
i i i i n   p p d       (2) 

得到新的迭代曲线为 

      1 1
0

0
,  , .

n
k k

i i m
i

t B t t t t 



 P p  

图 1 所示为 GS-LSPIA 进行曲线拟合的迭代过

程. 其中, 红色点为原始数据点, 蓝色点为调整的

控制点. 当迭代次数趋于无穷时, 拟合曲线逼近给

定的数据点. 

 
 

图 1  曲线拟合的 GS-LSPIA 迭代法 
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算法 1. GS-LSPIA 曲线拟合算法. 
输入. 有序数据点集  , 0,1, ,j j m Q q  , 拟

合精度 0  . 

输出. 拟合曲线  k tP . 
Step1. 对数据点进行参数化. 
Step2. 选择初始控制点. 
Step3. 计算配置矩阵 B 及矩阵 TA B B . 
Step4. 令 0k  . 
Step5. 令 0i  . 
Step6. 计算差向量 

   
1

1

0
,  

i n
k k k
j j h j h h j h i

h h i

B t B t j I




 

     
 
 δ q p p . 

Step7. 计算调整向量
 

   
i

i

k
i j j

j Ik
i

i h i h
h I

B t

B t B t








d


. 

Step8. 计 算 第 1k  次 迭 代 曲 线 的 新 控 制 点
1k k k

i i i
  p p d . 

Step9. 若 i n , 转 Step10; 否则 , 令 1i i  , 转

Step6. 

Step10. 生成第 1k  次曲线    1 1

0

n
k k

i i
i

t B t 



 P p . 

Step11. 计算拟合误差 kE , 若达到拟合精度, 则停

止迭代; 否则, 令 1k k  , 转 Step5. 

收敛性证明. 类似于文献[23], 可以证明上述

GS-LSPIA 算法的收敛性. 

定理 1. 当基函数   ,  0,1, ,iB t i n  在参数

列  0 10 1mt t t     上的配置矩阵 B (1)是非

奇异的, 上述 GS-LSPIA 迭代算法是收敛的, 并且极

限曲线  tP 是给定数据点  ,  0,1, ,i i m Q q  的

最小二乘逼近. 
证 明 . 由 上 述 迭 代 格 式 , 得 到 曲 线 序 列

  , 0,1,k t k  P . 将式(2)展开, 得 

 

   

 

   

   
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1
1

0

    

    

n
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i j j
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i i i i n

i h i h
h

n
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i jn

i h i h
h

i n
k k

h j h h j h
h h i

B t

B t B t

B t

B t B t

B t B t












 

    

 

 
  

 









 

p p d p

p q

p p



 

   
 

     

0

0

1
1

0 0 1

1 

.

n

i j jn
j

i h i h
h

n i n
k k

ji j h j h h h
j h h i

B t
B t B t

tB t B t B








   






 
  

 




  

q

p p  

于是, GS-LSPIA 曲线拟合算法可改写为 

 
 

   

1 1 T 1

1 1 T

k k k

k

  

 

   

   

P D B Q LP UP

L D UP L D B Q
   

(3)
 

其中 , B 为配置矩阵式 (1); D , L 和 U 是从矩阵
TA B B 分解出来的矩阵, 即 T .   A B B D L U  

其中, D 是对角阵; L 和 U 分别是严格下三角矩

阵和严格上三角矩阵 . 根据定理条件 , 配置矩阵

B 是非奇异的, 因此矩阵 TA B B 是对称正定阵. 
为了说明迭代式(3)的收敛性, 将方程两边同

时减去 1 TA B Q , 得 

 

   

   
   
 

1 1 T

1 1 1 T 1 T

1 T1

21 1 1 T

1 0 1 T

    
    

    

    

k

k

k

k

k

 

   



  

 



    

    

      





P A B Q =

L D UP L D AA B Q A B Q =

P A B QL D U

L D U P A B Q

G P A B Q  (4) 

这里   1    G L D U . 如果   1 G , 则迭代

方程式(4)收敛, 其中,   G 为 G 的谱半径. 

由于 D 是 Hermite 正定的, 则 

 
1 1

12 2
1 1 1

    G D GD I L U . 

其中 , 
1 1
2 2

1
 

L D LD ; 
1 1
2 2

1
 

U D UD . 因为 G 与

1G 特征值相同, 只需证明  1 1 G . 令 x 为 1G 的

特征值  所对应的特征向量(其中 , H 1x x , Hx
为 x 的共轭转置), 即 

 
 

1
1 1

1 1

,
.





  

  

I L U x x

U x I L x
 

等式两边同时左乘 Hx , 得到 

 

 

 

H H
1 1

H
1

H
1

,



  






x U x x I L x

x U x
x I L x

      (5) 

设 H
1 ia b x L x , 则 

 HH H H H H
1 1 1 1 i.a b    x U x x L x x L x x L x  
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由于
1 1
2 2

1 1
 

  D AD I L U 是 Hermite 正定的, 则
H H

1 10 1 1 2a    x L x x U x . 于是, 通过式(5)有 

2 2
2

2 2

i ,
1 i

1.
1 2

a b
a b

a b
a a b



 

 


 


  
  

 

这意味着    1 1  G G . 因此 lim 0.k
k

G  

由式(4)可知,  

 
   

1 T 0 1 T

11 T T T T    , .

   



   



P A B Q G P A B Q

A B Q = B B B Q A B B
 

这等价于 T T B BP B Q . 于是, GS-LSPIA 迭

代格式收敛 . 极限曲线是初始数据点的最小二乘

拟合结果, 定理得证.                   证毕. 
1.2  GS-LSPIA 曲面拟合算法 

下面将 GS-LSPIA 算法推广至混合曲面.  

给定点集   0
m

i iQ  q , 将每个数据点 iq 对应的

参数值记为   0( , ) m
i i iu v  . 需要指出的是, 如果给定

的是有序点集   1 2,
0, 0

m m
ij i j

Q
 

 q , 则可以把这个有序

点集按照字典序排列成一维点集   0
m

i iQ  q . 假

设 0 P   ,0
0, 0

u vn n
hl h l p 为初始控制点集, 0X 为初始控

制 多 边 形 , 并 构 造 初 始 混 合 曲 面  0 ,u v P  

    0

0 0

m n

h l hl
h l

B u B v
 
 p . 将上述基函数和控制点按照

字典序排成一维数组, 并重新标记 

0 1 ( 1)( 1)

0 0 0 1

[ ( , ), ( , ), , ( , )]

[ ( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( )],
u v

u v

n n

n n

b u v b u v b u v

B u B v B u B v B u B v
  


 

0 1 ( 1)( 1) 00 01 ,[ , , , ] [ , , , ];
u v u vn n n n   p p p p p p  

则初始混合曲面可改写为 

  
( 1)( 1)

0 0

0
, ( )

u vn n

i i
i

u v b u,v
 


 P p       (6) 

此时, 基函数的配置矩阵可以表示为 

     
     

     

0 0 0 1 0 0 ( 1)( 1) 0 0

0 1 1 1 1 1 ( 1)( 1) 1 1

0 1 ( 1)( 1)

, , ,

, , ,

, , ,

u v

u v

u v

n n

n n

m m m m n n m m

b u v b u v b u v

b u v b u v b u v

b u v b u v b u v

 

 

 

 
 
   
 
  

C





   


   (7) 
从初始曲面式(6)开始, 张量积曲面的GS-LSPIA迭

代格式与曲线的 GS-LSPIA 完全一样.  
经过 GS-LSPIA 迭代过程, 可以得到一个曲面

序列 { ( , ),  0,1, }u v k P  . 类似于曲线情况 , 可以

证明 , 上述曲面序列收敛 , 且收敛到对给定点集

  0
m

i iQ  q 的最小二乘拟合曲面. 

定理 2. 当配置矩阵 C 是非奇异的, 上述张量

积曲面的 GS-LSPIA 迭代算法是收敛的, 并且极限

曲面  ,u vP 是给定数据点集的最小二乘逼近.  

上述定理的证明与定理 1 类似. 

2  算法实现与数值实例 

2.1  算法实现 
在本文的实验中, 以 B 样条曲线曲面为例来

验证 GS-LSPIA 算法.  
对于曲线情形, 类似于文献[9], 选取初始控制

点  , 0,1, ,j j n  P p 和 节 点 向 量  40 0,0,0, ,u，  

5, , ,1,1,1,1nu u . 给 定 一 个 有 序 点 集 Q  

 , 0,1, ,i i m q , 采用累加弦长法分配对应参数

 , 0,1, ,it i m  [24], 即 

0

1
1

0, 1

,  1,2, , 1

m

i i
i i

t t

t t i m
L




 

 

   


q q . 

其中, 1
0

m

i i
i

L 


  q q 为总弦长. 定义三次 B 样条曲

线    ,3
0

,
n

i i
i

t B t


 P p  其中, ,3iB 是三次 B 样条基函

数, 其定义在节点向量  4 50 0,0,0, , , , ,1,1,1,1nu u u，

上. 其中,  
 

 

3 11 ,   1, , 3,
1,   ,   .
2

j i iu t t j n

mi jd jd i d
n

 



     


   




  

其中 , [ ]jd 为不大于 jd 的最大整数 . 此外 , 选择

初始控制点  , 0,1, ,i i n  P p 如 

 

0 0

.
,  1,2, , 1

n m

i f i i n


 
    

p q
p q
p q

  

其中,    1
.

m i
f i

n
 

   
  

对于曲面情形 , 给定有序点集   1 2,
0, 0

m m
ij i j

Q
 

 q , 

每个数据点对应参数值  1 2,
0, 0

, m m
i j i j

u v
 

, 满足 

2

1

1
2 0

2
1 0

1 ,   0,1, , ,

1 ,   0,1, , .

m

i ij
j

m

j ij
i

u t i m
m

v s j m
m





 

 








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其中 , 对于每个 10,1, ,i m  , 采用累加弦长法给

数据点   2

0
m

ij j
q 分配参数   2

0
m

ij j
t


; 对于每个 j   

20,1, ,m , 采用累加弦长法给数据点   1

0
m

ij i
q 分配

参数  1

0
m

ij i
s


. 定义三次 B 样条曲面 

     ,3 ,3
0 0

,
u vn n

h l hl
h l

u v B u B v
 

 P p . 

其中, ,3hB 与 ,3lB 是三次 B 样条基函数分别定义在

节 点 向 量  4 50 0,0,0, , , , ,1,1,1,1
unu u u， 和 0 0,0,0,，  

4 5, , , ,1,1,1,1
vnv v v 上. 其中, 

 

 

3 1

1

1 ,   1, , 3,
1,   ,   ;
2

j i i u

u u u
u

u u u j n
mi jd jd i d
n

 



     


   




 

并且 
 

 

3 1

2

1 ,   1, , 3,
1,   ,   .
2

j i i v

v v v
v

v v v j n
mi jd jd i d
n

 



     


   




 

此外, 选取初始控制点   ,
0, 0

u vn n
hl h l P p 如 

   

1

2

1 2

1 2

0,0 0,0

,0 ,0

0, 0,

, ,

, ,

.

,   1,2, , 1,   1,2, , 1

u

v

u v

n m

n m

n n m m

i j u vf i f j i n j n


 
 
 
       

p q
p q

p q

p q

p q

 

其中,    1
1

1

u

m i
f i

n
 

  
 

;    2
2

1

v

m j
f i

n
 

  
 

.  

2.2  数值实例 
下面通过几个平面曲线和三维曲面的例子验证

GS-LSPIA 算法的有效性. 首先, 令第 k 次迭代的拟

合误差为  max k
k j

j
E e ,  

0
.

n
k k

jj j i i
i

te B


 q p  

对于曲线拟合, 数据点用红色表示, 拟合曲线用蓝

色表示. 
例 1. 图 2 描绘了从大写字母“G”形状上采样

得到的 269个数据点, 从中选取 192个作为控制点. 
 

             
a. 给定的 G 形初始数据点集         b. 迭代 1 次           c. 迭代 1 次的局部放大图 

              
     d. 迭代 5 次           e. 迭代 5 次的局部放大图       f. 迭代 5 次后的拟合曲线 

 

图 2  利用 GS-LSPIA 算法对 G 形数据点进行曲线拟合 
 

例 2. 图 3a 给出数据点集 Flower, 包含 342 个

数据点, 从中选取 285 个作为控制点. 
例 3. 图 3d 给出数据点集 Dolphin, 包含 331

个数据点, 从中选取 276 个作为控制点. 
图 3 的第 2 列从上至下依次是模型 Flower

和 Dolphin 由 GS-LSPIA 生成的拟合曲线 , 第 3
列显示了初始数据点叠加的拟合曲线 . 表 1 列出

了实现拟合精度 kE 依次小于 1 2 510 ,10 , ,10   时

GS-LSPIA 和 LSPIA[9]分别所需的迭代次数 k , 
以及达到精度 510kE  所需的运算时间 .  此外 , 

为了说明 GS-LSPIA 的收敛速度 , 图 4 分别给出

了例 l~例 3 的迭代次数对拟合误差的影响 . 可以

看出 , GS-LSPIA 的收敛速度要快于 LSPIA(表 1
和图 4). 

下面通过 3 个例子来评估 GS-LSPIA 曲面拟合

的效率.  
例 4. 图 5 所示是由 25 25 个数据点组成的多

峰曲面模型. 从曲面上采样得到 625 个数据点, 从
中选取 441 个作为控制点. 图 5a 显示了数据点叠

加后的初始多峰曲面, 图 5b 和图 5c 分别描绘了本 
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a. 初始 Flower 数据                 b. 拟合曲线             c. 叠加数据集的拟合曲线 

               
  d. 初始 Dolphin 数据              e. 拟合曲线              f. 叠加数据集的拟合曲线 

 

图 3  利用 GS-LSPIA 对模型 Flower 和 Dolphin 数据点进行曲线拟合 
 

表 1  图 2 和图 3 中数据点集在拟合精度 kE 下的迭代次数及时间 

迭代次数 
模型 算法 

110kE   210kE   310kE   410kE   510kE   
时间/s 

LSPIA[9] 0 1 6 31 102 0.145 84 
G-shape 

GS-LSPIA 0 1 2 11  23 0.098 61 

LSPIA[9] 0 1 5 24  87 0.166 29 
Flower 

GS-LSPIA 0 1 2  5  20 0.109 44 

LSPIA[9] 0 1 3 25  53 0.122 61 
Dolphin 

GS-LSPIA 0 1 2  5  10 0.084 81 

注. 时间为达到精度 510kE  所需的运算时间 .  
 

 
 

图 4  不同算法的迭代次数与拟合误差关系图 
 

 
 

图 5  利用 GS-LSPIA 拟合多峰曲面 
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文算法在迭代 9 次后生成的曲面和误差图. 
例 5. 图 6 所示是一个参数曲面, 称为壳体曲

面(shell surface), 定义为 

      

      

 

1 11 cos 2 1 cos cos 2
5 2 10
1 11 sin 2 1 cos sin 2
5 2 10

1 1 sin
2 5 2

vx v u v

vy v u v

v vz u

        
        
        

; 

其中, 0 , 2u v ≤ ≤ . 从壳体曲面上采样得到 3 200
个数据点, 从中选取 2 226 个作为控制点. 如图 6a
所示, 采用 GS-LSPIA 算法对数据点进行拟合, 拟
合曲面如图 6b 所示, 图 6c 所示为叠加给定数据点

后的拟合曲面. 
例 6. 图 7 所示是一个复杂的参数曲面, 称为

Tranguloid 三叶曲面, 定义为 

 
 

   

       

2sin 3
2 cos

sin 2sin 2
2 ,  ,

22 cos
3

1 cos 2cos 2 2 cos
4

2    2 cos
3

u
x

v

u u
y u v

v

z u u v

v


 

 
    

      

    

          

≤ ≤

. 

给定来自 Tranguloid 三叶曲面(tranguloid trefoil sur-
face)上的 4 032 个数据点, 从中选取 2 809 个作为控

制点. 如图 7a所示, 本文GS-LSPIA算法对给定的数

据点进行了准确的拟合; 图 7b 描绘了迭代 5 次后的

拟合曲面; 图 7c 为叠加给定数据点后的拟合曲面. 

             
                 a. 原始数据点                b. GS-LSPIA 生成的曲面        c. 叠加原始数据点的 GS-LSPIA 曲面 

 

图 6  利用 GS-LSPIA 拟合壳体曲面 
 

        
       a. 原始数据点              b. GS-LSPIA 生成的曲面     c. 叠加原始数据点的 GS-LSPIA 曲面 

 

图 7  利用 GS-LSPIA 拟合 Tranguloid 三叶曲面 
 

设定拟合精度Ek依次小于 1 2 510 ,10 , ,10   ; 表2
给出了 GS-LSPIA 和 LSPIA 达到给定精度各自所需的

迭代次数及达到精度 510kE  所需的运算时间. 进一 

步, 为证明GS-LSPIA的收敛速度, 图8显示了例4~例
6 的迭代次数与拟合误差的关系图. 从表 2 和图 8 可以

看出, GS-LSPIA 算法的收敛速度要快于 LSPIA 算法. 
 

表 2  图 5~图 7 中数据点集在拟合精度 Ek 下的迭代次数及时间 
迭代次数 

模型 算法 110kE   210kE   310kE   410kE   510kE   
时间/s 

LSPIA[9] 1 4 21 59 146 0.523 03 
多峰曲面 

GS-LSPIA 1 3  9 17  34 0.369 31 
LSPIA[9] 0 1  5 22  64 1.629 31 

壳体曲面 
GS-LSPIA 0 1  2  6  19 1.422 16 
LSPIA[9] 0 1  8 33  86 3.226 34 

Tranguloid 三叶曲面 
GS-LSPIA 0 1  4 13  27 2.713 72 

注. 时间为达到精度 510kE  所需的运算时间 . 
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图 8  不同算法的迭代次数与拟合误差关系图 

 

3  结  语 

本文提出一种基于 Gauss-Seidel迭代方法的快

速 PIA 算法, 称为 Gauss-Seidel 最小二乘几何迭代

法(GS-LSPIA). GS-LSPIA 算法通过迭代调整控制

点来生成一系列拟合曲线(曲面), 且极限曲线(曲
面)是对给定数据点的最小二乘拟合结果. 大量实

验结果证明了 GS-LSPIA 算法的有效性, GS-LSPIA
算法的收敛速度快于经典的 LSPIA 算法. 广义 B
样条基(generalized B-spline basis, GB)是对经典 B
样条基的扩展 , 它用单调递增的连续可微非线性

核函数代替经典的线性核函数. GB 在实际应用中

更灵活. 因此, 后续工作会将 GS-LSPIA 与 GB 结

合, 加快 GS-LSPIA 的收敛速度. 
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