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带局部参数的五次 Catmull-Rom 样条 
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摘  要: 针对五次 Catmull-Rom 样条曲线在形状调整方面存在的不足, 提出带局部参数的五次 Catmull-Rom 样条曲

线. 首先构造带局部参数的五次 Catmull-Rom 样条基函数, 并由此定义了带局部参数的五次 Catmull-Rom 样条曲线, 

称之为改进五次 Catmull-Rom 样条曲线; 然后给出利用应变能极小构造光顺改进五次 Catmull-Rom 样条曲线的方法; 

最后讨论对应的改进五次 Catmull-Rom样条插值函数, 对插值误差进行分析, 并给出构造最优插值函数的方法. 曲线

设计与函数插值实例结果表明, 所提曲线保留原五次 Catmull-Rom 样条曲线的插值性、C2 连续性、形状可调性等主

要特性, 且在控制顶点保持不变时可利用所含自由参数实现形状的局部调整; 与优化后的原五次 Catmull-Rom 样条

曲线相比, 优化后的改进五次 Catmull-Rom样条曲线更光顺; 最佳改进五次 Catmull-Rom样条插值函数的整体误差小

于最佳原五次 Catmull-Rom 样条插值函数. 

关键词: 插值样条; Catmull-Rom 样条; 局部参数; 形状调整 

中图法分类号: TP391.72      DOI: 10.3724/SP.J.1089.2025-00195 

The Quintic Catmull-Rom Spline with Local Parameters 

Li Juncheng, Liu Chengzhi, Liu Shanjun, and Hu Lijuan 

(College of Mathematics and Finance, Hunan University of Humanities, Science and Technology, Loudi  417000) 

Abstract: Aiming at the shortcomings in shape adjustment of the quintic Catmull-Rom spline curve, a quin-

tic Catmull-Rom spline curve with local parameters is proposed. Firstly, the quintic Catmull-Rom spline ba-

sis functions with local parameters are constructed, and the corresponding quintic Catmull-Rom spline curve 

with local parameters is defined, which is called the improved quintic Catmull-Rom spline curve. Then, the 

method for constructing fair improved quintic Catmull-Rom spline curve using strain energy minimization is 

presented. Finally, the improved quintic Catmull-Rom spline interpolation function is discussed, the inter-

polation error of the interpolation function is analyzed, and the method for constructing the optimal interpo-

lation function is given. The results of curve design and function interpolation examples show that the pro-

posed curve retains the main characteristics of the previous quintic Catmull-Rom spline curve, such as in-

terpolation, C2 continuity, and shape adjustability, and can use the free parameters to achieve local shape 

adjustment while keeping the control points unchanged. Compared with the optimized previous quintic 

Catmull-Rom spline curve, the optimized improved quintic Catmull-Rom spline curve has better fairness. 

The overall error of the optimal improved quintic Catmull-Rom spline interpolation function is smaller than 

that of the optimal previous quintic Catmull-Rom spline interpolation function. 
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在计算机辅助几何设计、计算机图形学等领

域 , 利用基函数与控制顶点的线性组合构造参数

曲线是一种常见方式 , 这些参数曲线可大致分为

逼近型曲线与插值型曲线 2 类. 逼近型曲线以逼近

控制多边形为目标, 如 Bézier 曲线、B 样条曲线、

NURBS 曲线等[1]. 插值型曲线则以插值控制顶点

为目标 , 如三次 Cardinal 样条曲 线 [2] 、三次

Catmull-Rom 样条曲线[3]等. 本文以插值型曲线为

研究对象. 

三次 Catmull-Rom 样条曲线作为一种插值型

曲线, 因其 1C 连续性且无需求解方程系统即可以

直接插值控制顶点 , 已应用在许多工程领域 [4-6]. 

但是当控制顶点固定时, 三次 Catmull-Rom样条曲

线的形状无法调整 , 不利于其在工程领域中的应

用. 为了解决这一问题, 一种常见的做法是构造带

自由参数的 Catmull-Rom 样条曲线. 文献[7]将三

次 Catmull-Rom 样条曲线的定义区间由  0,1 扩展

为  0, , 得到含自由参数 α的三次 α-Catmull-Rom

样条曲线 ; 文献[8-9]分别通过将基函数的次数提

高到五次和七次, 得到了 2C 连续的五次 Catmull- 

Rom 样条曲线和 3C 连续的七次 Catmull-Rom 样条

曲线; 文献[7-9]构造的 Catmull-Rom样条曲线虽然

在控制顶点固定时可利用所含自由参数进行形状

调整, 但仅能实现形状的整体调整, 无法做到形状

的局部调整. 在动画设计、产品外形设计、游戏角

色设计等实际问题中 , 往往需要对插值曲线的形

状进行局部调整 , 以更好地满足设计意图和功能

需求. 虽然文献[10]提出一种具有局部形状可调性

的四次 Catmull-Rom 样条曲线, 但该曲线仅为 1C

连续, 不适用于连续性要求较高的应用场合. 

为了使 Catmull-Rom 样条曲线同时具有较高

阶连续性和局部形状可调性, 本文在文献[8]的基

础上提出一种带有局部参数的五次 Catmull-Rom

样条曲线, 在保留原五次 Catmull-Rom 样条曲线
2C 连续性的前提下, 可在控制顶点固定时通过所

含自由参数对其形状进行局部调整. 进一步, 本文

还讨论了该样条曲线的光顺问题、对应的样条插值

函数及其最优插值问题. 

1  原五次 Catmull-Rom 样条曲线 

给定控制顶点  2,3; 0,1, ,d
i d i n  p   , 

对于 0 1,  t  ≤ ≤ , 原五次 Catmull-Rom 样条曲

线可表示[8]为 

   
3

0

, 0,1, , 3i j i j
j

t b t i n


  r p  . 

其中,   0,1,2,3jb t j  表示原五次 Catmull-Rom

样条基函数, 表达式为 
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由文献[8]可知, 原五次 Catmull-Rom 样条曲线

不仅插值  1, 2, , 1k k n p  , 满足 2C 连续, 且在

控制顶点固定时可通过修改 的取值对其形状进行

调整, 这些优点为插值曲线的构造提供了便利. 但

是,  对原五次 Catmull-Rom 样条曲线的形状调整

是整体性的, 无法实现对曲线形状的局部调整.  

为了增强原五次 Catmull-Rom 样条曲线的形

状表达能力 , 下面构造一种形状局部可调的五次

Catmull-Rom 样条曲线. 

2  改进五次 Catmull-Rom 样条基函数 

2.1  基函数的构造 
为了定义带局部参数的五次 Catmull-Rom 样

条, 首先需要构造出对应的基函数. 设所要构造的

基函数为   , 0,1,2,3i jf t j  , 为了保证所要构造

的基函数不仅与原五次 Catmull-Rom样条基函数[8]

具有相似的端点性质, 而且还带有局部参数, 不妨

假设其在端点处满足 
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 (1) 

其中, i 与 1i  为引入的参数. 

设 
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其中, 0 1t≤ ≤ , M 表示大小为 6 4 的待定矩阵. 

由式(2)可得 
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由式(1)(3)经计算可得 
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将式(4)代入式(2)并经过简单推导, 可得到构造的

五次 Catmull-Rom 样条基函数. 

定义 1. 对于  0 1, , 1kt k i i   ≤ ≤ , 函数 
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 (5) 

称为改进五次 Catmull-Rom 样条基函数. 

2.2  基函数的性质 
定理 1. 改进五次 Catmull-Rom 样条基函数具

有性质: 

(1) 归一性. 对任意的  , 1k k i i    , 有 

3

,
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( ) 1i j
j
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(2) 对称性. 当 1i i   时, 有 

     , ,31 0,1,2,3i j i jf t f t j   . 

(3) 端点性质 . 对任意的  , 1k k i i    , 

基函数在端点处满足式(1). 

证明. 为便于证明, 将式(5)改写为 
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 (6) 

其中,      55
5 1 0,1, ,5

ii i
iB t C t t i

    . 

(1) 由 式 (6) 经 过 简 单 推 导 可 得  
3

,
0

i j
j

f t


  

 
5

5

0
i

i

B t

 . 由于  

5
5

0

1i
i

B t


 , 故归一性成立. 

(2) 由于     5 5
51 0,1, ,5i iB t B t i    , 因此

由式(6)不难验证, 当 1i i   时对称性成立. 

(3) 由基函数的构造过程可知, 端点性质成立. 

证毕. 

定理 1 表明, 改进五次 Catmull-Rom 样条基函

数与原五次 Catmull-Rom样条基函数[8]具有几乎相

同性质. 当 1 3 2i i     时, 改进五次 Catmull- 

Rom 样条基函数即为原五次 Catmull-Rom 样条基

函数. 

图 1 所示为  , 1k k i i   取不同值时的改进

五次 Catmull-Rom 样条基函数图. 

3  改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线 

3.1  曲线的定义与性质 
基于改进五次 Catmull-Rom样条基函数, 可以

定义对应的改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线. 
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图 1  参数取不同值时的基函数图 

 

定义 2. 给定  2,3; 0,1, ,d
i d i n   p , 对

于 0 1t≤ ≤ , 称分段曲线 

    
3

,
0

, 0,1, , 3i i j i j
j

t f t i n


   b p   (7) 

为含  0,1, , 2i i n   的改进五次 Catmull-Rom

参数样条曲线 . 其中 ,   , 0,1,2,3i jf t j  为式 (5)

表示的改进五次 Catmull-Rom 样条基函数. 

显然 , 当  3 2 0,1, , 2i i n     时 , 改进

五次 Catmull-Rom 参数样条曲线即为原五次

Catmull-Rom 参数样条曲线[8]. 

定理 2. 改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线

具有性质: 

(1) 插值性. 曲线插值  1,2, , 1k k n p . 

(2) 连续性. 曲线满足 2C 连续. 

(3) 对称性. 当 1i i   时, 由  0,1,2,3i j j p

定义的曲线段与由  3 0,1,2,3i j j  p 定义的曲线

段相同, 仅参数方向相反. 

(4) 局部性. 改变其中 1 个控制顶点的位置最

多影响 4 条曲线段的形状. 

(5) 几何不变性. 曲线形状与坐标系选取无关. 

(6) 形状可调性 . 当  0,1, ,i i n p 固定时 , 

可通过修改  0,1, , 2i i n   的取值实现形状的

局部或整体调整. 

证明. 

(1) 由改进五次 Catmull-Rom 样条基函数的端

点性质及式(7)经过计算可得 

 
 
 

1

2

0

1

i i

i i










b p

b p
  

(8) 

其 中 , 0,1, , 3i n  . 式 (8) 表 明 , 曲 线 插 值

 1,2, , 1k k n p . 

(2) 依据改进五次 Catmull-Rom 样条基函数的

端点性质, 由式(7)进一步计算可得 

 

   

   

   
   

2

3 1

1 2

1 1 2 3

1
0

2
1

1
2

0 2

1 2

i i i

i i i

i i i i i

i i i i i







 

 

   

   

   

   

    

b p p

b p p

b p p p

b p p p

 (9) 

其中 , 0,1, , 3i n  . 由 式 (8)(9) 可得  ( ) 1k
i b  

  ( )
1 0 0,1,2; 0,1, , 4k

i+ k i n  b , 表明曲线满足
2C 连续. 

(3) 当 1i i   时 , 由改进五次 Catmull-Rom

样条基函数的对称性及式(7)可得 

      
3 3

, ,3
0 0

1 1i i j i j i j i j
j j

t f t f t  
 

    b p p  (10) 

其中, 0,1, , 3i n  . 式(10)表明, 曲线的对称性

成立. 

(4) 由式(7)知 ,  i tb 仅与  0,1,2,3i j j p 有

关, 因此局部性成立. 

(5) 由于式(7)为参数式, 因此几何不变性成立. 

(6) 由式(7)可知,  i tb 含 i 与 1 0,1, ,i i     

3n . 当控制顶点固定时, 修改  0, 2k k n   的

取值仅对   0, 3j t j n b 的形状产生影响; 修改

 1,2, , 3k k n   的 取 值 仅 对 曲 线 段  j tb 与

  1 1,2, , 4j t j n  b  的形状产生影响. 表明可通

过修改  0,1, , 2k k n   的取值对曲线形状进行

局部调整 . 特别地 , 当  0,1, , 2k k n    时 , 

可通过修改 的取值对曲线形状进行整体调整. 

证毕. 

定理 2 表明, 改进五次 Catmull-Rom 参数样条

曲线与原五次 Catmull-Rom参数样条曲线[8]具有类

似性质. 然而, 原五次 Catmull-Rom 参数样条曲线

仅能利用所含参数实现形状的整体调整 , 无法做
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到形状的局部调整, 但改进五次 Catmull-Rom参数

样条曲线的形状可通过  0,1, , 2i i n   进行局

部或整体调整, 为插值曲线的构造带来更大便利. 

 0,1, , 2i i n   对改进五次 Catmull-Rom

参数样条曲线的形状有如下影响. 

定 理 3. 给 定  0,1, ,i i n p , 记 ,i t p  

  11 it  p 2it p , 则   ,i i tt b p 的 上 界 由 k  

 , 1k i i  的值决定. 

证明. 由式(6), 可将式(7)改写为 

        1i i i i i it t t t    b A B C   (11) 

其中, 

    5
2 1 2

1
2

20i i i it B t    A p p p , 

    5
3 1 2 3

1
2

20i i i it B t     B p p p , 

       
     

        

5 5
1 2 2

5 5
3 4 3 1

5 5 5
3 4 5 2 1 1

1
2 2

20

    2 2

    20 20 .

i i i

i i

i i i

t B t B t

B t B t

B t B t B t



 

  

   

  

   

C p p

p p

p p p

于是有 

        , 1i i t i i i i it t t t     b p A B D   (12) 

其中,  

   

     

     

        

,

5 5
1 2 2

5 5
3 4 3 1

5 5 5
3 4 5 2 1

1
    2

10
1

    2
10

    

i i i t

i i

i i

i i

t t

B t B t

B t B t

B t B t B t t



 

 

  

  

  

   

D C p

p p

p p

p p .

 

当  0,1, ,i i n p 固定时, 不妨记 

1 22i i i ia    p p p , 

2i i ib  p p , 

2 1i i ic   p p . 

由式(12)有 

 

 
     

   

,

1

1 1 1

  

1 1
  

20 10

i i t

i i i i i

i i i i i i i

t

t t t

u a a v b b wc

 

 



  



 

   

b p

A B D

≤

≤  

(13)

 

其中,  

   5 5
2 3

0 1 0 1
max ( ) max ( )

t t
u B t B t 

≤≤ ≤≤
, 

   5 5 5 5
1 2 3 4

0 1 0 1
max ( ) 2 ( ) max 2 ( ) ( )

t t
v B t B t B t B t   

≤≤ ≤≤
, 

 5 5 5
3 4 5

0 1
max ( ) ( ) ( )

t
w B t B t B t t   

≤ ≤
. 

由于  , , 1k ka b k i i  , , , ,ic u v w 均为常数 , 因此由

式(13)可知定理成立. 证毕. 

例 1. 给定控制顶点 

 0 2,2p ,  1 1.5,3p ,  2 0.5,2.5p , 

 3 0,1p ,  4 0.5,0p ,  5 1.5,0.5p , 

 6 1,1.5p ,  7 0.5,1p . 

当控制顶点固定时 , 通过修改参数的取值实现对

改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线形状的局部

调整与整体调整, 如图 2 所示. 图 2a 中, 将被调整

的部分取 3 2   (短虚线), 3 0  (实线), 3 2   

(长虚线), 其他参数均取为 1; 图 2b 中, 将所有参

数设置为同一值 , 且 2   (短虚线), 0  (实

线), 2  (长虚线). 
 

 
 

图 2  曲线的形状调整 

 

需要指出的是, 改进五次 Catmull-Rom参数样

条曲线不插值 0p 和 np , 若要求插值这 2 个控制顶

点, 可补充 1p 和 1np . 对于封闭曲线, 则可补充

1 0 2 1 3 2, ,n n n    p p p p p p . 

例 2. 给定控制顶点 

 0 35, 45p ,  1 15, 40p ,  2 15,15p , 

 3 25,35p ,  4 40,15p ,  5 65,25p , 
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 6 50, 40p ,  7 80,30p ,  8 60, 45p , 

 9 35, 45p ,  10 15, 40p ,  11 15,15p ; 

当控制顶点固定时 , 通过修改参数的取值实现对

封闭改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线形状的

局部调整与整体调整, 如图 3 所示. 图 3a 中, 将被

调整的部分取 4 2.5   (短虚线 ), 4 0  (实线 ), 

4 2.5  (长虚线), 其他参数均取为 0.5; 图 3b 中, 

将所有参数设置为同一值 , 且 2.5   (短虚线), 

0  (实线), 2.5  (长虚线). 

 

 
 

图 3  封闭曲线的形状调整 
 

3.2  曲线的光顺 
虽然改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线在

构造插值曲线时具有丰富的形状调整能力 , 但是

在一些应用领域中 , 可能需要在给定目标下确定

改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线所含参数的

最优取值, 使得插值曲线的形状满足特定要求. 由

于光顺性是曲线的一种重要几何特征 , 构造光顺

曲线一直以来都是计算机图形学等领域的重要内

容, 因此本文讨论改进五次 Catmull-Rom参数样条

曲线的光顺方案. 

利用弯曲能(也称应变能)极小构造光顺曲线是

一种常用手段[11-15]. 对于参数曲线   0 1t tr ≤ ≤ , 

其弯曲能可近似表示[11-12]为 

  1 2

0
dE t t  r   (14) 

依据式(14), 可将改进五次 Catmull-Rom 参数样条

曲线的弯曲能近似表示为 

  
3 1 2

0
0

d
n

i
i

E t t




   b   (15) 

其中,  i tb 由式(7)表示. 

将式(12)代入式(15), 经过计算可得 

   
    

    

       

3 1 12 22 2
10 0

0

1

1 0

1

0

1 1 2
1 0 0

d d

    2 d

    2 d

    2 d d

n

i i i i
i

i i i i

i i i

i i i i

E t t t t

t t t

t t t

t t t t t

 

 














   

  

  

   

  





 

A B

A B

A C

B C C (16)

 

易知 , 给定控制顶点  0,1, ,i i n p 后 , 式(16)是

关于  0,1, , 2i i n   的二次多项式函数 . 于是 , 

要构造光顺改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线, 

需要优化模型 

 
 

 
1

0 1 2

0 1 2
, , ,

min , , ,
n

n

nE
  

  





 
   (17) 

利用常用的计算软件(如 MATLAB 软件中的

“fminsearch”函数或“fminunc”函数), 易求得式(17)

的解. 

例 3. 对于例 1 中给定的控制顶点, 求解式

(17), 可得光顺改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲

线所含参数为 

0 1 1.384 6   , 2 1.365 9  , 

3 1.609 8  , 4 1.987 5  , 5 2.166 0  . 

为了进行对比分析 , 利用同样的方法构造光

顺原五次 Catmull-Rom 参数样条曲线[8]. 经过计算

可得, 光顺原五次 Catmull-Rom 参数样条曲线所含

参数为 0.667 0  . 绘制出的光顺改进五次 Catmull- 

Rom参数样条曲线和光顺原五次Catmull-Rom参数

样条曲线, 以及对应的曲率图如图 4 所示. 

例 4. 对于例 2 中给定的控制顶点, 求解式

(17), 可得光顺改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲

线所含参数为 

0 2.779 3  , 1 2.486 5  , 2 2.806 0  , 

3 2.622 9  , 4 2.590 4  , 5 2.808 7  , 

6 2.375 5  , 7 2.041 8  , 8 0.566 9   , 

9 1.690 3  . 

为了进行对比分析 , 利用同样的方法构造光

顺原五次 Catmull-Rom 参数样条曲线[8]. 经过计算 
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图 4  2 种光顺样条曲线及其曲率图 

 
可得, 光顺原五次 Catmull-Rom 参数样条曲线所含

参数为  0.233 0  . 绘制出的光顺改进五次Catmull- 

Rom 参数样条曲线和光顺原五次 Catmull-Rom 参

数样条曲线, 以及对应的曲率图如图 5 所示.  

为了便于观察, 图 4 和图 5 中的曲率图是将

第 i 条曲线段的曲率图向右平移 i 个单位的结果 . 

可以看出 , 从整体上看 , 光顺改进五次 Catmull- 

Rom 参数样条曲线的曲率变化情况稍好于光顺原

五次 Catmull-Rom 参数样条曲线, 表明优化后的

改进五次 Catmull-Rom 参数样条曲线在光顺性方

面稍好于优化后的原五次 Catmull-Rom 参数样条

曲线. 

 
 

图 5  2 种封闭的光顺样条曲线及其曲率图 
 

4  改进五次 Catmull-Rom 样条插值函数 

若将改进五次 Catmull-Rom 样条用于函数插

值, 则可讨论其函数形式. 

定义 3. 给定函数   y f x a x b ≤ ≤ , 

   , ,k k kx a hk h b a n y f x     , 

0,1, ,k n  . 取 1x a h   , 1nx b h   , 且  f x

在 1x x 与 1nx x  处有定义 , 设 1y   1f x , 

 1 1n ny f x  . 对于 1 2i ix x x ≤ ≤ , 称函数 

    
3

,
0

, 1,0, , 2i i j i j
j

r x f t y i n


       (18) 
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为  y f x 在 [ , ]a b 上的改进五次 Catmull-Rom 样

条 插 值 函 数 , 其 中 ,  1it x x h  ,  ,i jf t  

 0,1, 2,3j  为式(5)表示的改进五次 Catmull-Rom

样条基函数. 

显然, 当  3 2 1,0, , 1i i n      时, 改进

五次 Catmull-Rom 样条插值函数即为原五次

Catmull-Rom 样条插值函数[8]. 

依据定理 2 可知 , 式 (18)表示的改进五次

Catmull-Rom 样条插值函数具有性质: 

(1) 插值性. 函数插值   , 0,1, ,k kx y k n  . 

(2) 连续性. 函数满足 2C 连续. 

(3) 局部性.  ir x 仅与   , 0,1,2,3i j i jx y j  

有关, 改变 1 个数据点的位置最多对 4 段函数产生

影响. 

(4) 形状可调性 . 当   , 1,0, , 1k kx y k n  

保持不变时, 可通过修改  1,0, , 1i i n    的取

值对函数曲线的形状进行局部或整体调整. 

当   y f x a x b ≤ ≤ 满足特定条件时 , 可

对改进五次 Catmull-Rom 样条插值函数进行误差

分析. 

定理 4. 给定函数   y f x a x b ≤ ≤ , 设 

   , ,k k kx a hk h b a n y f x     , 

0,1, ,k n  . 取 1 1, nx a h x b h     , 且  f x 在

1x x 与 1nx x  有 定 义 , 设  1 1y f x  , 

 1 1n ny f x  . 令 

 sup ( ) ( ) :f s f t s t h    ≤ , 

2i i iy y   , 1 22i i i iy y y     ; 

当  1 2 1,0, , 2i ix x x i n    ≤ ≤ 时, 有 

   1 1 1

( ) ( )

8 54
  

81 3125

i

i i i i i i

r x f x

        



   

≤

 
(19)

 

证明. 因为 

5 5 5 5 5 5
0 1 2 3 4 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1B t B t B t B t B t B t      , 

所以当  1 2 1,0, , 2i ix x x i n    ≤ ≤ 时 , 由式

(18)经过计算可得 

   
         
         

5 5 5
0 1 2 1

5 5 5
3 4 5 2

    

    

i

i

i

r x f x

B t B t B t y f x

B t B t B t y f x





 

   

   

 

 

     

  

  

     

5 5
1 2 2

5
2 1 2

5
1 3 1 2 3

5 5
3 4 1 3

1
2

10
1

    2
20
1

    2
20
1

    2
10

i i

i i i i

i i i i

i i

B t B t y y

B t y y y

B t y y y

B t B t y y







 

   

 

  

  

  

 

 

(20)

 

由于    1 2,i iy f x y f x   ≤ ≤ , 因此

由式(20)可知 

        
   

    

5 5
1 2

5 5
2 1 3 1

5 5
3 4 1

1
2

10
1 1

    
20 20
1

    2
10

i i

i i i i

i

r x f x B t B t

B t B t

B t B t

 

   



 



   

 



≤

(21)

 

易求得 

   5 5 5 5
1 2 3 4

0 1 0 1

80
max ( ) 2 ( ) max 2 ( ) ( )

81t t
B t B t B t B t   

≤≤ ≤≤
, 

    5 5
2 3

0 1 0 1

216
max max

625t t
B t B t 

≤≤ ≤≤
. 

于是, 由式(21)经过简单推导可得式(19)成立. 

证毕. 

由定理 4 可知 , 若数据点  ,k kx y  1,k    

0, , 1n  固定 , 可确定  1,0, , 1i i n    的最

优取值使得  f x 在  ,a b 上的改进五次 Catmull- 

Rom 样条插值函数具有最佳插值效果. 若令 

     2

1

2
2

1

di

i

n x

ix
i

r x f x x 






     (22) 

则式 (22)可作为改进五次 Catmull-Rom 样条插

值函数整体误差的一个评判标准 .  的值越小 , 

改进五次 Catmull-Rom 样条插值函数的整体误

差越小 . 

由式(6), 可将式(18)改写为 

        1i i i i i ir x L x M x N x       (23) 

其中, 

    5
2 1 2

1
2

20i i i iL x B t y y y    , 

    5
3 1 2 3

1
2

20i i i iM x B t y y y     , 

       
     

        

5 5
1 2 2

5 5
3 4 3 1

5 5 5
3 4 5 2 1 1

1
2 2

20

    2 2

   20 20 ,

i i i

i i

i i i

N x B t B t y y

B t B t y y

B t B t B t y y y



 

  

   

  

   

 

 1it x x h  ,  h b a n  . 
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将式(23)代入式(22), 经过计算可得 

 

  
  
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x
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x
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x
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

 







































 





 

 



 











  

(24)

 

显然 , 当插值条件给定时 , 式 (24)是关于参数

 1,0, , 1i i n    的二次多项式函数 . 于是 , 要

使  y f x 在  ,a b 上的改进五次 Catmull-Rom 样

条插值函数具有最佳插值效果, 可得优化模型 

 
 

 
1

1 0 1

1 0 1
, , ,

min , , ,
n

n

n
  

   


 
 

 
   (25) 

利用常用的计算软件易求得式(25)的解. 从而

由式(18), 即可获得  y f x 在  ,a b 上的最佳改

进五次 Catmull-Rom 样条插值函数. 

例 5. 给 定 被 插 值 函 数    24 1y f x x   , 

 4 4x ≤ ≤ , 设 4 8ix i n   ,  i iy f x , 0,i   

1, ,n . 取 

1 14 8 , 8 8nx n x n      , 

   1 1 1 1, n ny f x y f x     . 

求解式(25), 可得  24 1y x  在  4,4 上的最佳

改进五次 Catmull-Rom样条插值函数所含参数. 为

了进行对比分析 , 利用同样的方法构造最佳原五

次 Catmull-Rom 样条插值函数[8]. 经过计算, 当 n

取不同值时, 最佳改进五次 Catmull-Rom 样条插值

函数和最佳原五次 Catmull-Rom 样条插值函数的

整体插值误差对比如表 1 所示. 

 
表 1  例 5 中 2 种方法的整体插值误差对比 

n 
最佳改进五次 Catmull-Rom

样条插值函数 

最佳原五次 Catmull-Rom

样条插值函数 

 4 0.207 0×10−1 0.234 7×100 

 6 0.150 0×10−2 0.139 0×10−1 

 8 0.630 0×10−2 0.860 0×10−2 

10 0.630 0×10−2 0.780 0×10−2 

 

可以看出, 当 n 取不同值时, 函数  24 1y x 

在  4,4 上的最佳改进五次 Catmull-Rom样条插值

函数的整体误差小于最佳原五次 Catmull-Rom 样

条插值函数. 图 6 所示为 8n  时, 最佳改进五次

Catmull-Rom 样条插值函数曲线(实线)和被插值函

数曲线(长虚线), 以及最佳原五次 Catmull-Rom 样

条插值函数曲线 (实线 )和被插值函数曲线 (长虚

线). 图 7 所示为 8n  时, 最佳改进五次 Catmull- 

Rom 样条插值函数的误差曲线(实线)与最佳原五次

Catmull-Rom 样条插值函数的误差曲线(长虚线). 

 

 
 

图 6  例 5 中 2 种最佳插值函数  8n   

 

 
 

图 7  例 5 中 2 种最佳插值函数的误差曲线  8n   

 

例 6. 给定被插值函数 

   sin 0 6y f x x x x  ≤ ≤ , 
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设  6 , , 0,1, ,i i ix i n y f x i n    . 取 

1 16 , 6nx n x n    , 

   1 1 1 1, n ny f x y f x     . 

求解式(25), 可得 siny x x 在  0,6 上的最佳改进

五次 Catmull-Rom样条插值函数所含参数. 为了进

行对比分析 ,  利用同样的方法构造最佳原五次

Catmull-Rom 样条插值函数[8]. 经过计算, 当 n 取

不同值时, 最佳改进五次 Catmull-Rom样条插值函

数与最佳原五次 Catmull-Rom 样条插值函数的整

体插值误差对比如表 2 所示. 可以看出, 当 n 取不

同值时, 函数 siny x x 在  0,6 上的最佳改进五次

Catmull-Rom 样条插值函数的整体误差小于最佳

原五次 Catmull-Rom 样条插值函数. 图 8 所示为

9n  时, 最佳改进五次 Catmull-Rom 样条插值函

数曲线(实线)和被插值函数曲线(长虚线), 以及最 
 

表 2  例 6 中 2 种方法的整体插值误差对比 

n 
最佳改进五次 Catmull-Rom

样条插值函数 

最佳原五次 Catmull-Rom

样条插值函数 

 3 0.8287×100 0.1888×101 

 6 0.1390×10−1 0.1731×10−1 

 9 0.1300×10−2 0.1437×10−2 

12 0.2357×10−3 0.2517×10−3 

 

 
 

图 8  例 6 中 2 种最佳插值函数  9n   

佳原五次 Catmull-Rom 样条插值函数曲线(实线)和

被插值函数曲线(长虚线). 图 9 所示为 9n  时, 最

佳改进五次 Catmull-Rom 样条插值函数的误差曲

线(实线)与最佳原五次 Catmull-Rom 样条插值函数

的误差曲线(长虚线). 

 

 
 

图 9  例 6 中 2 种最佳插值函数的误差曲线  9n   

 

5  结  语 

本文提出改进五次 Catmull-Rom样条曲线, 在

保留原五次 Catmull-Rom 样条曲线主要特性的基

础上 , 还可以利用所含自由参数对曲线的形状进

行局部调整. 实验结果表明, 通过应变能极小化方

法构造的改进五次 Catmull-Rom 样条曲线在光顺

性方面要优于原五次 Catmull-Rom样条曲线; 所构

造的最优改进五次 Catmull-Rom 样条插值函数的

整体误差要小于原五次 Catmull-Rom 样条插值函

数. 这些优势使得改进五次 Catmull-Rom 样条更适

用于工程领域.  

未来, 将改进五次 Catmull-Rom样条曲线推广

至曲面形式 , 并讨论基于能量极小的曲面光顺问

题; 进一步, 讨论二元改进五次 Catmull-Rom 样条

插值函数的最优插值问题.  
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