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三次 Bézier 曲线曲面间的混合延拓 

严兰兰，付雨楠 
(东华理工大学理学院  南昌  330013) 
(llyan@ecut.edu.cn) 

摘  要：在保持 G2 连续的条件下，提出一种三次 Bézier 曲线曲面间形状可调的混合延拓方法。首先设计 3 条辅助延

拓曲线，其中，第 1 条与 2 条待延拓曲线在连接处均满足 G1 连续，另外 2 条分别与待延拓曲线中的一条在连接处满

足 G2 连续、另一条在连接处满足 G0 连续；然后借助势函数将 3 条辅助延拓曲线进行混合，生成含形状调整参数的

延拓曲线；最后根据待延拓曲线的几何特征确定形状参数的赋值方案，获得最终的延拓曲线。此外，将曲线混合延

拓方法推广至曲面，解决了 2 张不相邻的双三次 Bézier 曲面间的延拓问题。对具有不同几何特征的待延拓曲线曲面

进行数值实验的结果表明，所提方法构造的延拓曲线曲面均具备良好的光顺性。 
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Blending Extension of Non-Adjacent Cubic Bézier Curves and Surfaces 

Yan Lanlan and Fu Yunan 

(College of Science, East China University of Technology, Nanchang  330013) 

Abstract: A method for constructing G2 continuous and shape adjustable extension curves and surfaces be-

tween two cubic Bézier curves and surfaces is proposed. Firstly, three auxiliary extension curves are de-

signed. Among which the first one meets G1 continuity at the connection with the two curves to be extended, 

and the other two meet G2 continuity at the connection with one curve to be extended, and G0 continuity at 

the connection with the other curve to be extended. Then, the three auxiliary curves are combined by the 

potential function to generate the extension curve with shape parameters. Finally, the assignment scheme of 

shape parameters is determined according to the geometric characteristics of the curve to be extended, and 

the final extension curve is obtained. The curve construction method is extended to surface, and the connec-

tion between two non-adjacent bi-cubic Bézier surfaces is solved. The results of numerical experiments on 

the curves and surfaces with different geometric features show that the extended curves and surfaces con-

structed by the proposed method have good smoothness. 
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曲线曲面延拓是曲线曲面造型设计中的重要

研究课题之一，曲线延拓思想广泛应用于曲线过

渡、曲线插值和曲线近似研究中[1]。曲线曲面延拓

问题可分为 2 大类，以曲线延拓为例，一类是将一

条曲线延拓至单个或多个目标点[2-6]，另一类是将

一条曲线延拓至另一条曲线[7-14]。这 2 类延拓均要

求延拓曲线与待延拓曲线在连接处满足一定的连

续性。 
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针对曲线延拓的第 1 类问题，Hu 等[2]提出一

种基于曲线端点松弛的 B 样条曲线延拓算法，通

过累积弦长计算新增的节点矢量，从而将 B 样条

曲线延拓至单个或多个目标点，该算法可自动达到

最高阶参数连续；针对 2G 连续约束下三次 Bézier

曲线延拓至定点的问题，周元峰等[3]分别采用曲线

弧长最短、曲线能量最小和曲线曲率变化率最小定

义目标函数进行分析，当目标点位于不同区域时，

可通过选取不同的目标函数求解延拓曲线以保证

其光顺性；Mo 等[4]基于极小化曲线应变能提出一

种三次 B 样条曲线的延拓算法，运用连接点处的
2G 连续条件，先将延拓曲线构造成三次 Bézier 曲

线形式，再通过重新参数化转换为 B 样条曲线形

式，该方法可通过解线性方程组确定延拓曲线的控

制顶点；Lu 等[5]在文献[2]的基础上进行改进，根

据待延拓曲线生成均匀 B 样条延拓曲线并逐步延拓

至目标点，改进后的算法不仅提升了计算效率，而

且还可推广至 NURBS 曲线延拓；文献[6]刻画了 2

条曲线间相似性的一种度量，并基于此提出一种新

的 B 样条曲线延拓算法，通过度量延拓曲线与参考

曲线的相似性，保证曲线整体的形状信息符合要求。 

针对曲线延拓的第 2 类问题，文献[7]应用曲

线延拓思想实现了 2 条不相邻的 NURBS 曲线间的

过渡。文献[8-9]讨论了在保持几何连续和光顺性的

条件下，通过 1 条或 2 条曲线实现 2 条不相邻曲线

间的延拓，不同之处在于文献[8]构造的延拓曲线

与待延拓曲线形式一致，而文献[9]利用带形状参

数的 Bézier 曲线为中间媒介构造延拓曲线；与文

献[8]相比，文献[9]可以处理平行情况下的曲线延

拓问题，但未给出构造最佳延拓曲线的方案。宋遒

志等[10]提出基于辅助曲线构造过渡曲线的方法，

先构造一条符合设计需求的辅助曲线，再将辅助曲

线与基曲线进行线性组合构造 nG 连续的过渡曲

线。文献[11]提出一种三次 T-Bézier 曲线间的 2C 连

续混合延拓方法，可以通过调节平衡因子的取值改

变延拓曲线形状，但因势函数为有理三角函数，增

加了计算复杂度。与文献[11]相比，文献[10]多构造

了一条辅助延拓曲线，其与最终生成的混合延拓曲

线形状相似；但文献[10]生成混合延拓曲线的过程复

杂，需经历多次重新参数化。李军成等[12-13]通过选

取特殊的带形状参数的曲线模型，构造 2 类带参数

的调配函数，并设计了形状可调的过渡曲线，过渡

曲线与被过渡曲线之间满足 1C 或 2C 连续，同时讨

论了过渡曲面的构造方法。严兰兰等[14]构造了不

含参数和含参数的 2 类多项式势函数，并将其转换

成 Bernstein 基函数的线性组合形式，运用这 2 类

势函数构造的过渡曲线与被过渡曲线在端点处均

可满足 kC （ k 为任意自然数）连续。 

梳理相关文献，可归纳出针对第 2 类曲线延拓

问题主要有 3 种解决办法。（1）几何法：根据连接

处的几何连续条件直接确定延拓曲线的控制顶点，

从而生成延拓曲线，如文献[8]；（2）代数法：先

从参数连续性要求出发构造性质合适的势函数，再

通过势函数将 2 条待延拓曲线组合生成最终的延

拓曲线，如文献[12-14]。（3）综合运用代数和几何

方法：先根据连接处的几何连续条件，分别构造与

待延拓曲线中的某一条光滑连接的辅助延拓曲线，

再通过势函数将 2 条辅助延拓曲线混合形成最终

的延拓曲线，如文献[11]。 

比较上述 3 种方法可以看出：（1）方法 2 最简

单，只需构造代数性质符合要求的势函数，即可构

造在连接处满足光滑度要求的延拓曲线；而且文献

[14]给出了可满足任意阶参数连续性的势函数，因

此采用该方法可以构造高阶连续的延拓曲线。但因

未考虑几何信息，由方法 2 得到的延拓曲线往往不

能反映待延拓曲线之间的过渡趋势。（2）因为方法

1 可以将过渡趋势考虑进几何信息中，所以由方法

1 构造的延拓曲线能够比较自然地反映待延拓曲

线之间的过渡关系。但是，方法 1 存在一个弊端：

难以构造与待延拓曲线在连接处高阶连续的延拓

曲线。如果采用最常用的三次 Bézier 曲线作为延

拓曲线，通常只能保证延拓曲线与待延拓曲线在连

接处 1G 连续。要想实现高阶几何连续，只能通过

构造多条曲线段组合形成最终的延拓曲线，或者提

高延拓曲线的次数，如用 5 次 Bézier 曲线作为延

拓曲线来实现在连接处 2G 连续的目标。（3）方法

3 较好地综合了前 2 种方法的优点，既可以保证延

拓曲线比较自然地反映待延拓曲线之间的过渡关

系，又可以用较少的曲线段实现高阶连续。但是，

目前采用此方法的文献[11]使用的势函数为有理

函数，计算比较复杂，而且事先难以预知最终的延

拓曲线形状。 

基于上述分析，同时考虑到三次 Bézier 曲线

在工程中最常用，并且 2 阶连续可以满足多数场合

下的要求，因此本文用一条延拓曲线实现 2 条不相

邻的三次 Bézier 曲线之间的过渡，要求延拓曲线

与待延拓曲线之间满足 2G 或 2C 连续；延拓曲线能

够较好地反映待延拓曲线之间的变化趋势，并且计
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算尽量简单，同时考虑曲面延拓方案。 

1  问题的提出 

给定 2 条不相邻的三次 Bézier 曲线  tC 和

 tD ，其中，  0,1t  ，其控制顶点分别为 ic 和 id ，

0,1, 2, 3i  ，如图 1 所示。拟构造一条延拓曲线实

现点 3c 和 0d 之间的连接，要求该曲线满足条件：

（1）在端点处分别与  tC 和  tD 保持 2G 或 2C 连

续；（2）形状可调；（3）视觉光顺。此外，要求延

拓曲线仅含一条曲线段，不能由多段曲线拼接而成。 
 

 
 

图 1  待延拓曲线 
 

根据引言部分的分析，若采用几何法构造 2

阶连续的延拓曲线，需由 2 段三次 Bézier 曲线拼

接而成，如文献[8]，不符合上述要求。因此，只

有 2 种构造延拓曲线的方案。 

方案 1：直接运用势函数将 2 条待延拓曲线

 tC 和  tD 组合生成延拓曲线； 

方案 2：先构造辅助延拓曲线，再运用势函数

混合辅助延拓曲线生成最终的延拓曲线。 

若采用方案 1，根据文献[14]，延拓曲线可表

示为 

            1 , 0,1t g t t g t t t   G C D ， 

其中， 

     3 2 31 1 3 6 20g t t t t t     。 

因为势函数  g t 中含参数  ，所以延拓曲线  tG

形状可调；另外，可得    0 0G D ，    1 1G C ，

       0 0i iG D ，        1 1i iG C ， 1, 2i  ，表明

曲线  tG 与  tC 和  tD 在连接处满足 2C 连续。当

取 0  时，由方案 1 生成的延拓曲线如图 2 所示。

可以看出，曲线  tG 与待延拓曲线在连接处并未

实现光滑过渡，因此方案 1 不可取。鉴于此，本文

采用方案 2 构造延拓曲线。 

注 1：曲线  tG 的参数方向是从 0d 到 3c ，与

曲线  tC 和  tD 的参数方向相反，这是曲线  tG

与  tC 和  tD 在连接处满足 2C 连续但却未实现

光滑过渡的根本原因。 

 
 

图 2  延拓曲线 

2  三次 Bézier 曲线间的混合延拓 

为了实现延拓曲线在连接处满足 2 阶连续且

形状可调的目标，采用代数与几何相结合的方案 2

构造延拓曲线，并在文献[11]的基础上做出 2 点改

进：（1）采用文献[14]中定义的多项式函数作为势

函数；（2）增加一条与最终的延拓曲线形状相似的

辅助延拓曲线，预知和控制最终的延拓曲线形状。 

2.1  辅助延拓曲线的构造 
基于前述设计思路，先构造 3 条形式均为三次

Bézier 曲线的辅助延拓曲线，分别记为  tP 、  tQ

和  tR ，控制顶点分别为 ip 、 iq 和 ir ，其中，

0,1, 2, 3i  。 

辅助延拓曲线的构造过程与方法如下： 

（1）取曲线  tP 的控制顶点 

 
 

0 3

1 3 1 3 2

2 0 2 0 1

3 0






   


  
 

p c

p c c c

p d d d

p d

， 

其中， 1 2, 0   。由 Bézier 曲线的端点性质可知 

 

   
   
   
   

1

2

0 1

0 1

1 0

1 0








 



  

P C

P C

P D

P D

        （1） 

表 明 辅 助 延 拓 曲 线  tP 与 待 延 拓 曲 线  tC 和

 tD 分别在点 3c 和 0d 处满足 1G 连续。 

（2）取曲线  tQ 的控制顶点 

 
   

0 3

1 3 1 3 2

2 2
2 1 3 1 1 2 1 1

3 0

1 2 1

h

h h h h


   


    
 

q c

q c c c

q c c c

q d

， 

其中， 1 0h  ，由 Bézier 曲线的端点性质可知 

 

   
   
   
   

1

2
1

0 1

0 1

0 1

1 0

h

h




 


 
 

Q C

Q C

Q C

Q D

    （2） 
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表明辅助延拓曲线  tQ 与待延拓曲线  tC 在点 3c

处满足 2G 连续，与  tD 在点 0d 处满足 0G 连续。 

（3）取曲线  tR 的控制顶点 

   
 

0 3

2 2
1 2 0 2 2 1 2 2

2 0 2 0 1

3 0

1 2 1h h h h

h




    


  
 

r c

r d d d

r d d d

r d

， 

其中， 2 0h  ，由 Bézier 曲线的端点性质可知 

 

   
   
   
   

2

2
2

0 1

1 0

1 0

1 0

h

h





  
  

R C

R D

R D

R D

         （3） 

表明辅助延拓曲线  tR 与待延拓曲线  tC 在点 3c

处满足 0G 连续，与  tD 在点 0d 处满足 2G 连续。 

2.2  延拓曲线的构造 

选择文献[14]中的势函数 

     3 21 1 3 6f t t t t    ， 

其端点性质为  

 

   
       
0 1, 1 0

0 1 0, 1, 2i i

f f

f f i

  


  
     （4） 

为了实现 2 条不相邻的三次 Bézier 曲线之间的 2

阶连续延拓，以及延拓曲线形状可调的目标，将辅

助延拓曲线  tP 与  tR 混合，得到曲线 

            1 , 0,1t f t t f t t t   S R P ； 

然后将曲线  tS 与辅助延拓曲线  tQ 混合，得到

曲线 

            1 , 0,1t f t t f t t t   T S Q ， 

其为含 4 个形状调整参数的延拓曲线。 

定理 1：曲线  tS 与待延拓曲线  tC 在点

  31C = c 处满足 1G 连续，与待延拓曲线  tD 在点

  00D = d 处满足 2G 连续。 

证明：由式（4）可得 

 

           
           
0 0 , 0 0 , 0 0

1 1 , 1 1 , 1 1

     
      

S P S P S P

S R S R S R
（5） 

结合式（1）（3）（5）可得 

 

       
           

1

2
2 2

0 1 , 0 1

1 0 , 1 0 , 1 0h h

  


     

S C S C

S D S D S D
 

（6） 

式（6）表明，曲线  tS 与  tC 在连接处 1G 连续，

与  tD 在连接处 2G 连续。               证毕。 

定理 2：延拓曲线  tT 具备下列性质。 

（1）保参数方向性：延拓曲线  tT 与 2 条待

延拓曲线的参数方向一致； 

（2）连续性：延拓曲线  tT 与待延拓曲线  tC

在点   31 C c 处满足 2G 连续，与待延拓曲线  tD

在点   00D = d 处满足 2G 连续； 

（3）形状可调性：延拓曲线  tT 的形状可通

过调整参数 i 和 ih 的值进行调节，其中， 1,2i  。 

证明：形状可调性显然成立，下面证明保参数

方向性和连续性。由式（4）可得 

 

           
           
0 0 , 0 0 , 0 0

1 1 , 1 1 , 1 1

     
      

T Q T Q T Q

T S T S T S
（7） 

结合式（2）（6）（7）可得 

           
           

2
1 1

2
2 2

0 1 , 0 1 , 0 1

1 0 , 1 0 , 1 0

h h

h h

      


     

T C T C T C

T D T D T D
（8） 

由式（8）可知，保参数方向性和连续性成立。 

证毕。 

注 2：由式（8）可知，当 1 2 1h h  时，延拓

曲线与待延拓曲线在连接处满足 2C 连续。 

当取 1 4  ， 2 1  ， 1 2 1h h  时，由方案 2

生成的辅助延拓曲线与延拓曲线如图 3 所示。可以

看出，曲线  tT 与  tP 形状非常相似，因此设计

人员可通过辅助延拓曲线  tP 的形状信息，近似

确定最终的延拓曲线形状，验证了辅助延拓曲线构

造方案的合理性。 
 

 
 

图 3  辅助延拓曲线与延拓曲线 

 

上述分析表明，延拓曲线  tT 已经满足在连

接处 2G 连续、形状可调的目标。下面讨论如何对

参数 i 和 ih 赋值， 1,2i  ，以确保延拓曲线  tT 具

备良好的光顺性。 

2.3  延拓曲线参数赋值方案 
由第 2.2 节的分析可知，延拓曲线  tT 的形状

取决于参数 i 和 ih 的值， 1,2i  。这些参数为延拓

曲线的形状调整提供了充足的自由度，但是，参数

较多也带来了赋值的困难。鉴于此，首先考虑固定
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1 2 1h h  ，构造 2C 连续的延拓曲线，此时只需对

参数  1, 2i i  赋值。当 2C 连续的延拓曲线形状不

理想时，调整  1, 2ih i  的值，构造 2G 连续的延拓

曲线。 

文献[15]针对三次 1G  Hermite 插值中 2 个内

控制顶点的位置调节参数，给出基于经验的建议范

围是 1 20.2 , 5d d ≤ ≤ ，其中， 0 3d  d c 。对

参数  1, 2i i  赋值时，借鉴文献[15]方法，先在

该范围内进行测试，通过综合观察延拓曲线及其

Bézier 控制多边形的变化趋势，确定合适的参数

范围。 

图 4 所示为在待延拓曲线固定的情况下，通过

取不同的参数 1 和 2 得到的 2C 连续延拓曲线。

图 4c～图 4e 中，红、蓝和绿色曲线为 1 2,  取不 

 

 
 

图 4  1 2,  不同时的延拓曲线 

同值时的延拓曲线  tT ，将其转化为 Bézier 曲线

形式，图中与延拓曲线同色的折线为其 Bézier 控

制多边形。从图 4 可以看出，当 1 固定， 2 逐渐

增大时，  tT 在转入  1T 方向之前，更长的部分

接近  1T ；当 2 固定， 1 逐渐增大时，  tT 在转

入  1T 方向之前，更长的部分接近  0T ；当 1 和

2 同时增大时，  tT 的控制顶点间距逐渐增加，

且控制多边形逐渐出现打圈自交的情况，相应的延

拓曲线形状由钝渐锐，导致出现尖点或二重点。除

了图 4 给出的实例以外，本文通过大量数值实验分

析，建议在范围 1 20 , d  ≤ 中选取  1, 2i i  。 

图 4 中，2 条待延拓曲线的控制顶点分布相对

均 匀 ， 3 个 距 离 1 3 0d  c c ， 0 3d  d c 和

2 3 0d  d d 相对均匀，控制边 2 3c c 与 0 1d d 的夹角

适中，2 条待延拓曲线不相交。下面将给出一些不

满足这些特征的实例。 

图 5a 中，控制边 2 3c c 较长， 0 1d d 较短；图 5b

中，控制边 2 3c c 与 0 1d d 的夹角很小；图 5c 中，控

制边 2 3c c 较长， 0 1d d 较短，且二者的夹角很大；图

5d 中，2 条待延拓曲线凹凸性相同且相交；图 5e

中，2 条待延拓曲线凹凸性相反且相交；图 5f 中，

与距离 1d 和 2d 相比，距离 d 较小，即顶点 3c 与 0d

比较靠近。在图 5 中，均取 1 2 1h h  ，延拓曲线

与待延拓曲线之间 2C 连续。 

图 6 中，均取  1, 2i ih d d i  ，延拓曲线与

待延拓曲线之间 2G 连续。图 6a~图 6c 中的待延拓

曲线分别与图 5d~图 5f 中一致，比较这些图可以

看出，调整  1, 2ih i  的值可有效地消除延拓曲线

膨胀、尖锐、自交等现象。 

为了从图 4~图 6 中获得视觉光顺的延拓曲线，

需通过数值试验反复调整参数 1 和 2 ，直至获得

满意结果。在实际应用中，人们更希望直接求取一

条光顺的延拓曲线，为此可通过解能量最小化模型

确 定 1 和 2 的 值 。 取 应 变 能 的 近 似 表 达 式

   
1 2

1 2 0
, dE t t    T 作为目标函数，将优化模型 

 

   1 2
1 2 0

1 2

min , d

s.t. 0 ,

E t t

d

 

 

 

 

 T

≤
      （9） 

的解作为 1 和 2 的值。 

注 3：若一条曲线有尖点或者许多拐点，或一

张曲面凹凸不平，则认为该曲线或曲面是不光顺的。

曲线曲面的光顺性还与几何外形的美观性相关，会 
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图 5  2C 连续延拓曲线 

 

 
 

图 6  2G 连续延拓曲线 

 
受主观因素的影响，因此曲线曲面的光顺性问题需

结合实际情况进行分析[16]。 

注 4：基于“物理样条是光顺的”这一事实，

本文采用曲线曲面的应变能刻画其光顺性。但由于

采用的是应变能的近似表达式，因此通过解优化模

型得到的结果未必光顺，有时还需要结合实际情况

进行调整。 

2.4  延拓曲线算法 

依据第 2.1 节~第 2.3 节的分析，三次 Bézier

曲线间的混合延拓算法步骤如下。 

输入：2 条待延拓的三次 Bézier 曲线。 

输出：形状参数 1 和 2 的值、曲线应变能 E

和延拓曲线  tT 。 

Step1：输入 2 条待延拓曲线的控制顶点 ic 和 id ，

其中， 0,1,2,3i  ，并生成相应的曲线  tC 与  tD 。 

Step2：设计 3 条辅助延拓曲线，曲线  tP 在端点 3c

和 0d 处保持 1G 连续；曲线  tQ 在 3c 处保持 2G 连续；

曲线  tR 在 0d 处保持 2G 连续。 

Step3：运用势函数  f t 将辅助延拓曲线  tP 和

 tR 组合生成曲线  tS ，再将曲线  tS 和辅助延拓曲

线  tQ 组合生成延拓曲线  tT 。 

Step4：根据待延拓曲线的几何特征，确定参数 1h 和

2h 的值，一般取 1 2 1h h  ；若 0 3d  d c 的值较小，

则取  1,2i ih d d i  。根据式（9）求解参数 1 和 2 的



382 计算机辅助设计与图形学学报 第 38 卷 

 

     
      

值，生成最终的延拓曲线。 

图 7~图 8 所示分别为采用本文方法构造的 C 形

和 S 形 2C 连续延拓曲线，其中，图 7a 和图 8a 中，参

数 1 和 2 在  0, d 中任意选取；图 7b 和图 8b 中，参

数 1 和 2 通过解式（9）确定；图 7a 和图 7b 中，延

拓曲线  tT 的应变能分别为  2.10,0.88 246.05E 

和  0.12,1.20E  190.24 ；图 8a 和图 8b 中，延拓曲

线  tT 的 应 变 能 分 别 为  2.5,3.0 450.88E  和

 3.68, 2.28 440E  。通过对比可以看出，采用优化

模型构造的延拓曲线  tT 的应变能较小，光顺性

较好。在图 7~图 8 中，均取 1 2 1h h  。 

 

 
 

图 7  C 形 2C 连续延拓曲线 

 

 
 

图 8  S 形 2C 连续延拓曲线 

 

保持图 7~图 8 中待延拓曲线不变，图 9 所示

为运用文献[13]方法构造的 2C 连续延拓曲线。其

中，图 9a 和图 9b 中延拓曲线的应变能分别为

479.98E  和 209.15E  。对比图 7b 和图 9a 可以

看出，采用本文方法构造的 C 形延拓曲线的光顺

效果明显优于文献[13]，并且曲线应变能明显低于

文献[13]；对比图 8b 和图 9b 可以看出，采用本文

方法构造的 S 形延拓曲线的应变能稍高于文献

[13]，但光顺效果与文献[13]相比并无明显差别。 

图 10 所示为采用本文方法构造的 2G 连续延拓

曲线，其中，均取  1, 2i ih d d i  ，参数 1 和 2 均

通过解优化模型确定。图 10a~图 10d 中，延拓曲线的

应变能分别为  0.23,0.09 3.16E  ，  0.15,0.15E   

0.12 ，  0.02,0.12 7.89E  和  0.30,0.04E  419.25 。  

 
 

图 9  文献[13]中的 2C 连续延拓曲线 

 

 
 

图 10  基于能量法的 2G 连续延拓曲线 

3  双三次 Bézier 曲面间的混合延拓 

Bézier 曲面是 Bézier 曲线向曲面的直接拓广，

双三次 Bézier 曲面的一般形式为 

     
3 3

3 3

0 0

, , 0 , 1ij i j
i j

u v B u B v u v
 

  ≤ ≤M m 。 

其中，  0 , 3ij i j≤ ≤m 表示曲面控制顶点；  3
iB u

和  3
jB v 均为三次 Bernstein 基函数。 

本节讨论如下问题：给定 2 张不相邻的双三次
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Bézier 曲面  ,u vC 和  ,u vD ，如图 11 所示，控制

顶点分别为 ijc 和 ijd ，其中， , 0,1,2,3i j  。希望构

造一张从边界  ,1uC 到  , 0uD 的延拓曲面，且延

拓曲面与待延拓曲面在边界处满足 2G 连续。 

 

 
 

图 11  待延拓曲面 

 
为了解决上述问题，本节将曲线延拓方法推广

至曲面。 

3.1  辅助延拓曲面的构造 
首先构造 3 张辅助延拓曲面  ,u vP 、  ,u vQ

和  ,u vR ，控制顶点分别为 ijp 、 ijq 和 ijr ，其中，

, 0,1,2,3i j  。 

辅助延拓曲面的构造过程与方法如下： 

（1）取曲面  ,u vP 的控制顶点 
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； 

其中， 1 2, 0   ，由 Bézier 曲面的边界性质可知 
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    （10） 

表明曲面  ,u vP 与待延拓曲面  ,u vC 和  ,u vD

分别在边界  ,1uC 和  ,0uD 处满足 1G 连续。 

（2）取曲面  ,u vQ 的控制顶点 
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其中， 1 0k  ，由 Bézier 曲面的端点性质可知 
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表 明 曲 面  ,u vQ 与 待 延 拓 曲 面  ,u vC 在 边 界

 ,1uC 处满足 2G 连续，与  ,u vD 在边界  ,0uD 处

满足 0G 连续。 

（3）取曲面  ,u vR 的控制顶点 
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其中， 2 0k  ，由 Bézier 曲面的端点性质可知 
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      （12） 

表 明 曲 面  ,u vQ 与 待 延 拓 曲 面  ,u vC 在 边 界

 ,1uC 处满足 0G 连续，与  ,u vD 在边界  ,0uD 处

满足 2G 连续。 

3.2  延拓曲面的构造 

借助势函数  f v ，将辅助延拓曲面  ,u vP 和

 ,u vR 组合生成曲面 

          , 1 , ,u v f v u v f v u v  S R P  （13） 

然后将曲面  ,u vS 与  ,u vQ 组合，生成曲面 

          , 1 , ,u v f v u v f v u v  T S Q  （14） 

式（14）为含有 4 个形状调整参数的延拓曲面。 

定理 3：曲面  ,u vS 与待延拓曲面  ,u vC 在

边界  ,1uC 处 1G 连续，与待延拓曲面  ,u vD 在边

界  ,0uD 处 2G 连续。 

证明：由式（4）（13）可得 
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（15） 

联立式（10）（12）（15）可得 
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（16） 

式（16）表明，曲面  ,u vS 与  ,u vC 在连接处 1G

连续，与  ,u vD 在连接处 2G 连续。        证毕。 

定理 4：延拓曲面  ,u vT 具备下列性质。 

（1）保参数方向性：延拓曲面  ,u vT 与待延

拓曲面  ,u vC 和  ,u vD 的参数 v 方向一致； 

（2）连续性：延拓曲面  ,u vT 与待延拓曲面

 ,u vC 在边界  ,1uC 处 2G 连续，与待延拓曲面

 ,u vD 在边界  ,0uD 处 2G 连续； 

（3）形状可调性：延拓曲面  ,u vT 的形状可

通过改变参数 i 和 ik 的取值进行调节， 1, 2i  。 

证明：形状可调性显然成立，下面证明保参数

方向性和连续性。由式（4）（14）可得 
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（17） 

联立式（11）（16）（17）可得 
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（18） 

由式（18）可知，保参数方向性和连续性成立。 

证毕。 

注 5：由式（18）可知，当 1 2 1k k  时，延

拓曲面与待延拓曲面在连接处满足 2C 连续。 

3.3  延拓曲面参数赋值方案 

由延拓曲面的性质可知，其形状与参数 i 和

ik 的取值有关， 1,2i  。针对这些参数的赋值方案

与曲线类似，首先考虑固定 1 2 1k k  ，构造 2C 连

续的延拓曲面，此时只需对参数  1, 2i i  赋值；

当 2C 连 续 的 延 拓 曲 面 形 状 不 理 想 时 ， 调 整

 1, 2ik i  的值，构造 2G 连续的延拓曲面。 

图 12 所示为在待延拓曲面固定的情况下，通

过取不同的参数 1 和 2 得到的 2C 连续延拓曲面。

图 12a 中，固定 1 1  ，紫、红、黄色曲面分别取

2 1  ， 2 5  和 2 10  ；图 12b 中，固定 2 1  ，

紫、红、黄色曲面分别取 1 1  ， 1 5  和 2 10  ；

图 12c 中，紫、红、黄色曲面分别取 1i  ， 5i 

和 13i  ， 1,2i  。从图 12 可以看出，参数 1 和 2

变化时，延拓曲面的形状和光顺性都会随之变化。 

对于参数  1, 2i i  ，可以在大量数值试验的

基础上基于经验选取，也可以通过求解能量优化模

型确定。取应变能的近似表达式 

     
1 1 2 2 2

0 0
, 2 , , d duu uv vvE u v u v u v u v      T T T  

作为目标函数，将优化模型 

     1 1 2 2 2

0 0

1 2

min , 2 , , d d

s.t.  , 0

uu uv vvE u v u v u v u v

 

      
 

  T T T
 

  （19） 

的解作为 1 和 2 的值。 



第 2 期 严兰兰，等：三次 Bézier 曲线曲面间的混合延拓 385 

 

     
      

 
 

图 12  参数不同时的延拓曲面 

 
3.4  延拓曲面算法 

双三次 Bézier 曲面间混合延拓算法步骤如下。 

输入：2 张待延拓的双三次 Bézier 曲面。 

输出：形状参数 1 和 2 的值，曲面应变能 E

和延拓曲面  ,u vT 。 

Step1：输入 2 张待延拓曲面的控制顶点 ijc 和 ijd ，

其中， , 0,1,2,3i j  ；并生成相应的 Bézier 曲面  ,u vC 和

 ,u vD 。 

Step2：设计 3 张辅助延拓曲面：曲面  ,u vP 在边

界  ,1uC 和  ,0uD 处保持 1G 连续；曲面  ,u vQ 在边界

 ,1uC 处保持 2G 连续；曲面  ,u vR 在边界  ,0uD 处保

持 2G 连续。 

Step3：借助势函数  f v 将辅助延拓曲面  ,u vP 和

 ,u vR 组合生成曲面  ,u vS ，再将  ,u vS 和  ,u vQ 组

合生成延拓曲面  ,u vT 。 

Step4：根据待延拓曲面的几何特征确定 1k 和 2k 的

值，一般取 1 2 1k k  ；若边界  ,1uC 与  ,0uD 距离较

近，则取
4

1,3 1,0
1

1,3 1,01

1

4
i i

i ii

k
 

 





c d

c c
，

4
1,3 1,0

2
1 1,3 1,0

1

4
i i

i i i

k
 

  





c d

d d
。

根据优化式（19）求解 1 和 2 的值，生成最终的延拓

曲面。 

图 13 和图 14 所示分别为采用本文方法构造的

C 形和 S 形 2C 连续延拓曲面。其中，图 13a 和图

14a 中，参数 1 和 2 在正数范围内任意选取；图

13b 和图 14b 中，参数 1 和 2 通过求解式（19）

确定；图 13a 和图 13b 中，延拓曲面的应变能分别

为 217.46E  和 171.57E  ；图 14a 和图 14b 中，

延拓曲面的应变能分别为 37.94E  和 36.94E  。

通过对比可以看出，采用优化模型构造的延拓曲面

的应变能较小，光顺性较好。图 13 和图 14 中均取

1 2 1k k  。 

 

 
 

图 13  C 形 2C 连续延拓曲面 

 

 
 

图 14  S 形 2C 连续延拓曲面 

 
保持图 13~图 14 中待延拓曲面不变，图 15 所

示为运 用文 献 [13]中方 法构造 的 2C 连续延拓 曲

面。其中，图 15a 和图 15b 中延拓曲面的应变能分

别为 667.70E  和 33.04E  。对比图 13b 和图 15a

可以看出，采用本文方法构造的 C 形延拓曲面的

光顺效果明显优于文献[13]，并且曲面应变能显著

低于文献[13]；对比图 14b 和图 15b 可以看出，采

用本文方法构造的 S 形延拓曲面的光顺效果和应

变能较文献[13]无明显差别。 

 

 
 

图 15  文献[13]中的 2C 连续延拓曲面 
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图 16 所示为采用本文方法构造的 2G 连续延

拓 曲 面 ， 其 中 ， 参 数
4
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



c d

d d
， 1 和 2 通过解式（19）

确定。图 16a~图 16d 中，延拓曲面的应变能分别为

5.90E  ， 0.12E  ， 7.65E  和 1607.58E  。 
 

 
 

图 16  基于能量法的 2G 连续延拓曲面 
 

4  结  语 

为了实现 2 条（2 张）不相邻的三次（双三次）

Bézier 曲线（曲面）之间的过渡连接，本文提出一

种形状可调的 2G 连续曲线曲面混合延拓方法。以

曲线为例，本文方法首先设计 3 条辅助延拓曲线，

然后借助势函数，经过 2 次混合得到最终的延拓曲

线。延拓曲线中含有 4 个形状参数 i 和 ih ， 1,2i  ，

其中， 1 和 2 来自第 1 条辅助延拓曲线， 1h 和 2h

分别来自第 2 和第 3 条辅助延拓曲线。为了缓解参

数较多带来的赋值压力，根据待延拓曲线几何特征

的不同，选择不同的参数赋值方案。优先考虑取

1ih  ，将延拓曲线形状调整的任务交给 i ， 1,2i  ，

此时延拓曲线与待延拓曲线在连接处 2C 连续；若

发现无论怎样调整 i 都无法获得满意的延拓曲

线，则改变 ih 的值，由 i ih d d 确定， 1,2i  ，此

时延拓曲线与待延拓曲线在连接处 2G 连续。无论

按照何种方案对 ih 赋值， i 的值都可以通过求解

能量优化模型确定；延拓曲面的构造方法以及其中

形状参数的赋值方案与曲线类似。数值实例结果表

明，所得延拓曲线曲面的光顺效果较好，且就 C

形延拓曲线曲面而言，与文献[13]相比，本文方法

具有显著优势。 

但是，本文方法经过 2 次混合后得到的延拓曲

线次数较高，如何在不增加延拓曲线段数、不降低

延拓曲线与待延拓曲线之间的连续阶数，以及不改

变延拓曲线的类型为多项式函数的前提下，降低延

拓曲线的多项式次数，是值得进一步研究的问题；

另外，本文给出的数值实例有限，对于未考虑到的

待延拓曲线（曲面）的几何特征，该方法是否依然

有效，有待进一步验证。  
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