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几何引擎中基于光顺渐近迭代逼近的曲面覆盖 
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摘  要: 在 CAD 几何引擎中, 覆盖是广泛应用的关键功能, 它用一张曲面拟合给定的一条或多条边界曲线. 然而由

于缺乏足够的几何信息, 很难生成满足要求的覆盖曲面, 也很少有专门解决这类问题的相关工作. 为此, 提出用光顺

渐近迭代逼近(Fairing-PIA)生成单张 B 样条曲面覆盖给定边界曲线的方法. 与传统的光顺方法只优化单一权重不同, 

Fairing-PIA 对每个控制点指定不同的光顺权重, 极大地提高了方法的灵活度. 首先提出一种鲁棒的方法生成拟合给

定边界曲线的初始曲面, 如果边界曲线不超过 4 条, 使用 Coons 曲面作为初始曲面; 如果边界曲线超过 4 条, 使用点

云参数化方法生成初始曲面. 然后使用 Fairing-PIA 提高曲面质量, 得到最终的理想曲面. 基于不同类型边界样例与

传统方法对比的数值实验表明所提方法能够拟合多种类型边界, 可以通过光顺权重调节控制曲面形态, 且相较于直

接求解矩阵方程的传统方法得到约 2 倍的性能提升, 兼具灵活性和高效性. 
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Abstract: Covering is a widely employed key function in CAD geometry engine, which fits a surface through 

one or more given boundary curves. However, it is a difficult problem to generate a desirable covering surface 

due to the lack of enough geometric information, and there are very few relevant works that address the problem. 

In this paper, we develop a method of generating one B-spline surface to cover given boundary curves by fairing 

progressive iterative approximation (Fairing-PIA). Differently from traditional fairing methods which have only 

global smoothing weight, Fairing-PIA can set different smoothing weights for each control point, leading to great 

flexibility. Firstly, robust methods are developed to generate stable initial surface fitting the given boundary 

curves. Specifically, on the one hand, if there are no more than four boundary curves, an initial surface is obtained 

by constructing Coons surface; on the other hand, for more than four boundary curves, a trimmed surface is gen-

erated by fitting the boundary curves as the initial surface. Then, Fairing-PIA is applied to improve the surface 

quality, leading to a desirable covering surface. Numerical experiments comparing the proposed method with tra-

ditional methods across different types of boundary examples demonstrate that the proposed method can fit vari-



1706 计算机辅助设计与图形学学报 第 37 卷 

 

     
      

ous types of boundaries, allows for surface shape control through fairing weight adjustments, and achieves ap-

proximately twice the performance of traditional methods that directly solve matrix equations, offering both flex-

ibility and efficiency. 

 

Key words: surface covering; progressive iterative approximation; energy minimization; dynamic base surface; 

geometry engine  

在 CAD 中, 通常需要设计方法生成拟合给定

边界曲线的光顺曲面, 主要挑战是构建 B 样条曲

面以满足不充分的几何约束 , 然而很少有工作关

注设计专门的曲面覆盖方法 . 与曲面覆盖类似的

问题是高级曲面拟合[1-2], 旨在使用裁剪曲面拟合

非四边三角网格或点云, 但在曲面覆盖问题中, 能

够使用的只有边界曲线信息. 因此, 曲面覆盖能够

利用的几何信息远少于高级曲面拟合 , 而使用传

统最小二乘法构造的系统通常非常病态 , 导致不

稳定的覆盖曲面, 使得问题更具挑战性. 

本文提出一种使用光顺渐近迭代逼近(fairing 

progressive iterative approximation, Fairing-PIA)[3]最

小化曲面光顺能量生成覆盖曲面的方法 . 由于它

可以对 B 样条曲面的每个控制点分配不同的光顺

权重 , 因此能够平衡控制点影响区域的拟合和光

顺效果, 为方法提供极高的灵活度. 例如, 对于需

要提高拟合精度的控制点 , 可以分配较小的光顺

权重; 对于需要提高光顺性的控制点, 则分配较大

的光顺权重. 光顺权重的选取策略由实验给出. 首

先提出一种鲁棒的方法用于生成稳定的初始覆盖

曲面, 如果边界曲线不超过 4 条, 则使用 Coons 曲

面[4]作为初始覆盖曲面; 否则使用点云参数化[5]生

成稳定的初始覆盖曲面 . 然后在保持拟合精度几

乎不变的情况下, 使用 Fairing-PIA 提高曲面质量, 

通过精心地为不影响边界拟合精度的控制点设置

更大的光顺权重, Fairing-PIA 的每步迭代都几乎保

持边界附近的控制点不变, 而其他控制点被移动, 

进而得到更光顺的曲面 . 基于不同类型边界样例

与传统方法对比的数值实验表明 , 本文方法能够

有效地应对多种不同类型边界条件 , 具有高效性

和灵活性. 

1  相关工作 

1.1  高级曲面拟合 
近年来, 已有许多高级曲面拟合方法[1-2]和约

束建模方法[6-8]. 虽然 Coons 曲面[9]被广泛用于严

格插值边界曲线 , 但是其无法处理开放边界和多

于 4条边界的情况. Weiss等[1]使用曲面二阶偏导的

积分能量与最小二乘系统结合求解约束曲面 , 并

且给出一种基于控制点影响范围的光顺权重策略. 

Vaitkus 等 [2]使用交互式方法标记曲面裁剪边界 , 

并通过三角化获得初始参数化 . 基于曲面变形满

足几何约束的方法也得到了发展. Fowler 等[10-11]不

是直接计算控制点 , 而是通过调整曲线和曲面上

的点来满足预先给定的几何约束, 如位置、切向和

曲率; Celniker 等[12]通过位置能量和法向能量约束

要求曲面变形来插值给定曲线或法向. 

在能量泛函使用的早期工作中 , 因为通常认

为具有最小光顺能量的曲面更自然 , 所以人们提

出基于能量最小化的方法. Reinsch[13]使用带有一

阶差分约束的二阶导数能量最小化方法求解样条

函数. Hosaka[14]在给定边界条件插值时, 引入误差

函数与能量函数的混合目标函数合成曲面. 当前, 

弯曲能量、拉伸能量等常用的能量泛函在 B 样条

曲面设计的相关研究中都得到应用. Moreton 等[15]

直接使用薄板能量结合曲面的位置和法向约束求

解非线性优化问题, 生成高质量曲面. Greiner[16]讨

论了使用薄板能量求解光顺问题的困难性 , 并指

出弯曲能量对参数空间的依赖性 , 提出利用

Laplace-Beltrami 算子内积构造能量函数的思路 . 

Welch 等 [17]使用分层 B 样条实现交互式曲面建模, 

利用硬约束构造目标函数 , 优化近似薄板能量的

一阶和二阶混合偏导积分能量得到光顺曲面. Vas-

silev[18]使用均匀 B 样条以预计算能量矩阵, 并在

求解优化系统时附加额外的数据点来提供自由度. 

Hagen 等[19]使用带有三阶导数的应变能并利用有

限差分近似展开 , 得到低阶的非线性系统求解有

理 Bézier 曲线. Pottmann[20]证明, 求解多阶导数能

量加权混合的目标函数可以得到具有高阶连续性

的曲线. Eck 等[21]和 Hadenfeld[22]分别提出对 B 样

条曲线和曲面进行迭代改进 , 通过移除和重新插

入节点优化光顺能量 , 但是每步迭代只能移动单

个控制点. Li 等[23]根据曲率信息识别需要优化的

控制点和曲线段, 通过弯曲能量加权调整 1 个或 2

个控制点优化局部能量. 
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1.2  渐近迭代逼近 
渐近迭代逼近(progressive iterative approxima-

tion, PIA)是 Lin 等[24]提出并命名的数据拟合方法, 

其对曲线或曲面执行迭代调整, 基于当前控制点和

数据点的差向量更新控制点. 与传统的拟合方法不

同, PIA可避免求解大规模线性系统, 并且提供了可

扩展的巨大灵活性. Lin[25]提出局部 PIA 方法, 通过

只调整局部控制点实现自适应拟合数据点. Lu[26]提

出一种加权 PIA 方法, 通过选择优化权重加速其收

敛速度. 

然而, PIA 要求控制点数量与数据点数量匹配, 

在处理大规模数据集时面临困难. Lin 等[27]提出扩

展 PIA(extended PIA, EPIA), 将对影响域内的差向

量加权平均作为更新向量 , 允许控制点数少于数

据点数. Deng 等[28]提出最小二乘 PIA(least-squares 

PIA, LSPIA), 作为传统最小二乘拟合的等价形式, 

用于逼近而非精确地拟合数据点, 并且显著地提高

了计算效率. Lin 等[29]进一步证明, 即使在迭代矩阵

奇异的情况下, LSPIA也收敛. Hamza等[30]提出隐式

PIA(implicit PIA, I-PIA), 控制点沿着等值面法向迭

代调整, 以重建点云的零水平集. Wang[31]提出隐式

随机 PIA(implicit randomized PIA, IR-PIA), 根据差

向量模长构建概率分布, 每步迭代将有重点地、随机

地选择调整控制点, 避免调整所有控制点, 加快了

收敛速度. Jiang 等[3]将 PIA 扩展为 Fairing-PIA, 使用

光顺泛函构造差向量, 将迭代格式推广到任意形式

的能量优化函数, 这种扩展允许对每个控制点分配

单独的权重来微调差向量; 作为传统能量优化光顺

模型的推广方法, 为光顺方法引入了极大的灵活度. 

2  预备知识 

2.1  Coons 曲面 
Coons 曲面[4]是生成插值给定边界曲线的常见

方法. 由于本文更希望得到 B 样条曲面, 因此考虑

定义在  0,1 上的边界曲线 
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边界曲线标记为实线, 沿着边界曲线的切向场标记

为虚线. 

 

图 1  Coons 曲面的边界条件 
 

假设沿着 4 条边界的切向场为 
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其中 ,    ,  i je s f t 表示有 ,  n m 个控制点并且与边

界曲线    ,  i jc s d t 具有相同次数和节点向量的 B

样条曲线 . 使用切向场和边界曲线的控制点可以

构造出插值对边的曲面, 具体构造方法见第 3.1节. 

最终, Coons 曲面具有如下形式 

        1 2, , , ,P s t S s t S s t T s t    (3) 

其中 , 1 2,  S S 表示插值    1 2,  c s c s 和    1 2,  d t d t

且满足导数约束的曲面; T 表示插值 4 个角点的

双线性曲面. 

2.2  传统光顺模型 
传统的光顺方法[32]求解最优化问题公式为 

min

subject to constraints

P
P

E


  AP b
; 

其中, PE 表示弯曲能量; AP b 表示约束的线性

系统. 例如, 计算目标 B 样条曲面 
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其中, ,  h lN N 表示 B样条基函数; ,  j jP N 分别表示

控制点和基函数乘积的字典序重排向量, 满足 
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其中, s t ss tt,  ,  ,  N N N N 表示关于 ,  s t 的偏导; P 表
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示控制点组成的向量. 

在覆盖问题中, 边界条件作为硬约束使用, 即

固定能够影响到采样点拟合效果的控制点 . 本文

将控制点和向量 D 按照约束类型重排, 得到向量

s f s f,  ,  ,  P P D D ; 其中 , 下标 s, f 分别表示光顺

(smooth)和拟合(fitting)项. 要最小化光顺能量, 应

将偏导项设为 0, 得到超定线性系统 

 T T
s s f f D P D P  (5) 

该系统的解确定了 B 样条曲面的控制点. 

3  本文方法 

3.1  覆盖不超过 4 条曲线的初始曲面生成 
如果有 4 条边界曲线, 需要构造 Coons 曲面作

为初始曲面. 首先对边界曲线均匀采样; 然后使用

LSQ[33]和 LSPIA[28]等方法, 用不超过 5 次的 B 样条

曲线插值. 由于在构造 Coons曲面之前需要指定边

界切向信息 , 因此通过角点处的切向沿着边界曲

线线性插值得到切向场. 

如果有 3 条边界曲线, 则计算每条曲线的长

度, 将它们分为 2 部分: 一部分由长度相近的 2 条

曲线组成; 余下的曲线对应的角点作为边界曲线

处理, 即将其视作退化的线性 B 样条曲线. 如果有

2 条边界曲线, 则将 2 个角点视为退化的线性 B 样

条曲线. 最后应用输入 4 条边界曲线时的处理方法. 

处理后的 4 条曲线被分为沿着参数  ,s t 的 2

部分, 如式(1)和图 1 所示, 每部分通过升阶和节点

插入, 得到具有相同次数和节点向量的曲线. 进一

步, 调整边界曲线的参数方向, 使得沿着逆时针方

向前进时每段边界曲线参数递增, 具有下列关系 
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通过角点处的切向量线性插值 , 得到沿着边界的

切向场 . 这些切向场可以表示成与相应边界曲线

具有相同的次数和节点向量的 B 样条曲线, 如式

(2)所示. 

考虑沿着 s参数方向的 p 次边界曲线: 
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得到. 沿着 s参数方向, 次数 p 不同时的控制点插

值计算结果如图 2 所示, 其中, 空心点就是新构造

的控制点, 它们与边界上的实心点构成沿着 s参数

方向的 Bézier 曲线  iB s , 通过    ,  i iB s d t 的控制

点和节点向量得到曲面  1 ,S s t . 

使用这种方法生成的曲面 1 2,  S S 分别插值 2

组对边 , 4 个角点双线性插值可以得到曲面 T . 

最后对 1 2,  ,  S S T 应用升阶和节点插入方法 , 确保

曲面之间的兼容性 , 将 1 2,  ,  S S T 代入式 (3)得到

初始曲面 . 

 

 

图 2  边界和切向场的控制点插值计算内部控制点 
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3.2  覆盖多于 4 条曲线的初始曲面生成 
由于不存在生成严格插值多于 4 条边界曲线

的曲面通用的构造方法 , 因此本文使用基于点云

参数化的逼近方法. 点云参数化方法在曲面重构、

网格生成和纹理映射 [33-35]等计算机图形学领域有

诸多应用. 

本文通过迭代动态优化的方式构造曲面[5]. 给

定采样点集  1i i

N
Q  , 首先构造包含采样点的有向包

围盒, 将具有最大面积的包围盒面作为基曲面, 记

为  0P ; 然后将数据点投影到基曲面上得到初始参

数化      
1

0 0,
N

i i i
s t


. 在此基础上构造均匀节点向量 

s

0, 0 1

1
, 1

1

1, 1

h

h p

h p
p h n

n p

n h n p

  
    

 
   

≤

≤

≤

k , 

t

0,              0 1

1
,  1

1

1,               1

l

l q

l q
q l m

m q

m l m q

  
    

 
   

k

≤

≤

≤

. 

其中, s t,  h lk k 分别表示 ,  s t 参数方向上的节点向量; 

,  n m 表示控制点的个数. 最小二乘拟合目标表示为 

 
      0

2

1 surf
1

0= ,
N

i
i i iE P Q P s t


  (6) 

其中, surfP 表示目标 B 样条曲面, 得到与式(4)具

有相同形式的曲面. 

求解式(6)得到的曲面作为新的基曲面  1
surfP . 

将采样点集正交投影[9,36]到  1
surfP 上, 得到新的参

数化      
1

1 1,
N

i i i
s t


, 使得 

            1 1 1 10 , , 0, 1, 2, ,i i i i iQ P s t s t i N   n  . 

其中,  ,s tn 表示基曲面在  ,s t 处的法向, 公式为 

     
   

s t

s t

, ,
,

, ,

P s t P s t
s t

P s t P s t





n . 

在此基础上构造新的节点向量, 重新求解式(6)

生成拟合曲面  1
surfP , 将其作为新的基曲面, 将采

样点集正交投影到  1
surfP 上, 得到新的参数化结果

     
1

2 2,
N

i i i
s t


. 这个过程迭代进行 , 交替使用正

交投影和最小二乘拟合提高曲面和参数化质量 . 

通常, 经过 3 次迭代即可得到理想的参数化结果. 

iQ 投影到  ,P s t 上得到具有新参数值     1 1,i is t 的

点如图 3 所示, 其中, 蓝色点集表示边界曲线上的

采样点, 空心点表示投影点. 

 

 

图 3  iQ 投影到  ,P s t 上得到参数值     1 1,i is t  

 

与传统的点云参数化不同 , 由于边界曲线上

的采样点数量不足以唯一地确定拟合曲面 , 最小

二乘系统通常具有奇异性 . 因此为了得到光顺的

曲面 , 可以添加能量项约束 [12]. 本文采用相邻控

制顶点的差分构建能量项来简化问题 

 

 
1 2

2 surf , 1 , , 1
1 2

1 2
1, , 1,

2 1

1
2

2

1
  2

2

n m

h l h l h l
h l

n m

h l h l h l
h l

E P P P P

P P P



 
 



 
 

  

 



   (7)

 

最终目标函数可以定义为 

       surf 1 surf 2 surf1E P E P E P    . 

其中,  称为平衡拟合项和光顺项的参数化权重. 

该优化问题可以转化为线性系统 

 
   T T

21 1       N N A P N Q  (8) 

其中, P 表示控制点组成的向量; N 表示 B 样条

基函数在采样点上的配置矩阵; 2A 表示式(7)得到

的对称正定矩阵; Q 表示采样点构成的向量. 

使用边界曲线的长度信息自适应地设置采样

点数. 给将定的最大采样点数 N 分配给具有最大

长度的边界曲线 , 其余边界曲线则根据其长度比

例指定采样点数 . 设最大边界曲线长度为 L , 边

界曲线 ic 对应长度为 iL , 则 i iN NL L 就是 ic 的

采样点数; 然后使用 Lu 等[37]针对平面参数曲线拟

合的采样方法获得采样点 . 首先在边界曲线上均

匀采样 iN 个点, 使用分段二次多项式拟合采样点

的曲率信息求解曲率极值点 , 对应的点作为特征

点; 这些特征点作为当前采样点集时, 还需要更多
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的点来确保采样点数达到 iN . 本文简单地使用弧

长信息 , 向特征点对应参数区间中具有最大弧长

的区间中插入均分弧长的新采样点; 然后更新采

样点集, 持续插入过程直至达到需要的采样点数. 

由于在边界曲线围成的洞中没有采样点 , 式

(6)中的最小二乘矩阵 TN N 是稀疏矩阵 , 并且矩

阵 2A 也是稀疏矩阵, 因此当控制网格规模固定时

可以预计算系数矩阵 . 利用最终线性系统的对称

性, 可以使用 Cholesky 分解, 该方法可以高效地

求解对称稀疏系统 

每步迭代中 , 将采样点投影到当前曲面上得

到优化的参数化结果; 然后增加目标曲面控制网

格的规模和参数化权重 的大小, 构造能够求解

更高精度逼近曲面和更优参数化的线性系统 . 图

4a 所示为通过点云参数化迭代 3 次得到的初始曲

面, 图 4b 所示为该曲面沿着边界裁剪得到的覆盖

曲面; 其中, 蓝色点集是从边界曲线上采样得到的

拟合约束. 
 

    
    a. 迭代 3 次的曲面           b. 裁剪后的曲面 

 

图 4  点云参数化生成曲面 

 
3.3  使用 Fairing-PIA 改进曲面质量 

针对传统的光顺模型缺乏控制目标曲面区域

光顺性的能力的问题, 使用 Fairing-PIA 方法[3]迭

代地优化每个控制点. 

将给定的   1 2,

1, 1

m m

ij i j
Q

 
按照字典序重排为   1i i

N
Q  , 

每个点对应参数值  ,i is t ; 其中 , ,  i is t 均单调递

增 . 假设初始曲面    0 ,P s t 具有与式(4)相同的形

式 , 其 控 制 点 和 基 函 数 重 排 为    0 ,  , ,j jP N s t  

1,2, ,j nm  . 定义光顺泛函 

 

   

   

   

1 1

1 1

1 1

ss, ss,

st, st,

tt, tt,

, d d

, d d

, d d

m m

m m

m m

s t

j js t

s t

j js t

s t

j js t

F f N s t f s t

F f N s t f s t

F f N s t f s t
















 

 

 

 (9) 

其中,      ss, st, tt,, ,  , ,  ,j j jN s t N s t N s t 表示  ,jN s t

关于 ,s t 的偏导函数. 假设已经得到第 k 次迭代后

的曲面   ( , )kP s t , 则曲面控制点可由公式 

     
     

     
ss, st, tt,

ˆ

1

, ,  1, 2, ,

, ,  1, 2, ,

2

j

i i i i

j j h h h
h

j

k k

k k

I

nm

l l l
kk

l
l

Q P s t i N

N s t j nm

F F F P





  

 












  





d

d







 

更新. 其中,  k
id 表示目标曲面对应参数值  ,i is t

处的点与第 i 个数据点的差向量, 如图 5 所示; ˆ
jI

表示受第 j 个控制点影响的数据点索引集;  k
j

表示第 j 个控制点的加权差向量;  k
j 表示光顺

向量. 控制点更新公式为 
         1 1 j
k k

j j j j j j
k kP P           . 

其中, ,j j  表示步长和光顺项权重. 更新得到目

标曲面 

       

1

1 1

1

.
n m

j h l hl
l

k

h

kP N s N t P
 

    

通过这种方式, Fairing-PIA 可以迭代地调整目标曲

面, 并且可以为每个控制点指定不同的权重, 达到

不同的优化目标. 
 

 

图 5  第 i 个数据点对应的差向量 
 

针对曲面覆盖问题的局部插值特性 , 可以通

过 Fairing-PIA, 而非传统的能量最小化方法提供

更高的自由度. 根据 B 样条基函数的局部支撑性, 

本文固定被采样点影响的控制点, 记为 fP ; 剩余

控制点记为 sP . 迭代过程被分为 2 部分, 即 

         

         

s, s, s, s, s, s, s,

f , f , f ,f , f , f ,
1

f

1

,

1

1

j j j j j j j

j j jj j

k k k

j

k

j
k k k k

P P

P P

  

  





     
     





 

 
. 

本文为 sP 中的控制点分配更大的 s, j , fP 中

的 控 制 点 分 配 更 小 的 s, j , 拟 合 权 重 取 为

f , s,1j j   . 为了在保证当前拟合精度的情况下

优化曲面, 对应 fP 的光顺权重应该近似为 0. 实验
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中 , 通 常 设 置 sP 和 fP 的 权 重 分 别 为
1

s, 10j  , 16
s, 10j  . 由于初始曲面具有高精

度, 因此初始拟合分量已经接近 0. 

如果边界曲线多于 4 条, 则曲面  ,P s t 应该沿

着边界曲线裁剪得到最终的覆盖曲面 . 将采样点

集投影到迭代得到的曲面上 , 获得参数化结果

   1
,

N
i i i

s t


; 然后使用 B 样条曲线在参数域上拟合

生成参数曲线 , 沿着曲线参数方向左侧的部分是

保留的裁剪区域, 用于生成覆盖曲面. 

4  数值实验和讨论 

4.1  初始设置 
当不超过 4 条边界曲线时, Coons 曲面能够严

格覆盖边界, 因此不需要更新边界处的控制点. 当

多于 4 条边界曲线时, 本文使用点云参数化获得采

样点的参数值; 然后采用具有 9 9 控制网格的双 3

次 B 样条曲面拟合. 式(8)中, 初始参数化权重设

为 410  , 每步迭代后都降低到10% . 本文执行

3 步迭代, 最终覆盖曲面具有 36 36 控制网格. 

在 Fairing-PIA 的光顺过程中, 使用均方误差

(mean square error, MSE), 公式为 

 

     
2

1

1
MSE ,

i

k
N

i i
k

iP s t Q
N 

   (10) 

其中,    ,k
i iP s t 表示当前曲面在第 i 个采样点处

的值 . 可以设置默认的阈值计算每步迭代后的

MSE, 达到指定误差精度后停止迭代 . 本文执行

固定迭代步数 , 以节省每步对所有采样点计算误

差的开销. 

本文使用 C++实现覆盖方法, 使用 Eigen3 库执

行线性代数运算, 该方法在 i7-11700K @3.60 GHz 

CPU, 16 GB 内存上运行. 

4.2  参数化权重的影响 
讨论式(8)中的参数化权重 的影响. 在使用

固定权重和带有缩放因子 2 种情况下, 计算 MSE; 

进一步, 在每步迭代后减小权重, 结果如表 1所示. 

可以看出, 通过点云参数化生成曲面的 MSE 在每

步迭代后减小, 这种策略可以让 MSE 收敛更快.
 

表 1  参数化权重 对逼近精度的影响 

固定权重 减小权重 
迭代次数 控制网格 

  MSE   MSE 
耗时/s 

1 6×6 10−6 4.46×10−2 10−6 4.46×10−2 0.178 

2 12×12 10−6 1.05×10−4 10−7 3.26×10−5 0.162  

3 24×24 10−6 1.40×10−6 10−8 5.80×10−8 0.144 

4 48×48 10−6 4.58×10−8 10−9 3.27×10−10 0.148 

5 96×96 10−6 3.85×10−9 10−10 3.40×10−12 0.237 

 

可以看出,  能够平衡拟合和光顺项. 如果方

法初始就使用 36 36 控制网格并使用非常小的权

重 1010  , 就不能产生光顺的曲面, 会得到糟糕

的参数化效果 . 迭代过程能够同时改善曲面质量

和参数化结果, 最终得到理想的覆盖曲面. 

4.3  光顺权重的影响 

对 Fairing-PIA 方法中的光顺权重 s 的影响进 

行实验 , 令 f s  , 让生成曲面的变化更明显 . 

在 4 条边界曲线情形下, 使用不同 s 迭代 100 次

后, 生成的覆盖曲面及其斑马纹如图 6所示, 其中, 

s 从 110 ~ 310 变化. 可以看出, 随着权重的减小, 

覆盖曲面精度不断提高 , 斑马纹中曲面的光顺性

下降. 

对式(9)的弯曲能量、式(10)的 MSE 与 s 的关 
 

   
a. 1

s 10                                   b. 3
s 10   

图 6  在 4 条边界曲线下 s 迭代 100 次产生的覆盖曲面及其斑马纹 



1712 计算机辅助设计与图形学学报 第 37 卷 

 

     
      

系进行实验, 结果如图 7 所示. 可以看出, 当 s 较

小时, 覆盖曲面的弯曲能量几乎不变, 而拟合误差

快速减小; 表明在局部拟合条件下, 使用极小的光

顺权重能够有效地降低拟合误差 , 同时保证一定

的光顺性. 

4.4  覆盖不超过 4 条边界曲线 
在不超过 4 条边界曲线的情形下, 首先构造

Coons曲面作为初始曲面, 然后应用 Fairing-PIA方

法光顺曲面. 在具有 4 条边界曲线的情形下, 初始

Coons 曲面与通过 Fairing-PIA 迭代优化 100 次后, 

曲面平均曲率的对比结果如图 8 所示. 可以看出, 

对于初始高曲率部分 , 优化后相应部分的曲率有

显著的下降, 说明 Fairing-PIA 能够产生比 Coons

曲面更光顺的曲面. 
 

 

图 7  s 对图 6 中覆盖曲面的影响 

 

 

图 8  在 4 条边界曲线情形下初始 Coons 曲面与通过 Fairing-PIA 迭代优化 100 次后曲面平均曲率对比 
 
图 9 展示了在 2, 3, 4 条边界曲线的情形下, 生

成曲面及其斑马纹; 其中, 曲面边界用蓝色标记. 

在图 9c 和图 9e 中, 输入边界为 1 次 B 样条曲线, 

将次数提升为 2 次后再构造 Coons 曲面, 确保生成

曲面具有二阶导数; 之后应用 Fairing-PIA 方法优

化曲面. 可以看出, 对于低阶曲面, 斑马纹出现弯

折, 说明曲面次数不足以达到 2G 连续性; 而对于

其他高阶曲面 , Coons 曲面本身足够光顺 , Fair-

ing-PIA 方法在此基础上进一步降低了曲面的弯曲

能量. 

对于图 9 中输入的边界曲线, 构造 Coons 曲面

和应用 Fairing-PIA 方法得到的弯曲能量、计算时长

结果如表 2所示. 可以看出, Fairing-PIA方法确实能

够达到更低的弯曲能量, 并提高曲面的光顺质量. 

4.5  覆盖多于 4 条边界曲线 
本节对传统能量法与 Fairing-PIA 方法覆盖多

种边界类型的效果进行实验. 通常, 传统能量法需

要使用约为 10−8 的光顺权重来确保线性系统式(5)

的稳定性, 使得 MSE 更高、光顺能量更小. 尽管

传统能量优化方法可以通过调整整体的光顺权重 
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 a. 2 条边界曲线的覆盖曲面 b. 3 条边界曲线的覆盖曲面 

         
 c. 3 条带有 1 次边界曲线的覆盖曲面 d. 4 条边界曲线的覆盖曲面 

       
 e. 4 条圆环形边界曲线的覆盖曲面 f. 4 条马鞍形边界曲线的覆盖曲面 

图 9  在 2, 3, 4 条边界曲线的情形下生成的曲面及其斑马纹 
 
表 2  初始曲面和通过 Fairing-PIA 优化后的 

曲面性能对比 

弯曲能量 边界

曲线 初始曲面 优化曲面 
耗时/s 

图 9a 5.14×104 4.99×104 <0.001 

图 9b 2.50×10−5 2.03×105 <0.001 

图 9c 8.48×101 6.89×101 0.001 

图 9d 8.77×104 6.94×104 0.013 

图 9e 1.73×102 1.03×10−1 0.001 

图 9f 6.53×104 2.97×104 0.001 
 

平衡误差与能量, 然而在实际应用中, 选择良好的

光顺权重非常困难 , 目前尚未发现已知有效的权

重调整策略. Fairing-PIA 方法凭借对每个控制点选

择权重的能力, 可以简单地为需要拟合的控制点设

置约 10−16 的光顺权重, 为其余控制点设置约 10−1

的光顺权重, 以减小拟合误差并得到足够小的光顺

能量. 

在输入复杂边界类型下, 如形状为椅子、蝴蝶

和花瓣的多条曲线时 , 生成的光顺覆盖曲面及其

斑马纹如图 10 所示; 其中, 曲面的不同相邻边界

标记为不同颜色以区分边界. 可以看出, 曲面形状

与斑马纹都相当光顺 , 表明本文方法具备处理复

杂边界形状的能力. 

多管道模型建模是广泛使用的技术 , 建模时 

       
a. 椅子 

  
b. 蝴蝶 

   
c. 花瓣 

图 10  复杂边界类型下生成的光顺覆盖曲面及其斑马纹 

 
通常给定多个相交管道 , 在删去接合部分的曲面

后, 使用曲面填充技术构造逼近边界线的 B 样条

曲面. 本文截取多管道模型的待填充边界线, 使用
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点云参数化方法构造初始曲面和参数化 , 然后应

用 Fairing-PIA 方法优化曲面, 在迭代 1 000 次后终

止. 多管道模型补洞边界的覆盖曲面如图 11 所示; 

进一步 , 还对比了使用传统能量法计算得到的曲

面及其斑马纹. 可以看出, 图 11c 中, 由于拟合精

度不高 , 因此曲面无法直接沿着空间曲线裁剪得

到裁剪曲面; 图 11b 中, 本文方法保留了整张拟合

曲面. 

在图 10 和图 11 所示的模型上, 分别基于弯

曲能量最小化的传统能量法和本文方法生成覆盖

曲面进行实验, 它们的 MSE、弯曲能量和耗时对

比结果如表 3 所示. 可以看出, 本文方法能够得

到更小的 MSE, 代价是相对更高的弯曲能量, 但

其能够得到与传统能量法近似的斑马纹(如图 11

所示), 并以更小的耗时完成优化. 本文方法的优

势来自初期的点云参数化, 其线性系统式(8)的极

度稀疏性带来了高速度、高质量的初始拟合曲面

和参数化 ; 通过限制最大迭代次数 , 后续使用

Fairing-PIA 方法迭代优化的开销也可以进一步降

低. 与传统能量方法相比, 本文方法得到的 MSE

更低. 由于传统方法的 MSE 过大, 因此其裁剪操

作失败, 如图 11 所示. 

 
a. 本文方法得到的裁剪曲面 

 
b. 本文方法得到的斑马纹 

 
c. 传统能量法得到的斑马纹 

图 11  多管道模型边界曲线的光顺覆盖曲面及其斑马纹 

 
表 3  2 种覆盖方法迭代优化曲面的性能对比 

传统能量法[32] 本文方法 
模型 

MSE 弯曲能量 耗时/s MSE 弯曲能量 耗时/s 

图 10a 4.27×10−5 6.43×107 13.88 5.48×10−11 3.71×109 4.85 

图 10b 1.01×10−5 8.74×107 11.02 2.95×10−10 4.06×108 4.28 

图 10c 5.61×10−6 1.73×108 12.13 1.26×10−9 3.64×108 4.41 

图 11a 6.39×10−8 4.42×107 15.16 2.06×10−12 8.05×107 4.52 

图 11b 3.73×10−7 4.41×107 11.02 9.89×10−10 4.11×108 5.96 

图 11c 1.81×10−4 2.83×108 12.67 1.08×10−8 3.79×108 4.44 

 
在图 10 和图 11 所示的模型上, 分别基于均匀

采样策略和本文采样策略优化生成覆盖曲面进行

实验, 它们的 MSE 和弯曲能量对比结果如表 4 所

示. 均匀采样策略对每条边界曲线采样 100 个点; 

本文采样策略首先均匀采样 40 个点, 每相邻 3 个

点拟合 1 条 2 次多项式曲线, 提取曲率极值点作为

特征点, 然后根据弧长信息补充采样点, 得到 100

个点. 可以看出, 本文采样策略对边界曲率变化较

大的图 10 中的模型得到更小的 MSE; 对图 11 中具

有平滑边界的多管道模型则有部分光顺效果. 

在图 10 和图 11 中的模型上, 对采用本文方法

生成曲面的弯曲能量与 MSE 的关系进行实验, 结

果如图 12所示. 可以看出, 图 12a中, 随着 s 的增

加, 弯曲能量减小而 MSE 增大; 图 12b 中, 弯曲能

量在初始迭代中快速衰减, MSE 呈现轻微减少的

趋势, 说明只需要很少的迭代步数, 本文方法就可

以在显著地降低曲面的能量同时改善拟合误差. 
 

表 4  2 种采样策略迭代优化曲面的性能对比 

均匀采样 本文方法 
模型 

MSE 弯曲能量 MSE 弯曲能量

图 10a 5.30×10−8 3.25×108 1.31×10−8 3.38×108

图 10b 1.29×10−8 8.99×108 9.00×10−9 1.02×109

图 10c 3.53×10−9 2.55×108 2.75×10−9 2.16×108

图 11a 2.61×10−10 9.12×107 1.40×10−9 9.55×107

图 11b 6.16×10−9 3.17×108 8.73×10−9 3.27×108

图 11c 1.48×10−8 1.14×108 1.85×10−8 1.11×108
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图 12  s 和迭代次数与弯曲能量和 MSE 的关系 

 

5  结  语 

本文提出一种基于 Fairing-PIA 的曲面覆盖方

法. 从初始覆盖曲面开始, 通过迭代动态地优化曲

面 , 在提高拟合精度的同时 , 减小曲面的光顺能

量. 当不多于 4 条边界曲线时, 使用该方法生成

Coons 曲面作为初始曲面; 当超过 4 条边界曲线时, 

使用基于动态基曲面的点云参数化方法生成初始

曲面. 为了确保生成稳定、光顺的初始曲面, 本文

将最小二乘拟合系统与光顺能量组合使用 , 并在

每步迭代中减小光顺权重 , 以生成高质量的初始

曲面和良好的参数化. 初始曲面构造完成后, 应用

Fairing-PIA 方法迭代光顺曲面, 基于控制点的位

置为采样点附近的控制点选取更小的光顺权重 , 

对其余的控制点选取更大的光顺权重 , 能够灵活

地平衡拟合和光顺效果. 数值实验结果证明, 本文

方法是有效的; 与传统能量法相比, 该方法能够更

高效地提供更高精度的覆盖曲面. 

但是, 本文方法也有局限性: (1) 使用有向包

围盒投影得到初始参数化的方法可能失败. 如对于

在投影面上交错的边界曲线, 采样点可能投影得到

重合的参数值, 导致糟糕的参数化结果; (2) Fair-

ing-PIA 在光顺优化阶段为边界附近的控制点选择

更小的光顺权重 , 目的是避免光顺项影响这些控

制点, 降低拟合精度. 然而, 当曲面的控制网格规

模较小时, 大部分控制点都将失去光顺效果, 意味

着必须使用相对大规模的控制网格 , 导致该方法

运行效率较低; (3) 本文方法虽然能够减小光顺能

量, 但是不能保证生成曲面的形状符合预期, 可能

需要在边界曲线上提供额外的引导信息, 如切向或

曲率信息. 另外, 本文着重讨论覆盖曲面的拟合精

度和光顺性, 未来还需要考虑高阶连续性. 
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