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摘要 本文给出了拟 entwining 结构的概念, 研究了拟 entwining 结构的 Hochschild 上

同调, 得到了关于拟 entwining 结构的 Hochschild 上同调的等价定理. 特别地, 对于有限维

代数和余代数的拟 entwining 结构, 给出了余代数结构的 Hochschild 上同调与对偶代数结

构的 Hochschild 上同调之间的同构定理.
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1 引言

自 Hochschild[1] 引进结合代数的 Hochschild上同调群以来,人们发现它与代数几何、代

数拓扑、微分几何以及函数理论具有广泛的联系.过去几十年,在研究某些代数结构 (如遗传

代数、根平方为零代数、有限维代数等) 的 Hochschild 上同调及计算方法上取得了许多重要

结果 [2−4]. 最近, Caenepeel和 De Groot[5]引入了比 entwining结构更具一般性的弱 entwining

结构的概念. 我们关注弱 entwining 结构, 不仅因为它与弱双代数和弱双代数的余模代数相

似, 而且它具有 Hopf 代数和弱 Hopf 代数的许多重要的结构. 2007 年, 贾玲和李方 [6] 针对

一般的弱 entwining 结构, 讨论了具有代数结构的上同调群. 受此启发, 我们在本文引入了

拟 entwining结构的概念,并利用 Doi[7] 关于同调余代数的理论以及 Happel[2] 和 Stefan[8] 等

关于代数上的 Hochschild 上同调的研究方法, 研究了具有余代数结构的拟 entwining 结构的

Hochschild 上同调.

2 预备知识与记号

首先, 为便于叙述我们给出一些记号. 令 k 是任一域, 对于任一个余代数 (C, M, ε), 记

M(c) = Σc1 ⊗ c2; 对于域 k 上的左 C-余模 (M, ρ−M ) 和右 C-余模 (N, ρ+
N ), 分别记 ρ−M (m) =∑

m−1 ⊗m0 与 ρ+
N (n) =

∑
n0 ⊗ n1.
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注 为方便起见, 我们将省略去“右右”和“Σ”符号.

定义 2.1[5] 域 k 上的一个 (右右) 弱 entwining 结构 (A,C, Ψ) 包含代数 A、余代数 C

和 k-线性映射 Ψ 三个部分, 其中 Ψ: C ⊗A → A⊗ C 定义为 Ψ(c⊗ a) =
∑

aΨ ⊗ cΨ 且满足:

(i)
∑

(ab)Ψ ⊗ cΨ =
∑

aΨbΦ ⊗ cΨΦ, a, b ∈ A, c ∈ C;

(ii)
∑

aΨ ⊗ cΨ1 ⊗ cΨ2 =
∑

aΨΦ ⊗ c1Φ ⊗ c2Ψ, a ∈ A, c ∈ C;

(iii)
∑

1Ψ ⊗ cΨ =
∑

1Ψε(c1Ψ)⊗ c2, c ∈ C;

(iv)
∑

aΨε(cΨ) =
∑

1Ψaε(cΨ), a ∈ A, c ∈ C.

把条件 (iv) 换成条件

(iv)′
∑

aΨε(cΨ) = aε(c), a ∈ A, c ∈ C.

则称 (A,C,Ψ) 为域 k 上的拟 entwining 结构.

注 上面定义中出现的 Ψ和 Φ分别是文献 [5]中弱 entwining结构定义中出现的 ψ 和

Ψ, 亦即, 映射 Φ 就是映射 Ψ. 这里使用 Ψ 和 Φ 主要是为在后文中避免 ψ 和 Ψ 混淆 (读者

可参阅文献 [6]). 显然, entwining结构是拟 entwining结构; 拟 entwining结构是弱 entwining

结构.

由上面定义, 我们知道 (A,C, τ) 是拟 entwining 结构, 其中 τ 为扭映射. 特别地, 如果 A

是有限维代数, 我们有下面的

定义 2.2 如果 A 为有限维代数, 则称 (C∗, A∗, τ∗) 是一个弱 entwining 结构, 其中

Ψ∗: A∗ ⊗ C∗ → C∗ ⊗A∗ 定义为 Ψ∗(β ⊗ α) = αΨ ⊗ βΨ 且满足 (i)–(iii) 和 (iv)′.

于是,

αΨ(c)βΨ(a) = 〈αΨ ⊗ βΨ, c⊗ a〉 = 〈Ψ∗(β ⊗ α), c⊗ a〉
= 〈β ⊗ α, Ψ(c⊗ a)〉 = 〈β ⊗ α, aΨ ⊗ cΨ〉
= α(cΨ)β(aΨ),

其中 β ∈ A∗, α ∈ C∗, a ∈ A, c ∈ C.

给定一个拟 entwining 结构 (A,C,Ψ), 可验证 C ⊗A 作为 C-双余模的结构映射分别为:

ρ−(c⊗ a) = (∆⊗ I)(c⊗ a) =
∑

c1 ⊗ (c2 ⊗ a),

ρ+(c⊗ a) = (I ⊗Ψ)(∆⊗ I)(c⊗ a) =
∑

(c1 ⊗ aΨ)⊗ c2Ψ , 其中 c ∈ C, a ∈ A.

引理 2.3 对于任意拟 entwining结构 (A,C,Ψ)和 C-双余模N,令 Cn
Ψ(N, C) = Homk(N,

A⊗ C⊗n), 定义 dn : Cn
Ψ(N, C) → Cn+1

Ψ (N, C), 其中

dn(f) = (Ψ⊗ I)(I ⊗ f)ρ−N +
n∑

i=1

(−1)i(I ⊗ I1 ⊗ · · · ⊗∆⊗ · · · ⊗ In)f + (−1)n+1(f ⊗ I)ρ+
N ,

这里 f ∈ Cn
Ψ(N, C), 则 dn+1dn = 0.

证明是平凡的. 这里 dn 的定义源自文献 [8].

定义 2.4 给定一个拟 entwining 结构 (A,C,Ψ) 和一个 C-双余模 N , 我们称复形

(Cn
Ψ(N, C), dn)n>0 的上同调 Hn

Ψ(N, C) 为值在 N 中的拟 entwining 结构的 Hochschild 上

同调, 记为 Hn
Ψ(N, C), 其中 Cn

Ψ(N, C) = Homk(N, A⊗ C⊗n).

3 基本性质

引理 3.1 给定一个拟 entwining 结构 (A,C, Ψ), 则下列命题等价:
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(1) C ⊗A 是一个内射 C-双余模.

(2) C-双余模序列 0 → C ⊗ A
σ−→ C ⊗ A ⊗ C

ω−→ cokerσ → 0 是可裂正合的, 其中

σ : C ⊗A → C ⊗A⊗ C 由 σ(c⊗ a) =
∑

(c1 ⊗ aΨ)⊗ c2Ψ 定义.

证明 首先, 断言 σ 是定义良好的, 这是因为 σ = (I ⊗Ψ)(∆⊗ I).

其次, 定义 C-双余模映射 θ : C ⊗A⊗ C → C ⊗A 为 θ = τ(I ⊗ I ⊗ ε)(τ ⊗ I), 其中 τ 为

扭映射.

为证 σ 是单态射, 仅需验证 θσ = I. 事实上,

θσ(c⊗ a) = θ[Σ(c1 ⊗ aΨ ⊗ c2Ψ)]

= τ(I ⊗ I ⊗ ε)(τ ⊗ I)[Σ(c1 ⊗ aΨ)⊗ c2Ψ]

= τ(I ⊗ I ⊗ ε)(ΣaΨ ⊗ c1 ⊗ c2Ψ)

= τ [ΣaΨ ⊗ c1ε(c2Ψ)]

= Σc1 ⊗ aΨε(c2Ψ)

= Σc1 ⊗ aε(c2)

= c⊗ a,

其中第 6 等式由定义 2.1 中的 (iv)′ 得到. 因此, θσ = I, 从而 σ 是单的. 进一步, θ 是满的.

因为 C ⊗A⊗ C 是一个内射 C-双余模, 故以上两命题显然等价.

注 引理 3.1 是文献 [6] 的引理 2.2 的对偶, 但它们稍微有些不同.

令 Bn
Ψ(N, C) 和 Zn

Ψ(N, C) 分别为 Cn
Ψ(N, C) 中的 n-上边缘 (n-coboundary) 空间和 n-

上循环 (n-cocycle) 空间, 则有:

Z1
Ψ(N, C) = {f |(I ⊗∆)f = (Ψ⊗ I)(I ⊗ f)ρ−N + (f ⊗ I)ρ+

N ,∀f ∈ C1
Ψ(N, C)},

B1
Ψ(N, C) = {f |∃r ∈ C0

Ψ(N, C) 使得 f = Ψ(I ⊗ r)ρ−N − (r ⊗ I)ρ+
N ,∀f ∈ Z1

Ψ(N, C)}.
因此, 有下面的正合列:

0 → H0
Ψ(N, C)

η−→ C0
Ψ(N, C)

ξ−→ Z1
Ψ(N, C) π−→ H1

Ψ(N, C) → 0,

其中, 对任 f ∈ C0
Ψ(N, C) 我们有 ξ(f) = Ψ(I ⊗ f)ρ−N − (f ⊗ I)ρ+

N .

对于引理 3.1 中的 C-双余模正合列 0 → C ⊗ A
σ−→ C ⊗ A ⊗ C

ω−→ cokerσ → 0, 令

cokerσ = L, c · a · c′ = ω(c⊗ a⊗ c′) = c⊗ a⊗ c′, 且定义映射 λ: L → A⊗ C 为 λ(c · a · c′) =

aΨ ⊗ cΨε(c′)− a⊗ ε(c)c′.

对任意的 l ∈ L,不妨令 l = c⊗a⊗ c′,则 L作为 C-双余模的左结构映射和右结构映射分

别为 ρ−L (c⊗a⊗c′) = ∆(c)⊗a⊗c′ = c1⊗c2⊗a⊗c′和 ρ+
L(c⊗a⊗c′) = c⊗a⊗∆(c′) = c⊗a⊗c′1⊗c′2.

引理 3.2 令 λ 如上面所定义, 则 λ ∈ Z1
Ψ(L,C).

证明 任意的 l ∈ L, 不妨令 l = c⊗ a⊗ c′. 因为

(I⊗∆)λ(c⊗a⊗c′) = (I⊗∆)[aΨ⊗cΨε(c′−a⊗ε(c)c′] = aΨ⊗cΨ1⊗cΨ1ε(c′)−a⊗ε(c)c′1⊗c′2,

[(Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L + (λ⊗ I)ρ+
L ](c⊗ a⊗ c′)

= (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)[∆(c)⊗ a⊗ c′] + (λ⊗ I)[c⊗ a⊗∆(c′)]

= (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)(c1 ⊗ c2 ⊗ a⊗ c′) + (λ⊗ I)(c⊗ a⊗ c′1 ⊗ c′2)

= (Ψ⊗ I)[c1 ⊗ aΨ ⊗ c2Ψε(c′)− c1 ⊗ a⊗ ε(c2)c′] + aΨ ⊗ cΨ ⊗ ε(c′1)c
′
2 − a⊗ ε(c)c′1 ⊗ c′2

= aΨΦ ⊗ c1Φ ⊗ c2Ψε(c′)− aΨ ⊗ c1Ψε(c2)⊗ c′ + aΨ ⊗ cΨ ⊗ c′ − a⊗ ε(c)c′1 ⊗ c′2
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= aΨ ⊗ cΨ1 ⊗ cΨ1ε(c′)− a⊗ ε(c)c′1 ⊗ c′2 ,

则 (I ⊗∆)λ = (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L + (λ⊗ I)ρ+
L . 所以 λ ∈ Z1

Ψ(L,C).

引理 3.3 令 (A,C, Ψ) 是一个拟 entwining 结构, N 是一个 C-双余模, 则有

(1)由 Φ(F ) = λF 确定的映射 Φ :CHomC(N, L) → Z1
Ψ(N, C)是一个 k-同构;其逆映射 θ

由 θ(f) = ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N 给出. 其中 F ∈ CHomC(N, L), f ∈ Z1

Ψ(N, C), τ 为扭映射.

(2) 如果 C-双余模正合列 0 → C ⊗A
σ−→ C ⊗A⊗C

ω−→ cokerσ → 0 可裂, 则 Z1
Ψ(N, C) =

B1
Ψ(N, C).

证明 (1) 令 f ∈ Z1
Ψ(N, C), 则 θ(f) = ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+

N ∈ CHomC(N, L). 因为

{I ⊗ [ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N ]}ρ−N (n) = n−1 ⊗ ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+

N (n0)

= n−1 ⊗ ω(τ ⊗ I)[f(n0)⊗ n1]

= n−1 ⊗ ω[f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1]

= n−1 ⊗ f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1

和

ρ−L [ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N ](n) = ρ−Lω(τ ⊗ I)[f(n0)⊗ n1]

= ρ−Lω[f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1]

= ρ−L [f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1]

= ∆f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1

= n−1 ⊗ f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1,

故有 {I ⊗ [ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N ]}ρ−N = ρ−L [ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+

N ](n). 即: θ(f) = ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N

∈ CHomC(N, L),.

类似可证得 θ(f) = ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N ∈ HomC(N, L). 于是有 θ(f) = ω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+

N

∈ CHomC(N, L),.

进一步, 对任意 n ∈ N , 因为 f ∈ Z1
Ψ(N, C), 故 εf = 0. 不妨令 f(n) = a⊗ c, 则

λω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N (n) = λω(τ ⊗ I)[f(n0)⊗ n1]

= λ[f(n0)C ⊗ f(n0)A ⊗ n1]

= [f(n0)A]Ψ ⊗ [f(n0)C ]Ψε(n1)− f(n0)A ⊗ ε[f(n0)C ]n1

= aΨ ⊗ c1Ψε(c2) = a⊗ c = f(n).

于是有 λω(τ ⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N = f .

反之, 令 F ∈ CHomC(N, L), 我们证 λF ∈ Z1
Ψ(N, C) 如下.

首先证明

(λF ⊗ I)ρ+
N = (λ⊗ I)ρ+

LF, (I ⊗ λF )ρ−N = (I ⊗ λ)ρ−LF.

因为对任意 F ∈ CHomC(N, L) 有 ρ+
LF = (F ⊗ I)ρ+

N . 于是, 易得

(λ⊗ I)ρ+
LF = (λ⊗ I)(F ⊗ I)ρ+

N = (λF ⊗ I)ρ+
N , (3.1)

ω(τ ⊗ I)(λF ⊗ I)ρ+
N = ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+

LF. (3.2)
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类似可得,

(I ⊗ λ)ρ−LF = (I ⊗ λF )ρ−N . (3.3)

对任意 λ ∈ Z1
Ψ(L,C), 有

(I ⊗∆)λ = (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L + (λ⊗ I)ρ+
L .

进一步,

(I ⊗∆)λF = (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−LF + (λ⊗ I)ρ+
LF

= (Ψ⊗ I)(I ⊗ λF )ρ−N + (λF ⊗ I)ρ+
N (由等式 (3.1) 和 (3.3)),

所以有 λF ∈ Z1
Ψ(N, C).

现在验证

ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+
L = I, (3.4)

对任意 λ ∈ Z1
Ψ(L,C), 有

(I ⊗∆)λ = (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L + (λ⊗ I)ρ+
L ,

(λ⊗ I)ρ+
L = (I ⊗∆)λ− (Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L .

所以,

ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+
L = ω(τ ⊗ I)(I ⊗∆)λ− ω(τ ⊗ I)(Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L .

对任意 l ∈ L, 不妨令 l = c⊗ a⊗ c′, 则

ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+
L(c⊗ a⊗ c′)

= ω(τ ⊗ I)(I ⊗∆)λ(c⊗ a⊗ c′)− ω(τ ⊗ I)(Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)ρ−L (c⊗ a⊗ c′)

= ω(τ ⊗ I)(I ⊗∆)[aΨ ⊗ cΨε(c′)− a⊗ ε(c)c′]

−ω(τ ⊗ I)(Ψ⊗ I)(I ⊗ λ)(c1 ⊗ c2 ⊗ a⊗ c′)

= ω(τ ⊗ I)[aΨ ⊗ cΨ1 ⊗ cΨ2ε(c′)− a⊗ c′1 ⊗ c′2ε(c)]

−ω(τ ⊗ I)(Ψ⊗ I)[c1 ⊗ aΨ ⊗ c2Ψε(c′)− c1 ⊗ a⊗ ε(c2)c′]

= cΨ1 ⊗ aΨ ⊗ cΨ2ε(c′)− c′1 ⊗ a⊗ c′2ε(c)

−ω(τ ⊗ I)[aΨΦ ⊗ c1Φ ⊗ c2Ψε(c′)− aΨ ⊗ c1Ψ ⊗ ε(c2)c′]

= cΨ1 ⊗ aΨ ⊗ cΨ2ε(c′)− c′1 ⊗ a⊗ c′2ε(c)

−c1Φ ⊗ aΨΦ ⊗ c2Ψε(c′) + c1Ψ ⊗ aΨ ⊗ ε(c2)c′

= c1Ψ ⊗ aΨ ⊗ ε(c2)c′ − c′1 ⊗ a⊗ c′2ε(c)

= c⊗ a⊗ c′ − ω(I ⊗Ψ)(∆⊗ I)(c′ ⊗ aε(c))

= c⊗ a⊗ c′ − ωσ(c′ ⊗ aε(c))

= c⊗ a⊗ c′,

因此, ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+
L = I. 所以, 由 (3.2) 和 (3.4) 式易知

ω(τ ⊗ I)(λF ⊗ I)ρ+
N = ω(τ ⊗ I)(λ⊗ I)ρ+

LF = F.

综合上面证明可知, 映射 Φ 是一个 k-同构.
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(2) 只需证 Z1
Ψ(N, C) j B1

Ψ(N, C).

由已知条件知, CHomC(N, C ⊗A⊗C) ∼= CHomC(N, L). 设其同构映射为 Ω. 于是, 对任

意 f ∈ CHomC(N, C ⊗ A⊗ C) 我们有 Ω(f) = ωf . 由 (1) 知, Φ: CHomC(N, L) → Z1
Ψ(N, C)

是一个 k-同构, 且对任意 ωf∈CHomC(N, L) 有 Φ(ωf) = λωf . 所以, 只需证明对任意 λωf ∈
Z1

Ψ(N, C), λωf ∈ B1
Ψ(N, C) 即可.

令 r = (ε⊗ I ⊗ ε)f ∈ C0
Ψ(N, C), f(n) = c⊗ a⊗ c′ ∈ C ⊗A⊗ C, 我们有

λωf(n) = λω(c⊗ a⊗ c′) = λ(c · a · c′) = aΨ ⊗ cΨε(c′)− a⊗ ε(c)c′

和

Ψ(I ⊗ r) ρ−N (n)− (r ⊗ I)ρ+
N (n)

= Ψ[I ⊗ (ε⊗ I ⊗ ε)]ρ−N (n)− [(ε⊗ I ⊗ ε)f ⊗ I]ρ+
N (n)

= Ψ(I ⊗ ε⊗ I ⊗ ε)(I ⊗ f)ρ−N (n)− (ε⊗ I ⊗ ε⊗ I)(f ⊗ I)ρ+
N (n)

= Ψ(I ⊗ ε⊗ I ⊗ ε)(∆⊗ I ⊗ I)f(n)− (ε⊗ I ⊗ ε⊗ I)(I ⊗ I ⊗∆)f(n)

= Ψ(I ⊗ ε⊗ I ⊗ ε)(c1 ⊗ c2 ⊗ a⊗ c′)− (ε⊗ I ⊗ ε⊗ I)(c⊗ a⊗ c′1 ⊗ c′2)

= Ψ[c1ε(c2)⊗ aε(c′)]− ε(c)a⊗ ε(c′1)c
′
2

= Ψ[c⊗ aε(c′)]− a⊗ ε(c)c′

= aΨ ⊗ cΨε(c′)− a⊗ ε(c)c′.

所以, 存在 r = (ε ⊗ I ⊗ ε)f ∈ C0
Ψ(N, C) 使得 λωf = Ψ(I ⊗ r)ρ−N − (r ⊗ I)ρ+

N . 亦即,

λωf ∈ B1
Ψ(N, C).

4 主要结果

本节将叙述主要结果及其证明.

定理 4.1 对任意的拟 entwining 结构 (A,C, Ψ), 则 C ⊗ A 是一个内射 C-双余模当且

仅当对任意 C-双余模 N , 有 H1
Ψ(N, C) = 0.

证明 若 H1
Ψ(N, C) = 0, 则 Z1

Ψ(N, C) = B1
Ψ(N, C). 因为 λ : L → A ⊗ C ∈ Z1

Ψ(N, C),

故有 λ ∈ B1
Ψ(N, C). 所以, 存在 g ∈CHomC(L,A) 使得 λ = Ψ(I ⊗ g)ρ−L − (g ⊗ I)ρ+

L . 通过

ξ = (I⊗g⊗I)(I⊗ρ+
L)ρ−L 定义 C 双余模映射 ξ : L → C⊗A⊗C,则 ξ = (I⊗g⊗I)(I⊗ρ+

L)ρ−L =

[I ⊗ (g ⊗ I)ρ+
L ]ρ−L .

由 λ = Ψ(I ⊗ g)ρ−L − (g ⊗ I)ρ+
L 得 (g ⊗ I)ρ+

L = Ψ(I ⊗ g)ρ−L − λ. 因此, 有

ξ = {I ⊗ [Ψ(I ⊗ g)ρ−L − λ]}ρ−L
= {I ⊗ [Ψ(I ⊗ g)ρ−L ]}ρ−L − (I ⊗ λ)ρ−L

= [I ⊗Ψ(I ⊗ g)](I ⊗ ρ−L )ρ−L − (I ⊗ λ)ρ−L

= [I ⊗Ψ(I ⊗ g)](∆⊗ I)ρ−L − (I ⊗ λ)ρ−L

= (I ⊗Ψ)(∆⊗ I)(I ⊗ g)ρ−L − (I ⊗ λ)ρ−L .
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下面验证 −ω(I ⊗ λ)ρ−L = I. 因为

−ω(I ⊗ λ)ρ−L (c⊗ a⊗ c′) = −ω(I ⊗ λ)(c1 ⊗ c2 ⊗ a⊗ c′)

= −ω[c1 ⊗ aΨ ⊗ c2Ψε(c′)− c1 ⊗ a⊗ ε(c2)c′]

= ω[c1 ⊗ a⊗ ε(c2)c′]− ω[c1 ⊗ aΨ ⊗ c2Ψε(c′)]

= c1 ⊗ a⊗ ε(c2)c′ − ω(I ⊗Ψ)(∆⊗ I)(c⊗ aε(c′))

= c⊗ a⊗ c′ − ωσ[c⊗ aε(c′)]

= c⊗ a⊗ c′,

则有 −ω(I ⊗ λ)ρ−L = I.

所以

ωξ = ω(I ⊗Ψ)(∆⊗ I)(I ⊗ g)ρ−L − ω(I ⊗ λ)ρ−L

= ωσ(I ⊗ g)ρ−L − ω(I ⊗ λ)ρ−L

= −ω(I ⊗ λ)ρ−L = I.

这意味着 C-双余模正合列 0 → C ⊗ A
σ−→ C ⊗ A⊗ C

ω−→ cokerσ → 0 可裂. 故由引理 3.1 知,

C ⊗A 是一个内射 C-双余模.

反过来, 若 C ⊗A 是一个内射 C-双余模, 由引理 3.1 知, C-双余模正合列 0 → C ⊗A
σ−→

C⊗A⊗C
ω−→ cokerσ → 0可裂,故由引理 3.3(2)得, Z1

Ψ(N, C) = B1
Ψ(N, C),即 H1

Ψ(N, C) = 0.

注 上面的结果是文献 [6] 定理 2.1 的对偶, 但它们稍微有些不同.

定理 4.2 对任意拟 entwining 结构 (A,C,Ψ) 和 C-双余模 N , 下列命题等价:

(1) H1
Ψ(N, C) = 0;

(2) 若 f ∈ Z1
Ψ(N, C), 则 f ∈ B1

Ψ(N, C);

(3) λ : L → A⊗ C ∈ B1
Ψ(N, C).

证明 (1) ⇒ (2) 因为 H1
Ψ(N, C) = 0, 所以 Z1

Ψ(N, C) = B1
Ψ(N, C). 故对任意 f ∈

Z1
Ψ(N, C), 有 f ∈ B1

Ψ(N, C).

(2) ⇒ (3) 由引理 3.2 知 λ ∈ Z1
Ψ(N, C), 故由 (2) 得 λ ∈ B1

Ψ(N, C).

(3) ⇒ (1) 若 λ ∈ B1
Ψ(N, C), 则由定理 4.1 充分性的证明过程得知, C ⊗ A 是一个内射

C-双余模. 于是由由定理 4.1 知 H1
Ψ(N, C) = 0.

给定一个拟 entwining 结构 (A,C, Ψ), 则 A⊗ C 是一个 A-双模, 其左、右结构映射分别

为: b · (a⊗ c) = ba⊗ c ; (a⊗ c) ◦ b =
∑

abΨ ⊗ cΨ,∀ a, b ∈ A, c ∈ C. 对任意的 A-双模 M 和非

负整数 n, 令 AHomA(C ⊗An,M) = Cn
Ψ(A,M). 定义 δn: Cn

Ψ(A,M) → Cn+1
Ψ (A,M),

δn(f) = ωl · (I ⊗ f)(Ψ⊗ In)− f · (I ⊗ ω ⊗ In−1) + · · ·+ (−1)nf · (I ⊗ In−1 ⊗ ω)

+(−1)n+1ωr · (f ⊗ I), ∀f ∈ Cn
Ψ(A,M)

其中 ω, ωl, ωr 分别表示 A 中的乘法、M 的左 A-模结构和 M 的右 A-模结构.

容易验证 δn+1δn = 0. 在此情形下, 称复形 (Cn
Ψ(A,M), δn)n>0 的上同调 Hn

Ψ(A,M) 为

值在 M 中的拟 entwining 结构的 Hochschild 上同调, 其中 Cn
Ψ(A,M) = Homk(C ⊗A⊗n,M).

特别地, 如果 AMA = AAA, 我们分别用 Cn
Ψ(A) 和 Hn

Ψ(A) 记 Cn
Ψ(A,M) 和 Hn

Ψ(A,M).
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于是有下面定理:

定理 4.3 令 (A,C, Ψ) 为拟 entwining 结构, 则对于任意有限维的代数 A、余代数 C

和 C-双余模 N 有 Hn
Ψ(N, C) ∼= Hn

Ψ(C∗, N∗), 其中 C∗ = Homk(C, k) 是 C 的对偶代数,

N∗ = Homk(N, k) 是 N 的对偶双模 (见文献 [9]).

证明 Hn
Ψ(C∗, N∗)为复形 (Cn

Ψ(C∗, N∗), δn)n>0 的 Hochschild上同调,其中 Cn
Ψ(C∗, N∗)

= Homk(A∗ ⊗ (C∗)⊗n, N∗), δn(f) = ωl · (I ⊗ f)(Ψ ⊗ In) − f · (I ⊗ ω ⊗ In−1) + · · · + (−1)nf

×(I ⊗ In−1 ⊗ ω) +(−1)n+1ωr · (f ⊗ I), 这里 ω, ωl, ωr 分别表示 C∗ 中的乘法、N∗ 的左 C∗-模

结构和 N∗ 的右 C∗-模结构.

定义 Φn: Cn
Ψ(N, C) → Cn

Ψ(C∗, N∗), 而 Φn(g)(β⊗α1⊗ · · · ⊗αn) = (β⊗α1⊗ · · · ⊗αn) ◦ g,

其中 g ∈ Cn
Ψ(N, C), αi ∈ C∗, β ∈ A∗(1 6 i 6 n). 显然, 对任意 x ∈ A ⊗ C⊗n, α1, . . . , αn ∈

C∗, β ∈ A∗, (β ⊗α1 ⊗ · · · ⊗αn)(x) = 0 当且仅当 x = 0. 故 Φn(g) = 0 当且仅当 g = 0. 所以,

Φn 是单映射.

又因为 dimCn
Ψ(N, C) = dim Cn

Ψ(C∗, N∗), 所以 Φn 是双射. 故只需证 (Φn)n>0 是复形映

射.

事实上, 对任 α0, α1, . . . , αn ∈ C∗, β ∈ A∗, g ∈ Cn
Ψ(N, C), 我们有

{[ωl · (I⊗Φn(g))](Ψ⊗ In)(β ⊗ α0 ⊗ · · · ⊗ αn)}(n)

= {[ωl · (I ⊗ Φn(g))](αΨ
0 ⊗ βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn)}(n)

= Φn(g)(βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn)(n ↼ αΨ
0 )

= αΨ
0 (n−1)Φn(g)(βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn)(n0)

= αΨ
0 (n−1)(βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn)[g(n0)]

= (αΨ
0 ⊗ βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn)[n−1 ⊗ g(n0)]

= [(αΨ
0 ⊗ βΨ ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αn) · (I ⊗ g)ρ−N ](n)

= {Φn+1[(Ψ⊗ In)(I ⊗ g)ρ−N ]}(β ⊗ α0 ⊗ · · · ⊗ αn)(n),

上面最后一个等式是根据对任意 a ∈ A成立 αΨ
0 (n−1)βΨ(a) = α0(n−1Ψ)β(aΨ)的事实得到的.

因此,

ωl · [I ⊗ Φn(g)](Ψ⊗ In) = Φn+1[(Ψ⊗ In)(I ⊗ g)ρ−N ]. (4.1)

类似可证,

Φn(g) · (I ⊗ Ii−1 ⊗ ω ⊗ In−i) = Φn+1[(I ⊗ Ii−1 ⊗∆⊗ In−i) · g], (4.2)

ωr · [Φn(g)⊗ I] = Φn+1[(g ⊗ I)ρ+
N ] (4.3)

所以, 由等式 (4.1)–(4.3) 及复形映射 Φn 的定义知, 定理结论成立.

注 下面结果是文献 [6] 定理 2.1 的特殊情形, 为方便读者我们给出其证明.

推论 4.4 令 (A,C, Ψ)是任意拟 entwining结构, 则 C∗⊗A∗ 是投射 C∗-双模当且仅当

对任意有限维 C-双余模 N , H1
Ψ(C∗, N∗) = 0,其中 A和 C 均是有限维的,而 C∗ 和 N∗ 与定

理 4.3 中的类似, 并且 A∗ = Homk(A, k) 是 A 的对偶代数 (参见文献 [9]).

证明 若 H1
Ψ(C∗, N∗) = 0, 由定理 4.3 知 H1

Ψ(N, C) = 0; 又由定理 4.1 得, C ⊗ A 是

一个内射 C-双余模; 因为 A 和 C 均是有限维的, 所以 C ⊗ A 作为内射 C-双余模是有限维
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的; 再由对任意有限维 C-双模 M, M 是内射 C-双模当且仅当 M 是内射 C∗-双模的事实知,

C ⊗A 是内射 C∗-双模. 因此, C∗ ⊗A∗ 是投射的 C∗-双模.

反过来,若 C∗⊗A∗ 是投射 C∗-双模,则 C⊗A是内射 C∗-双模;再由对任意有限维 C-双

模 M, M 是内射 C-双模当且仅当 M 是内射 C∗-双模的事实知, C ⊗A 是内射 C-双余模; 因

此, 由定理 4.1 有 H1
Ψ(N, C) = 0; 故由定理 4.3 得, H1

Ψ(C∗, N∗) = 0.

特别地, 对于具有代数结构和余代数结构的双代数 B, 我们有 Cn
Ψ(N, C) = Cn+1(N, C)

= Homk(N, B
⊗

(n+1)). 因此, Hn
Ψ(N, C) = Hn+1(N, C) = Hn+1(N, B), 亦即, Hn(N, B)

是上复形 (Cn(N, B), dn)n>0 的 Hochschild 上同调, 其中 Cn(N, B) = Homk(N, B
⊗

(n+1)),

dn(f) = (I ⊗ f)ρ−N +
∑n

i=1(−1)i(I ⊗ · · · ⊗ ∆ ⊗ · · · ⊗ I)f +(−1)n+1(f ⊗ I)ρ+
N , 这里 f ∈

Cn(N, B) . 而且, Cn
Ψ(A,M) = Cn+1(A,M) = Cn+1(B,M) = Homk(B

⊗
(n+1),M), Hn

Ψ(A,M)

= Hn+1(A,M) = Hn+1(B,M), 即 Hn(B,M) 是上复形 (Cn(B,M), δn)n>0 的 Hochschild 上

同调, 其中 Cn(B,M) = Homk(B
⊗

n,M), δn(f) = ωl · (I ⊗ f)(Ψ ⊗ In) − f · (I ⊗ ω ⊗ In−1)

+ · · · + (−1)nf · (I ⊗ In−1 ⊗ ω) + (−1)n+1ωr · (f ⊗ I), 这里我们用 ω, ωl, ωr 分别记 B 的乘

法、M 的左 B-模结构和右 B-模结构. 因此有

推论 4.5 如果 N 是任一个 B-双余模, 则 N 是内射 B-双余模当且仅当 H1(N,B)=0.

推论 4.6 对任一有限维双代数 B 和 B-双余模 N , 我们有 Hn(N, B) = Hn(B,N∗).

注 如果假设 (A,C,Ψ)是域 k 上的弱 entwining结构,令 γ : C⊗A → C⊗A是一个由

γ(c⊗ a) = ΣcΨ⊗ 1Ψa定义的 k-线性映射, 其中 a ∈ A, c ∈ C. 容易验证 γ 是一个投射 (事实

上, γ(c⊗ a)− γΣ(cΨ⊗ 1Ψa) = ΣcΨ⊗ 1Ψa−ΣcΨΦ⊗ 1Ψ1Φa = ΣcΨ⊗ 1Ψa−ΣcΨ⊗ 1Ψa = 0). 令

C ⊗A = (C ⊗ A)/ ker γ, 我们能够验证与本文的结果对应的命题都是成立的. 由于在今后的

研究中需要本文的结果, 因此, 我们在此研究了拟 entwining 结构而不是弱 entwining 结构.
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