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摘要 本综述回顾一些整数 “大”子集的组合性质,此处大子集包括正上 Banach密度子集、分段相对

稠密子集等. 在此过程中,本文给出 Furstenberg-Glasner定理的上 Banach密度多项式版本以及高维版

本的证明,并且利用遍历论工具证明,如果 A,B ⊆ Z是两个具有正上 Banach密度的子集, p1, p2, . . . , pk

是一组满足 pi(0) = 0, 1 6 i 6 k 的整值多项式,则 {(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈
A − B} 在 Z2 中是分段相对稠密的. 此外, 本文提供 Jin 定理的一个简单动力系统证明, 即上述提到

的 A − B 是分段相对稠密的. 同时, 对于 Kra 等提出的一个问题, 当涉及的集合是分段相对稠密时,

本文给出肯定的回答.

关键词 遍历 Ramsey 理论 分段相对稠密 正上 Banach 密度

MSC (2020) 主题分类 37A05, 37A30

1 引言

在本文中, 整数、非负整数和自然数分别用 Z、Z+ 和 N 表示. 整值多项式是指在整数处取整数

值的多项式. 本文主要讨论 Z 中的子集, 大部分结果也适用于 N 中的子集.

遍历 Ramsey理论始于 Furstenberg著名的论文 [15],它将来自动力系统理论的技术、方法和思想

应用于在 Ramsey 理论和组合数论中出现的问题. 本文从动力系统的角度介绍整数大子集的一些组合

性质.

Bergelson [4] 列出了 Ramsey 理论的三个原则. 第一条原则为: 结构在有限划分下保持. 而第二个

原则解释了什么是大集合: “· · · 这是 Ramsey 理论的第二个原则, 即在幕后总有一个适当的大的概念,

使得任何大集合都包含着所寻求的高度有组织的子结构. 大的概念应该满足的唯一其他要求是, 如果
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A 是大的, 并且 A =
∪r

i=1 Ci, 则其中一个 Ci, i = 1, . . . , r 也是大的.” 于是具有正上 (Banach) 密度和

分段相对稠密性的集合是 Z 的典型大子集.

集合 S ⊆ Z 的上密度和上 Banach 密度分别定义为

d̄(S) = lim sup
n→∞

|S ∩ [−n, n]|
2n+ 1

, d∗(S) = lim sup
|I|→∞

|S ∩ I|
|I|

,

其中 I 取遍 Z 上的区间, Z 上的区间指形如 [a, b] = {a, a + 1, . . . , b} 的子集. 如果存在 N ∈ N 使得∪N
i=1(S − i) 包含任意长的区间, 则称 Z 的子集 S 是分段相对稠密的. 这个概念可以推广到一般交换

半群 (G,+) 上. 设 S 为交换半群 (G,+) 的子集, 如果存在一个有限子集 F 使得
∪

i∈F (S − i) 在 G 中

是厚的, 即对于任何有限子集 K 存在 x ∈ G 使得 K + x ⊆
∪

i∈F (S − i), 则称 S 是分段相对稠密.

本文首先讨论具有正上 Banach密度的子集与分段相对稠密子集之间的关系.例如, Jin定理指出,

如果 A,B ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合, 则 A−B 是分段相对稠密的 (参见文献 [29]). 本文将

给出这个定理的一个简单的动力系统证明.

在论文的第二部分, 我们介绍一些围绕 van der Waerden 定理的结果. van der Waerden 定理指出,

Z 中的每个分段相对稠密子集都包含任意有限长度的等差数列, 即如果 S ⊆ Z 是分段相对稠密的, 则

对于所有 k ∈ N, 集合 {(m,n) ∈ Z2 : m,m+ n, . . . ,m+ (k − 1)n ∈ S, n ̸= 0} 是非空的. Furstenberg 和

Glasner [17] 使用 Stone-Čech 紧化理论得到了以下漂亮的结果: 设 k ∈ N 且 S 在 Z 中是分段相对稠密
的, 则集合 {(m,n) ∈ Z2 : m,m+ n, . . . ,m+ (k − 1)n ∈ S} 在 Z2 中是分段相对稠密的.

文献 [4] 指出的 Ramsey 理论的第三原则是 “我们想在本节讨论的 Ramsey 理论的第三个也是最

后一个原则是, 在大集合中所寻求的构形是丰富的. 此处丰富不仅意味着描述构形的参数在参数空间

中形成大集合,而且这些参数在整数的所有子集族中都很好地分散开来.” Furstenberg-Glasner定理是

这一原则的极好例证. 第 4 节将给出 Furstenberg-Glasner 定理的高维版本和密度版本.

在论文的最后一部分, 介绍关于 Erdős 和集猜想的最新进展. 此外, 还将给出一些关于和集的新

结果. 例如, 本文证明了如果 A ⊂ Z 是一个分段相对稠密集, 则存在无限集合 B1, B2, . . . 使得对于每

一个 k ∈ N, 有 B1 +B2 + · · ·+Bk ⊂ A.

本文余下内容的安排如下. 第 2节提供本文涉及的必要概念和结果.第 3节讨论具有正上 Banach

密度子集与分段相对稠密子集之间的关系. 第 4 节介绍一些围绕 van der Waerden 定理的结果. 特别

是, 本文给出 Furstenberg-Glasner 定理的高维版本和密度版本. 第 5 节介绍关于 Erdős 和集猜想的最

新结果.

2 预备知识

本节介绍本文涉及的必要概念和结果.

2.1 动力系统

一个保测系统是一个四元组 (X,X , µ, T ),其中 (X,X , µ)是一个 Lebesgue概率空间,而 T : X → X

是一个可逆的保测变换, 即 X 可以被赋予一个紧致度量空间的结构, 而 X 是它的 Borel σ- 代数. 对

于一个保测系统 (X,X , µ, T ), 与 T 相关的酉算子 (Koopman 算子) 指 UT : L2(X,µ) → L2(X,µ),

f 7→ f ◦ T . 在后文中, 通常用 Tf 来表示 UT f .
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对于一个保测系统 (X,X , µ, T ), 记 I(X,X , µ, T ) 为不变集的 σ- 代数 {A ∈ X : T−1A = A}. 有时
会简写为 I 或 I(T ). 一个保测系统是遍历的是指所有 T 不变集的测度要么是 0 要么是 1.

一个拓扑动力系统是指一个二元组 (X,T ), 其中 X 是一个紧致度量空间且 T : X → X 是一个同

胚映射. 一个非空闭不变子集 Y ⊂ X 自然地定义了 (X,T )的一个子系统 (Y, T ). 点 x的轨道 O(x, T )

(或者简单地写作 O(x)) 是指集合 {Tnx : n ∈ Z}.
一个拓扑动力系统 (X,T ) 称为极小的, 如果任意 x ∈ X 的轨道在 X 中稠密. 等价地, (X,T ) 是

极小的当且仅当它不包含任何非平凡的子系统. 通过使用 Zorn 引理的论证, 可知任何拓扑动力系统

(X,T ) 都包含极小的子系统. 此子集也被称为 X 的一个极小子集. 一个点 x ∈ X 被称为极小的或几

乎周期性的, 如果子系统 (O(x, T ), T ) 是极小的.

对于一个拓扑动力系统 (X,T ), 记 M(X) 为 X 上所有 Borel 概率测度的集合. 定义 MT (X) =

{µ ∈ M(X) : T∗µ = µ ◦ T−1 = µ} 为 X 上所有 T 不变 Borel 概率测度的集合. 在弱 ∗ 拓扑下, M(X)

和MT (X) 是紧致凸空间.

2.2 Furstenberg 族

本小节介绍一些与 Furstenberg 族相关的概念 (详细内容参见文献 [16]). 设 P = P(Z) 是 Z 的所
有子集的集合. P 的子集 F 是一个 (Furstenberg)族,如果它是向上遗传的,即如果 F1 ⊂ F2 且 F1 ∈ F ,

则 F2 ∈ F . 如果 F 是 P 的真子集, 即既不为空也不是 P 的全部, 则称族 F 为真的. 容易看出, F 是
真的当且仅当 Z ∈ F 且 ∅ /∈ F . P 的任何子集 A 可以生成一个族 [A] = {F ∈ P : 存在 A ∈ A 使得
F ⊃ A}. 如果一个真族 F 在交运算下是封闭的,则 F 称为一个滤子. 对于一个族 F ,其对偶族定义为

F∗ = {F ∈ P : Z \ F /∈ F} = {F ∈ P : F ∩ F ′ ̸= ∅,∀F ′ ∈ F}.

如果 F 是真的, 则 F∗ 也是一个真族. 显然, 对于任何真族 F , 有

(F∗)∗ = F 以及 F1 ⊂ F2 ⇒ F∗
2 ⊂ F∗

1 .

2.3 一些重要的族

一个子集 S ⊆ Z 称为是相对稠密的 (syndetic 或 relatively dense), 如果它有有限的间隔, 即存在

N ∈ N 使得对于每一个 i ∈ Z, 都有 [i, i+N ] ∩ S = {i, i+ 1, . . . , i+N} ∩ S ̸= ∅. S 是厚的 (thick), 如

果它包含任意长的区间,即存在一个序列 ni 使得 S ⊃
∪∞

i=1[ni, ni + i]. 所有相对稠密 (厚)子集的集合

用 Fs (Ft) 表示. 注意 F∗
s = Ft 和 F∗

t = Fs.

易见一个子集是分段相对稠密的当且仅当它是某个相对稠密子集与某个厚子集的交集. 用 Fps 表

示所有分段相对稠密子集的集合.

设 {bi}i∈I 为 Z 中的有限或无限序列. 定义有限和集合为

FS({bi}i∈I) =

{∑
i∈α

bi : α 为 I 非空有限子集

}
.

如果 F 包含某个 FS({pi}∞i=1), 则称 F 是一个 IP 集. IP 集的全体用 Fip 表示. 如果一个子集与任何

IP 集都有非空交集, 则称其为一个 IP∗ 集.

设 S 为 Z 的一个子集. S 的上 Banach 密度和下 Banach 密度分别定义为

d∗(S) = lim sup
|I|→∞

|S ∩ I|
|I|

和 d∗(S) = lim inf
|I|→∞

|S ∩ I|
|I|

,
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其中 I 跑遍 Z 的所有区间. S 的上密度和下密度分别定义为

d(S) = lim sup
N→∞

|S ∩ [−N,N ]|
2N + 1

和 d(S) = lim inf
N→∞

|S ∩ [−N,N ]|
2N + 1

.

如果上下密度相等, 则 d(A) = d(S) = d(S) 称为 S 的密度. 令 Fpubd = {S ⊆ Z : d∗(S) > 0} 以及
Fpd = {S ⊆ Z : d(S) > 0}.

类似地, 可以在 Zk 中定义上述概念. 例如, 对于 k ∈ N 和 S ⊆ Zk, S 的上密度定义为

d(S) = lim sup
N→∞

|S ∩ [−N,N ]k|
(2N + 1)k

;

而 S ⊆ Zk 的上 Banach 密度定义为

d∗(S) = lim sup
Ni−Mi→∞,16i6k

|S ∩
∏k

i=1[Mi, Ni − 1]|∏k
i=1(Ni −Mi)

.

2.4 Furstenberg 对应原则

以下是著名的 Furstenberg 对应原则.

定理 2.1 (Furstenberg 对应原则, 参见文献 [15, 定理 1.1]) 令 C ⊆ Z 且 d∗(C) > 0, 则存在一个

保测系统 (X,X , µ, T )和一个子集 A ∈ X ,使得 µ(A) = d∗(C),且对于所有 k ∈ N和 n1, n2, . . . , nk ∈ Z,
都有

d∗(C ∩ (C − n1) ∩ · · · ∩ (C − nk)) > µ(A ∩ T−n1A ∩ · · · ∩ T−nkA).

它的高维版本如下:

定理 2.2 (Furstenberg对应原则,参见文献 [8,命题 7.2]) 设 C ⊆ Zr 且 d∗(C) > 0,则存在一个概

率空间 (X,X , µ), r 个在 X 上的交换的保测变换 T1, . . . , Tr, 以及一个子集 A ∈ X 使得 µ(A) = d∗(C),

且对于所有 k ∈ N 和 n1,n2, . . . ,nk ∈ Zr, 有

d∗(C ∩ (C − n1) ∩ · · · ∩ (C − nk)) > µ(A ∩ T−1
n1

A ∩ · · · ∩ T−1
nk

A),

其中对于 n = (n1, . . . , nr) ∈ Zr, 有 Tn = Tn1
1 ◦ · · · ◦ Tnr

r .

2.5 Stone-Čech 紧化

本小节简要介绍 Z 的 Stone-Čech 紧化, 详细内容参见文献 [22]. Z 取离散拓扑, 所有 Z 上超滤子
的集合用 βZ表示. 设 A ⊂ Z,并定义 A = {p ∈ βZ : A ∈ p}. 可以验证 A∩B = A ∩B, A∪B = A ∪B,

其中 A,B ⊂ Z. 集合 {A : A ⊂ Z} 构成了 βZ 的开集 (同时也是闭集) 的基. 在这种拓扑下, βZ 是一个
紧的 Hausdorff 空间. 定义 j : Z → βZ 使得 j(t) = {A ⊂ Z : t ∈ A}. 则 (j, βZ) 是 Z 的最大紧化, 称为

Stone-Čech 紧化.

3 正上 Banach 密度子集与分段相对稠密子集

本节讨论 Z 具有正上 Banach 密度的子集与分段相对稠密子集之间的关系.
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3.1 正上 Banach 密度子集与分段相对稠密子集

众所周知, 对于 Z 的一个子集 C, 如果 d∗(C) > 0, 则 C − C 是相对稠密子集. Følner 证明了一

个更强的结论, 即 C − C 是 “几乎” Bohr0 集 (见下文定义 3.1), 即存在一个 Bohr0 集 A 和一个集合

N ⊆ Z, 使得 d∗(N) = 0 和 C − C ⊇ A \N (参见文献 [2]).

定理 3.1 (Jin 定理, 参见文献 [29]) 设 A,B ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合, 则 A− B 是

分段相对稠密的.

目前有多个证明 Jin 定理的方法 (参见文献 [2, 5, 29]). 关于一般群下的 Jin 定理, 参见文献 [3, 9].

后面将给出 Jin 定理的一个简单动力系统证明.

Bergelson 等 [5] 推广了 Jin 的结果, 他们证明了 A−B 具有更好的结构. 在介绍他们的结果之前,

我们需要以下概念:

定义 3.1 一个 Z 的子集 A 称为 Bohr 集, 是指存在 m ∈ N, α ∈ Tm 和一个非空开集 U ⊂ Tm

使得 {n ∈ Z : nα ∈ U} 包含在 A 中; 如果还要求 0 ∈ U , 则称 A 是一个 Bohr0 集.

一个 Z 的子集 S 称为分段 Bohr 的, 是指它是某个 Bohr 集与某个厚集的交集.

关于 Bohr 集的详情, 参见文献 [3, 5]. 下面是 Bergelson 等的结果:

定理 3.2 [5] 设 A,B ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合, 则 A−B 是分段 Bohr 的.

反之, 我们有如下定理:

定理 3.3 [3] 对于每一个分段 Bohr 集合 S ⊆ Z, 存在具有正上 Banach 密度子集 A,B ⊆ Z, 使得
A−B ⊆ S.

3.2 Jin 定理的动力系统证明

文献 [5] 已经给出了一个 Jin 定理的动力系统证明. 这里给出一个更为简洁的证明. 首先需要一

个引理.

引理 3.1 设 A,B ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合. 对于任意的 R ∈ N 和实数 C > 1, 存在

m,n ∈ Z 使得
1

R

R−1∑
j=0

1A(m+ j)1B(n+ j) > d∗(A)d∗(B)

C
. (3.1)

证明 由于 d∗(A)d∗(B) > 0, 选取 u1, u2 ∈ Z 和 L1, L2 ∈ N 使得

|A ∩ [u1, u1 + L1 − 1]|
L1

>
d∗(A)

C
1
4

,
R

L1
<

(
1

C
1
4

− 1

C
1
2

)
d∗(A) (3.2)

且

|B ∩ [u2, u2 + L2 − 1]|
L2

>
d∗(B)

C
1
4

,
R

L2
<

(
1

C
1
4

− 1

C
1
2

)
d∗(B). (3.3)

于是对于任意 j ∈ {0, 1, . . . , R− 1}, 根据 (3.2), 有

1

L1

u1+L1−1∑
m=u1

1A(m+ j) =
1

L1
|A ∩ [j + u1, j + u1 + L1 − 1]|

> 1

L1
|A ∩ [u1, u1 + L1 − 1]| − 1

L1
|A ∩ [u1, u1 + j − 1]|
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> d∗(A)

C
1
4

− R

L1

> d∗(A)

C
1
2

. (3.4)

类似地, 对于任意 j ∈ {0, 1, . . . , R− 1}, 根据 (3.3), 有

1

L2

u2+L2−1∑
m=u2

1B(m+ j) > d∗(B)

C
1
2

. (3.5)

由此可得

1

L1L2

u1+L1−1∑
m=u1

u2+L2−1∑
n=u2

(
1

R

R−1∑
j=0

1A(m+ j)1B(n+ j)

)

=
1

R

R−1∑
j=0

(
1

L1

u1+L1−1∑
m=u1

1A(m+ j)

)(
1

L2

u2+L2−1∑
n=u2

1B(n+ j)

)

>
(3.4),(3.5)

1

R

R−1∑
j=0

d∗(A)

C
1
2

d∗(B)

C
1
2

=
d∗(A)d∗(B)

C
.

从而存在 m ∈ [u1, u1 + L1 − 1] 和 n ∈ [u2, u2 + L2 − 1] 使得

1

R

R−1∑
j=0

1A(m+ j)1B(n+ j) > d∗(A)d∗(B)

C
.

证毕.

注 3.1 容易将引理 3.1 推广到有限个具有正上 Banach 密度的情形. 具体来讲, 设 k > 2,

A1, A2, . . . , Ak ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合. 对于任意的 R ∈ N 和一个实数 C > 1, 存在

m1,m2, . . . ,mk ∈ Z 使得

1

R

R−1∑
j=0

1A1(m1 + j)1A2(m2 + j) · · ·1Ak
(mk + j) > d∗(A1)d

∗(A2) · · · d∗(Ak)

C
. (3.6)

下面给出 Jin 定理的简单动力系统证明.

定理 3.1 证明 设 ({0, 1}Z, σ)为全符号转移系统,设 [1] = {x ∈ {0, 1}Z : x(0) = 1}. 由于 A和 B

具有正上 Banach密度,根据引理 3.1,可以选取 Ri ∈ N, mi, ni ∈ Z和实数 Ci > 1使得 limi→∞ Ri = ∞,

limi→∞ Ci = 1 且

1

Ri

Ri−1∑
j=0

1A(mi + j)1B(ni + j) > d∗(A)d∗(B)

Ci
. (3.7)

不失一般性, 假设在弱 ∗ 拓扑下,

lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

(σ × σ)jδ(σmi1A,σni1B) = µ ∈ M({0, 1}Z × {0, 1}Z, σ × σ). (3.8)
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根据 (3.7), 有

µ([1]× [1]) > d∗(A)d∗(B) > 0. (3.9)

设

E = {n ∈ Z : µ(([1]× [1]) ∩ (σ × σ)−n([1]× [1])) > 0}.

根据 Poincaré 回复定理, 可知 E 为相对稠密的. 则对于任意足够大的 N ∈ N, 有 E ∩ [−N,N ] ̸= ∅. 设
E ∩ [−N,N ] = {k1, k2, . . . , kM}. 由于 k1, k2, . . . , kM ∈ E, 于是

µ(([1]× [1]) ∩ (σ × σ)−kt([1]× [1])) > 0, t = 1, 2, . . . ,M.

由于 ([1]× [1]) ∩ (σ × σ)−kt([1]× [1]) 是既开又闭的, 所以对于足够大的 i 和 t = 1, 2, . . . ,M , 有

1

Ri

Ri−1∑
j=0

(σ × σ)jδ(σmi1A,σni1B)(([1]× [1]) ∩ (σ × σ)−kt([1]× [1])) > 0.

于是对于 t = 1, 2, . . . ,M , 存在 jt ∈ [0, Ri − 1] 使得

(σmi+jt1A, σ
ni+jt1B) ∈ ([1]× [1]) ∩ (σ × σ)−kt([1]× [1]).

由此可得 mi + jt,mi + jt + kt ∈ A 和 ni + jt, ni + jt + kt ∈ B. 从而有

A−B ⊇ {kt +mi − ni : t = 1, 2, . . . ,M},

即 E ∩ [−N,N ] + (mi − ni) ⊆ A−B, 这意味着 A−B 是分段相对稠密的. 证毕.

注 3.2 对于一个遍历系统 (X,X , µ, T ) 和 B ∈ X , 如果 µ(B) > 0, 则集合 E = {n ∈ Z :

µ(B ∩ T−nB) > 0} 不仅是相对稠密的, 而且是 “几乎” Bohr0 的, 即存在一个 Bohr0 集 A 和一个集合

N ⊆ Z,使得 d∗(N) = 0且 E ⊇ A\N (参见文献 [27,定理 2.2.4]). 这意味着 E 是一个分段 Bohr集. 在

定理 3.1的证明中,我们证明了对于足够大的 N ∈ N,存在某个 tN ∈ Z使得 E∩[−N,−N ]+tN ⊆ A−B.

根据文献 [3, 引理 5.4] 1), 我们由此得到 A−B 是分段 Bohr 集, 即也提供了定理 3.2 的一个证明.

由上面的证明可得到以下结果, 它具有独立的意义, 并且可以视为 Furstenberg 相应原则的一种

推广.

定理 3.4 设 k > 2 且 A1, A2, . . . , Ak ⊆ Z 是具有正上 Banach 密度的集合, 则存在一个保

测系统 (X,X , µ, T ) 和一个子集 B ∈ X , 使得 µ(B) >
∏k

s=1 d
∗(As) > 0, 并且对于所有 t ∈ N 和

n1, n2, . . . , nt ∈ Z, 如果 µ(T−n1B ∩ T−n2B ∩ · · · ∩ T−ntB) > 0, 则

(Aj − n1) ∩ (Aj − n2) ∩ · · · ∩ (Aj − nt) ̸= ∅, ∀ j ∈ {1, 2, . . . , k}.

证明 设 ({0, 1}Z, σ) 为全符号转移系统, 设 [1] = {x ∈ {0, 1}Z : x(0) = 1}. 设 X = {0, 1}Z × · · ·
×{0, 1}Z (共 k 次), T = σ × · · · × σ (共 k 次), B = [1]× · · · × [1] (共 k 次).

1) 文献 [3, 引理 5.4] 陈述如下. 设 S,H ⊆ Z. 如果 S ⊆ Z 是分段 Bohr 集, 并且对于每个 N ∈ N 存在某个 tN ∈ Z 使得
S ∩ [−N,N ] + tN ⊆ H, 则 H 也是分段 Bohr 集.
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由于 A1, A2, . . . , Ak 具有正上 Banach 密度, 根据注 3.1, 可以选择 Ri ∈ N, 实数 Ci > 1 和

m
(i)
1 , . . . ,m

(i)
k ∈ Z 使得 limi→∞ Ri = ∞, limi→∞ Ci = 1 并且

1

Ri

Ri−1∑
j=0

1A1(m
(i)
1 + j) · · ·1Ak

(m
(i)
k + j) > d∗(A1) · · · d∗(Ak)

Ci
. (3.10)

不是一般性, 假设在弱 ∗ 拓扑下,

lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

T jδ
(σm

(i)
1 1A1

,...,σm
(i)
k 1Ak

)
= µ ∈ M(X,T ). (3.11)

根据 (3.10), 有

µ(B) = lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

T jδ
(σm

(i)
1 1A1

,...,σm
(i)
k 1Ak

)
([1]× · · · × [1])

= lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

δ
σm

(i)
1 +j1A1

([1]) · · · δ
σm

(i)
k

+j1Ak

([1])

= lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

1A1(m
(i)
1 + j) · · ·1Ak

(m
(i)
k + j)

> lim
i→∞

d∗(A1) · · · d∗(Ak)

Ci
= d∗(A1) · · · d∗(Ak)

> 0. (3.12)

假设对于 t ∈ N 和 n1, n2, . . . , nt ∈ Z, 有 µ(T−n1B ∩ T−n2B ∩ · · · ∩ T−ntB) > 0. 注意到

µ(T−n1B ∩ T−n2B ∩ · · · ∩ T−ntB)

= lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

T jδ
(σm

(i)
1 1A1

,...,σm
(i)
k 1Ak

)

( t∩
l=1

σ−nl [1]× · · · ×
t∩

l=1

σ−nl [1]

)

= lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

δ
σm

(i)
1 +j1A1

( t∩
l=1

σ−nl [1]

)
· · · δ

σm
(i)
k

+j1Ak

( t∩
l=1

σ−nl [1]

)

= lim
i→∞

1

Ri

Ri−1∑
j=0

1∩t
l=1(A1−nl)(m

(i)
1 + j) · · ·1∩t

l=1(Ak−nl)(m
(i)
k + j). (3.13)

因为 µ(T−n1B ∩ T−n2B ∩ · · · ∩ T−ntB) > 0, 所以存在 i ∈ N 使得

1∩t
l=1(A1−nl)(m

(i)
1 + j) · · ·1∩t

l=1(Ak−nl)(m
(i)
k + j) > 0,

特别地,

(Aj − n1) ∩ (Aj − n2) ∩ · · · ∩ (Aj − nt) ̸= ∅, ∀ j ∈ {1, 2, . . . , k}.

证毕.

4 与 Furstenberg-Glasner 定理相关的一些结果

本节介绍一些与 Furstenberg-Glasner定理相关的结果.在此过程中,本节给出 Furstenberg-Glasner

定理的高维版本和密度版本等.
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4.1 相关定理的陈述

本小节陈述主要结果, 并在后续部分给出证明.

van der Waerden 定理断言, 如果 S ⊆ Z 是分段相对稠密的, 则对于所有的 k ∈ N, 集合 {(m,n) ∈
Z2 : m,m + n, . . . ,m + (k − 1)n ∈ S, n ̸= 0} 不是空的. Furstenberg 和 Glasner [17] 得到了更为精细的

结论.

定理 4.1 [17] 设 k ∈ N 且 S 是 Z 的分段相对稠密子集, 则

{(m,n) ∈ Z2 : m,m+ n, . . . ,m+ (k − 1)n ∈ S}

为 Z2 的分段相对稠密子集.

Furstenberg 和 Glasner 的证明方法运用了 Stone-Čech 紧化理论. Beiglböck [1] 给出了这一结果的

一个组合证明. Bergelson和 Hindman [6] 则将 Furstenberg-Glasner的结果推广到一般半群上. 文献 [6,

问题 4.7] 提出了一个如下问题:

问题 4.1 设 k ∈ N 且 pi 是满足 pi(0) = 0 的整值多项式, 1 6 i 6 k. 问: 当 S 在 Z 中是分段相
对稠密子集时, 集合 {(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ S} 是否在 Z2 中也是分段相

对稠密的?

最近, 文献 [28] 对这个问题给出了肯定的回答.

定理 4.2 [28] 设 S ⊆ Z, k ∈ N, 且 A = {p1, p2, . . . , pk} 为满足 pi(0) = 0, 1 6 i 6 k 的整值多项

式. 如果 S 为分段相对稠密的, 则

NA(S) = {(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ S}

也是 Z2 中分段相对稠密子集.

自然的问题是, 能否将定理 4.1 和 4.2 中的 “分段相对稠密性” 替换为 “正上 Banach 密度”? 文

献 [17,第 198页]提到: “On the other hand if ‘big’ is replaced by ‘positive upper density’ then the parallel

result is valid and follows without much difficulty from the ergodic theoretic formulation of Szemerédi’s

theorem. But although Szemerédi’s theorem implies the existence of arithmetic progressions in big sets,

it doesn’t guarantee the existence of a big set of these.”

由于在文献中找不到密度版本结果的证明,所以我们在定理 4.3中提供了一个完整的正上 Banach

密度版本的证明, 即我们将证明如下定理:

定理 4.3 设 C ⊆ Z 且 k ∈ N, 令 A = {p1, p2, . . . , pk} 是满足条件 pi(0) = 0 (对所有 1 6 i 6 k)

的整值多项式集合. 如果 C 在 Z 中具有正上 Banach 密度, 则

NA(C) = {(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ C}

在 Z2 中也具有正上 Banach 密度.

易见一个分段相对稠密子集具有正上 Banach 密度, 而一般具有正上 Banach 密度子集不一定是

分段相对稠密的. 因此, 定理 4.2 和 4.3 之间没有直接的推论关系.

虽然不能仅用遍历论来证明定理 4.2, 但遍历论的证明确实适用于一些特殊的分段相对稠密子集,

如下面的定理所示:

定理 4.4 设 A,B ⊆ Z是两个子集, 且 d∗(A)d∗(B) > 0, k ∈ N. 设 A = {p1, p2, . . . , pk}是一组满
足 pi(0) = 0, 1 6 i 6 k 的整值多项式, 则

NA(A−B) = {(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ A−B}
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在 Z2 中是分段相对稠密的.

注 4.1 在定理 4.4 中设 k = 1 且 A = {n}, 则可以得出 {(m,n) ∈ Z2 : m+ n ∈ A−B} 在 Z2 中

是分段相对稠密的. 这意味着 A−B 在 Z 中是分段相对稠密的, 于是再次得到了 Jin 定理 (定理 3.1).

结合定理 4.4 和 3.3, 得到以下推论:

推论 4.1 设 k ∈ N 且 A = {p1, p2, . . . , pk} 是满足 pi(0) = 0, 1 6 i 6 k 的整数多项式集合. 如果

P ⊆ Z 是一个分段 Bohr 子集, 则

{(m,n) ∈ Z2 : m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ P}

是 Z2 中的分段相对稠密集.

定理 4.2是用拓扑动力系统方法证明的: 我们利用 “饱和定理”对多项式进行处理,并且发展了一

些新的方法来进行研究. 我们认为, 仅使用遍历方法, 定理 4.4 可能是我们所能期待的最佳结果.

Gallai 在文献 [16, 第 46 页] 中得到了如下 van der Waerden 定理的高维版本.

定理 4.5 对于 Zk 的任何有限剖分, 必存在剖分元包含任意有限子集的仿射像 2).

我们也将证明如下 Furstenberg-Glasner 定理的高维版本:

定理 4.6 设 k ∈ N 且 S ⊆ Zk 是一个分段相对稠密子集, 则对于 Zk 的任意有限子集 F , 有

{(m, n) ∈ Zk × Z : m+ nF ⊆ S} = {(m, n) ∈ Zk × Z : m+ nv ∈ S, ∀v ∈ F}

在 Zk+1 中是一个分段相对稠密子集.

定理 4.3, 4.4 和 4.6 的证明将在下面各小节中给出.

4.2 Furstenberg-Glasner 密度版本

本小节给出定理 4.3 的证明. 首先需要做一些准备工作. 以下引理容易验证.

引理 4.1 设 A,B ⊆ Zk, 其中 k ∈ N. 如果存在 Z 的序列 {N (j)
i }i∈N 和 {M (j)

i }i∈N 使得 N
(j)
i −

M
(j)
i → ∞, i → ∞, 1 6 j 6 k, 并且满足 limi→∞

|B∩
∏k

j=1[M
(j)
i ,N

(j)
i −1]|∏k

j=1(N
(j)
i −M

(j)
i )

> 0,以及对于任意 i ∈ N, 存在某

个 ni ∈ Zk 使得

ni +

(
B ∩

k∏
j=1

[M
(j)
i , N

(j)
i − 1]

)
⊆ A,

则 d∗(A) > 0.

以下定理是在文献 [25] 中对多项式附加了一些条件下被证明的, 这些条件在文献 [33] 中被去掉.

定理 4.7 (多重多项式遍历定理) 设 (X,X , µ, T ) 是一个保测系统, k, d ∈ N. 设 p1, p2, . . . , pk :

Zd → Z 是多项式, 则对于 Zd 中的任意 Følner 序列 {ΦN}∞N=1 和任意 f1, f2, . . . , fk ∈ L∞(X),

1

|ΦN |
∑

n∈ΦN

T p1(n)f1 · · ·T pk(n)fd

当 N → ∞ 时在 L2(X,µ) 中收敛.

如下是另一个所需的定理:

2) Zk 有限子集 F 的仿射像是指形如 m+ nF = {m+ nf : f ∈ F} 的集合, 其中 m ∈ Zk, n ̸= 0.
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定理 4.8 (多重多项式回复定理) 设 (X,X , µ) 是一个概率空间. 设 T1, . . . , Tk 是 X 上的交换保

测变换. 设 p1, p2, . . . , pk 是满足 p1(0) = · · · = pk(0) = 0 的整值多项式. 设 A ∈ X 且 µ(A) > 0. 则

lim inf
N−M→∞

1

N −M

N−1∑
n=M

µ(T
−p1(n)
1 A ∩ T

−p2(n)
2 A ∩ · · · ∩ T

−pk(n)
k A) > 0.

注 4.2 定理 4.8 最初在文献 [7, 定理 A0] 中给出, 并且是针对常规 Cesàro 平均给出的:

lim inf
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

µ(T
−p1(n)
1 A ∩ T

−p2(n)
2 A ∩ · · · ∩ T

−pd(n)
d A) > 0.

但它也适用于上述的一致 Cesàro 平均 (参见文献 [8, 定理 6.13]).

下面给出定理 4.3 的证明.

定理 4.3 的证明 由于 d∗(C) > 0, 所以存在一个区间序列 {JN}∞N=1 使得 limN→∞ |JN | = ∞
并且

d∗(C) = lim
N→∞

|C ∩ JN |
|JN |

> 0.

设 ({0, 1}Z, σ) 是全符号转移系统. 设 ξ = 1C ∈ {0, 1}Z, X = O(ξ, σ) 且 A = X ∩ [1] = {x ∈ X :

x(0) = 1}. 于是
lim

N→∞

1

|JN |
∑
n∈JN

1A(σ
nξ) = lim

N→∞

1

|JN |
∑
n∈JN

1C(n) = d∗(C).

设 µ 为 { 1
|JN |

∑
n∈JN

δσnξ}∞N=1 在 M(X) 中的弱 ∗ 极限点. 不失一般性, 设 1
|JN |

∑
n∈JN

δσnξ → µ,

N → ∞, 则 (X,B(X), µ, σ) 是一个保测系统且

µ(A) = lim
N→∞

1

|JN |
∑
n∈JN

1A(σ
nξ) = d∗(C) > 0.

设 {IN}∞N=1 是一个使得 limN→∞ |IN | = ∞ 的区间序列. 根据定理 4.7, 可得

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x) · · ·1A(σ

m+pk(n)x)

在 L2(X,µ) 中当 N → ∞ 时收敛. 由于模意义下收敛的函数序列必存在子列为几乎处处逐点收敛的,

所以可以假设 (或取子序列)

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x) · · ·1A(σ

m+pk(n)x)

对于 µ- 几乎所有的 x ∈ X 收敛. 根据 Lebesgue 控制收敛定理, 有∫
X

lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x) · · ·1A(σ

m+pk(n)x)dµ

= lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

∫
X

1A(σ
m+p1(n)x) · · ·1A(σ

m+pk(n)x)dµ

= lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

µ(σ−(m+p1(n))A ∩ · · · ∩ σ−(m+pk(n))A)
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= lim
N→∞

1

|JN |
∑
n∈JN

µ(σ−p1(n)A ∩ · · · ∩ σ−pk(n)A).

根据定理 4.8, 可得∫
X

lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x) · · ·1A(σ

m+pk(n)x)dµ

= lim
N→∞

1

|JN |
∑
n∈JN

µ(σ−p1(n)A ∩ · · · ∩ σ−pk(n)A)

> 0.

于是存在点 x0 ∈ X 使得

lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x0) · · ·1A(σ

m+pk(n)x0) > 0.

设 x0 = 1B ∈ X ⊆ {0, 1}Z 且令 B̃ = {(m,n) ∈ Z2 : m+ pj(n) ∈ B, 1 6 j 6 k}, 则

lim
N→∞

|B̃ ∩ (IN × JN )|
|IN × JN |

= lim
N→∞

1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x0) · · ·1A(σ

m+pk(n)x0) > 0.

因为 x0 = 1B ∈ O(ξ, σ), 于是对于充分大的 N ∈ N, 有

|B̃ ∩ (IN × JN )|
|IN × JN |

=
1

|IN ||JN |
∑

(m,n)∈IN×JN

1A(σ
m+p1(n)x0) · · ·1A(σ

m+pk(n)x0) > 0.

取 tN ∈ Z 使得 σtN ξ 与 x0 = 1B 充分接近且满足

1A(σ
m+pj(n)x0) = 1A(σ

tN+m+pj(n)ξ), ∀ (m,n) ∈ IN × JN , ∀ j ∈ {1, 2, . . . , k}.

于是, 对于 nN = (tN , 0) ∈ Z2, 有 nN + B̃ ∩ (IN × JN ) ⊆ NA(C). 根据引理 4.1, 可得 d∗(NA(C)) > 0.

证毕.

通过类似的论证, 可以得到以下一般的结果:

定理 4.9 设 l ∈ N, S ⊆ Zl 是一个具有正上 Banach 密度的子集, 设 p1, . . . , pk 是具有 p1(0) =

· · · = pk(0) = 0 的整值多项式, 则对于任意 v1, . . . ,vk ∈ Zl,

{(m, n) ∈ Zl × Z = Zl+1 : m+ pi(n)vi ∈ S, 1 6 i 6 k} (4.1)

在 Zl+1 中具有正上 Banach 密度.

一个更一般的结果如下:

定理 4.10 设 l ∈ N, S ⊆ Zl 是一个具有正上 Banach 密度的子集, 设 p1,1, . . . , p1,t, p2,1, . . . , p2,t,

. . . , pk,1, . . . , pk,t 是满足 pi,j(0) = 0, 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 t 的整值多项式. 则对于任意 v1, . . . ,vk ∈ Zl,{
(m, n) ∈ Zl × Z = Zl+1 : m+

t∑
j=1

pi,j(n)vj ∈ S, 1 6 i 6 k

}
(4.2)

在 Zl+1 中具有正上 Banach 密度.

注 4.3 在定理 4.9和 4.10中,正上 Banach密度可否换为分段相对稠密仍是一个未解决的问题.

后面将对于线性多项式给出一个肯定的答案.

738



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 3 期

4.3 分段 Bohr 子集

本小节证明定理 4.4. 对于 p ∈ βZ 和 A ⊆ Z, 定义 A− p = {k ∈ Z : A− k ∈ p}.
引理 4.2 (参见文献 [2, 引理 2]) 设 A,B ⊆ Z, 则存在一个 Z 上的超滤子 p, 使得

d∗((A− p) ∩B) > d∗(A)d∗(B).

我们需要以下定理, 特别是其推论.

定理 4.11 (参见文献 [8, 定理 0.9, 第 64 页]) 假设有一个概率空间 (X,X , µ) 上的 r 个交换

的保测变换 T1, T2, . . . , Tr. 假设 k, t ∈ N, 并且 pi,j(x1, . . . , xk) ∈ Q[x1, . . . , xk] 满足 pi,j(Zk) ⊆ Z 且
pi,j(0, . . . , 0) = 0, 其中 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 t. 那么对于每一个满足 µ(A) > 0 的 A ∈ X ,

RA =

{
(n1, . . . , nk) ∈ Zk : µ

( t∩
j=1

( r∏
i=1

T
pi,j(n1,...,nk)
i

)−1

A

)
> 0

}

是 Zk 中的一个 IP∗- 集合.

根据 Furstenberg 对应原理 (定理 2.2) 和定理 4.11, 有以下推论:

推论 4.2 设 C ⊆ Z且 d∗(C) > 0, k ∈ N,并且设 A = {p1, p2, . . . , pk}是满足 pi(0) = 0, 1 6 i 6 k

的整值多项式集合, 则

EA(C) = {(m,n) ∈ Z2 : C ∩ (C − (m+ p1(n))) ∩ · · · ∩ (C − (m+ pk(n))) ̸= ∅}

是 Z2 中的 IP∗ 集. 特别地, EA(C) 在 Z2 中是相对稠密的.

定理 4.4 的证明 设 p ∈ βZ 是引理 4.2 中的一个超滤子, 使得

d∗((A− p) ∩B) > d∗(A)d∗(B) > 0.

设 C = (A− p) ∩B. 根据推论 4.2, 可得

EA(C) = {(m,n) ∈ Z2 : C ∩ (C − (m+ p1(n))) ∩ · · · ∩ (C − (m+ pk(n))) ̸= ∅}

在 Z2 中是相对稠密的. 现在证明对于任何足够大的 M ∈ N, 存在 tM ∈ Z2 使得

tM + FM ⊆ NA(A−B), (4.3)

其中 FM = ([−M,M ]× [−M,M ])∩EA(C). 一旦得到 (4.3),由于 EA(C)是相对稠密的,则 NA(A−B)

就是分段相对稠密的.

现在证明 (4.3). 对于给定的 M ∈ N 和 (m,n) ∈ FM , 由于

C ∩ (C − (m+ p1(n))) ∩ (C − (m+ p2(n))) ∩ · · · ∩ (C − (m+ pk(n))) ̸= ∅,

所以存在 c(m,n) ∈ C 使得

c(m,n) + (m+ p1(n)), c(m,n) + (m+ p2(n)), . . . , c(m,n) + (m+ pk(n)) ∈ C,

于是一旦 (m,n) ∈ FM , 就有

m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ C − C.
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因为 C = (A− p) ∩B 以及 p 是超滤子, 所以对于 (m,n) ∈ FM , 有

m+ p1(n),m+ p2(n), . . . ,m+ pk(n) ∈ (A− p)−B,

即

A−B − (m+ pj(n)) ∈ p, ∀ (m,n) ∈ FM , ∀ j ∈ {1, 2, . . . , k}.

因为 p 是滤子, 所以 ∩
(m,n)∈FM

k∩
j=1

(A−B − (m+ pj(n))) ∈ p.

设

tM ∈
∩

(m,n)∈FM

k∩
j=1

(A−B − (m+ pj(n))),

则

tM + (m+ pj(n)) ∈ A−B, ∀ (m,n) ∈ FM , ∀ j ∈ {1, 2, . . . , k},

即

(tM +m,n) ∈ NA(A−B), ∀ (m,n) ∈ FM .

设 tM = (tM , 0). 于是得到 (4.3). 证毕.

4.4 Furstenberg-Glasner 定理的高维版本

本小节给出定理 4.6 的一个动力系统证明. 首先作一些准备. 设 (X,T ) 是一个拓扑动力系统,

d ∈ N. 定义
σd = T × · · · × T (d 次)

和

τd = T × T 2 × · · · × T d.

对于任意的 x ∈ X, 设 Nd(X,x) = O((x, . . . , x), ⟨τd, σd⟩), 即 x⊗d = (x, . . . , x) (d 次) 在群 ⟨τd, σd⟩ 作用
下的轨道闭包. 如果 (X,T )是极小系统,则所有 Nd(X,x)都吻合,记作 Nd(X). Glasner [18] 证明了,如

果 (X,T ) 是极小系统, 则 (Nd(X,T ), ⟨τd, σd⟩) 也是极小系统. 现在将单个同胚映射推广到多个可交换

的同胚映射.

设 X 为一个紧致度量空间, d ∈ N. 设 T1, T2, . . . , Td : X → X 为同胚映射, 且对于所有 i, j ∈ {1,
. . . , d}, 有 TiTj = TjTi, 即由 ⟨T1, . . . , Td⟩ 生成的群是交换群. 对于 1 6 i 6 d, 设

T⊗d
i = Ti × · · · × Ti︸ ︷︷ ︸

d 次

, (4.4)

T⊗d
∆ = T1 × T2 × · · · × Td. (4.5)

记 Td为由 {T⊗d
i }di=1生成的群, Sd为由 Td和 T⊗d

∆ 生成的群,即 Td = ⟨T⊗d
1 , . . . , T⊗d

d ⟩和 Sd = ⟨Td, T⊗d
∆ ⟩.

则 Td 和 Sd 是交换群. 对于任意的 x ∈ X, 设

Nd(X,x) = O(x⊗d,Sd)

为 x⊗d = (x, . . . , x) (d 次) 在群 Sd 作用下的轨道闭包. 如果 (X, ⟨T1, . . . , Td⟩) 是极小的, 则对于所有

点 x0, 所有 Nd(X,x0) 重合, 记为 Nd(X). 类似于文献 [19, 定理 1.55] 的证明, 可以证明以下结果:
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定理 4.12 设 (X, ⟨T1, . . . , Td⟩) 为一个极小系统, 则 (Nd(X),Sd) 是一个极小系统.

定理 4.6 的证明 设 F = {v1, . . . ,vd} ⊆ Zk 以及 Σ2 = {0, 1}Zk

. Σ2 在乘积拓扑下是一个紧致度

量空间. 定义 Ti : Σ2 → Σ2 为

(Tiω)(n) = ω(n+ vi), ∀n ∈ Zk, 1 6 i 6 d.

对于 n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd, 令 Tn = Tn1
1 · · ·Tnd

d , 则 (Σ2, (Tn)n∈Zd) 为 Zd- 动力系统. 设 W =

O(1S , (Tn)n∈Zd), 则 (W, (Tn)n∈Zd) 也为 Zd- 动力系统. 设 (X, (Tn)n∈Zd) 为 W 的一个极小子系统.

设 (Nd(X),Sd) 为如定理 4.12 得到的极小系统.

对于 m = (m1, . . . ,md) ∈ Zd, 设 T⊗d
m = (T⊗d

1 )m1 · · · (T⊗d
d )md , 则

Td = ⟨T⊗d
1 , . . . , T⊗d

d ⟩ = (T⊗dm)m∈Zd .

设 U = X ∩ [1] = {ω ∈ X : ω0 = 1}. 由于 S 是分段相对稠密的, 所以可以设 U 是 X 的一个非平凡开

子集. 设 x ∈ U 且 Ud = U × · · · × U (d 次). 根据定理 4.12, 可得 x⊗d 是一个 Sd- 极小点. 则

A = {(m, n) ∈ Zd × Z : T⊗d
m (T⊗d

∆ )n(x⊗d) ∈ Ud}

是 Zd+1 的一个相对稠密子集. 设 ϕ : Zd → Zk 定义为

ϕ(m) = ϕ((m1,m2, . . . ,md)) = m1v1 +m2v2 + · · ·+mdvd.

设 M ∈ N, 则对于每个 (m, n) ∈ A ∩ [−M,M ]d+1 ⊆ Zd × Z, 有

T⊗d
m (T⊗d

∆ )nx⊗d = (T⊗d
1 )m1 · · · (T⊗d

d )md(T⊗d
∆ )nx⊗d

= (Tm1
1 Tm2

2 · · ·Tmd

d Tn
1 x, T

m1
1 Tm2

2 · · ·Tmd

d Tn
2 x, . . . , T

m1
1 Tm2

2 · · ·Tmd

d Tn
d x) ∈ Ud.

这意味着对于每个 (m, n) ∈ A ∩ [−M,M ]d+1, 有

x(ϕ(m) + nv1) = x(ϕ(m) + nv2) = · · · = x(ϕ(m) + nvd) = 1.

由于 x ∈ X ⊆ W = O(1S , (Tn)n∈Zd), 所以存在某个 a ∈ Zd 使得 Ta1S 足够接近 x 以满足

Ta1S(ϕ(m) + nv1) = Ta1S(ϕ(m) + nv2) = · · · = Ta1S(ϕ(m) + nvd) = 1,

即 ϕ(a) + ϕ(m) + nv1, ϕ(a) + ϕ(m) + nv2, . . . , ϕ(a) + ϕ(m) + nvd ∈ S, ∀ (m, n) ∈ A ∩ [−M,M ]d+1. 由

于 M 是任意的, 所以

B = {(m, n) ∈ Zd+1 : ϕ(m) + nF ⊆ S}

是 Zd+1 中的分段相对稠密集. 由于 ϕ 是一个线性变换, 所以

C = {(m, n) ∈ ϕ(Zd)× Z : m+ nF ⊆ S}

是 ϕ(Zd)× Z 中的分段相对稠密集. 注意 ϕ(Zd) = span(F ).

我们有两种情形. 第一种情形是 span(F ) = Zk. 在这种情形下, 已经知道 C = {(m, n) ∈ Zk × Z :

m+nF ⊆ S}是 Zk+1 中的分段相对稠密集. 第二种情形是 span(F ) ̸= Zk. 在这种情形下,可以找到某
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个 Zk的有限子集 F ′使得 F ⊆ F ′且 span(F ′) = Zk. 根据第一种情形, {(m, n) ∈ Zk×Z : m+nF ′ ⊆ S}
是 Zk+1 中的分段相对稠密集. 由于

{(m, n) ∈ Zk × Z : m+ nF ′ ⊆ S} ⊆ {(m, n) ∈ Zk × Z : m+ nF ⊆ S},

所以后者也是 Zk+1 中的分段相对稠密集. 证毕.

在定理 4.6 中设 k = 1 且 F = {0, 1, . . . , l− 1} ⊆ Z, 则 m+ nF = {m,m+ n, . . . ,m+ (l− 1)n}, 即
Furstenberg-Glasner 定理 (定理 4.1).

定理 4.2 是 Furstenberg-Glasner 定理 (定理 4.1) 到多项式的推广, 但其更高维版本仍未得到.

问题 4.2 假设 k, d ∈ N, S ⊂ Zk 是分段相对稠密的, 且 pi,j 是满足 pi,j(0) = 0 的整值多项式,

1 6 i 6 d, 1 6 j 6 k. 考虑集合

{(m1, . . . ,mk, n) ∈ Zk+1 : (m1 + p1,1(n), . . . ,mk + p1,k(n)) ∈ S,

. . . , (m1 + pd,1(n), . . . ,mk + pd,k(n)) ∈ S}. (4.6)

问: 集合 (4.6) 是否在 Zk+1 中是分段相对稠密的?

5 Erdős 和集问题

由 Ramsey 定理 [35] 可知, 如果用有限种颜色对 N 进行着色, 则存在一个无限子集 B 使得

B ⊕B = {b1 + b2 : b1, b2 ∈ B, b1 ̸= b2}

是单色的. Erdős 根据此结论提出了如下几个猜想作为这个结果的上密度版本:

猜想 5.1 [13] 对于任意具有正上密度的 A ⊆ N, 存在无限子集 B 和 C 属于 N, 使得

B + C = {b+ c : b ∈ B, c ∈ C} ⊆ A.

猜想 5.2 [10–12] 对于任意具有正上密度的 A ⊆ N, 存在 N 的一个无限子集 B 和 t ∈ N, 使得

B ⊕B = {b+ c : b1, b2 ∈ B, b1 ̸= b2} ⊆ A− t.

本节介绍这些猜想的进展, 更多细节可参见文献 [30].

5.1 正上密度子集中的和集

猜想 5.1 由 Moreira 等 [34] 解决, 他们的证明使用了组合分析、非标准分析以及一个遍历结构结

果等方法. 随后, Host [23] 给出了一个简洁的遍历论证明.

在 N 中, 一个 Følner 序列是指, 一个有限子集序列 Φ = {ΦN}N∈N, 并且它满足

lim
N→∞

|(ΦN +m)∆ΦN |
|ΦN |

= 0, ∀m ∈ N.

给定一个 Følner 序列 Φ 和一个子集 A ⊆ N, A 相对于 Φ 的上密度是指

dΦ(A) = lim sup
N→∞

|A ∩ ΦN |
|ΦN |

.

下面的定理是猜想 5.1 更强的版本. Moreira 等 [34] 将他们的结果从 N 推广到一个可数群. 注意,

在 N 中, 如果对于某个 Følner 序列 Φ 有 dΦ(A) > 0, 则子集 A 具有正的上 Banach 密度.

742



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 3 期

定理 5.1 [34] 对于每一个满足 dΦ(A) > 0 的 A ⊆ N, 其中 Φ 为 Følner 序列, 可以找到无限子集

B,C ⊆ A 使得 B + C ⊆ A.

最近, Kra 等 [32] 对这一结果进行了推广, 将其扩展到有限项的情形.

定理 5.2 (参见文献 [32, 定理 1.1]) 如果 A ⊆ N 具有正上 Banach 密度, 则对于每一个 k ∈ N,
都存在无限集合 B1, . . . , Bk ⊆ N, 使得 B1 + · · ·+Bk ⊆ A.

他们提出了以下问题:

问题 5.1 (参见文献 [32, 问题 8.1]) 如果 A ⊆ N 具有正上 Banach 密度, 是否存在无限集合

B1, B2, . . . , 使得对于每一个 k ∈ N, 有 B1 + · · ·+Bk ⊆ A?

观察到, 对于 N 的分段相对稠密子集, 上述问题有一个肯定的答案.

定理 5.3 设 A ⊂ N 是一个分段相对稠密子集, 则存在无限集合 B1, B2, . . . , 使得对于每一个

k ∈ N, 有
B1 +B2 + · · ·+Bk ⊂ A.

证明 由于 A ⊂ N 是分段相对稠密的, 所以存在某个 L ∈ N, 使得
∪L

i=1(A − i) 是厚的. 注意任

何厚集都是一个 IP集合.根据 Hindman定理, 存在某个 r ∈ {1, 2, . . . , L}, 使得 A− r 是一个 IP集合.

设 p1 < p2 < · · · 使得
FS({pj}∞j=1) ⊂ A− r.

设 N =
∪∞

i=1 Ji 是 N 的任意划分, 使得每个元素 Ji 是无限的. 设

Bi = {pj}j∈Ji , i > 2,

B1 = {pj + r}j∈J1 .

显然, 对于每一个 k ∈ N, 有 B1 +B2 + · · ·+Bk ⊂ A. 证毕.

基于文献 [32] 中发展的新动力系统方法, Kra 等证明了以下定理, 该定理对猜想 5.2 给出了肯定

的回答.

定理 5.4 [31] 对于任何具有正上 Banach 密度的 A ⊆ N, 以下结论成立:

(i) 存在一个无限集合 B ⊆ A 和一个平移 t ∈ N 使得

B ⊕B ⊆ A− t;

(ii) 存在一个无限集合 B ⊆ N 和一个平移 t ∈ N 使得

B ∪ (B ⊕B) ⊆ A− t.

他们还提出了一个关于定理 5.4 有限个集合版本的自然猜想.

猜想 5.3 (参见文献 [31, 猜测 1.5]) 对于任意具有正上 Banach 密度的 A ⊆ N 和 k ∈ N, 存在一
个无限集合 B ⊆ A 和一个平移 t ∈ N 使得

A− t ⊇
{ ∑

n∈F

n : F ⊆ B, 0 < |F | 6 k

}
.

注 5.1 根据定理 5.3 的证明, 我们得知这个猜想对分段相对稠密也成立, 即如果 A ⊂ N 是一个
分段相对稠密, 则存在一个无限集合 B ⊆ A 和一个平移 t ∈ N 使得 A− t ⊇ FS(B), 特别地,

A− t ⊇
{ ∑

n∈F

n : F ⊆ B, 0 < |F | 6 k

}
, ∀ k ∈ N.
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为了看到这一点, 我们使用定理 5.3 的证明中前面部分的论证. 由于 A ⊂ N 是分段相对稠密, 所

以存在某个 L ∈ N 使得
∪L

i=1(A − i) 为厚集. 注意到任何厚集都是一个 IP 集. 根据 Hindman 定理,

存在某个 t ∈ 1, 2, . . . , L 使得 A− t 是一个 IP 集. 设 p1 < p2 < · · · 使得

FS({pj}∞j=1) ⊂ A− t,

则 B = {pj}∞j=1 就是我们所需要的.

5.2 素数集合的和集问题

全体素数集合 P具有零密度.然而, Green和 Tao [21] 证明了素数具有与 Szemerédi定理的类似结

果, 表明 P 包含任意有限长的等差数列. 很自然地, 人们会问 Erdős 和集猜想是否对素数成立 (参见

文献 [20]、[34, 问题 6.4] 或 [30, 猜测 4.1]).

猜想 5.4 是否存在无限集合 B,C ⊆ N 使得 B + C ⊆ P?
对于一个 (有限或无限)集合 H ⊆ Z+,如果对于每一个素数 p ∈ P都存在 i = i(p) ∈ N使得 H 中

没有元素与 i 模 p 同余, 则称 H 为可接受的 (admissible).

猜想 5.5 (Dickson-Hardy-Littlewood 猜测) 如果 H ⊆ Z+ 是有限且可接受的, 则存在无限多个

n ∈ N 使得 n+H ⊆ P.
注意, 如果 H 为二元组 {0, 2}, 则此猜测即为著名的孪生素数猜想. Granville [20] 在承认 Dickson-

Hardy-Littlewood 猜测成立的条件下证明了猜想 5.4. 最近, Tao 和 Ziegler 给出了进一步的结果.

定理 5.5 [36] 假设 Dickson-Hardy-Littlewood 猜想成立, 则存在一个无限素数子集 B 使得

B ⊕B ⊆ P− 1.

Tao 和 Ziegler 还运用 Maynard 筛法给出了一个无条件的结果, 即不需要承认 Dickson-Hardy-

Littlewood 猜想成立的结果.

定理 5.6 [36] 存在集合 B = {b1 < b2 < · · · }, C = {c1 < c2 < · · · } ⊆ N 使得

{bi + cj : 1 6 i < j} ⊆ P.

基于上述结论, Kra 等提出了以下猜想:

猜想 5.6 (参见文献 [30, 猜测 4.3]) 对于任意 k ∈ N, 存在一个无限集合 B ⊆ N 使得

P− 1 ⊇
{ ∑

n∈F

n : F ⊆ B, 0 < |F | 6 k

}
.

致谢 感谢李健对于初稿提出的诸多建议.
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10 Erdős P. Problems and results in combinatorial number theory. In: Journées Arithmétiques de Bordeaux. Astérisque,

no. 24–25. Paris: Soc Math France, 1975, 295–310
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叶向东等: 一些整数子集的组合性质

Combinatorial properties of some big sets

Xiangdong Ye, Wen Huang & Song Shao

Abstract In this paper, we review certain combinatorial properties of some big sets, namely, sets with positive
upper Banach density and piecewise syndeticity. In the process to do so, we give a proof of the upper density
polynomial version of Furstenberg-Glasner’s theorem, and using ergodic tools, we show that NA(C) is piecewise
syndetic in Z2 if C = A−B, where A,B ⊆ Z are two subsets of Z with positive upper Banach density. Moreover,
we provide a simpler dynamical proof of Jin’s theorem, i.e., the above mentioned C = A−B is piecewise syndetic,
and give an affirmative answer to a question by Kra et al. when the set involved is piecewise syndetic.
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