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摘要 本文研究一类传递的中心一维部分双曲微分同胚的中心 Lyapunov 指数的熵谱, 证明当强不稳

定叶状结构极小时,负 Lyapunov指数的水平集的拓扑熵随着 Lyapunov指数连续变化,且水平集上的

变分原理成立.
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1 引言

Brin 和 Pesin [15] 以及 Pesin 和 Sinai [36] 提出的部分双曲理论是近些年来微分动力系统领域的研

究热点. 部分双曲理论是一致双曲理论的推广, 事实上, 很多持续传递的非双曲系统都具有某种部分

双曲性 (参见文献 [7, 22]). Bonatti 等 [8] 证明了在持续传递的中心一维部分双曲微分同胚集合中, 存

在 C1- 开稠子集, 使得其中的每个微分同胚, 其强稳定或者强不稳定叶状结构是极小的. 本文希望对

此类部分双曲系统研究其动力学性质.

一致双曲系统的重分形分析的研究已相对成熟,可参见文献 [2,35,37,38,42],更多工作可参见评论

文章 [16]. 本文尝试研究持续传递中心一维部分双曲微分同胚的重分形分析,由于中心丛的出现,这类

系统不具有 “可扩性” 和 “碎轨连接” 等性质, 甚至系统沿着中心丛会持续出现零 Lyapunov 指数 (参

见文献 [3, 10,28]). 因此, 本文从中心 Lyapunov 指数出发研究其重分形分析.

首先, 回顾部分双曲性的定义. 设 M 是紧致无边的光滑 Riemann 流形. 称 f ∈ Diff1(M) 是部分

双曲的, 如果存在 Df - 不变的连续丛分解 TM = Es ⊕ Ec ⊕ Eu 以及常数 C > 1 和 λ ∈ (0, 1), 使得对

于任意 x ∈M 和 n ∈ N, 有
• ∥Dfn|Es(x)∥ 6 C · λn, ∥Df−n|Eu(x)∥ 6 C · λn;
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• ∥Dfn|Es(x)∥ · ∥Df−n|Ec(fn(x))∥ 6 C · λn, ∥Dfn|Ec(x)∥ · ∥Df−n|Eu(fn(x))∥ 6 C · λn.
Gourmelon [29] 证明了可以选择新的 Riemann 度量使得 C = 1, 因此在本文中, 取 C = 1. 由 Hirsch

等 [30] 的经典工作知, 强稳定丛 Es 和强不稳定丛 Eu 都是唯一可积的, 其积成的叶状结构称作强

稳定叶状结构和强不稳定叶状结构, 分别记为 Fs 和 Fu. 但是中心丛 Ec 一般不具备可积性, 即使

dim(Ec) = 1 (参见文献 [9, 41]).

设 f ∈ Diff1(M) 为中心一维部分双曲微分同胚, 分别记Minv(f) 和Merg(f) 为 f 的不变测度和

遍历测度构成的集合, 并赋予弱 ∗- 拓扑. 此时Minv(f) 为紧致度量空间. 设 µ ∈ Merg(f), 由 Birkhoff

遍历定理可知, 测度 µ 沿着中心丛 Ec 的 Lyapunov 指数为

λc(µ) =

∫
log ∥Df |Ec∥dµ,

称其为遍历测度 µ的中心 Lyapunov指数. 类似地, 若 µ ∈ Minv(f), 则 µ的 (平均)中心 Lyapunov指

数定义为

λc(µ) =

∫
log ∥Df |Ec∥dµ.

定义

λmax = sup{λc(µ) | µ ∈ Minv(f)}

和

λmin = inf{λc(µ) | µ ∈ Minv(f)}.

对于任意 λ ∈ [λmin, λmax], 定义中心 Lyapunov 指数 λ- 水平集为

L(λ) =
{
x ∈M

∣∣∣∣ lim
|n|→+∞

1

n
log ∥Dfn|Ec(x)∥ = λ

}
.

由定义知 L(λ) 是 f - 不变集, 但一般而言 L(λ) 是非紧致集合.

设 F 为流形 M 上的叶状结构, 称 F 是极小的, 如果 F 的每一片叶子在流形 M 中稠密, 即

F(x) =M 对于任意 x ∈M 都成立. 下面陈述本文的主要结论.

定理 1.1 设 f ∈ Diff1(M) 是中心一维部分双曲微分同胚. 假设

(1) f 的强不稳定叶状结构 Fu 是极小的;

(2) f 具有中心指数为负的周期轨道, 则

• [λmin, supµ∈M−
erg(f)

λc(µ)) ⊂ {λc(µ) | µ ∈ M−
erg(f)} ⊂ [λmin, supµ∈M−

erg(f)
λc(µ)].

特别地, {λc(µ) | µ ∈ M−
erg(f)} 为区间.

• λ 7→ htop(L(λ)) 为区间 [λmin, supµ∈M−
erg(f)

λc(µ)) 上的上凸连续函数.

• 对于任意 λ ∈ [λmin, supµ∈M−
erg(f)

λc(µ)), 如下变分原理成立:

htop(L(λ)) = sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}.

注 1.1 由 Fu 的极小性和 f 沿着 Fu 的一致扩张性知, 我们所研究的系统 f 是拓扑混合的, 即

对于任意两个非空开集 U 和 V , 存在 N ∈ N, 使得当 n > N 时, fn(U)∩ V ̸= ∅. 故这类系统是传递的,

即对于任意两个非空开集 U 和 V , 存在 m ∈ N, 使得 fm(U) ∩ V ̸= ∅.
“Blender” 是由 Bonatti 和 Dı́az [4] 引入的一种研究持续非双曲现象的工具, 而且 “blender” 在非

双曲系统中很常见 (参见文献 [5, 6]). 当定理 1.1 中的 f 具有中心稳定的 “blender” 时, 可以构造一列
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中心 Lyapunov 指数为负的周期测度使得其极限测度为遍历测度且中心 Lyapunov 指数为零, 即 f 有

非双曲遍历测度 (参见文献 [3, 10]). 此时

sup
µ∈M−

erg(f)

λc(µ) = 0.

但我们不知道函数 λ 7→ htop(L) 在 0 处是否连续, 主要原因是不清楚非双曲遍历测度能否被中心压缩

的双曲基本集在弱 ∗-拓扑和熵的意义下逼近.当系统两个强叶状结构 Fs和 Fu都极小时,文献 [18,21]

证明了上述函数在零 Lyapunov指数处是连续的,而且对于某些特殊的一步斜积系统,零 Lyapunov指

数水平集上的变分原理成立 (参见文献 [19]). 更多基于 Lyapunov 指数研究系统的重分形分析的结果

可参见文献 [23, 24,32,33,39].

2 预备知识

本节陈述本文所用到的概念和已知结论, 并对一些所需结果给出证明.

2.1 拓扑熵

本小节主要回顾非紧致集合上拓扑熵的定义, 该定义最早由 Bowen [13] 受 Hausdorff 维数定义启

发利用开覆盖的方式给出, 这里陈述由 Pesin [35] 利用 Bowen 球给出的等价定义.

设 (X, d) 为紧致度量空间, f : X → X 为连续映射. 给定 x ∈ X, n ∈ N 和 ε > 0, 则以 x 为中心

的 (n, ε)-Bowen 球定义为

Bn(x, ε) =
n−1∩
i=0

f−i(B(f i(x), ε)),

其中 B(·, ε) 表示以 · 为中心、半径为 ε- 的开球.

设 Y ⊂ X, 下面给出系统在 Y 上的拓扑熵. 给定 h > 0 和 ε > 0, 记

mh,ε(Y ) = lim
N→∞

inf

{∑
i∈N

e−nih

∣∣∣∣Y ⊂
∪
i∈N

Bni(xi, ε), ni > N

}
.

由定义可知, 存在唯一的 h0 > 0 使得 mh,ε(Y ) 从 +∞ 跳跃到 0. 令

htop,ε(Y ) = inf{h ∈ R | mh,ε(Y ) = 0} = sup{h ∈ R | mh,ε(Y ) = ∞}.

于是 f 在集合 Y 上的拓扑熵定义为

htop(Y ) = lim
ε→0

htop,ε(Y ).

文献 [13, 命题 1] 证明了当 Y = X 时上述拓扑熵的定义与经典拓扑熵的定义 [1] 相等, 于是一般

集合的拓扑熵是紧致集拓扑熵的推广. 更进一步地, Bowen [13] 给出了测度熵与非紧致集合拓扑熵之

间的联系.

给定 x ∈ X, 记 Vf (x) 为 { 1
n

∑n−1
i=0 δfi(x)}n∈N 在弱 ∗- 拓扑下的聚点集.

定理 2.1 (参见文献 [13, 定理 2 和 3]) 设 f 是紧致度量空间 (X, d) 上的连续映射.

• 若 µ 为 f - 遍历的, 则

htop(G(µ)) = hµ(f),
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其中 G(µ) = {x ∈ X | limn→∞
1
n

∑n−1
i=0 δfi(x) = µ}.

• 给定 t > 0, 定义集合

Q(t) = {x ∈ X | ∃µ ∈ Vf (x), hµ(f) 6 t},

则 htop(Q(t)) 6 t.

对于任意给定的 ε > 0 和 n ∈ N, 称集合 S ⊂ Y 为 Y 的 (n, ε)- 分离集, 若对于任意不同两点

x, y ∈ S, 存在 0 6 i 6 n− 1 使得

d(f i(x), f i(y)) > ε;

称集合 E ⊂ Y 为 Y 的 (n, ε)- 生成集, 若对于任意点 x ∈ Y , 存在 y ∈ E 使得

d(f i(x), f i(y)) < ε, 对于任意 i = 0, . . . , n− 1 成立.

对于一般的非紧致集 Y ⊂ X,也可以仿照紧致情形下的方式定义熵. 记 sn(Y, ε)为 Y 的最大 (n, ε)-

分离集的基数, rn(Y, ε) 为 Y 的最小 (n, ε)- 生成集的基数. 可以定义 Y 的上、下容度熵 (upper/lower

capacity entropy) 分别为

Chtop(Y ) = lim
ε→0

lim sup
n→+∞

1

n
log sn(Y, ε),

Chtop(Y ) = lim
ε→0

lim inf
n→+∞

1

n
log rn(Y, ε).

如下引理给出了这几种熵之间的关系和基本性质.

引理 2.1 (参见文献 [35, 章节 11]) 设 f 为紧致度量空间 X 上的连续映射, Y ⊂ X, 则

• Chtop(Y ) > Chtop(Y ) > htop(Y );

• 设 {Yi}i∈N 为 X 的子集, 则 Chtop(
∪

i∈N Yi) = limn→∞ Chtop(
∪n

i=1 Yi);

• 当 Y ⊂ Z 时, htop(Z) > htop(Y );

• 若 Y 是 f - 不变集, 则 Chtop(Y ) = Chtop(Y ).

注 2.1 (1) 引理 2.1 的第一条中可以取到严格不等号 (参见文献 [35, 例 11.1 和 11.2]).

(2) 当 Y 是 f - 不变集时, 简记 Chtop(Y ) 为 Chtop(Y ).

2.2 拓扑压及其 Legendre-Fenchel 变换

设 f 是紧致度量空间 (X, d) 上的同胚. 设 φ : X → R 为连续函数, 记

Snφ(x) =
n−1∑
i=0

φ(f i(x)).

下面给出系统关于连续函数 φ 的拓扑压的定义.

给定 n ∈ N 和 ε > 0, 定义

Pn(φ, ε) = sup

{ ∑
x∈E

eSnφ(x)

∣∣∣∣E 为 (n, ε)- 分离集

}
.

f 关于 φ 的拓扑压定义为

Ptop(φ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logPn(φ, ε).
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由变分原理 (参见文献 [43, 定理 9.10 和 推论 9.10.1]) 可知

Ptop(φ) = sup

{
hµ(f) +

∫
φdµ

∣∣∣∣µ ∈ Minv(f)

}
= sup

{
hµ(f) +

∫
φdµ

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f)

}
.

上述等式右边的上确界未必能由遍历测度或者不变测度所达到. 若不变测度 ν ∈ Minv(f) 满足

Ptop(φ) = hν(f) +

∫
φdν,

则称 ν 是 φ 的平衡态.

对于任意 q ∈ R, 定义压函数
P(q, φ) = Ptop(qφ).

在不引起混淆的情形下, 将 P(q, φ) 简记为 P(q). 由定义知 P(0) = htop(f).

由于本文研究紧致无边 Riemann 流形上的 C1- 微分同胚的性质, 本小节假设 htop(f) < +∞. 进

一步, 我们可以引入限制性的拓扑压. 设 N ⊂ Merg(f), 定义

PN (φ) = sup

{
hµ(f) +

∫
φdµ

∣∣∣∣µ ∈ N
}
.

类似地, 考虑压函数

PN (q, φ) = PN (qφ),

在不引起混淆的情形下, 将 P(q, φ) 简记为 PN (q).

对于紧致度量空间上的连续函数 φ : X → R, 记

∥φ∥∞ = sup
x∈M

|φ(x)|.

限制性压函数与拓扑压函数的性质类似, 下面介绍限制性压函数的性质. 关于拓扑压函数的性质可参

见文献 [43, 第 9 章].

引理 2.2 设 f 是紧致度量空间 (X, d) 上的同胚, N ⊂ Merg(f), φ : X → R 为连续函数, 则

• q 7→ PN (q) 为 Lipschitz 连续的下凸函数, 且 Lipschitz 常数为 ∥φ∥∞;

• 设 ψ : X → R 为连续函数, 则

|PN (q, φ)− PN (q′, ψ)| 6 |q − q′| · ∥φ∥∞ + |q′|∥φ− ψ∥∞.

证明 对于任意 q, q′ ∈ R 和 α ∈ [0, 1], 有

PN (αq + (1− α)q′) = sup

{
α

(
hµ(f) + q

∫
φdµ

)
+ (1− α)

(
hµ(f) + q′

∫
φdµ

) ∣∣∣∣µ ∈ N
}

6 αPN (q) + (1− α)PN (q′).

函数 PN (q) 的 Lipschitz 连续性由第二条得出. 下面给出第二条的证明.

对于 q, q′ ∈ R, 任取 ε > 0, 存在 µ, µ′ ∈ N 使得

PN (q, φ) 6 hµ(f) + q

∫
φdµ+ ε,

PN (q′, ψ) 6 hµ′(f) + q′
∫
ψdµ′ + ε.
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于是,

PN (q, φ)− PN (q′, ψ) 6 hµ(f) + q

∫
φdµ+ ε− hµ(f)− q′

∫
ψdµ

6 |q − q′|∥φ∥∞ + |q′|∥φ− ψ∥∞ + ε,

PN (q, φ)− PN (q′, ψ) > hµ′(f) + q

∫
φdµ′ − hµ′(f)− q′

∫
ψdµ′ − ε

> −|q − q′|∥φ∥∞ − |q′|∥φ− ψ∥∞ − ε,

由 ε 的任意性, 引理得证.

下面介绍压函数 PN (q)的 Legendre-Fenchel变换,该变换将用于证明水平集上的变分原理和熵的

连续性.

定义 2.1 设 N ⊂ Merg(f), φ : X → R 为连续函数, 定义函数

EN : R → R ∪ {−∞}, λ 7→ inf
q∈R

(PN (q)− qλ)

为压函数 PN (q) 的 Legendre-Fenchel 变换. 记

D(EN ) =
{
λ ∈ R

∣∣∣ inf
q∈R

(PN (q)− qλ) > −∞
}
.

注 2.2 在需要强调连续函数 φ 时, 将 Legendre-Fechel 变换记为 EN (λ, φ).

下面证明 D(EN ) 为区间.

引理 2.3 对于 D(EN ), 如下结论成立:(
inf
µ∈N

∫
φdµ, sup

µ∈N

∫
φdµ

)
⊂ D(EN ) ⊂

[
inf
µ∈N

∫
φdµ, sup

µ∈N

∫
φdµ

]
.

证明 任取 λ /∈ [infµ∈N
∫
φdµ, supµ∈N

∫
φdµ], 不妨设 λ > supµ∈N

∫
φdµ (另外一种情形证明相

似), 则

inf
q∈R

(PN (q)− qλ) = inf
q∈R

sup
µ∈N

hµ(f) + q

∫
φdµ− qλ

6 inf
q∈R

sup
µ∈N

htop(f) + q

∫
φdµ− qλ

6 inf
q>0

sup
µ∈N

htop(f) + q

(∫
φdµ− λ

)
6 inf

q>0
q

(
sup
µ∈N

∫
φdµ− λ

)
+ htop(f)

= −∞,

于是 λ /∈ D(EN ).

任取 λ ∈ (infµ∈N
∫
φdµ, supµ∈N

∫
φdµ), 则

inf
q∈R

(PN (q)− qλ) = inf
q∈R

sup
µ∈N

hµ(f) + q

∫
φdµ− qλ

> inf
q∈R

sup
µ∈N

q

∫
φdµ− qλ.
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当 q > 0 时, 有

sup
µ∈N

q

∫
φdµ− qλ > q ·

(
sup
µ∈N

∫
φdµ− λ

)
> 0.

当 q 6 0 时, 有

sup
µ∈N

q

∫
φdµ− qλ > q ·

(
inf
µ∈N

∫
φdµ− λ

)
> 0.

故 infq∈R(PN (q)− qλ) > −∞, 从而 λ ∈ D(EN ).

注 2.3 (1) 此后, 我们将 EN 只看作 D(EN ) 上的函数.

(2) 由定义知 EN : D(EN ) → R 为上凸函数.

(3) 对于任意 λ ∈ Int(D(EN )), 有 EN (λ) > 0.

下面探讨 EN 与熵的关系.

引理 2.4 若 {µ ∈ N |
∫
φdµ = λ} ≠ ∅, 则 λ ∈ D(EN ), 且

EN (λ) > sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ N ,

∫
φdµ = λ

}
.

证明 设 λ ∈ R 满足引理的假设条件, 则

inf
q∈R

(PN (q)− qλ) = inf
q∈R

sup
µ∈N

(
hµ(f) + q

∫
φdµ− qλ

)
> inf

q∈R
sup

{
hµ(f) + q

∫
φdµ− qλ

∣∣∣∣µ ∈ N ,

∫
φdµ = λ

}
= sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ N ,

∫
φdµ = λ

}
> 0.

特别地, λ ∈ D(EN ).

2.3 双曲基本集

设 f ∈ Diff1(M). 紧致 f - 不变集 Λ 称为双曲集, 如果存在 Df - 不变分解 TΛM = Es ⊕ Eu 和

N ∈ N 使得对于任意 x ∈ Λ, 有

∥DfN |Es∥ < 1

2
且 ∥Df−N |Eu(x)∥ <

1

2
.

双曲集 Λ 称为双曲基本集, 如果

• Λ 为传递集, 即存在 x ∈ Λ, 其正半轨道在 Λ 中稠密.

• 存在 Λ 的开邻域 U 使得

Λ =
∩
n∈Z

fn(U).

由于双曲集是可扩的 (参见文献 [45, 定理 4.14]), 从而测度熵随测度的变化是上半连续的 (参见文

献 [12]). 结合变分原理知, 双曲集上的连续函数总是有平衡态.

引理 2.5 设 Λ 为 f ∈ Diff1(M) 的双曲集, φ : Λ → R 为连续函数, 则{
µ ∈ Minv(f |Λ)

∣∣∣∣hµ(f) + ∫
φdµ = Ptop(φ)

}
为非空紧致的凸集.

597



张金华: 部分双曲系统的中心 Lyapunov 指数的熵谱

Bowen [14] 证明了双曲基本集上的 Hölder 连续函数的平衡态存在且唯一.

定理 2.2 [14] 设 Λ 为 f ∈ Diff1(M) 的双曲基本集, φ : Λ → R 为 Cα- 连续函数 (α > 0), 则存在

唯一的遍历测度 µ ∈ Merg(f |Λ) 使得

hµ(f) +

∫
φdµ = Ptop(φ).

双曲基本集上的重分形分析有如下经典结果:

定理 2.3 [38] 设 f ∈ Diff1(M), Λ 为双曲基本集, φ : Λ → R 为连续函数, 则

• 如下等式成立:{∫
φdµ

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f |Λ)
}

=

[
inf

µ∈Minv(f |Λ)

∫
φdµ, sup

µ∈Minv(f |Λ)

∫
φdµ

]
;

• 对每个 λ ∈ {
∫
φdµ | µ ∈ Merg(f |Λ)}, 有

htop(Lφ(λ)) = sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f),

∫
φdµ = λ

}
,

其中 Lφ(λ) = {x ∈M | lim|n|→∞
Snφ(x)

n = λ}.
下面给出双曲基本集上 EMerg 与测度熵的关系.

定理 2.4 设 f ∈ Diff1(M), Λ 为双曲基本集, φ : Λ → R 为连续函数. 对于任意 λ ∈ Int(D(EN )),

其中 N = Merg(f |Λ), 有

EN (λ) = sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Minv(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
= sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
.

证明 由引理 2.3 知

Int(D(EN )) =

(
inf

µ∈Merg(f |Λ)

∫
φdµ, sup

µ∈Merg(f |Λ)

∫
φdµ

)
.

由遍历分解定理知

inf
µ∈Merg(f |Λ)

∫
φdµ = inf

µ∈Minv(f |Λ)

∫
φdµ, sup

µ∈Merg(f |Λ)

∫
φdµ = sup

µ∈Minv(f |Λ)

∫
φdµ.

由定理 2.3 知, 对于任意 λ ∈ Int(D(EN )), 有{
µ ∈ Merg(f |Λ)

∣∣∣∣ ∫ φdµ = λ

}
̸= ∅.

由变分原理知, 对于任意 q ∈ R, 有

sup

{
hµ(f) + q

∫
φdµ

∣∣∣∣µ ∈ Minv(f |Λ)
}

= PN (q).

重复引理 2.4 的证明过程, 对于任意 λ ∈ Int(D(EN )), 有

EN (λ) > sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Minv(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
> sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
.
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任给 λ ∈ Int(D(EN )), 下面只需要证明

sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
> EN (λ). (2.1)

设

δ0 =
1

4
min

{
sup
µ∈N

∫
φdµ− λ, λ− inf

µ∈N

∫
φdµ

}
.

取 0 < ε≪ δ0 充分小, 使得当 Hölder 连续函数 ψ : Λ → R 满足 ∥φ− ψ∥∞ < ε 时, 必有

inf
µ∈N

∫
ψdµ+ δ0 < λ < sup

µ∈N

∫
ψdµ− δ0. (2.2)

由引理 2.2 知

|PN (q)−PN (q, ψ)| 6 |q|∥φ− ψ∥∞ < |q|ε, 对于任意 q ∈ R 成立. (2.3)

由定理 2.2 知, 对于任意 q ∈ R, 存在唯一的遍历测度 µq ∈ Merg(f |Λ) 使得

hµq (f) + q

∫
ψdµq = PN (q, ψ).

断言 2.1 q 7→ µq 为连续映射, 即 µq 关于 q 连续.

证明 假设 qn 收敛于 q0. 由于不变测度空间在弱 ∗- 拓扑下是紧致的, 不妨假设 µqn 弱 ∗- 收敛
于 ν. 往证 ν = µq0 .

由测度熵的上半连续性知

hν(f) + q0

∫
ψdν > lim sup

n→+∞
hµqn

(f) + qn

∫
ψdµqn = lim sup

n→+∞
PN (qn, ψ).

由引理 2.2 知 hν(f) + q0
∫
ψdν > PN (q0, ψ). 由变分原理可知 hν(f) + q0

∫
ψdν = PN (q0, ψ). 由定

理 2.2 知 ν = µq0 .

断言 2.2 存在 −htop(f)/δ0 < q̂ < htop(f)/δ0 使得∫
ψdµq̂ = λ.

证明 当 q > 0 时, 有

hµq (f) + q

∫
ψdµq = PN (q, ψ) > sup

µ∈N
q

∫
ψdµ = q sup

µ∈N

∫
ψdµ.

于是当 q > htop(f)/δ0 时有 ∫
ψdµq > sup

µ∈N

∫
ψdµ− δ0.

同理可证, 当 q < −htop(f)/δ0 时有 ∫
ψdµq < inf

µ∈N

∫
ψdµ+ δ0.

由断言 2.1 和 (2.2) 知, 存在 −htop(f)/δ0 6 q̂ 6 htop(f)/δ0 使得∫
ψdµq̂ = λ.

断言 2.2 证毕.
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由断言 2.2 知

sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Merg(f |Λ),
∫
φdµ = λ

}
> hµq̂

(f) = PN (q̂, ψ)− q̂λ

(2.3)

> PN (q̂)− q̂λ− |q̂| · ε

> EN (λ)− |q̂| · ε

> EN (λ)− ε · htop(f)
δ0

.

由 ε > 0 的任意性, (2.1) 得证. 定理 2.4 证毕.

2.4 同宿相关

设 f ∈ Diff1(M),点 p和 q 为 f 的双曲周期点. 称 p和 q 是同宿相关的,如果 W s(Op)与 Wu(Oq)

有横截交点, 且 Wu(Op) 与 W s(Oq) 有横截交点.

由经典的 Birkhoff-Smale 定理知, 对于同宿相关的两个双曲周期点 p 和 q, 存在双曲基本集 Λ 使

得 p, q ∈ Λ. 上述结论也对同宿相关的双曲基本集成立. 我们有如下经典结论, 其证明可仿照文献 [31,

定理 6.5.5].

定理 2.5 设 f ∈ Diff1(M), Λ 和 Λ′ 为 f 的双曲基本集. 若存在 Λ 中的周期点 p 和 Λ′ 中的周

期点 p′ 使得 p 和 p′ 同宿相关, 则存在 f 的双曲基本集 Λ̂ 使得 Λ ∪ Λ′ ⊂ Λ̂.

2.5 双曲测度的逼近

Katok 和 Mendoza 在文献 [31, 附录 S] 中证明了 C1+α- 微分同胚的双曲遍历测度能被双曲基本

集在弱 ∗- 拓扑和熵的意义下逼近. 对于 C1- 微分同胚, 当双曲遍历测度的双曲分解为控制分解时, 类

似结论成立 (参见文献 [26, 27]). 为了方便起见, 我们只对中心一维部分双曲微分同胚陈述这方面的

结果.

定理 2.6 (参见文献 [26, 27, 31]) 设 f ∈ Diff1(M) 为中心一维部分双曲微分同胚, µ ∈ Merg(f)

且 λc(µ) < 0, 则对于任意 ε > 0, 存在中心压缩的双曲基本集 Λε 使得

• htop(f |Λε) > hµ(f)− ε;

• 对于任意测度 ν ∈ Minv(f |Λε), 有 d(µ, ν) < ε.

2.6 穷举族

本小节介绍由 Dı́az等 [18] 引入的穷举族 (exhausting family)的概念. 我们将在微分同胚的情形陈

述这一概念.

定义 2.2 设 f ∈ Diff1(M), φ :M → R 为连续函数, 且 N ⊂ Merg(f). 一列紧致不变集 {Ki}i∈N

称为 (φ,N )- 穷举族, 如果

(1) Mi := Merg(Ki) ⊂ N ;

(2) Ki 为双曲基本集;

(3) 记 Pi(q) = PMi(q), Ei(λ) = infq∈R(Pi(q)− qλ), 则对每个 λ ∈ Int(D(Ei)), 有

Ei(λ) = sup

{
hµ(f)

∣∣∣∣µ ∈ Mi,

∫
φdµ = λ

}
;
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(4) 对每个 q ∈ R, 有
lim
i→∞

PMi(q) = PN (q);

(5) 如下等式成立:

inf
µ∈N

∫
φdµ = lim

i→∞
inf

µ∈Mi

∫
φdµ 且 sup

µ∈N

∫
φdµ = lim

i→∞
sup

µ∈Mi

∫
φdµ.

注 2.4 (1) 由文献 [46, 定理 6.2] 知, 对于任意 λ ∈ Int(D(EN )) 有 limi→∞ Ei(λ) = EN (λ).

(2) 在穷举族的定义中, 我们不要求
∪

i∈N Mi = N .

(3) 在穷举族的定义中, 第三条可由第二条及定理 2.4 得出. 为了方便使用该定义, 故此保留第

三条.

我们将利用穷举族结合双曲基本集上经典的重分形分析的结果证明我们的主要结论.

3 主要结论的证明

本节首先对于我们考虑的系统证明穷举族的存在性,再利用双曲基本集对水平集作拓扑熵的逼近,

最后利用穷举族和水平集的熵逼近给出定理 1.1 的证明.

3.1 穷举族的存在性

Dı́az等在文献 [18,命题 6.3]中对一类持续传递一步斜积型系统证明了穷举族的存在性. 文献 [21]

考虑了两个叶状结构均极小的情形. 对于中心一维部分双曲微分同胚, 若强不稳定叶状结构 Fu 是极

小的, 本小节将对中心指数为负的遍历测度集证明穷举族的存在性.

设 f ∈ Diff1(M)为中心一维部分双曲微分同胚,记M−
erg(f)为中心 Lyapunov指数为负的遍历测

度构成的集合. 引入如下记号:

φc(x) = log ∥Df |Ec(x)∥, x ∈M.

本小节的主要结果如下.

命题 3.1 设 f ∈ Diff1(M) 为中心一维部分双曲微分同胚. 假设

• f 的强不稳定叶状结构 Fu 是极小的;

• f 具有中心 Lyapunov 指数为负的周期轨道,

则 f 具有 (φc,M−
erg(f))- 穷举族 {Ki}i∈N, 且 Ki ⊂ Ki+1 对于任意 i ∈ N 成立.

证明 我们采用归纳法构造一列递增的中心压缩型的双曲基本集 {Ki}i∈N 满足

PMerg(f |Ki
)(q)−PM−

erg(f)
(q) > −1

i
, 对于任意 q ∈ [−i, i] 成立. (3.1)

当 i = 0 时, 取 K0 为中心指数为负的双曲周期轨道, 上述不等式自然成立.

假设结论对 j 6 i − 1 已构造出中心压缩型的双曲基本集 {K0, . . . ,Ki−1} 使得对应的 (3.1) 成立.

取有限个 q1, . . . , qk ∈ [−i, i] 使得 {q1, . . . , qk} 在集合 [−i, i] 中 (8i · ∥φc∥∞)−1- 稠密.

对于每个 qj , 取遍历测度 µj ∈ M−
erg(f) 使得

PM−
erg(f)

(qj) < hµj (f) + qj

∫
φcdµj +

1

4i
. (3.2)
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由定理 2.6 可知, 存在中心压缩的双曲基本集 Λj 使得

• hµj (f) < htop(f |Λj ) +
1
4i ;

• 对于任意 µ ∈ Minv(f |Λj ), 有∣∣∣∣ ∫ φcdµ−
∫
φcdµj

∣∣∣∣ < 1

4i(|qj |+ 1)
.

设 νj 为 Λj 上的最大熵测度, 即 hνj (f) = htop(f |Λj ). 于是有

PMerg(f |Λj
)(qj) > hνj

(f) + qj

∫
φcdνj

> hµj (f)−
1

4i
+ qj

∫
φcdµj −

1

4i
(3.2)
> PM−

erg(f)
(qj)−

3

4i
. (3.3)

由于 Fu 是极小的且双曲基本集 Λj 的不稳定流形为强不稳定流形,故 {Λj}kj=1 两两同宿相关.由

定理 2.5 可知, 存在中心压缩的双曲基本集 K̂i 使得

k∪
j=1

Λj ⊆ K̂i.

从而Merg(f |Λj
) ⊂ Merg(f |K̂i

). 结合 (3.3), 有

PMerg(f |K̂i
)(qj) > PM−

erg(f)
(qj)−

3

4i
, 对每个 qj 都成立.

对于任意 q ∈ [−i, i], 取 qj 使得 |q − qj | < (8i · ∥φc∥∞)−1, 由引理 2.2 知

PMerg(f |K̂i
)(q) > PMerg(f |K̂i

)(qj)− |q − qj | · ∥φc∥∞

> PM−
erg(f)

(qj)−
3

4i
− |q − qj | · ∥φc∥∞

> PM−
erg(f)

(q)− 3

4i
− 2|q − qj | · ∥φc∥∞

> PM−
erg(f)

(q)− 1

i
.

对于中心压缩的双曲基本集 Ki−1 和 K̂i, 由 Fu 的极小性和定理 2.5 可知, 存在中心压缩的双曲

基本集 Ki 使得

Ki ⊇ Ki−1 ∪ K̂i.

注意到

PMerg(f |Ki
)(q) > PMerg(f |K̂i

)(q), 对于任意 q ∈ R 成立.

由构造方式, {Ki}i∈N 满足定义 2.2(1), 2.2(2) 和 2.2(4). 由每个 Ki 为双曲基本集, 由定理 2.4 得到定

义 2.2(3).

由于Merg(f |Ki) ⊂ Merg(f |Ki+1) ⊂ N , 故

lim
i→∞

sup
µ∈Mi

∫
φdµ 6 sup

µ∈N

∫
φdµ. (3.4)
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任给 ε > 0, 取 q0 > 0 充分大使得 q0 · ε > htop(f). 由限制性压函数的定义有

PMi(q0) 6 htop(f) + q0 · sup
µ∈Mi

∫
φdµ, PN (q0) > q0 · sup

µ∈N

∫
φdµ.

结合 q0 的取法, 令 i→ +∞, 则有

sup
µ∈N

∫
φdµ < ε+ lim

i→∞
sup

µ∈Mi

∫
φdµ.

由 ε 的任意性和 (3.4) 知 supµ∈N
∫
φdµ = limi→∞ supµ∈Mi

∫
φdµ.

同理可证

inf
µ∈N

∫
φdµ = lim

i→∞
inf

µ∈Mi

∫
φdµ.

从而 {Ki}i∈N 满足定义 2.2(5).

3.2 水平集的马蹄逼近

为证明定理 1.1, 我们需要利用马蹄 (或双曲基本集) 对水平集的拓扑熵作逼近.

命题 3.2 设 f ∈ Diff1(M) 为中心一维部分双曲微分同胚, λ < 0 满足 L(λ) ̸= ∅. 假设 f 的强不

稳定叶状结构是极小的, 则任给 η > 0, 存在中心压缩的双曲基本集 Λη 使得

• htop(f |Λη ) > Chtop(L(λ))− η;

• 对于任意测度 ν ∈ Minv(f |Λη ), 有 |
∫
log ∥Df |Ec∥dν − λ| < η.

命题 3.2 的证明方式是对 L(λ) 中基数足够大的分离集中的每个点, 利用强不稳定叶状结构的极

小性找到具有一定双曲性的周期伪轨 (参见文献 [11, 第 4 章] 和 [47, 第 3 章]), 应用廖 - 甘的跟踪引

理 [25] 得到具有分离性质的周期轨道, 然后从这些具有分离性质的周期轨道得到双曲基本集. 这方面

的证明已在诸多文献中出现过, 可参见文献 [20, 27,31,47]. 这里给出该命题的证明概要.

命题 3.2 的证明概要 取 η ∈ (0, λ/4). 任取 k ∈ N, 记

Lk(λ) = {x ∈ L(λ) | k−1 · en(λ−η/4) 6 ∥Dfn|Ec(x)∥ 6 k · en(λ+η/4),∀n ∈ N},

则 Lk(λ) 为关于 k 的递增集合列, 且 L(λ) =
∪

k∈N Lk(λ). 由引理 2.1 可知, 存在 k0 ∈ N 使得

Chtop(Lk0(λ)) > Chtop(L(λ))− η/4.

由文献 [40, 推论 3.3] (或文献 [44, 引理 3.8]) 可知, 存在 r0 = r(k0, λ) 使得每个 x ∈ Lk0(λ) 都有相切

于 Es ⊕ Ec、尺寸为 r0 的稳定流形 W s
r0(x).

取 δ0 ∈ (0, r0) 充分小使得对于任意 x, y ∈M , 当 d(x, y) < δ 时, 有

|log ∥Df |Ec(x)∥ − log ∥Df |Ec(x)∥| < η/4.

对于任意 d≪ δ0,由强不稳定叶状结构 Fu 的极小性、f 沿 Eu 的一致扩张性以及 Eu 与 Es ⊕Ec

的横截性可知, 存在 md ∈ N, 使得对于任意 x ∈ M , fmd(Fu
d/2(x)) 与每个切于 Es ⊕ Ec 且半径为 d/2

的圆盘相交, 其中 Fu
d/2(x) 表示叶片 Fu(x) 中以 x 为中心、半径为 d/2- 的圆盘.

根据上容度熵的定义, 对充分小的 ε > 0, 存在无穷多个 n ∈ N 使得集合 Lk0(λ) 的最大基数的

(n, ε)- 分离集 Sn 满足

#Sn > en(Chtop(L(λ))−η/2).
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对 d≪ ε 以及每个 x ∈ Sn, 存在 x̂ ∈ Fu
δ0
(x) 使得

• f i(x̂) ∈ Fu
d/2(f

i(x)) 对于任意 i 6 n 成立;

• fn+md(x̂) ∈W s
d/2(x).

于是得到新的集合 Ŝn = {x̂ | x ∈ Sn} 为 (n, ε− d)- 分离集. 注意到我们可以要求 d ≪ ε, md ≪ n (以

下将多次利用这一条件). 故当 n 充分大时, 有

k−1
0 · ei(λ−η/2) 6 ∥Df i|Ec(x̂)∥ 6 k0 · ei(λ+η/2), 当 x̂ ∈ Ŝn, i 6 n+md 时.

于是对每个 x̂ ∈ Ŝn, 应用廖 - 甘的跟踪引理 [25], 得到周期为 n+md 的周期点集 P̂n, 使得

• #P̂n = #Sn > en(Chtop(L(λ))−η/2) > e(n+md)(Chtop(L(λ))−η);

• P̂n 为 (n, ε/2)- 分离集;

• k−1
0 · ei(λ−3η/4) 6 ∥Df i|Ec(p̂)∥ 6 k0 · ei(λ+3η/4), 其中 p̂ ∈ P̂n, i 6 n+md.

对上述周期点集 P̂n 应用文献 [47, 定理 4.1] 即可得到所需的双曲基本集.

3.3 定理 1.1 的证明

由命题 3.1 知微分同胚 f 有 (φc,M−
erg(f))- 穷举族 {Ki}i∈N. 记Mi = Merg(f |Ki). 由定理 2.3 知

{λc(µ) | µ ∈ Mi} =
[

inf
µ∈Mi

λc(µ), sup
µ∈Mi

λc(µ)
]
.

由定义 2.2(5) 知 (
inf

µ∈M−
erg(f)

λc(µ), sup
µ∈M−

erg(f)

λc(µ)
)
⊂ {λc(µ) | µ ∈ M−

erg(f)}.

注意到

λmin = inf{λc(µ) | µ ∈ Minv(f)} = inf{λc(µ) | µ ∈ Merg(f)} < 0.

由遍历分解定理知上述下确界可以在M−
erg(f) 中取到. 综上可知[

λmin, sup
µ∈M−

erg(f)

λc(µ)
)
⊂ {λc(µ) | µ ∈ M−

erg(f)} ⊂
[
λmin, sup

µ∈M−
erg(f)

λc(µ)
]
. (3.5)

定理 1.1 第一条结论得证.

由引理 2.3 知

Int(D(EM−
erg(f)

)) =
(
λmin, sup

µ∈M−
erg(f)

λc(µ)
)
.

断言 3.1 对于任意 λ ∈ Int(D(EM−
erg(f)

)), 有

EM−
erg(f)

(λ) = sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}.

证明 由 (3.5) 知 {µ ∈ Merg(f) | λc(µ) = λ} ≠ ∅. 由引理 2.4 得

EM−
erg(f)

(λ) > sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}.

由定义 2.2(3) 和注 2.4 知

EM−
erg(f)

(λ) = lim
i→+∞

EMi(λ) = lim
i→+∞

sup{hµ(f) | µ ∈ Mi, λ
c(µ) = λ}

6 sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}.

断言 3.1 得证.
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由注 2.3知 EM−
erg(f)

为区间 D(EM−
erg(f)

)上的上凸函数,故 EM−
erg(f)

在开区间 Int(D(EM−
erg(f)

))上

连续, 从而

λ ∈ Int(D(EM−
erg(f)

)) 7→ sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}

为连续的上凸函数.

断言 3.2 对于任意 λ ∈ Int(D(EM−
erg(f)

)), 有 EM−
erg(f)

(λ) = htop(L(λ)).

证明 对于任意 µ ∈ Merg(f), 若 λc(µ) = λ, 则 µ(L(λ)) = 1. 由定理 2.1 得

htop(L(λ)) > sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}.

由引理 2.1 得 htop(L(λ)) 6 Chtop(L(λ)). 取 η > 0 充分小使得当 |λ′ − λ| < η 时, 有

|EM−
erg(f)

(λ′)− EM−
erg(f)

(λ)| < η.

由命题 3.2 可知, 存在中心压缩的双曲基本集 Λη 使得

• htop(f |Λη
) > Chtop(L(λ))− η;

• 对于任意测度 ν ∈ Minv(f |Λη ), 有 |
∫
log ∥Df |Ec∥dν − λ| < η.

设 νη 为 Λη 的最大熵测度, 则

htop(L(λ)) 6 Chtop(L(λ)) 6 hνη (f) + η 6 EM−
erg(f)

(λc(νη)) + η < EM−
erg(f)

(λ) + 2η.

由 η 的任意性可得 htop(L(λ)) 6 EM−
erg(f)

(λ).

由断言 3.1 和 3.2 可知, 当 λ ∈ Int(D(EM−
erg(f)

)) = (λmin, supµ∈M−
erg(f)

λc(µ)) 时, 有

htop(L(λ)) = EM−
erg(f)

(λ) = sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λ}. (3.6)

故定理 1.1 结论的第二和三条在开区间 (λmin, supµ∈M−
erg(f)

λc(µ)) 上得证.

断言 3.3 水平集 L(λmin) 上的变分原理成立, 即

htop(L(λmin)) = sup{hµ(f) | µ ∈ Minv(f), λ
c(µ) = λmin}

= sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λmin}.

证明 由 λmin 定义可知,当 µ ∈ Minv(f)且 λc(µ) = λmin 时, µ的每个遍历分支的中心 Lyapunov

指数也等于 λmin. 由测度熵的仿射性质可知

sup{hµ(f) | µ ∈ Minv(f), λ
c(µ) = λmin} = sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ

c(µ) = λmin}.

令

t0 = sup{hµ(f) | µ ∈ Minv(f), λ
c(µ) = λmin},

则 L(λmin) ⊂ Q(t0), 其中 Q(t0) = {x ∈M | ∃µ ∈ Vf (x), hµ(f) 6 t0}. 由定理 2.1 有

htop(L(λmin)) 6 htop(Q(t0)) 6 t0.

再次应用定理 2.1 知 htop(L(λmin)) > sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λmin}. 故

htop(L(λmin)) = sup{hµ(f) | µ ∈ Minv(f), λ
c(µ) = λmin}

= sup{hµ(f) | µ ∈ Merg(f), λ
c(µ) = λmin}.

证毕.
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最后, 只需要证明

lim
λ→λ+

min

htop(L(λ)) = htop(L(λmin)).

由引理 2.4知 λmin ∈ D(EN ).由 EM−
erg(f)

为区间D(EM−
erg(f)

)上的上凸函数知,极限 limλ→λ+
min
htop(L(λ))

存在且

lim
λ→λ+

min

htop(L(λ)) > htop(L(λmin)). (3.7)

由 (3.6) 可知, 存在 µn ∈ Merg(f) 满足 λc(µn) = λmin + 1
n , 且

lim
λ→λ+

min

htop(L(λ)) = lim
n→+∞

hµn(f).

不妨假设 µn 弱 ∗- 收敛于不变测度 µ∞, 则 λc(µ∞) = λmin. 由于 f 是中心一维部分双曲微分同胚, 故

测度熵为上半连续的 (参见文献 [17, 34]). 再结合断言 3.3 知

lim
λ→λ+

min

htop(L(λ)) 6 hµ∞(f) 6 htop(L(λmin)).

结合 (3.7) 知

lim
λ→λ+

min

htop(L(λ)) = htop(L(λmin)).

定理 1.1 证毕.
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The entropy spectrum of the center Lyapunov exponents for
partially hyperbolic systems
Jinhua Zhang
Abstract In this paper, we study the entropy spectrum of the center Lyapunov exponents for a class of transitive
partially hyperbolic diffeomorphisms with a one-dimensional center bundle. We show that if the strong unstable
foliation is minimal, then the topological entropy of the level sets defined by the negative center Lyapunov
exponents varies continuously with respect to the center Lyapunov exponents, and the variational principle holds
for such level sets.
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