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摘要 本文综述 Ray-Singer 解析挠率与复值解析的定义、性质以及它们与拓扑挠率之间的关系.
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1 引言

拓扑挠率由 Reidemeister [28] 和 Franz [18] 于 20 世纪 30 年代在研究棱镜空间时引进. 对于固定

的 p, 棱镜空间 L(p, q) 有相同的基本群和同调群, 但是它们却不是同胚的. 拓扑挠率可以用来区分同

伦等价但不同胚的棱镜空间. 对于光滑流形, 由流形的光滑剖分, 我们可以定义 Reidemeister-Franz 挠

率 (或者称为 Reidemeister 挠率). 由于流形的光滑剖分是等价的, 所以 Reidemeister 挠率不依赖于光

滑剖分.

Ray 和 Singer [27] 在 20 世纪 70 年代提出如何用解析的方法描述 Reidemeister 挠率. 设 F 是闭

流形 M 上的酉的平坦向量丛, Ray 和 Singer [27] 定义了解析挠率并且证明了其不依赖于 M 的度量

的选取. 进一步地, 他们猜测解析挠率等于 M 的 Reidemeister 挠率. 后来这个猜想被 Cheeger [15] 和

Müller [25] 分别独立地证明. Müller [26] 将 Cheeger-Müller 定理推广到了 F 是幺模的平坦向量丛的情

形. 同时, Bismut 和 Zhang [4] 用 Witten 形变 [41] 的方法将 Cheeger-Müller 定理推广到了一般平坦向

量丛的情形. Bismut 和 Zhang [5] 把文献 [4] 中的结果推广到了等变的情形.

如果流形 M 是带边的, Hassell [19], Lück [22] 和 Vishik [40] 在平坦丛的度量是平坦的以及流形的度

量在边界附近具有乘积结构的条件下分别研究了 Ray-Singer解析挠率和 Cheeger-Müller定理. Dai和

Fang [16] 研究了流形度量在边界附近不是乘积结构的情形. Brüning 和 Ma [10] 研究了一般情形的绝对

边界条件的 Ray-Singer 解析挠率并得到了其反变公式. Brüning 和 Ma [11] 研究了一般情形的相对边

界条件的 Ray-Singer 解析挠率并且得到了 Cheeger-Müller 定理和 Ray-Singer 解析挠率的粘合公式.

另一方面, Turaev [37, 38] 将 Reidemeister 挠率的概念推广到了复值的情形. Braverman 和

Kappeler [7, 9] 在奇数维流形上定义了精细解析挠率并且证明了其与 Turaev 挠率的比值的模为 1.
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Burghelea 和 Haller [12] 在平坦丛上存在非退化的对称双线性型的条件下定义了复值的解析挠率并

且猜想其 Cheeger-Müller 定理成立. Su 和 Zhang [36] 证明了 Burghelea-Haller 猜想. 后来, Burghelea

和 Haller [13] 在差一个符号的情形下也证明了他们的猜想. Su [33] 把文献 [36] 的结果推广到了带边

流形. Cappell 和 Miller [14] 也定义了一种复值解析挠率并且用文献 [36] 中的方法证明了 Cheeger-

Müller 定理. Vertman [39] 研究了紧的带边流形的精细解析挠率. Huang [20] 研究了紧的带边流形上

的 Cappell-Miller解析挠率. Molina [24] 证明了紧的带边流形上 Burghelea-Haller解析挠率的反变公式.

Su [32–34] 分别研究了紧的带边流形上 Burghelea-Haller 解析挠率和 Cappell-Miller 解析挠率并得到了

它们的 Cheeger-Müller 定理.

本文介绍 Turaev 挠率、Ray-Singer 解析挠率与复值解析挠率的定义、性质以及它们之间的关系.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节介绍 Turaev 挠率的定义. 第 3 节介绍 Thom-Smale 复形以及一些

组合挠率.第 4节介绍 Ray-Singer解析挠率.第 5节介绍几种复值解析挠率.第 6节介绍 Bismut-Lott

解析挠率形式以及其可能的复值推广.

2 Turaev 挠率

设 E 是一个 k 维的复向量空间, 记

detE = Λk(E).

设 (C∗, ∂) 是一个有限维的链复形

(C∗, ∂) : 0→ Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1−−−→ · · · ∂1−→ C0 → 0,

其中 Ci, 0 6 i 6 n 是有限维的复向量空间.

记

H∗(C∗, ∂) =

n⊕
i=0

Hi(C∗, ∂)

是 (C∗, ∂) 的同调群.

记

detC∗ =
n⊗

i=0

(detCi)
(−1)i ,

detH∗(C∗, ∂) =
n⊗

i=0

(detHi(C∗, ∂))
(−1)i

分别是 C∗ 和 H∗(C∗, ∂) 的行列式线. 则有以下典则同构 (参见文献 [1, 21]):

φC : detC∗ ∼= detH∗(C∗, ∂).

类似地, 如果 (C∗, ∂) 是一个上链复形, 则也可以定义 detC∗ 和 detH∗(C∗, ∂). 同样有典则同构

φ′
C : detC∗ ∼= detH∗(C∗, ∂).

如果 (C∗, ∂, ∂′) 上有两个算子 ∂ 和 ∂′ 满足 (∂q)
2 = 0, (∂′q)

2 = 0,

0→ C0 ∂0−→ C1 ∂1−→ · · · ∂n−1−−−→ Cn → 0, 0←− C0 ∂′
0←− C1 ∂′

1←− · · ·
∂′
n−1←−−− Cn ←− 0,
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则有同构

detH∗(C
∗, ∂′)

(φC)−1

−−−−−→ detC∗ φ′
C−−→ detH∗(C∗, ∂). (2.1)

由 (2.1) 定义了一个元 (参见文献 [14])

τ(C∗, ∂, ∂′) ∈ detH∗(C∗, ∂)⊗ (detH∗(C
∗, ∂′))−1. (2.2)

下面介绍 Turaev 挠率 (参见文献 [17]). 设 X 是一个有限的 CW 空间且 χ(X) = 0. 设 F 是 X

上的平坦向量丛, 平坦联络记为 ∇F . 给 X 的所有胞腔一个定向.对于 X 的一个胞腔 a, 记 Γ(a, F )为

a 上的 F 的平坦截面空间. X 的取值于 F 的 q- 链定义为

Cq(X,F ) =
⊕

dima=q

Γ(a, F ).

则在 C∗(X,F )上可以按照通常的方法定义边缘算子使其构成一个复形,记 H∗(X,F ) = H∗(C∗(X,F )).

设 e 是一个 Euler 结构 (参见文献 [17, 第 207 页]). 固定 X 中的一点 x 以及 Fx 的一组基 ex. 记

βa : [0, 1]→ X 是连接 x = βa(0)和 a中一个点 βa(1)的道路. 因为 χ(X) = 0, 所以 1-链
∑

a(−1)|a|βa
是一个 Euler 链且其边界是

∑
a(−1)|a|βa(1). 选取道路 {βa}a 使其代表 e. 我们将 ex 沿着 βa 作平行

移动, 得到 Fβa(1) 的一组基, 从而得到 a 上的平坦截面空间的一组基. 由此得到 Cq(X,F ) 的一组基,

并且通过外积得到 cq ∈ detCq(X,F ). 定义

τ0 = φC(c0 ⊗ c−1
1 ⊗ c2 ⊗ · · · ⊗ c(−1)m

m ) ∈ detH∗(X,F ).

取 X 的一个同调定向 o,即 detH∗(X,R)的一个定向.考虑胞腔链复形 CR = C∗(X,R),则 X 的胞

腔的定向以及胞腔的排列顺序决定了 CR 的一组基, 进而得到 c ∈ detCR. 如果 φCR(c) ∈ detH∗(X,R)
定义了 o, 则 (同调) Turaev 挠率 τ(X, e, o, F ) [17] 定义为 τ0, 如果相反则 τ(X, e, o, F ) 定义为 −τ0.
τ(X, e, o, F ) 不依赖于 x, ex 和 βa 的选取.

对于上述 (X,F ), 也可以定义上链复形

Cq(X,F ) =
⊕

dima=q

Γ(a, F ), δq : Cq(X,F )→ Cq+1(X,F ).

记 F ∗ 是 F 的对偶丛, 则 Cq(X,F ) 和 Cq(X,F
∗) 是对偶的. 从而有配对

Hq(X,F )⊗Hq(X,F
∗)→ C,

进而有配对

[·, ·] : detH∗(X,F )⊗ detH∗(X,F
∗)→ C.

给定一个上同调定向 o, 即 detH∗(X,R) 的定向. 则其决定了一个同调定向使得配对为 1, 仍然记同调

定向为 o. 则 (上同调) Turaev 挠率 ρe,o(∇F ) [17] 定义为 detH∗(X,F ) 中的元使得

[ρe,o(∇F ), τ(X, e, o, F ∗)] = 1.

3
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3 Thom-Smale 复形与组合挠率

本节介绍 Thom-Smale复形以及一些组合挠率.关于 Thom-Smale复形的内容可以参见文献 [4,42].

设 M 是闭的连通的光滑流形, 其维数为 n. 为简单起见,假设 M 是定向的. 设 (F,∇F )是复的平

坦向量丛, 平坦联络为 ∇F . 记 F 是 F 的平坦截面构成的层, H•(M,F ) 为 F 的上同调群.

设 (F ∗,∇F∗) 是 F 的对偶向量丛, 平坦联络为 ∇F∗ .

设 f :M → R是一个Morse函数. 取M 的 Riemann度量 gTM 使得梯度向量场X = ∇f ∈ Γ(TM)

满足 Smale 横截性条件 (参见文献 [30, 31]).

记

B = {x ∈M ;X(x) = 0}.

对于 x ∈ B, 记 Wu(x) 和 W s(x) 分别为 x 处的关于 −X 的不稳定胞腔和稳定胞腔. 分别取

Wu(x) 和 W s(x) 的定向为 O−
x 和 O+

x . 对于 x, y ∈ B 且 Morse 指标满足

ind(y) = ind(x)− 1,

则

Γ(x, y) =Wu(x) ∩W s(y)

由 −X 的有限条积分曲线构成. 此外, 对于 γ ∈ Γ(x, y), 由以上的定向, 可以定义 nγ(x, y) = ±1 (参见

文献 [4, (1.28)]).

对于 x ∈ B, 记 [Wu(x)] 为 Wu(x) 生成的复线. 记

C∗(W
u, F ∗) =

⊕
x∈B

[Wu(x)]⊗ F ∗
x ,

Ci(W
u, F ∗) =

⊕
x∈B,ind(x)=i

[Wu(x)]⊗ F ∗
x .

对于 x, y ∈ B 且 ind(y) = ind(x)− 1, 如果 γ ∈ Γ(x, y), f∗ ∈ F ∗
x , 记

τγ(f
∗) ∈ F ∗

y

是 f 关于 F ∗ 的平坦联络沿着 γ 的平行移动. 如果 x ∈ B, f∗ ∈ F ∗
x , 定义

∂(Wu(x)⊗ f∗) =
∑

y∈B,ind(y)=ind(x)−1

∑
γ∈Γ(x,y)

nγ(x, y)W
u(y)⊗ τγ(f∗). (3.1)

则有链复形 (C∗(W
u, F ∗), ∂), 其中 ∂ : Ci(W

u, F ∗)→ Ci−1(W
u, F ∗).

对于 x ∈ B, 记 [Wu(x)]∗ 为 [Wu(x)] 的对偶. 记复形 (C∗(Wu, F ), ∂) 为 (C∗(W
u, F ∗), ∂) 的对偶.

对于 0 6 i 6 n, 有

Ci(Wu, F ) =
⊕

x∈B,ind(x)=i

[Wu(x)]∗ ⊗ Fx, (3.2)

以及典则同构 (参见文献 [4, (1.48)])

detC•(Wu, F ) ∼= detH•(M,F ). (3.3)

记 gF 为 F 上的 Hermite 度量. 对于 x ∈ B, 记 ∥ · ∥detFx 为 detFx 的度量. 则由 (3.2) 可知,

∥ · ∥detFx (x ∈ B) 诱导了 detC•(Wu, F ) 上的度量 ∥ · ∥detC•(Wu,F ).

4
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定义 3.1 (参见文献 [4,定义 1.9]) 由 detC•(Wu, F )上的度量 ∥ · ∥detC•(Wu,F ) 通过同构 (3.3)得

到的 detH•(M,F ) 的度量称为 detH•(M,F ) 的 Milnor 度量, 记为 ∥ · ∥M,X
detH•(M,F ).

记 D(Wu) 为 Wu 的对偶胞腔, 则有典则同构

Θ : Ci(Wu, F ) ∼= Cn−i(D(Wu), F ).

记 ∂̃ 是 D(Wu) 的边缘算子, 则在复形 C∗(Wu, F ) 上有两个算子 ∂ 和 ∂′ = Θ−1∂̃Θ. 则通过 (2.2),

Cappell 和 Miller [14] 定义了组合挠率

τCM
comb(M,F ) = τcomb(C

∗(Wu, F ), ∂, ∂′) ∈ detH∗(M,F ⊕ F ∗),

且 τCM
comb(M,F ) 不依赖于胞腔分解. 这里用到了以下同构 (参见文献 [14]):

det(H∗(C(Wu, F ), ∂))⊗ (det(H∗(C(W
u, F ), ∂′)))−1

∼= det(H∗(C(Wu, F ), ∂))⊗ (det(Hn−∗(C(D(Wu), F ), ∂̃)))−1

∼= det(H∗(M,F ))⊗ det(Hn−∗(M,∂M,F ))−1

∼= det(H∗(M,F ))⊗ det(H∗(M,F ∗))−1

∼= detH∗(M,F ⊕ F ∗). (3.4)

假设 F 上存在沿纤维的非退化的对称双线性型 bF , 则由 bF 可以定义 [Wu(x)]∗⊗Fx 上的对称双

线性型使得对于 f, f ′ ∈ Fx, 有

⟨Wu(x)∗ ⊗ f,Wu(x)∗ ⊗ f ′⟩ = ⟨f, f ′⟩bFx . (3.5)

对于 0 6 i 6 n, 由 (3.5) 可以得到 Ci(Wu, F ) 上的非退化的对称双二次型, 使得 (3.2) 是正交的,

进而得到 detC•(Wu, F ) 上一个非退化的对称双线性型, 记为 bdetC•(Wu,F ).

定义 3.2 (参见文献 [36, 定义 2.2]) 由 detC•(Wu, F ) 上的对称双线性型 bdetC•(Wu,F ) 通过同构

(3.3) 得到 detH•(M,F ) 上的一个对称双线性型, 称为 Milnor 对称双线性挠率, 记为 bM(M,F,bF ,−X).

注 3.1 在上述定义中, 我们将 bM(M,F,bF ,−X) 直接看作是 detH•(M,F ) 上的对称双线性型, 这一

点和文献 [36] 有区别. 以下类似的情况, 我们都通过某种典则同构看作是 detH•(M,F ) 上的元.

假设 χ(M) = 0, 设 e ∈ Eul(M,Z) 是一个 Euler 结构 (参见文献 [12, 第 2.1 小节]). 取一个基点

x0 ∈M . 对于任意 x ∈ B, 选取一条道路

σx, σ(0) = x0, σx(1) = x

使得

e =

[
X,
∑
x∈B

(−1)ind(x)σx

]
.

取 Fx0 的一个非退化对称双线性型 bFx0 . 对于 x ∈ B, 由 bFx0 沿着 σx 作平行移动可以得到 Fx 上的

非退化双线性型 bFx . 类似地, 可以得到 detH∗(M,F ) 上的非退化对称双线性型, 其不依赖于 X, x0,

bFx0 和 σx 的选取, 称为 Burghelea-Haller 组合挠率, 记为 τ comb
F,e

[12].

记

θ(F, bF ) = Tr[(bF )−1∇F bF ] (3.6)

5



苏广想: Ray-Singer 解析挠率与复值解析挠率

为 Kamber-Tondeur 1- 形式. 则 θ(F, bF ) 是 M 上的闭的 1- 形式, 且其同调类只依赖于 bF 的同伦

类. 记

c =
∑
x∈B

(−1)ind(x)σx,

则有 (参见文献 [12, (46)])

τ comb
F,e = bM(M,F,bF ,−X) · exp

(
−
∫
c

θ(F, bF )

)
. (3.7)

4 Ray-Singer 解析挠率

设 M 是一个 n 维闭的定向 Riemann 流形, Riemann 度量记为 gTM . 设 F 是 M 上的平坦向量

丛, 平坦联络记为 ∇F , 度量记为 gF . 记 ⟨·⟩F 和 ⟨·⟩Λ(T∗M)⊗F 分别为 F 和 Λ(T ∗M)⊗ F 上的内积.

记 Ω∗(M,F ) =
⊕n

i=0 Ω
i(M,F )是 Λ(T ∗M)⊗F =

⊕n
i=0(Λ

i(T ∗M)⊗F )的光滑截面. 记 dF 为 ∇F

诱导的 Ω(M,F ) 上的算子, 则 (dF )2 = 0. 由 gTM 和 gF 可以定义 Ω(M,F ) 上的内积 ⟨·, ·⟩. 记 dF∗ 是

dF 对于 ⟨·, ·⟩ 的形式伴随算子. 对于 0 6 i 6 n, 记

Ωi
{0}(M,F ) = {f ∈ Ωi(M,F ), dF f = 0, dF∗f = 0},

Ω∗
{0}(M,F ) =

n⊕
i=0

Ωi
{0}(M,F ).

则 Ωi
{0}(M,F )作为 Ωi(M,F )的子空间有 ⟨·, ·⟩诱导的度量. 由Hodge理论可知Hi(M,F )和 Ωi

{0}(M,F ),

0 6 i 6 n, 是典则同构的. 从而由 ⟨·, ·⟩ 得到 H•(M,F ) 上的度量 gH
•(M,F ), 进而得到 detH•(M,F ) 上

的度量 | · |RS
detH•(M,F ), 称为 L2 度量.

记

D = dF + dF∗ .

记 Ω∗
{0}(M,F )⊥ 为 Ω∗

{0}(M,F ) 在 Ω∗(M,F ) 中对于 ⟨·, ·⟩ 的正交补. 记 P 和 P⊥ 分别为 Ω∗(M,F ) 到

Ω∗
{0}(M,F )和 Ω∗

{0}(M,F )⊥ 的正交投影.则 Hodge Laplace算子 D2 作用在 Ω∗
{0}(M,F )⊥ 上是可逆的,

逆算子记为 (D2)−1.

如果 α ∈ Ωk(M,F ), 定义算子 N 为

Nα = kα.

定义 4.1 (参见文献 [4, 定义 2.1]) 对于 s ∈ C, Re(s) > n/2, 记

θ(s) = −Trs[N(D2)−sP⊥],

其中 Trs[·] = Tr[(−1)N ·]. 由文献 [29] 知, θ(s) 可以延拓为 s ∈ C 上的亚纯函数并且在 s = 0 处是全纯

的. Ray-Singer 解析挠率定义为

exp

{
1

2

∂θ

∂s
(0)

}
.

定义 4.2 (参见文献 [4, 定义 2.2]) detH•(M,F ) 上的 Ray-Singer 度量 ∥ · ∥RS
detH•(M,F ) 定义为

∥ · ∥RS
detH•(M,F ) = | · |

RS
detH•(M,F ) exp

{
1

2

∂θ

∂s
(0)

}
.

6
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记 ∇TM 是对于 gTM 的 Levi-Civita 联络, RTM 是其曲率. 则 Euler 形式定义为

e(TM,∇TM ) = Pf

[
RTM

2π

]
,

其中 Pf 是 Pfaffian 算子 (参见文献 [42, (3.19)]).

类似 (3.6), 定义 θ(F, gF ) ∈ Ω1(M).

记 g′TM 是 M 上的另一个度量, ∇′TM 是其 Levi-Civita 联络. 记 ẽ(TM,∇TM ,∇′TM ) 是 Chern-

Simons 类 (参见文献 [42, 命题 3.6]), 使得

dẽ(TM,∇TM ,∇′TM ) = e(TM,∇′TM )− e(TM,∇TM ).

记 g′F 是 F 上的另一个度量, ∥ · ∥′detF 是由 g′F 诱导的 detF 上的度量. 记 ∥ · ∥′RS
detH•(M,F ) 是由

(g′TM , g′F ) 定义的 detH•(M,F ) 上的 Ray-Singer 度量. 则有以下反变公式.

定理 4.1 (参见文献 [4, 定理 4.7]) 以下等式成立:

Log

(
∥ · ∥′RS

detH•(M,F )

∥ · ∥RS
detH•(M,F )

)2

=

∫
M

Log

(
∥ · ∥′2detF
∥ · ∥2detF

)
e(TM,∇TM )

−
∫
M

θ(F, g′F )ẽ(TM,∇TM ,∇′TM ). (4.1)

给定一个 Morse 函数 f , 且取定一个 Riemann 度量 gTM 使得 X := ∇f 满足 Smale 横截性条件.

记 ψ(TM,∇TM )是在文献 [2,23]中构造的 TM 上的 (n− 1)-流, 其限制在 TM \ {0}上诱导了球丛上
的光滑形式. Bismut 和 Zhang 证明了以下 Cheeger-Müller 定理.

定理 4.2 (参见文献 [4, 定理 7.1]) 以下等式成立:

Log

(
∥ · ∥RS

detH•(M,F )

∥ · ∥M,X
detH•(M,F )

)2

= −
∫
M

θ(F, gF )X∗ψ(TM,∇TM ). (4.2)

5 复值解析挠率

5.1 Burghelea-Haller 解析挠率

本小节介绍 Burghelea-Haller 解析挠率 (参见文献 [12]). 设 M 是 n 维连通的闭的光滑 Riemann

流形, Riemann 度量记为 gTM . 为简单起见, 假设 M 是定向的. 设 F 是 M 上的平坦向量丛, 记平坦

联络为 ∇F . 假设 F 上存在沿着纤维的非退化的对称双线性型 bF .

对于 0 6 i 6 n, 记

Ωi(M,F ) = Γ(Λi(T ∗M)⊗ F ), Ω∗(M,F ) =
n⊕

i=0

Ωi(M,F ).

记 dF : Ωi(M,F )→ Ωi+1(M,F ) 为由 ∇F 诱导的外微分算子. 由 gTM 和 bF 得到 Ω∗(M,F ) 上一个对

称双线性形式: 如果 u = αf , v = βg ∈ Ω∗(M,F ) 使得 α, β ∈ Ω∗(M), f, g ∈ Γ(F ), 则

⟨u, v⟩b =
∫
M

(α ∧ ∗β)bF (f, g), (5.1)

7
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其中 ∗ 是 Hodge 星号算子 (参见文献 [42]).

考虑 de Rham 复形

(Ω∗(M,F ), dF ) : 0→ Ω0(M,F )
dF

−−→ Ω1(M,F )→ · · · dF

−−→ Ωn(M,F )→ 0. (5.2)

记

dF∗
b : Ωi(M,F )→ Ωi−1(M,F )

为 dF 对于 (5.1) 的形式伴随算子, 即对于

u, v ∈ Ω∗(M,F ),

有

⟨dFu, v⟩b = ⟨u, dF∗
b v⟩b.

记

Db = dF + dF∗
b , D2

b = (dF + dF∗
b )2 = dF∗

b dF + dF dF∗
b . (5.3)

则 Laplace 算子 D2
b 保持 Ω∗(M,F ) 的 Z- 分次.

如果 λ 是 D2
b 的谱, 记 Ω∗

{λ}(M,F ) 为相应的 (广义) 特征空间, 即存在 Nλ ∈ N 使得

(D2
b − λ)Nλ |Ω∗

{λ}(M,F ) = 0.

命题 5.1 (参见文献 [12, 命题 4.1]) 算子 D2
b 有以下性质.

(i) D2
b 的谱是离散的. 对于任意的 θ > 0, D2

b 的谱只有有限个在角 {z ∈ C | −θ < arg(z) < θ}
之外.

(ii) 如果 λ 是 D2
b 的谱, 则 Ω∗

{λ}(M,F ) 是有限维的并且只包含光滑的微分形式. 我们有以下 D2
b

不变的并且关于 ⟨·, ·⟩b 正交的分解

Ω∗(M,F ) = Ω∗
{λ}(M,F )⊕ Ω∗

{λ}(M,F )⊥. (5.4)

D2
b − λ 在 Ω∗

{λ}(M,F )⊥ 的限制是可逆的.

(iii) 分解 (5.4) 关于 dF 和 dF∗
b 是不变的.

(iv) 对于 λ ̸= µ, 特征空间 Ω∗
{λ}(M,F ) 和 Ω∗

{µ}(M,F ) 关于 ⟨·, ·⟩b 是正交的.

对于 a > 0, 记

Ω∗
[0,a](M,F ) =

⊕
06|λ|6a

Ω∗
{λ}(M,F ).

记 Ω∗
[0,a](M,F )⊥ 为 Ω∗

[0,a](M,F ) 关于 ⟨·, ·⟩b 的正交补空间. 则 (Ω∗
[0,a](M,F ), dF ) 构成一个有限维的

复形, 其上同调群等于 (Ω∗(M,F ), dF ) 的上同调群. 此外, 对称双线性型 ⟨·, ·⟩b 诱导了 Ωi
[0,a](M,F ),

0 6 i 6 n, 上的对称双线性型. 从而得到了 detH∗(Ω∗
[0,a](M,F ), dF ) = detH∗(Ω∗(M,F ), dF ) 上的对称

双线性挠率 bdetH∗(Ω∗
[0,a]

(M,F ),dF ).

对于 0 6 i 6 n, 记 D2
b,i 为 D2

b 在 Ωi(M,F ) 上的限制. 则以下正则 zeta 行列式是良好定义的 (参

见文献 [12]):

det′(D2
b,(a,+∞),i) = exp

(
− ∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

Tr[(D2
b,i|Ω∗

[0,a]
(M,F )⊥)

−s]

)
.

8
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定义 5.1 (参见文献 [36, 定义 2.3]) 对称双线性型

bdetH∗(Ω∗
[0,a]

(M,F ),dF )

n∏
i=0

(det′(D2
b,(a,+∞),i))

(−1)ii

通过典则同构可以看作是 detH∗(M,F ) 上的对称双线性型, 称为 detH∗(M,F ) 的 Ray-Singer 对称双

线性挠率, 记为 bRS
(M,F,gTM ,bF ).

记 g′TM 为 M 上的另一个度量, ∇′TM 是相应的 Levi-Civita 联络. 记 b′F 是 F 上的另一个非退

化的对称双线性型. Burghelea 和 Haller 证明了以下反变公式.

定理 5.1 (参见文献 [12, 定理 4.2]) 假设 bF 和 b′F 在 F 的非退化的对称双线性型中是同伦的,

则以下等式成立:

bRS
(M,F,g′TM ,b′F )

bRS
(M,F,gTM ,bF )

= exp

(∫
M

log(det((bF )−1b′F ))e(TM,∇TM )

)
× exp

(
−
∫
M

θ(F, b′F )ẽ(TM,∇TM ,∇′TM )

)
. (5.5)

对于 Ray-Singer 对称双线性挠率 bRS
(M,F,gTM ,bF ) 和 Milnor 对称双线性挠率 bM(M,F,bF ,−X), 有以下

Cheeger-Müller 定理.

定理 5.2 (参见文献 [36, 定理 3.1]) 以下等式在 C 中成立:

bRS
(M,F,gTM ,bF )

bM
(M,F,bF ,−X)

= exp

(
−
∫
M

θ(F, bF )X∗ψ(TM,∇TM )

)
. (5.6)

假设 χ(M) = 0, α ∈ Ωn−1(M,C) 使得 dα = e(TM,∇TM ), 则 Burghelea-Haller 对称双线性挠率定

义为

τanF,gTM ,bF ,α = bRS
(M,F,gTM ,bF ) · exp

(∫
M

θ(F, bF ) ∧ α
)
. (5.7)

上述取定的 α 与度量 gTM 定义了一个余 Euler 结构 e∗ = [gTM , α] ∈ Eul∗(M,C), 则 τanF,gTM ,bF ,α

只依赖余 Euler 结构 e∗, 不依赖代表元 (gTM , α) 的选取. 记 τanF,gTM ,bF ,α 为 τanF,e∗,bF .

设 e 是一个 Euler 结构, 取 e 的对偶的余 Euler 结构 P (e) = [gTM , α], 则有 (参见文献 [12])∫
M\B

θ(F, bF ) ∧ (X∗ψ(TM,∇TM )− α) =
∫
c

θ(F, bF ). (5.8)

则由 (3.7)、定理 5.2、(5.7) 和 (5.8), 可得 (参见文献 [36, 定理 10.1])

τanF,P (e),bF = τ comb
F,e . (5.9)

设 gF 是 F 上的 Hermite度量,则用 gF 代替 bF ,我们构造 Ray-Singer解析挠率作为 detH∗(M,F )

上的内积, 记为 bRS
(M,F,gTM ,gF ).

命题 5.2 (参见文献 [36, 命题 10.1]) 假设 M 是奇数维的, 则以下等式成立:∣∣∣∣∣ b
RS
(M,F,gTM ,bF )

bRS
(M,F,gTM ,gF )

∣∣∣∣∣ = 1. (5.10)

9
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5.2 Braverman-Kappeler 精细解析挠率

本小节介绍 Braverman-Kappeler 精细解析挠率 (参见文献 [7]). 设 M 是奇数维闭的定向光滑流

形, 维数为 d = 2r − 1. 设 F 是 M 上的复的平坦向量丛, 平坦联络记为 ∇F . 记 dF : Ω∗(M,F ) →
Ω∗+1(M,F ). 记 gTM 为 Riemann 度量, 定义手性算子 Γ 为

Γω := ir(−1)
k(k+1)

2 ∗ ω.

定义奇的符号算子为

B = ΓdF + dFΓ : Ω∗(M,F )→ Ω∗(M,F ).

记

Ωeven(M,F ) :=
r−1⊕
p=0

Ω2p(M,F ), Ωodd(M,F ) :=
r⊕

p=1

Ω2p−1(M,F ),

Beven = B|Ωeven(M,F ), Bodd = B|Ωodd(M,F ).

对于 k = 0, . . . , d, 算子 B2 保持 Ω∗(M,F ) 的 Z- 分次. 假设 I 是区间 [0, λ], (λ, µ] 或者 (λ,+∞)

的一种. 记 ΠB2,I 是 B2 对于区间 I 的谱投影算子. 记

Ω∗
I(M,F ) := ΠB2,I(Ω

∗(M,F )) ⊂ Ω∗(M,F ).

对于 k = 0, . . . , d, 记

Ωk
+,I(M,F ) := Ker(dFΓ) ∩ Ωk

I(M,F ),

Ωk
−,I(M,F ) := Ker(ΓdF ) ∩ Ωk

I(M,F ),

Ωeven
±,I (M,F ) =

r−1⊕
p=0

Ω2p
±,I(M,F ).

记 BIeven 是 B 在 Ωeven
I 上的限制, 则

BI
even : Ωeven

±,I (M,F )→ Ωeven
±,I (M,F ).

因为 dF 和 B 是交换的, 所以 Ω∗
I(M,F ) 是 Ω∗(M,F ) 的子复形. 我们有

Ω∗(M,F ) = Ω∗
[0,λ](M,F )⊕ Ω∗

(λ,∞)(M,F ).

记 ΓI 为 Γ在 Ω∗
I(M,F )上的限制. 则对于有限维复形 (Ω∗

[0,λ](M,F ), dF ), 由文献 [7, 定义 4.3], 有

挠率

ρΓ[0,λ]
= ρΓ[0,λ]

(dF , gTM ) ∈ detH∗
[0,λ](M,F ).

由 H∗
[0,λ](M,F ) 和 H∗(M,F ) 的典则同构, 我们将 ρΓ[0,λ]

看作是 detH∗(M,F ) 中的元.

设 θ ∈ (−π, 0) 是算子 Beven 的 Agmon 角, 由文献 [7, 命题 7.8] 知

ρ(dF , gTM ) := Detgr,θ(B(λ,∞)
even ) · ρΓ[0,λ]

∈ detH∗(M,F )

不依赖于 θ 和 λ 的选取.

为了给出精细解析挠率的定义, 我们简单介绍非自伴算子的 η- 不变量的定义.

10
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定义 5.2 (参见文献 [7,定义 6.16]) 设 E是M 上的 Hermite向量丛, D : C∞(M,E)→ C∞(M,E)

是 m 阶椭圆微分算子, m > 1 且 D 的主特征是自伴的. 设 θ 是 D 的 Agmon 角. 记 Π> 和 Π< 分别

是到 D 的所有实部大于零与实部小于零的广义特征空间的投影. 定义 D 的 η- 函数为

ηθ(s,D) = ζθ(s,Π>, D)− ζθ(s,Π<,−D).

关于 ζθ(s,Π>, D) 和 ζθ(s,Π<, D) 的定义参见文献 [7, (6-5)].

ηθ(s,D) 可以亚纯延拓到整个复平面 C, 并且在 0 点是正则的. ηθ(0, D) 不依赖于 Agmon 角 θ 的

选取, 记为 η(0, D).

记 m+(D)和 m−(D)分别是 D 在正的虚半轴和负的虚半轴上的特征值个数 (记重数). 记 m0(D)

为 0 作为 D 的特征值的重数.

定义 5.3 (参见文献 [7, 定义 6.17]) D 的 η- 不变量定义为

η(D) =
1

2
(η(0, D) +m+(D)−m−(D) +m0(D)).

记 Btrivial = Btrivial(gTM ) : Ωeven(M) → Ωeven(M) 是相应于度量 gTM 的奇的符号算子的偶的部

分. 记

ηtrivial(g
TM ) =

1

2
η(0,Btrivial(gTM )).

定义 5.4 (参见文献 [7, 定义 9.8]) 精细解析挠率定义为

ρan = ρan(d
F ) := ρ(dF , gTM ) · exp

(
iπ(rankF )ηtrivial(g

TM )
)
.

精细解析挠率与 Ray-Singer 解析挠率有以下关系.

定理 5.3 (参见文献 [7, 定理 11.3]) 记 ∥ · ∥RS
detH∗(M,F ) 是 detH∗(M,F ) 的 Ray-Singer 度量, 则

∥ρan∥RS
detH∗(M,F ) = exp(πIm(η(dF , gTM ))),

其中

η(dF , gTM ) = η(Beven(dF , gTM )).

精细解析挠率与 Ray-Singer 对称双线性挠率有以下关系.

定理 5.4 (参见文献 [6, 定理 1.2]) 设 M 是奇数维闭的定向 Riemann 流形. 设 F 是 M 上的复

的平坦向量丛, 平坦联络记为 ∇F . 假设 F 上有非退化的对称双线性型 bF , 则有以下等式:

bRS
(M,F,gTM ,bF )(ρan) = ± exp(−2πi(η(dF , gTM )− (rankF )ηtrivial(g

TM ))). (5.11)

5.3 Cappell-Miller 解析挠率

本小节介绍 Cappell-Miller 解析挠率 (参见文献 [14]). 设 M 是 n 维光滑的闭的定向 Riemann 流

形, Riemann 度量记为 gTM . 设 F 是 M 上复的平坦向量丛, 平坦联络为 ∇F . 则有 de Rham 复形

(Ω•(M,F ), dF ). Cappell 和 Miller [14] 定义了算子

dF,∗
♭ = (−1)np+n+1(∗ ⊗ IdF )d

F (∗ ⊗ IdF ) : Ω
p(M,F )→ Ωp−1(M,F ).

由定义可知 (dF,∗
♭ )2 = 0.

11
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Cappell 和 Miller 考虑如下 Laplace 算子:

∆F
♭ = (dF + dF,∗

♭ )2 = dF dF,∗
♭ + dF,∗

♭ dF .

∆F
♭ 是非自伴算子, 其主特征与 D2 的主特征一样.

取 K > 0, 使其不是 ∆F
♭ 的广义特征值的实部.记 S(p,K)是 ∆F

♭ 作用在 Ωp(M,F )上的所有实部

大于 K 的广义特征值 (含重数) 的集合. 则 zeta 函数

ζp,F,K,gTM (s) =
∑

λj∈S(p,K)

1

λsj

对于 Re(s) > n
2 是有定义的. 由 Seeley 的方法可知, ζp,F,K,gTM (s) 可以亚纯延拓到整个复平面且在

s = 0是全纯的,从而 ζ ′p,F,K,gTM (0)是有定义的. 类似 Ray-Singer解析挠率, Cappell和 Miller [14] 定义

Ray-Singer(F,K, gTM ) = exp

(
1

2

n∑
q=0

(−1)qqζ ′(q, F,K, gTM )(0)

)
.

记 V (p, F,K, gTM ) 是 Ωp(M,F ) 中 ∆F
♭ 的实部小于 K 的广义特征值对应的广义特征向量构成的

空间. 由于

∆F
♭ d

F = dF∆F
♭ , (∗ ⊗ IdF )∆

F
♭ = ∆F

♭ (∗ ⊗ IdF ),

则复形

C∗(F,K, gTM ) :=
n⊕

p=0

V (p, F,K, gTM )

有两个算子 dF 和 dF∗
♭ , 即有复形

(C∗(F,K, gTM ), dF , dF∗
♭ ).

则由 (2.2) 有

torsion(C∗(F,K, gTM ), dF , dF∗
♭ )

∈ detH∗(C∗(F,K, gTM ), dF )⊗ (detH∗(C
∗(F,K, gTM ), dF∗

♭ ))−1

∼= detH∗(M,F )⊗ (detH∗(M,F ))(−1)n+1

. (5.12)

定理 5.5 (参见文献 [14, 定理 8.3]) 定义

τCM
an (M,F ) := torsion(C∗(F,K, gTM ), dF , dF∗

♭ ) · Ray-Singer(F,K, gTM )2.

则 τCM
an (M,F ) 不依赖于 K > 0 以及度量 gTM 的选取.

当流形 M 定向且维数 n 为奇数时, 由上同调群的 Poincaré 对偶可以得到如下同构:

detH∗(M,F )⊗ (detH∗(M,F ))(−1)n+1 ∼= (detH∗(M,F ))2 ∼= detH∗(M,F ⊕ F ∗). (5.13)

利用文献 [4, 36] 中的方法, Cappell 和 Miller 证明了以下 Cheeger-Müller 定理.

定理 5.6 (参见文献 [14, 定理 10.1]) 设 M 是一个奇数维闭的定向 Riemann 流形, 则

τCM
an (M,F ) = τCM

comb(M,F ) ∈ detH∗(M,F ⊕ F ∗). (5.14)

12
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由文献 [8, 命题 4.2] 和 [8, 定理 5.1], 有

τCM
an (M,F ) = exp(2πi(η(dF , gTM )− (rankF )ηtrivial(g

TM )))ρan ⊗ ρan. (5.15)

注 5.1 由 (5.9), (5.14) 和 (5.15) 可以看出 Burghelea-Haller 解析挠率、Braverman-Kappeler 精

细解析挠率和 Cappell-Miller解析挠率在某种程度上都给出了 Turaev挠率的平方的解析解释,但是如

何给出 Turaev 挠率的解析解释仍然是一个公开的问题.

6 解析挠率形式

设 M 是光滑的定向闭流形, 设 F 是 M 上的复的平坦向量丛, 其平坦联络记为 ∇F . 记 gF 为 F

上的 Hermite 度量. 记

ω(∇F , gF ) = (gF )−1∇F gF , (6.1)

则 ω(∇F , gF ) 是取值在 End(F ) 上的 1 次微分形式. 定义 φ : Λ•(T ∗M)→ Λ•(T ∗M) 为

φα = (2πi)−degα/2α. (6.2)

设 h 是一个奇的全纯函数, 记

h(∇F , gF ) = (2πi)1/2φTr[h(ω(∇F , gF )/2)]. (6.3)

则由文献 [3] 可知, h(∇F , gF ) 是闭形式且其同调类 h(∇F ) 不依赖于 F 上 Hermite 度量 gF 的选取.

设 X →M
π−→ S 是一个光滑纤维丛, 纤维 Xs = π−1(s) 是闭的连通的. 为了简单起见, 假设 X 是

定向的. 设 F 是 M 上的一个复的平坦丛, ∇F 是平坦联络. 记 H∗(X,F |X) 是 S 上的复的平坦丛, 其

s ∈ S 处的纤维同构于 H∗(Xs, F |Xs). 记 ∇H∗(X,F |X) 是 H∗(X,F |X) 上的 Gauss-Manin 联络. 记 TX

是垂直切丛, e(TX) ∈ HdimX(M) 是 TX 的 Euler 类.

定理 6.1 (参见文献 [3, 定理 3.17]) 以下等式在 Hodd(S,R) 中成立:

h(∇H∗(X,F |X)) =

∫
X

e(TX)h(∇F ). (6.4)

为了在微分形式的水平上建立等式 (6.4), Bismut 和 Lott [3] 定义了解析挠率形式. 记 THM 是纤

维丛的水平分布, 即 THM 是 TM 的一个子丛, 使得

TM = THM ⊕ TX.

假设纤维丛 M 上有垂直的 Riemann 度量 gTX , F 上有 Hermite 度量 gF . 记 ∗ 是由 gTX 定义的

Hodge 星号算子. 记 W 是 S 上无穷维 Z- 分次的向量丛, 其在 s ∈ S 上的纤维是 C∞(Xs, (Λ(T
∗X)⊗

F )|Xs). 则 W 上有 Hermite 度量 hW 使得对于 u, u′ ∈ C∞(B,W ) 和 s ∈ B, 有

(⟨u, u′⟩hW )(s) =

∫
Xs

⟨u(s) ∧ ∗u′(s)⟩gF . (6.5)

记 dM 是 Ω∗(M,F ) 上的外微分算子, (dM )∗ 是 dM 相对于 (6.5) 的伴随算子. 记 N 是 W 上的数

字算子, 即 N 作用在 C∞(M,Λk(T ∗X)⊗ F ) 上为乘以 k. 记

f(a) = a exp(a2).

13
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对于 t > 0, Bismut 和 Lott [3] 定义

C ′
t = tN/2dM t−N/2,

C ′′
t = t−N/2(dM )∗tN/2,

Ct =
1

2
(C ′′

t + C ′
t),

Dt =
1

2
(C ′′

t − C ′
t)

以及

f(C ′
t, h

W ) = (2iπ)1/2φTrs[f(Dt)], f∧(C ′
t, h

W ) = φTrs

[
N

2
f ′(Dt)

]
.

记

χ′(X,F ) =

dim(X)∑
j=0

(−1)jjrk(Hj(X,F |X)).

定义 6.1 (参见文献 [3, 定义 3.22]) 解析挠率形式 T (THM, gTX , gF ) ∈ Ω(S) 定义为

T (THM, gTX , gF )

= −
∫ +∞

0

[
f∧(C ′

t, h
W )− χ′(X,F )

2
f ′(0)−

(
dimXrk(F )χ(Z)

4
− χ′(X,F )

2

)
f ′
(
i
√
t

2

)]
. (6.6)

由文献 [3, 定理 3.29] 可知, T (THM, gTX , gF ) 的 0 次部分就是 Ray-Singer 解析挠率.

一个自然的问题是, 如何定义复值的解析挠率形式. 假设 F 上存在非退化的对称双线性型 bF , 类

似地可以在 W 上定义非退化的对称双线性型

(⟨u, u′⟩bW )(s) =

∫
Xs

⟨u(s) ∧ ∗u′(s)⟩bF .

这种情况的问题在于 Ω∗
{0}(X,F |X) 一般不是 S 上的丛, 所以不能直接按照 Bismut 和 Lott 的方法定

义复值的解析挠率形式.

假设 M 上存在沿纤维的 Morse 函数 F : M → R, 并且相对于 gTX 梯度向量场 Y = −∇F 满足
Smale 横截性条件. 对于 T ∈ R, 定义 bFT = e−2TFbF . 则 bFT 是 F 上的非退化的对称双线性型. 由 gTX

和 bFT 可以定义 W 上的非退化双线性型 bWT . 对于充分大的 T > 0, Ω∗
T,[0,1](X,F |X) (参见文献 [35, 定

义 2.5]) 是 S 上的丛, Su [35] 将 Bismut-Lott 指标定理推广到了复值的情形. 对于复值解析挠率形式,

这也是一种可能的方法. 通过文献 [3, 定理 3.24] 可以看出这样定义的复值解析挠率形式依赖于所取

的充分大的 T . 另一种可能的方法是按照 Cappell 和 Miller 的方法定义复值解析挠率形式, 则由文献

[3, 定理 3.24] 可以看出其可能不依赖于所取的充分大的 T .

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的宝贵建议.
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28 Reidemeister K. Homotopieringe und Linsenräume. Abh Math Semin Univ Hambg, 1935, 11: 102–109

29 Seeley R T. Complex powers of an elliptic operator. Proc Sympos Pure Appl Math, 1967, 10: 288–307

30 Smale S. On gradient dynamical systems. Ann of Math (2), 1961, 74: 199–206

31 Smale S. Differentiable dynamical systems. Bull Amer Math Soc (NS), 1967, 73: 747–817

32 Su G X. Burghelea-Haller analytic torsion for manifolds with boundary. Proc Amer Math Soc, 2009, 137: 4295–4306

33 Su G X. A Cheeger-Müller theorem for symmetric bilinear torsions on manifolds with boundary. Sci China Math,

2015, 58: 423–446

34 Su G X. A Cheeger-Müller theorem for Cappell-Miller torsions on manifolds with boundary. Manuscripta Math, 2016,

149, 369–388

35 Su G X. Complex valued Bismut-Lott index theorem. Acta Math Sin (Engl Ser), 2020, 36: 1221–1231

36 Su G X, Zhang W P. A Cheeger-Müller theorem for symmetric bilinear torsions. Chin Ann Math Ser B, 2008, 29:

385–424

37 Turaev V G. Reidemeister torsion in knot theory. Uspekhi Mat Nauk, 1986, 41: 97–147

38 Turaev V G. Euler structures, nonsingular vector fields, and torsions of Reidemeister type. Math USSR Izv, 1990, 34:

627–662

39 Vertman B. Refined analytic torsion on manifolds with boundary. Geom Topol, 2009, 13: 1989–2027

40 Vishik S M. Generalized Ray-Singer conjecture I: A manifold with a smooth boundary. Comm Math Phys, 1995, 167:

1–102

41 Witten E. Supersymmetry and Morse theory. J Differential Geom, 1982, 17: 661–692

15

https://doi.org/10.1090/S0894-0347-1995-1303026-5
https://doi.org/10.1007/BF01895837
https://doi.org/10.1007/BF01895837
https://doi.org/10.5802/aif.2336
https://doi.org/10.5802/aif.2336
https://doi.org/10.2140/gt.2007.11.139
https://doi.org/10.1007/s00039-006-0574-7
https://doi.org/10.1007/s00209-012-1045-5
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2007.03.027
https://doi.org/10.1002/mana.200910122
https://doi.org/10.1002/cpa.20307
https://doi.org/10.2307/1971113
https://doi.org/10.4310/AJM.2000.v4.n3.a10
https://doi.org/10.4310/CAG.1998.v6.n2.a2
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-10-10362-1
https://doi.org/10.7146/math.scand.a-11642
https://doi.org/10.1016/0040-9383(86)90007-8
https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2013.04.003
https://doi.org/10.1016/0001-8708(78)90116-0
https://doi.org/10.1016/0001-8708(71)90045-4
https://doi.org/10.1007/BF02940717
https://doi.org/10.2307/1970311
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1967-11798-1
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-09-10003-5
https://doi.org/10.1007/s11425-014-4931-y
https://doi.org/10.1007/s11401-007-0307-8
https://doi.org/10.1070/IM1990v034n03ABEH000676
https://doi.org/10.2140/gt.2009.13.1989


苏广想: Ray-Singer 解析挠率与复值解析挠率

42 Zhang W P. Lectures on Chern-Weil theory and Witten Deformations. Nankai Tracts in Mathematics, vol. 4. Singa-

pore: World Sci Publ, 2001

The Ray-Singer analytic torsion and complex-valued analytic
torsions

Guangxiang Su

Abstract We survey the Ray-Singer analytic torsion, complex-valued analytic torsions, their properties and the
relations between them and the topological torsion.

Keywords analytic torsion, topological torsion, Cheeger-Müller theorem

MSC(2020) 19K56, 58J52, 57Q10

doi: 10.1360/SSM-2025-0336

16


	引言
	Turaev 挠率
	Thom-Smale 复形与组合挠率
	Ray-Singer 解析挠率
	复值解析挠率
	Burghelea-Haller 解析挠率
	Braverman-Kappeler 精细解析挠率
	Cappell-Miller 解析挠率

	解析挠率形式

