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摘要 稳定流形是微分动力系统研究中的重要概念. 对微分同胚 f , 其双曲集的稳定流形有如下刻画:

存在正常数 ε > 0, 使得若 x 是双曲集中一点, 则集合 {y : d(fnx, fny) 6 ε,∀n > 0} 包含于 x 点的稳

定流形. 本文将这一结论推广到如下结论: 若不变集 Λ 上有控制分解 TΛM = E ⊕ F , 则对正整数 m

和 η > 0, 存在正常数 ε, 使得当不变集中一点 x 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η

时, 也有集合 {y : d(fnx, fny) 6 ε, ∀n > 0} 包含于 x 点的稳定流形. 除证明这一定理外, 本文还给出

其在具有局部星号性质的不变集中的应用.

关键词 稳定流形 伪轨跟踪性 控制分解

MSC (2020) 主题分类 37D05, 37D10, 37D30

1 引言

稳定流形是微分动力系统的重要研究对象, 对相空间中的一点, 其稳定流形指的是, 在迭代下在

时间趋于正无穷时相应时刻与该点对应时刻的状态的距离趋于 0的所有点构成的集合.双曲系统的稳

定流形和不稳定流形有良好的性质, 相应的结论在动力系统的结构稳定性及分支理论、遍历理论等领

域中发挥着重要作用.
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具体地, 设 M 是一个紧致无边 Riemann 流形, f : M → M 是一个微分同胚, 再设 Λ 是 f 的一个

不变集. 如果在 Λ 的切丛 TΛM 上存在分解 TΛM = Es ⊕ Eu, 使得 Es 和 Eu 关于 Df 为不变子丛,

且存在 C > 1, λ ∈ (0, 1), 使得对任意的 x ∈ Λ 及正整数 n > 1, 总有

∥Dfn|Es(x)∥ 6 Cλn, ∥Df−n|Eu(x)∥ 6 Cλn

成立, 则称 Λ 为 f 的一个双曲集. 若一点 p 满足, 存在正整数 n > 1, 使得 fn(p) = p, 则称 p 为 f 的

一个周期点. 对周期点 p, 记其最小正周期为 π(p). 若周期点 p 满足 Orb(p) = {fnp : n ∈ Z} 为 f 的

一个双曲集, 则称 p 为双曲周期点. 对 x ∈ M , 其关于微分同胚 f 的稳定流形和不稳定流形分别为

W s(x, f) =
{
y ∈ M : lim

n→+∞
d(fn(x), fn(y)) = 0

}
,

Wu(x, f) =
{
y ∈ M : lim

n→−∞
d(fn(x), fn(y)) = 0

}
.

对双曲集 Λ, 存在 ε > 0, 使得对任意的 x ∈ Λ 总有

{y ∈ M : d(fn(x), fn(y)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f),

{y ∈ M : d(fn(x), fn(y)) 6 ε,∀n 6 0} ⊂ Wu(x, f)

成立, 且上述集合分别是 M 中在 x 点以 Es(x) 和 Eu(x) 为切空间的嵌入子流形 (参见文献 [5]).

本文将上述结论推广到具有控制分解这种弱双曲性的集合中. 控制分解是双曲分解这一概念的一

个重要推广, 在稳定性猜测的证明中由廖山涛 [2] 和 Mañé [4] 提出. 设 Λ 是 f 的一个不变集, 如果在 Λ

的切丛 TΛM 上存在分解 TΛM = E ⊕ F , 使得 E 和 F 都是 Df 的不变子丛, 且存在 C > 1, λ ∈ (0, 1)

使得

∥Dfn|E(x)∥ · ∥Df−n|F (fnx)∥ 6 Cλn

对所有的 x ∈ Λ 和正整数 n > 1 成立, 则称 E ⊕ F 为 Λ 上的一个控制分解. 易见, 若 TΛM = E ⊕ F

关于 f 为控制分解, 则对任意的 m ∈ Z, TΛM = E ⊕ F 关于 fm 也为控制分解.

本文将证明如下的定理, 该定理对具控制分解的集合中具有某种 “最终双曲性” 的轨道的稳定流

形给出一种刻画.

定理 1.1 设 Λ 是微分同胚 f 的不变集, 其上有控制分解 TΛM = E ⊕ F , 则任取正整数 m 及

η ∈ (0, 1), 都存在 ε > 0 满足以下性质: 对任意的 x ∈ M , 如果有

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η,

则有

{y ∈ M : d(fnx, fny) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f);

对称地, 如果有

lim inf
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim sup
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η,

则有

{y ∈ M : d(fnx, fny) 6 ε, ∀n 6 0} ⊂ Wu(x, f).
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在研究稳定性猜测的证明中, 廖山涛 [2] 和 Mañé [4] 提出了 “星号” 性质: 小扰动破坏不了周期轨

道的双曲性, 并证明了当系统在某个不变集具有局部的星号性质时, 周期轨道具有某种一致的双曲性.

针对这种具有一致双曲性的周期轨道, 可以证明其轨道上的点满足定理 1.1 中对 x 所要求的 “最终双

曲性”, 在此基础上由定理 1.1 可以得到如下关于这些双曲周期轨道的稳定流形的刻画.

推论 1.1 设 f 是紧致无边流形 M 上的微分同胚, 则给定正整数 m 及 η ∈ (0, 1), 都存在 ε > 0,

使得对任意的双曲周期点 p, 若其满足: 对任意的 j ∈ Z, 都有

∥Dfm|Es(fmjp)∥ · ∥Dfm|Eu(f(j+1)mp)∥ 6 η2,

并且
π(p)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fimx)∥ 6 ηπ(p),

π(p)−1∏
i=0

∥Df−m|Eu(f−imx)∥ 6 ηπ(p),

则有

{y ∈ M : d(fnp, fny) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(p, f),

{y ∈ M : d(fnp, fny) 6 ε, ∀n 6 0} ⊂ Wu(p, f).

本文还将展示定理 1.1 的应用前景, 例如, 我们可以由此证明当同宿类中的双曲周期点具有一致

双曲性且同宿类具有伪轨跟踪性时, 同宿类必须是双曲的 (具体见第 3 节的命题 3.1).

2 定理 1.1 的证明

本节给出定理 1.1 和推论 1.1 的证明. 为证明定理 1.1, 需先回顾关于双曲集或双曲列的稳定流形

的刻画的相应证明中熟知的一个结论. 设 Ei (i = 0, 1, 2, . . .) 为一列 d- 维 Euclid 空间, Ai : Ei → Ei+1

(i = 0, 1, 2, . . .)为一列线性同构,若存在 η > 0,且在每个 Ei上都存在分解 Ei = Es
i ⊕Eu

i (i = 0, 1, 2, . . .)

使得

Ai(E
s
i ) = Es

i+1, Ai(E
u
i ) = Eu

i+1,

且

∥Ai|Es
i
∥ 6 η, ∥A−1

i |Eu
i+1

∥ 6 η

对所有的 i > 0 成立, 则称 {Ai : i > 0} 为一个 η- 双曲列.

引理 2.1 给定常数 K > 1, η ∈ (0, 1), 则存在常数 C > 1, δ0 > 0 满足下面的条件: 对任意满足

max{∥Ai∥, ∥A−1
i ∥} 6 K, ∀ i > 0

的 η- 双曲列 {Ai}, 以及 0 < δ 6 δ0, 如果 Lipschitz 映射列 ϕi : Ei → Ei+1 (i = 0, 1, 2, . . .) 满足

ϕi(0) = 0 以及 Lipϕi < δ (∀ i > 0) 的条件, 则对任意满足

vi+1 = (Ai + ϕi)vi, ∀ i > 0

的序列 {vi ∈ Ei : i > 0},必有 limi→∞ ∥vi∥ = 0或 limi→∞ ∥vi∥ = +∞之一成立. 且当 limi→∞ ∥vi∥ = 0

时总有 ∥vi∥ 6 2(η + Cδ)i∥v0∥ 对任意的 i > 0 成立.
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证明 取常数 α = 1−η
2K . 对分解 Ei = Es

i ⊕ Eu
i , 记

∠(Es
i , E

u
i ) = inf{∥u− v∥ : u ∈ Es

i , v ∈ Eu
i ,且有 ∥u∥ = 1 或 ∥v∥ = 1 之一成立}.

给定任意 u ∈ Es
i 和 v ∈ Eu

i , 设 u 为单位向量, 则当 ∥v∥ 6 √
η 时, 有

∥u− v∥ > 1−√
η =

1− η

1 +
√
η
> 1− η

2
> α.

若 u ∈ Es
i 为单位向量, v ∈ Eu

i 满足 ∥v∥ >
√
η, 则有

K∥u− v∥ > ∥Ai(u− v)∥ > ∥Aiv∥ − ∥Aiu∥ >
√
η−1 − η > 1− η,

进而也有

∥u− v∥ > 1− η

K
> α.

这证明对任意的 u ∈ Es
i 和 v ∈ Eu

i , 当 ∥u∥ = 1 时必有 ∥u − v∥ > α 成立, 类似可以证明, 当 u ∈ Es
i ,

v ∈ Eu
i 且 v 为单位向量时也必有 ∥u− v∥ > α. 这证明了对所有的 i > 0 都有 ∠(Es

i , E
u
i ) > α 成立.

对 u ∈ Es
i 和 v ∈ Eu

i , 可对 u+ v 取如下的盒型范数:

∥u+ v∥b = max{∥u∥, ∥v∥},

其中 ∥ · ∥ 表示通常的 Euclid 范数. 对任意 u ∈ Es
i , v ∈ Eu

i , 若 ∥u+ v∥b = ∥u∥ ≠ 0, 则

∥u+ v∥
∥u+ v∥b

=

∥∥∥∥ u

∥u∥
+

v

∥u∥

∥∥∥∥ > ∠(Es
i , E

u
i ) > α;

类似地, 当 ∥u+ v∥b = ∥v∥ ̸= 0 时也有

∥u+ v∥
∥u+ v∥b

=

∥∥∥∥ u

∥v∥
+

v

∥v∥

∥∥∥∥ > ∠(Es
i , E

u
i ) > α,

这证明了总有

∥u+ v∥b 6 α−1∥u+ v∥

成立. 另外, 由定义不难发现

∥u+ v∥ 6 2∥u+ v∥b

也总成立. 这证明了在 Ei 上如上给出的盒型范数 ∥ · ∥b 和原 Euclid 范数 ∥ · ∥ 之间的等价性, 且相应

的常数可取得与 i 无关.

下面证明 C = 2α−1 和 δ0 = 4−1(1− η)α 符合引理的要求. 设 {ϕi : Ei → Ei+1}i>0 为满足

ϕi(0) = 0, Lipϕi < δ, i = 0, 1, 2, . . .

的 Lipschitz 映射, 其中 0 < δ 6 δ0. 序列 {vi ∈ Ei : i > 0} 满足 vi+1 = (Ai + ϕi)vi (i = 0, 1, 2, . . .). 设

vi = vsi + vui (i = 0, 1, 2, . . .), 其中 vsi ∈ Es
i , v

u
i ∈ Eu

i . 不妨设 vi ̸= 0 对所有的 i > 0 成立.

假设存在 i0 > 0, 使得 ∥vui0∥ > ∥vsi0∥ 成立. 设 ϕi(vi) = ϕi(vi)
s + ϕi(vi)

u, 其中 ϕi(vi)
s ∈ Es

i+1,

ϕi(vi)
u ∈ Eu

i+1, 则

∥vui0+1∥ > ∥Ai0(v
u
i0)∥ − ∥ϕi0(vi0)

u∥ > η−1∥vui0∥ − ∥ϕi0(vi0)∥b > η−1∥vui0∥ − α−1∥ϕi0(vi0)∥

574



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 3 期

> η−1∥vui0∥ − α−1δ∥vi0∥ >
(
η−1 − 1− η

2

)
∥vui0∥ =

2− η + η2

2η
∥vui0∥ >

1 + η

2η
∥vui0∥ > ∥vui0∥,

且有

∥vsi0+1∥ 6 ∥Ai0(v
s
i0)∥+ ∥ϕi0(vi0)

s∥ 6 η∥vsi0∥+ ∥ϕi0(vi0)∥b 6 η∥vui0∥+ α−1∥ϕi0(vi0)∥

6 η∥vui ∥+ α−1δ∥vi∥ 6
(
η +

1− η

2

)
∥vui0∥ =

1 + η

2
∥vui0∥ < ∥vui0∥ < ∥vui0+1∥.

这证明了

∥vui0+1∥ > ∥vsi0+1∥, ∥vui0+1∥ > 1 + η

2η
∥vui0∥

成立. 类似地, 由数学归纳法不难证明当 i > i0 时, 总有

∥vui ∥ > ∥vsi ∥, ∥vui ∥ >
(
1 + η

2η

)i−i0

∥vui0∥

成立. 由此不难得到 limi→∞ ∥vi∥b = +∞成立,再注意到 ∥vi∥ > α−1∥vi∥b,因此有 limi→+∞ ∥vi∥ = +∞
成立. 这证明了当存在 i0 > 0 使得 ∥vui0∥ > ∥vsi0∥ 时, 必有 limi→+∞ ∥vi∥ = +∞.

下面假设对所有 i > 0, 都有 ∥vui ∥ < ∥us
i∥ 成立, 则对任意的 i > 0, 都有

∥vsi+1∥ 6 ∥Aiv
s
i ∥+ ∥ϕi(vi)

s∥ 6 η∥vsi0∥+ ∥ϕi0(vi0)∥b 6 η∥vsi ∥+ α−1∥ϕi(vi)∥

6 η∥vsi ∥+ α−1δ∥vi∥ 6 (η + 2α−1δ)∥vsi0∥.

由此可得, 对任意的 i > 0, 总有

∥vsi ∥ 6 (η + 2α−1δ)i∥vs0∥ = (η + 2α−1δ)i∥v0∥.

注意到 η + 2α−1δ 6 η + 2α−1δ0 = 2−1(1 + η) < 1, 因此总有

∥vi∥ 6 ∥vsi ∥+ ∥vui ∥ 6 2∥vsi ∥ 6 2(η + 2α−1δ)i∥v0∥ 6 2

(
1 + η

2

)i

∥v0∥.

由此易见 limi→+∞ ∥vi∥ = 0. 引理证毕.

下面回顾在准双曲轨弧的跟踪定理证明中用到的一个技术性引理, 运用该引理, 我们能沿准双曲

轨弧作某种 (不一定等价的) 切空间上的范数变换, 进而使得相应的切映射列在这种新的范数下形成

一个双曲列. 给定 η ∈ (0, 1), 如果二元数组 {(ai, bi)}ni=1 (其中 ai 和 bi 均为正数) 满足

(1)
∏k

j=1 aj 6 ηk;

(2)
∏n

j=k bj > ηk−n−1;

(3) ak

bk
6 η2

对 k = 1, 2, . . . , n 均成立, 则称其是 η- 准双曲的. 对 η- 准双曲的二元数组, 有如下引理成立 (参见文

献 [1,3,9]). 为了论文的完整性, 这里也给出该引理的证明. 注意, 这里采取一种构造性的证明, 其思想

来源于 Pesin 理论中的 Lyapunov 范数, 与文献 [1, 3, 9] 中的证明方法有所区别.

引理 2.2 给定 η ∈ (0, 1). 对任意给定的 η-准双曲二元数组 {(ai, bi)}ni=1,都存在一组正数 c1, c2,

. . . , cn 使得
ai
ci

6 η,
bi
ci

> η−1, ∀ 1 6 i 6 n,

且有
∏n

i=1 ci = 1 以及
∏k

i=1 ci 6 1 对所有的 1 6 k 6 n− 1 成立.
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证明 记 A0 = B0 = 1, Ai = a1a2 · · · ai, Bi = b1b2 · · · bi (1 6 i 6 n). 由条件有 Ai 6 ηi 和

Bn/Bn−i > η−i 对任意的 0 6 i 6 n 成立. 令

hs
i = max

{
η−jAj+i

Ai
: 0 6 j 6 n− i

}
, hu

i = max

{
η−jBi−j

Bi
: 0 6 j 6 i

}
.

不难验证 hs
i > 1 和 hu

i > 1 对所有的 0 6 i 6 n 均成立. 再令 hi = max{hs
i , h

u
i }, 则易见对任意的

0 6 i 6 n 有 hi > 1, 且由 hs
0 = 1 = hu

0 和 hs
n = 1 = hu

n 可得 h0 = hn = 1. 下面证明 ci = h−1
i hi−1 满足

引理的条件. 首先不难验证
∏n

i=1 ci = h−1
n h0 = 1, 且对任意的 1 6 k 6 n− 1 有

∏k
i=1 ci = h−1

k 6 1. 为

证明结论, 只需要再证明对所有的 1 6 i 6 n, 有 aic
−1
i 6 η, bic

−1
i > η−1.

取定 1 6 i 6 n, 下面证明 aic
−1
i 6 η. 不难发现 aic

−1
i 6 η 等价于 aihi 6 ηhi−1. 我们分 hi = hs

i 和

hi = hu
i 两种情形来进行讨论. 若 hi = hs

i , 则

aihi = aih
s
i = max

{
η−jAj+i

Ai
ai : 0 6 j 6 n− i

}
= max

{
η−j Aj+i

Ai−1
: 0 6 j 6 n− i

}
= ηmax

{
η−(j+1)Aj+i

Ai−1
: 0 6 j 6 n− i

}
= ηmax

{
η−jAj+i−1

Ai−1
: 1 6 j 6 n− (i− 1)

}
6 ηhs

i−1 6 ηhi−1.

假设 hi = hu
i , 则

aihi = aih
u
i = max

{
η−jBi−j

Bi
ai : 0 6 j 6 i

}
= max

{
ai,max

{
η−jBi−j

Bi
ai : 1 6 j 6 i

}}
.

注意由 hs
i−1 的选取可得 ai 6 ηhs

i−1 6 ηhi. 再注意由 ai 6 η2bi 可得

max

{
η−jBi−j

Bi
ai : 1 6 j 6 i

}
6 max

{
η−jBi−j

Bi
biη

2 : 1 6 j 6 i

}
= ηmax

{
η−jBi−1−j

Bi−1
: 0 6 j 6 i− 1

}
= ηhu

i−1

6 ηhi−1.

综上即可得此时也有 aihi = max{ai,max{η−j Bi−j

Bi
ai : 1 6 j 6 i}} 6 ηhi−1 成立.

下面证明 bic
−1
i > η−1 (1 6 i 6 n) 成立. 不难发现 bic

−1
i > η−1 等价于 ηhi > b−1

i hi−1. 同样地, 分

hi−1 = hs
i−1 和 hi−1 = hu

i−1 这两种情形来进行证明. 当 hi−1 = hs
i−1 时, 有

b−1
i hi−1 = b−1

i hs
i−1 = max

{
b−1
i ,max

{
η−jAj+i−1

Ai−1
b−1
i : 1 6 j 6 n− i+ 1

}}
.

注意由 hu
i 的选取可得 b−1

i η−1 6 hu
i , 因此有 b−1

i 6 ηhu
i 6 ηhi. 再注意 b−1

i 6 η2a−1
i , 因此有

max

{
η−jAj+i−1

Ai−1
b−1
i : 1 6 j 6 n− i+ 1

}
6 max

{
η−jAj+i−1

Ai−1
η2a−1

i : 1 6 j 6 n− i+ 1

}
= ηmax

{
η−(j−1)Aj+i−1

Ai
: 1 6 j 6 n− i+ 1

}
= ηhs

i

6 ηhi.

综上可得 b−1
i hi−1 6 ηhi.
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下面假设 hi−1 = hu
i−1, 则

b−1
i hi−1 = b−1

i hu
i−1 = max

{
η−jBi−1−j

Bi−1
b−1
i : 0 6 j 6 i− 1

}
= max

{
η−jBi−1−j

Bi
: 0 6 j 6 i− 1

}
= ηmax

{
η−(j+1)Bi−(j+1)

Bi
: 0 6 j 6 i− 1

}
6 ηhu

i 6 ηhi.

至此引理证毕.

下面的命题可以认为是定理 1.1 的一种特殊情形.

命题 2.1 设 f 是紧致无边流形M 上的一个微分同胚. 对任意给定的正整数 m及 0 < η < 1,均

存在常数 ε > 0满足以下性质: 若一点 x ∈ M 满足在 Orb(x)上存在 Df 不变分解 TOrb(x)M = E⊕F ,

使得对所有的 i > 0, 有

∥Dfm|E(fim(x))∥ · ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 η2,

并且存在一列 0 6 n1 < n2 < · · · < ni < · · · , 使得对任意的 i > 1 和任意的 1 6 k 6 ni+1 − ni, 有

ni+k−1∏
j=ni

∥Dfm|E(fjm(x))∥ 6 ηk,

ni+1−1∏
j=ni+1−k

∥Df−m|F (f(j+1)m(x))∥ 6 ηk,

则有

{y ∈ M : d(fn(y), fn(x)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f).

证明 设 g = fm, 再令 K = max{maxx∈M ∥Dxg∥,maxx∈M ∥Dxg
−1∥}. 由引理 2.1 可知, 存在

δ > 0 (仅与 K 和 η 有关), 使得对 η- 双曲列 {Ai : Ei → Ei+1}∞i=0, 若还有 max{∥Ai∥, ∥A−1
i ∥} 6 K2

(∀ i > 0), 则对任意满足 Lipϕi < δ (i > 0) 的 Lipschitz 映射列 {ϕi : Ei → Ei+1}∞i=0, 以及满足

(Ai + ϕi)vi = vi+1 (∀ i > 0) 的序列 {vi ∈ Ei}∞i=0, 必有 limi→+∞ ∥vi∥ = 0 或 limi→+∞ ∥vi∥ = +∞ 之一
成立. 进一步由流形 M 的紧性可取 ε0 > 0,使得对任意的 x ∈ M ,当 v ∈ TxM 满足 ∥v∥ 6 ε0 时,总有

∥Dv(exp
−1
g(x) ◦g ◦ expx)−Dxg∥ <

δ

5K

成立.

设 x ∈ M 为取定一点, 其满足命题中的条件, 则对任意的 j > 1, 数组

{(∥Dg|E(gi(x))∥, ∥Dg−1|F (gi+1(x))∥−1)}nj+1−1
i=nj

为 η- 准双曲数组. 由引理 2.2, 可取正数 cnj , cnj+1, . . . , cnj+1−1 满足如下条件:

nj+1−1∏
i=nj

ci = 1,
k−1∏
i=nj

ci 6 1, ∀nj + 1 6 k 6 nj+1 − 1,

且有

c−1
i ∥Dg|E(gi(x))∥ 6 η, ci∥Dg−1|F (gi+1(x))∥ 6 η (∗)
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对所有的 nj 6 i 6 nj+1 − 1 成立. 取 Ei = Tgn1+i(x)M, Es
i = E(gn1+i(x)), Eu

i = F (gn1+i(x)), 再令

Ai = c−1
n1+i ·Dg|Ei , i = 0, 1, 2, . . .

由 (∗) 不难验证 {Ai : Ei → Ei+1}∞i=0 为一个 η- 双曲列. 再注意到

c−1
i ∥Dg|E(gi(x))∥ 6 η < 1, ci∥Dg−1|F (gi+1(x))∥ 6 η < 1,

由此可得 K−1 6 ci 6 K 对所有的 i > n1 成立. 从而有 ∥Ai∥ 6 K2 和 ∥A−1
i ∥ 6 K2 对任意的 i > 0 成

立. 记 h0 = 1, hi = cn1cn1+1 · · · cn1+i−1 (i > 1), 则 hi 6 1 对所有的 i > 0 成立, 并且 hnj−n1 = 1 对所

有 j > 1 成立.

再取冲击函数 β : [0,+∞) → [0,+∞) 使得 β|[0,1/3] ≡ 1, β|[2/3,+∞) ≡ 0, 并有 |β′(t)| 6 4 对任意的

t ∈ [0,+∞) 成立. 对 v ∈ Ei, 令

ϕi,ε0(v) = β

(
∥v∥
ε0

)
[exp−1

gn1+i+1(x)
◦g ◦ expgn1+i(x)(v)−Dg(v)].

由 ε0 的选取, 不难验证 ∥Dvϕi,ε0∥ < δ
K 对任意的 v ∈ Ei 均成立, 且当 ∥v∥ 6 ε0

3 时有

ϕi,ε0(v) +Dg(v) = exp−1
gn1+i+1(x)

◦g ◦ expgn1+i(x)(v).

再定义 ϕi : Ei → Ei+1 如下:

ϕi(v) = h−1
i+1ϕi,ε0(hiv), ∀ v ∈ Ei.

不难验证, 对任意的 v ∈ Ei, 有

∥Dvϕi∥ = c−1
n1+i∥Dhivϕi,ε0∥ 6 K∥Dhivϕi,ε0∥ < δ,

并且 ϕi(0) = 0 成立.

设存在一点 y 满足, 对所有的 i > 0, 均有 d(gi(x), gi(y)) 6 ε0
3 , 则可令

vi = h−1
i · exp−1

gn1+i(x)
(gn1+i(y)), i = 0, 1, 2, . . .

对任意的 i > 0, 有

(Ai + ϕi)vi = c−1
n1+i ·Dg(vi) + h−1

i+1ϕi,ε0(hivi) = h−1
i+1Dg(hivi) + h−1

i+1ϕi,ε0(hivi) = vi+1.

注意到对任意的 j > 1, 有

∥vnj−n1∥ = ∥h−1
nj−n1

· exp−1
gnj (x)

(gnj (y))∥ = ∥ exp−1
gnj (x)

(gnj (y))∥ 6 ε0
3
.

从而有 limi→+∞ ∥vi∥ ̸= +∞. 由引理 2.1 必有 limi→+∞ ∥vi∥ = 0. 注意到所有 hi 6 1 (i > 1), 从而有

lim
i→+∞

d(gi(x), gi(y)) = lim
i→+∞

∥ expgi(x)(g
i(y))∥ = lim

i→+∞
hi−n1∥vi−n1∥ = 0.

如果 y ∈ M 满足 d(f i(x), f i(y)) 6 ε0
3 对任意的 i > 0 成立, 则 d(gi(x), gi(y)) 6 ε0

3 对所有 i > 0

成立, 由前面得到的 d(gi(x), gi(y)) → 0 (i → +∞) 不难得到 d(f i(x), f i(y)) → 0 (i → +∞). 由此可见,

取 ε = ε0
3 时即有

{y ∈ M : d(fn(x), fn(y)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f)

成立. 命题证毕.
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在命题中将 f 换为 f−1, 不难得到可取 ε > 0 使其还满足如下的性质: 若一点 x ∈ M 满足在

Orb(x) 上存在 Df 不变分解 TOrb(x)M = E ⊕ F , 使得对所有的 i < 0, 有

∥Dfm|E(fim(x))∥ · ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 η2,

并且存在一列 0 > n1 > n2 > · · · > ni > · · · , 使得对任意的 i > 1 和任意的 1 6 k 6 ni − ni+1, 有

ni+1+k−1∏
j=ni+1

∥Dfm|E(fjm(x))∥ 6 ηk,

ni−1∏
j=ni−k

∥Df−m|F (f(j+1)m(x))∥ 6 ηk,

则有

{y ∈ M : d(fn(y), fn(x)) 6 ε,∀n 6 0} ⊂ Wu(x, f).

下面的引理说明, 可取一个只与 Λ 有关的正整数 l, 使得若一点 x ∈ Λ 满足定理 1.1 所述的相应

条件, 则 x 关于 fm′
(m′ = lm) 将满足命题 2.1 的条件. 其证明的思想与 Pliss 引理等通常用来寻找双

曲时刻的方法并无太大区别, 为了论述的完整性, 这里仍然给出证明.

引理 2.3 给定正整数 m 及 0 < η < 1. 设 Λ 是微分同胚 f 的不变集, 其上有控制分解 TΛM

= E ⊕ F , 则存在正整数 m′ = lm 使得对任意的 x ∈ Λ, 有

∥Dfm′
|E(x)∥ · ∥Df−m′

|F (fm′ (x))∥ 6 η2,

并且当 x ∈ Λ 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η

时, 必存在一列 0 6 n1 < n2 < · · · < ni < · · · , 使得对任意的 i > 1 和任意的 1 6 k 6 ni+1 − ni, 有

ni+k−1∏
j=ni

∥Dfm′
|E(fjm′ (x))∥ 6 ηk,

ni+1−1∏
j=ni+1−k

∥Df−m′
|F (f(j+1)m′ (x))∥ 6 ηk.

证明 由于 TΛM = E ⊕ E 为控制分解, 所以存在 C > 1, λ ∈ (0, 1) 使得

∥Dfn|E(x)∥ · ∥Df−n|F (fn(x))∥ 6 Cλn

对所有 x ∈ Λ 和 n > 0 成立. 取正整数 l 充分大即可使得 Cλm′ 6 η2 (m′ = lm), 此时

∥Dfm′
|E(x)∥ · ∥Df−m′

|F (fm′ (x))∥ 6 η2

对任意的 x ∈ Λ 成立.

再假设有一点 x ∈ Λ 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η.

可取 0 < η′ < η, 使得

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ 6 log η′, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 log η′.
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令 K = max{maxx∈M ∥Dxf
m∥,maxx∈M ∥Dxf

−m∥}.
对任意的正整数 n, 有

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm′
|E

fim′
(x)

∥ 6 1

n

nl−1∑
i=0

∥Dfm|Efim(x)
∥.

这说明

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm′
|E

fim′
(x)

∥ 6 lim sup
n→∞

1

n

nl−1∑
i=0

∥Dfm|Efim(x)
∥ 6 l log η′ < l log η.

断言 2.1 存在 i1 > 0, 使得对任意的 k > 1, 有

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(f(i+i1)m′

(x))∥ 6 ηlk.

证明 假设断言 2.1 不成立, 则对任意的 i > 0, 存在 ki > 1, 使得

ki−1∏
j=0

∥Dfm′
|E(f(i+j)m′ (x))∥ > ηlki .

令 K0 = k0, Ki = Ki−1 + kKi−1 , i > 1, 则有 Ki → +∞, 并有

Ki−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(fim′ (x))∥ > ηlKi .

这说明

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm′
|E(fim′ (x))∥ > l log η > l log η′.

矛盾. 断言 2.1 证毕.

由断言 2.1 即得, 当 x ∈ Λ 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η

时, 必存在 i1 > 0, 使得
k−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(f(i+i1)m′

(x))∥ 6 ηlk

对任意的正整数 k 成立. 此时将 f (i1+1)m′
(x) 取为 x, 注意到

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(f(i1+1)m′
(x)))∥ = lim sup

n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η,

使用断言 2.1 所得结论, 可找到 i2 > i1, 使得

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(f(i+i2)m′

(x))∥ 6 ηlk
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对所有正整数 k 成立. 依次下去, 可以找到一列 0 6 i1 < i2 < · · · < ij < · · · , 使得对所有的 ij , 都有

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|
E(f(i+ij)m

′
(x))

∥ 6 ηlk 6 ηk

对所有正整数 k 成立.

不妨设 {ij : j = 1, 2, . . .} 是所有满足

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|
E(f(i+ij)m

′
(x))

∥ 6 ηk

对所有正整数 k 成立的 ij > 0 组成的正整数列.

另外, 由条件

lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 log η′,

总可取自然数子列 {n′
j}, 使得

lim
j→∞

1

n′
j

n′
j−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ = lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 log η′

取正整数 s 使得 sl < n′
j 6 (s+ 1)l, 当 j 充分大时总有

1

n′
j

n′
j−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 log

(
η′ + η

2

)
,

进一步有

s∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(s+1−i)m′ (x))∥ 6

(s+1)l∏
i=1

∥Df−m|F (fim(x))∥

=

( n′
j∏

i=1

∥Df−m|F (fim(x))∥
)( (s+1)l∏

i=n′
j+1

∥Df−m|F (fim(x))∥
)

6 K(s+1)l−n′
j

(
η′ + η

2

)n′
j

6 Kl

(
η′ + η

2

)−l(
η′ + η

2

)(s+1)l

< η(s+1)l.

由此可知, 当 j 充分大时, 若 sl < n′
j 6 (s+ 1)l, 则总有

1

s+ 1

s∑
i=0

log ∥Df−m′
|F (f(i+1)m′ (x))∥ < l log η.

断言 2.2 存在正整数 s1, 使得对任意的 1 6 k 6 s1, 有

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+s1)m′

(x))∥ 6 ηlk.
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证明 由前面的推导可得, 存在正整数 s 使得

1

s

s−1∑
i=0

log ∥Df−m′
|F (f(i+1)m′ (x))∥ < l log η.

令 S(k) =
∑k−1

i=0 log ∥Df−m′ |F (f(i+1)m′ (x))∥−kl log η, k = 1, 2, . . . , s,则 S(0) = 0, S(s) < 0. 取 s1 ∈ [0, s],

使得

S(s1) = min{S(k) : k = 1, 2, . . . , s}.

注意到 S(s) < 0, 因此有 s1 > 0. 对任意的 1 6 k 6 s1, 有 S(s1 − k) > S(s1), 即有

s1∑
i=s1−k+1

log ∥Df−m′
|F (fim′ (x))∥ 6 kl log η.

从而
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+s1)m′

(x))∥ 6 ηlk.

断言 2.2 证毕.

由断言 2.2 即得, 当 x ∈ Λ 满足条件

lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η

时, 必存在 s1 > 0, 使得
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+s1)m′

(x))∥ 6 ηlk

对任意的正整数 1 6 k 6 s1 成立. 此时将 fs1m
′
(x) 取为 x, 使用断言 2.2 所得结论, 可取到 s2 > s1,

使得
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+s2)m′

(x))∥ 6 ηlk

对所有正整数 1 6 k 6 s2 − s1 成立. 不难由 s1 和 s2 的性质进一步得到

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+s2)m′

(x))∥ 6 ηlk

对所有的正整数 1 6 k 6 s2 都成立. 依次下去, 可以找到一列正整数 0 < s1 < s2 < · · · < sj < · · · , 使
得对所有的 sj , 都有

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f(−i+sj)m

′
(x))

∥ 6 ηlk 6 ηk

对所有正整数 1 6 k 6 sj 成立.

不妨设 {sj : j = 1, 2, . . .} 是所有满足

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f(−i+sj)m

′
(x))

∥ 6 ηk

对所有正整数 1 6 k 6 sj 成立的 sj > 0 组成的正整数列.
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断言 2.3 {ij : j = 1, 2, . . .} ∩ {sj : j = 1, 2, . . .} ≠ ∅.
证明 使用反证法. 假设 {ij} ∩ {sj} = ∅, 则一定存在 sj1 < ij2 , 使得 (sj1 , ij2)∩ {ij} = ∅, (sj1 , ij2)

∩{sj} = ∅. 由 ij2 − 1 /∈ {ij} 可得 ∥Dfm′ |
E(f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ > η, 注意

∥Dfm′
|
E(f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ 6 η2,

因此有 ∥Df−m′ |
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η. 若 ij2 − 1 = sj1 , 则对任意的 1 6 k 6 sj1 , 有

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f

(−i+sj1
)m′

(x))
∥ 6 ηk,

即有

∥Df−m′
|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ ·

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f

(−i+sj1
)m′

(x))
∥ 6 ηk+1.

从而对任意的 1 6 k 6 ij2 , 有

k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f

(−i+ij2
)m′

(x))
∥ 6 ηk,

与 ij2 /∈ {sj} 矛盾. 因此 ij2 − 1 > sj1 , 从而有 ij1 − 2 /∈ {ij}. 若

∥Dfm′
|
E(f

(ij2
−2)m′

(x))
∥ · ∥Dfm′

|
E(f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ 6 η2,

则由前面已证的 ∥Dfm′ |
E(f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ > η 可得 ∥Dfm′ |

E(f
(ij2

−2)m′
(x))

∥ < η. 由此不难验证对所有的

k > 1, 都有
k−1∏
i=0

∥Dfm′
|
E(f

(i+ij2
−2)m′

(x))
∥ 6 ηk.

这说明 ij2 −2 ∈ {ij}与 ij1 −2 /∈ {ij}矛盾. 因此有 ∥Dfm′ |
E(f

(ij2
−2)m′

(x))
∥·∥Dfm′ |

E(f
(ij2

−1)m′
(x))

∥ > η2.

再注意到

∥Dfm′
|
E(f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ 6 η2,

∥Dfm′
|
E(f

(ij2
−2)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ 6 η2,

因此有

∥Df−m′
|
F (f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η2.

注意到前面已证得

∥Df−m′
|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η,

由此不难验证, 若 ij2 − 2 = sj1 , 则 ij2 ∈ {sj}, 与假设矛盾. 类似的过程可以一直继续下去, 可以依次

得到

∥Df−m′
|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η,

∥Df−m′
|
F (f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η2,

∥Df−m′
|
F (f

(ij2
−2)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

(ij2
−1)m′

(x))
∥ · ∥Df−m′

|
F (f

ij2
m′

(x))
∥ < η3, . . .

这样总得到 ij2 ∈ {sj}, 从而产生矛盾. 断言 2.3 证毕.
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由断言 2.3 立即得到, 当点 x ∈ Λ 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η

时, 必存在正整数 n1(∈ {ij} ∩ {sj}), 使得当 k > 1 时有

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(f(i+n1)m′

(x))∥ 6 ηk,

当 1 6 k 6 n1 时有
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+n1)m′

(x))∥ 6 ηk.

用 fn1m
′
(x)替换 x,注意定理陈述中对 x满足的条件对 fn1m

′
(x)也成立,再使用断言 2.3所得结论可

得, 存在 n2 > n1, 使得当 k > 1 时有

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|E(f(i+n2)m′

(x))∥ 6 ηk,

当 1 6 k 6 n2 − n1 有
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|F (f(−i+n2)m′

(x))∥ 6 ηk.

依次下去即可得一列无穷正整数列 n1 < n2 < · · · , 使得对任意的 j > 1,

k−1∏
i=0

∥Dfm′
|
E(f(i+nj)m

′
(x))

∥ 6 ηk,
k−1∏
i=0

∥Df−m′
|
F (f(−i+nj+1)m′

(x))
∥ 6 ηk

对所有的 1 6 k 6 nj+1 − nj 成立. 引理证毕.

定理 1.1 的证明 设 Λ 是微分同胚 f 的不变集, 其上有控制分解 TΛM = E ⊕ F . m ∈ N 和
η ∈ (0, 1) 是定理陈述中取定的常数. 由引理 2.3, 这时总可以取正整数 l, 使得

∥Df lm|Ex∥ · ∥Df−lm|F
flmx

∥ < η2

对所有的 x ∈ Λ 成立. 取 m′ = lm, 则由命题 2.1 可知, 存在常数 ε > 0, 使得对 x ∈ Λ, 若存在一列

0 6 n1 < n2 < · · · < ni < · · · , 使得对任意的 i > 1 和任意的 1 6 j 6 ni+1 − ni, 有

ni+k−1∏
j=ni

∥Dfm′
|E(fjm′ (x))∥ 6 ηk,

ni+1−1∏
j=ni+1−k

∥Df−m′
|F (f(j+1)m′ (x))∥ 6 ηk,

则有

{y ∈ M : d(fn(y), fn(x)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f).

若存在一点 x ∈ Λ 满足

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η,
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则由引理 2.3 可知, 此时必存在一列 0 6 n1 < n2 < · · · < ni < · · · , 使得对任意的 i > 1 和任意的

1 6 k 6 ni+1 − ni, 有

ni+k−1∏
j=ni

∥Dfm′
|E(fjm′ (x))∥ 6 ηk,

ni+1−1∏
j=ni+1−k

∥Df−m′
|F (f(j+1)m′ (x))∥ 6 ηk.

由 ε 的选取即可得

{y ∈ M : d(fn(y), fn(x)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(x, f).

对称地, 对 f−1 作类似讨论不难验证, 可令所取的 ε > 0 满足: 若 x ∈ Λ 满足

lim inf
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < η, lim sup
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < η,

则有

{y ∈ M : d(fnx, fny) 6 ε, ∀n 6 0} ⊂ Wu(x, f).

定理 1.1 证毕.

推论 1.1 的证明 记 Λ 为所有满足对任意的 j ∈ Z 都有

∥Dfm|Es(fmj(p))∥ · ∥Dfm|Eu(f(j+1)m(p))∥ 6 η2

成立的双曲周期点 p构成的集合,则易见 Λ为 f 的不变集, 且其上有控制分解 TpM = Es(p)⊕Eu(p),

p ∈ Λ (其中 Es(p) 和 Eu(p) 分别为 p 的稳定子空间和不稳定子空间). 取 ε 为定理 1.1 中对应 Λ, m

和 1+η
2 所取的正数. 再设双曲周期点 p ∈ Λ 满足

π(p)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(p))∥ 6 ηπ(p),

π(p)−1∏
i=0

∥Df−m|Eu(f−im(p))∥ 6 ηπ(p),

则不难验证

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(p))∥ 6 log η < log
1 + η

2
,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(p))∥ 6 log η < log
1 + η

2
,

lim
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Dfm|E(fim(p))∥ 6 log η < log
1 + η

2
,

lim
n→+∞

1

n

−1∑
i=−n

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(p))∥ 6 log η < log
1 + η

2
.

由定理 1.1 可得

{y ∈ M : d(fn(y), fn(p)) 6 ε,∀n > 0} ⊂ W s(p, f),

{y ∈ M : d(fn(y), fn(p)) 6 ε,∀n 6 0} ⊂ Wu(p, f).

推论证毕.
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注意到定理 1.1 的条件中不仅考虑了 E 子丛的压缩程度, 也考虑了 F 子丛的扩张程度, 如果 E

子丛的压缩程度有某种 “中心” 的性质 (压缩性比较弱但又不太弱), 则此时由控制分解的性质仍然可

以得到 F 子丛扩张性程度不低, 由此观察可得如下的结论成立.

推论 2.1 设 f 是紧致无边流形 M 上的一个微分同胚. 对任意给定的正整数 m及 0 < η < η′ <

1,均存在 ε > 0满足以下性质: 若一点 x ∈ M 满足在 Orb(x)上存在 Df 不变分解 TOrb(x)M = E⊕F ,

使得对所有的 i > 0, 有

∥Dfm|E(fim(x))∥ · ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ 6 η2

且有

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ ∈ (log η, log η′),

则有

{y ∈ M : d(fn(x), fn(y)) 6 ε} ⊂ W s(x, f).

证明 设 x ∈ M 满足推论中陈述的条件, 则由条件可得

lim inf
n→+∞

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < 2 log η − log η′ < log η′.

由引理 2.3 可得, 存在 n1 < n2 < · · · , 使得对任意的 i = 1, 2, . . . 和 k = 1, . . . , ni+1 − ni, 均有

ni+k−1∏
j=ni

∥Dfm|E(fjm(x))∥ 6 (η′)k,

ni+1−1∏
j=ni+1−k

∥Df−m|F (f(j+1)m(x))∥ 6 (η′)k.

在此基础上由命题 2.1 即可得结论成立.

3 定理 1.1 的应用

本节给出定理 1.1 的一个应用. 首先回顾几个微分动力系统中的概念. 设 p 是微分同胚 f 的一个

双曲周期点, 若双曲周期点 q 满足 W s(Orb(p), f) 和 Wu(Orb(q), f) 横截相交非空, 且 Wu(Orb(p), f)

和 W s(Orb(q), f) 横截相交非空, 则称双曲周期点 q 与双曲周期点 p 同宿相联, 记为 p ∼ q. 由 λ- 引

理不难证明同宿相联为等价关系. 记 H(p, f) = {q ∈ M : q ∼ p}, 则 H(p, f) 为 f 的一个紧不变集, 称

其为 p (关于 f) 的同宿类. 给定 δ > 0, 对 M 中的一个点列 {xi}bi=a, 若 d(f(xi), xi+1) < δ, a 6 i < b,

则称 {xi}bi=a 为一个 δ- 伪轨. 给定集合 Λ, 若任取 ε > 0, 总存在 δ > 0, 使得对任意 Λ 中的 δ- 伪轨

{xi}bi=a, 均存在 x ∈ M , 使得 d(f ix, xi) < ε (a 6 i 6 b) 成立, 则称 Λ 具有伪轨跟踪性质.

下面使用推论 1.1 来证明如下的命题. 该命题在证明具有持续可跟踪性质链分支的双曲性或证明

具有结构稳定性的同宿类的双曲性中均扮演重要角色 (参见文献 [6, 定理 4.1] 或 [7, 命题 7]).

命题 3.1 设 p 是 f 的一个双曲周期轨道, 其同宿类 H(p, f) 上具有伪轨跟踪性质. 若存在正整

数 m 和正数 η ∈ (0, 1), 使得 H(p, f) 中与 p 同宿相联的周期点 q 满足如下的性质:

(P1) 分解 TqM = Es(q)⊕ Eu(q) 满足

∥Dfm|Es(q)∥ · ∥Df−m|Eu(fm(q))∥ < η2;
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(P2) 存在 N , 使得只要 π(q) > N , 就有

π(q)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fmi(q))∥ < ηπ(q),

π(q)−1∏
i=0

∥Df−m|Eu(f−mi(q))∥ < ηπ(q),

则 H(P, f) 是 f 的一个双曲集.

为给出命题 3.1 的证明, 在此先回顾一些已有的结论. 设 Λ 是 f 的一个紧不变集, 若 Df - 不变子

丛 E ⊂ TΛM 满足: 存在 C > 1, λ ∈ (0, 1), 使得对任意的 x ∈ Λ, n > 1 都有 ∥Dfn|E(x)∥ 6 Cλn 成立,

则称 E 关于 f 是压缩的. 若子丛 F ⊂ TΛM 关于 f−1 是压缩的, 则称其关于 f 是扩张的.

对满足命题 3.1 中条件的同宿类, 注意到与 p 同宿相联的周期点在 H(p, f) 中稠密, 则对任意的

x ∈ H(p, f), 可以取一列 qn ∼ p, n ∈ N, 使得 qn → x. 再通过取子列可以使得 Es(qn) → E(x), Eu(qn)

→ F (x), 则这样得到分解 TxM = E(x)⊕ F (x), 且该分解满足

∥Dfm|E(x)∥ · ∥Dfm|F (fm(x))∥ 6 η2.

由控制分解的唯一性不难得到分解 TxM = E(x) ⊕ F (x) 是唯一确定的. 由此得到 H(p, f) 上的 Df -

不变分解 TH(p,f)M = E ⊕ F . 为证明 H(p, f) 是双曲集, 只需要证明 E 是压缩的, F 是扩张的. 当假

设中的 E 不压缩时, 有如下的引理成立 (参见文献 [8, 推论 3.5]).

引理 3.1 [8] 设同宿类 H(p, f)满足命题 3.1中的条件,且 E 不是压缩的,则对任意常数 η < η′ <

η′′ < 1及任意 H(p, f)的邻域 V ,存在一个指数为 dim(E)的双曲周期点 q 使得它的轨道 Orb(q)整个

包含在 V 中, 并且导算子 Dfm 沿着 Orb(q) 满足

k−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ 6 (η′′)k,

π(q)−1∏
i=k−1

∥Dfm|Es(fim(q))∥ > (η′)π(q)−k+1

对任意 k = 1, 2, . . . , π(q) 成立. 更进一步地, 可以取 q 使得 π(q) > N .

命题 3.1 的证明 如前所述, 在命题 3.1 的条件下, 存在 H(p, f) 上的一个控制分解 TH(p,f)M =

E ⊕ F , 使得对所有 q ∼ p, 有 E(q) = Es(q), F (q) = Eu(q). 为证明 H(p, f) 为双曲集, 只需要证明 E

是压缩的, F 是扩张的. 下面假设 E 不是压缩的, 则由引理 3.1, 取定常数 η < η′ < η′′ < 1, 对任意

H(p, f) 的邻域 V , 都存在双曲周期点 q 使得 Orb(q) ⊂ V , π(q) > N , 且有

k−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ 6 (η′′)k,

π(q)−1∏
i=k−1

∥Dfm|Es(fim(q))∥ > (η′)π(q)−k+1

对任意 k = 1, 2, . . . , π(q) 成立. 下面证明当 V 取得足够小时必有 q ∼ p.

注意到 p 为双曲周期点, 存在 ε0 > 0, 使得

{x ∈ M : d(fn(x), fn(p)) 6 ε0,∀n > 0} ⊂ W s(p, f).

再取 ε1 > 0充分小,使得 H(p, f)上的控制分解可以延拓到 H(p, f)的 ε1 邻域 U0 =
∪

x∈H(p,f) B(x, ε1)

内的极大不变集 ΛU0 =
∩

n∈Z f
n(U0) 上. 为简便计, 不妨仍然记 TΛU0

M = E ⊕ F 为 ΛU0 上的控制分

解. 注意到对任意的 x ∈ H(p, f), 有

∥Dfm|E(x)∥ · ∥Df−m|F (fm(x))∥ 6 η2,
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通过取 ε1 > 0 充分小, 使得对任意的 x ∈ ΛU0 , 有

∥Dfm|E(x)∥ · ∥Df−m|F (fm(x))∥ 6 (η′′)2.

由推论 1.1 可知, 此时可取 ε2 > 0 使得对任意的双曲周期点 q, 若其满足对任意的 j ∈ Z, 都有

∥Dfm|Es(fmj(q))∥ · ∥Dfm|Eu(f(j+1)m(q))∥ 6 (η′′)2,

并且
π(q)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ 6 (η′′)π(q),

π(q)−1∏
i=0

∥Df−m|Eu(f−im(q))∥ 6 (η′′)π(q),

则有

{x ∈ M : d(fn(q), fn(x)) 6 ε2,∀n > 0} ⊂ W s(q, f),

{x ∈ M : d(fn(q), fn(x)) 6 ε2,∀n 6 0} ⊂ Wu(q, f).

再由 H(p, f)具有伪轨跟踪性质, 可取 0 < δ < 2−1 min{ε0, ε1, ε2}, 使得对任意的 δ-伪轨 {xi}bi=a (−∞
6 a < b 6 +∞), 均存在跟踪点 x ∈ M 使得

d(xi, f
i(x)) <

min{ε0, ε1, ε2}
2

对任意的 a 6 i 6 b 成立. 再取 0 < δ′ < δ
2 , 使得当 d(x, y) < δ′ 时总有 d(f(x), f(y)) < δ

2 . 令

V = B(H(p, f), δ′) =
∪

x∈H(p,f)

B(x, δ′).

设 q 是通过引理 3.1 所取的双曲周期点, 它满足 Orb(q) ⊂ V , π(q) > N , 且

k−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ 6 (η′′)k,

π(q)−1∏
i=k−1

∥Dfm|Es(fim(q))∥ > (η′)π(q)−k+1

对任意 k = 1, 2, . . . , π(q) 成立. 注意这两个不等式分别蕴涵了

π(q)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ 6 (η′′)π(q),

π(q)−1∏
i=0

∥Df−m|Eu(f−im(q))∥ 6
(
η2

η′

)π(q)

6 (η′′)π(q).

由此再根据 ε2 的选取可得

{x ∈ M : d(fn(x), fn(q)) 6 ε2,∀n > 0} ⊂ W s(q, f),

{x ∈ M : d(fn(x), fn(q)) 6 ε2,∀n 6 0} ⊂ Wu(q, f).

下面构造一个无穷长的伪轨 {xi}+∞
i=−∞. 由 Orb(q) ⊂ V , 对任意 0 6 j 6 π(q)− 1, 总存在 zj ∈ H(p, f),

使得

d(f j(q), zj) < δ′ <
δ

2
, j = 0, 1, . . . , π(q)− 1.

再记 zπ(q) = z0, 不难发现, 对任意的 j = 0, 1, . . . , π(q)− 1, 总有

d(f(zj), zj+1) 6 d(f j+1(q), zj+1) + d(f(zj), f(f
j(q))) < δ′ +

δ

2
<

δ

2
+

δ

2
= δ.
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因此 {zj}π(q)j=0 是一个 δ- 伪轨. 对任意的 j 6 0, 设 kπ(q) < j 6 (k + 1)π(q), 其中 k 6 0 为整数, 令

xj = zj−kπ(q), 则对任意的 j 6 0, 有 d(f(xj−1), xj) 6 δ, 且有 d(xj , f
j(q)) 6 δ′. 再注意到 H(p, f) 是

链传递的, 总存在 δ- 伪轨 {x0}n0
i=0, 使得 x0 = x0, xn0 = p. 对任意的 j > 0, 令 xn0+j = f j(p). 这

从而得到了一个双向无穷的 δ- 伪轨 {xi}+∞
i=−∞. 由 δ 的选取, 存在跟踪点 x ∈ M , 使得 d(f i(x), xi) <

2−1 max{ε0, ε1, ε2} 对所有的 i ∈ Z 成立. 对任意的 j > 0, 有

d(fn0+j(x), f j(p)) < 2−1 min{ε0, ε1, ε2} < ε0.

由 ε0 的选取可得 fn0(x) ∈ W s(p, f), 即 x ∈ W s(f−n0(p), f). 对任意的 j 6 0, 有

d(f j(x), f j(q)) 6 d(f j(x), xj) + d(xj , f
j(q)) <

min{ε0, ε1, ε2}
2

+ δ′ < ε2.

由 ε2 的选取可得 x ∈ Wu(q, f), 即有 x ∈ Wu(q, f) ∩W s(f−n0(p), f).

注意到 Orb(x) ⊂ U0, 因此沿 x 的轨道有控制分解 E ⊕ F . 当非零向量 u /∈ E(x) 时, 单位向量
Dfnu

∥Dfnu∥ 在 n → +∞ 时会倒向 F 方向. 注意到 E(f j(p)) = Es(f j(p)) 对任意的整数 j 成立, 当非零向

量 u ∈ TxW
s(f−n0(p), f) 时必有 Dfnu

∥Dfnu∥ ∈ Tfn(x)W
s(fn−n0(p), f), 而当 n → +∞ 时有

Tfn(x)W
s(fn−n0(p), f) → Es(fn−n0(p)).

这时 Dfnu
∥Dfnu∥ 在 n → +∞时不能倒向 F 方向,因此必有 u ∈ E(x),这证明了 TxW

s(p, f) ⊂ E(x). 又注

意到 dimTxW
s(p, f) = dimE(x), 因此有 TxW

s(p, f) = E(x). 类似可证明 TxW
u(q, f) = F (x). 因此 x

是 Wu(q, f) 和 W s(f−n0(p), f) 的横截交点.

类似地, 还可以构造 δ-伪轨 {yj}+∞
j=−∞ 如下: 当 j > 0时, yj = zj−[j/π(q)]π(q); 再取 {yj}0j=m0

使得

ym0 = p, y0 = z0; 对 j 6 m0, 取 yj = f j−m0(p). 由 δ 的选取可知, 存在一点 y ∈ M , 使得

d(f i(y), yi) < 2−1 min{ε0, ε1, ε2}

对所有的 i ∈ Z 成立. 类似不难证明 y 是 W s(q, f) 和 Wu(fm0p, f) 的一个横截交点. 这样得到

W s(Org(p), f) 和 Wu(Orb(q), f) 横截相交非空, Wu(Org(p), f) 和 W s(Orb(q), f) 横截相交非空, 从而

有 q ∼ p. 注意到选取的 q 满足

π(q)−1∏
i=0

∥Dfm|Es(fim(q))∥ > (η′)π(q) > ηπ(q),

与条件 (P2) 矛盾. 这证明了 E 是压缩的. 对称地, F 是扩张的. 命题 3.1 证毕.
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Characterization of stable manifolds of orbits with weak
hyperbolicity and its application

Xiao Wen & Shaobo Gan

Abstract The stable manifold plays an important role in the study of differentiable dynamics. For a diffeo-
morphism f , the stable manifolds of a hyperbolic set have the following property: there exists a positive constant
ε > 0 such that for any x in the hyperbolic set, the set {y : d(fnx, fny) 6 ε, ∀n > 0} is contained in the stable
manifold of x. This paper extends this result to the following conclusion: if an invariant set Λ admits a dominated
splitting TΛM = E ⊕ F , then for any positive integer m and constant η > 0, there exists ε > 0 such that when a
point x ∈ Λ satisfies

lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Dfm|E(fim(x))∥ < log η, lim inf
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

log ∥Df−m|F (f(i+1)m(x))∥ < log η,

then the set {y : d(fnx, fny) 6 ε, ∀n > 0} is contained in the stable manifold of x. In addition to proving this
theorem, this paper also presents its application on invariant sets with local star properties.

Keywords stable manifold, pseudo-orbit tracing property, dominated splitting
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