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摘要 本文克服半平面区域的无界性, 完全刻画半平面加权 Bergman空间上复合算子双差的 Hilbert-

Schmidt 性, 并举例说明半平面上复合算子的退化双差存在 Hilbert-Schmidt 性消失现象.
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1 引言

函数空间上的算子理论作为现代数学的重要组成部分, 它与泛函分析、调和分析、量子力学和复

动力系统等学科密切相关联. 特别地, 复合算子由于可模型化函数论和算子理论中许多深层次的问题

而受到广泛研究 (参见文献 [7, 16,19]). 设 G 是复平面 C 中的区域, H(G) 表示 G 上解析函数的全体,

S(G) 表示 G 上解析自映射的全体. 设 φ ∈ S(G), 则由符号 φ 诱导的复合算子 Cφ 定义为

(Cφf)(z) = f(φ(z)), f ∈ H(G), z ∈ G.

设 Π+ 为复平面 C 中的半平面, 即 Π+ := {z ∈ C : Im z > 0}, 其中 Im z 表示复数 z 的虚部. 与单位

圆 D 的情形相比较, 半平面是无界区域, 且扩充半平面的边界包括无穷远点, 因此半平面解析函数空

间上的复合算子理论更为复杂.

为了方便读者, 这里首先给出半平面上加权 Bergman 空间的定义. 设 α > −1, 0 < p < ∞. 令

dAα(z) := cα(Im z)αdA(z), 其中 cα = 2α(α+1)
π , dA(z) 为 Π+ 上的面积测度. 半平面上的加权 Lebesgue

空间 Lp(dAα,Π
+) 由满足条件

∥f∥Lp(dAα,Π+) :=

{∫
Π+

|f(z)|pdAα(z)
} 1

p

< ∞
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的可测函数 f 的全体构成. 当 0 < p < ∞ 时, 半平面上的加权 Bergman 空间定义为 Apα(Π
+) =

Lp(dAα,Π
+)∩H(Π+). 当 α = 0时, 为了方便, 记 Ap(Π+) := Ap0(Π

+). 本节所涉及的概念与记号, 其意

义详见下节.

尽管半平面上的 Bergman空间 Apα(Π
+)与单位圆上的 Bergman空间 Apα(D)等距同构,但由于积

分区域的不同,复合算子在空间 Apα(Π
+)和 Apα(D)上的性质存在着本质差异.众所周知,由 Littlewood

从属原理, 定义在单位圆 D 上的 Hardy 空间与 Bergman 空间上的复合算子总是有界的. 然而空间

Apα(Π
+)不是Möbius不变的,因此在空间 Apα(Π

+)上并不是所有的复合算子都有界. Elliott和Wynn [8]

证明了在空间 Apα(Π
+) 上没有非平凡的紧复合算子, 这与单位圆 D 上单个紧的复合算子理论 [12]

形成了鲜明的对比. Shapiro 和 Sundberg [17] 在研究 Hardy 空间上复合算子集合的拓扑结构时提

出如下猜想: 两个复合算子 Cφ 和 Cψ 处在同一个连通分支当且仅当它们的差 Cφ − Cψ 为紧算子.

该猜想使得国内外专家学者对解析函数空间上复合算子的差分研究产生了浓厚的研究兴趣 (参见文

献 [1,5,6,9,11,13,15]). 与半平面上单个复合算子不同的是, Choe 等 [3] 运用联合 Carleson 测度完全刻

画了 Apα(Π
+)上复合算子差分的有界性和紧性, 并举例说明在空间 Apα(Π

+)上复合算子的差分存在紧

性消失现象, 即存在大量非紧复合算子其差分是紧算子. 随后, Pang 和 Wang [14] 运用 Khinchine 不等

式以及原子分解的技巧完全刻画了 Cφ −Cψ : Apα(Π
+) → Aqβ(Π

+) 的紧性, 推广并深化了文献 [3] 的相

关结果. 进一步地, 为了探究复合算子双差

T := (Cφ1 − Cφ2)− (Cφ3 − Cφ4)

的紧性消失现象, Choe 等 [5, 6] 完全刻画了圆盘 Apα(D) 上复合算子双差 T 的紧性, 并揭示了如下意想

不到的刚性现象. 设退化的双差复合算子为

L := (Cφ1 − Cφ2)− (Cφ3 − Cφ1),

则

L 在 Apα(D) 上为紧算子当且仅当 Cφ1 − Cφ2 和 Cφ3 − Cφ1 都为紧算子, (1.1)

即圆盘 Apα(D) 上复合算子的退化双差不存在紧性消失现象. 然而, Choe 等 [4] 克服了半平面区域的无

界性, 研究了半平面上由分式线性符号诱导的复合算子双差的紧性, 并构造了如下例子说明半平面上

复合算子的退化双差存在紧性消失现象, 与上述圆盘的刚性现象 (1.1) 形成鲜明的对比.

例 1.1 设 α > −1, α+2
2 < p 6 α+ 2 且

φ1(z) = i− 2

z + ı
, φ2(z) = i− 1

z
, φ3(z) = i− 3

z
.

则算子 L 在 Apα(Π
+) 上为紧算子, 但 Cφ1 − Cφ2 和 Cφ3 − Cφ1 在 Apα(Π

+) 上都不是紧算子.

最近, Wang 和 Pang [18] 运用 Carleson 测度和角导数的工具, 完全刻画了 Apα(Π
+) 上一般符号诱

导的复合算子双差 T 的紧性,并指出当 Cφ1 , Cφ2 , Cφ3 在 Apα(Π
+)上都有界时,退化双差的刚性结果成

立:

L 在 Apα(Π
+) 上为紧算子当且仅当 Cφ1 − Cφ2 和 Cφ3 − Cφ1 为紧算子; (1.2)

但例 1.1 表明 (1.2) 成立时每个复合算子的有界性假设不能去掉.

沿着复合算子紧差的探究主线, Choe 等 [3] 最近得到了半平面上再生核函数差的范数估计:

∥Kz −Kw∥A2
α(Π+) ≈ ρ(z, w)(∥Kz∥A2

α(Π+) + ∥Kw∥A2
α(Π+)), z, w ∈ Π+, (1.3)
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进而完全刻画了半平面上复合算子差分的 Hilbert-Schmidt性. 最近,文献 [10]通过差分的序有界性研

究了半平面上加权复合算子差分的 Hilbert-Schmidt 性, 推广并优化了文献 [3] 中的相关结果. 然而半

平面上复合算子双差的 Hilbert-Schmidt 性尚未研究. 鉴于此, 本文致力于刻画半平面上复合算子双差

的 Hilbert-Schmidt 性.

设 φ1, φ2, φ3, φ4 ∈ S(Π+). 令

ρij := ρ(φi, φj),

Mij := ρij(∥Kφi∥A2
α(Π+) + ∥Kφj∥A2

α(Π+)), i, j = 1, 2, 3, 4.

由文献 [2, 命题 3.1]可得 A2
α(Π

+)上复合算子双差 T 关于再生核函数的 Hilbert-Schmidt范数表达式:

∥T∥2HS(A2
α(Π+)) =

∫
Π+

∥K∥2A2
α(Π+) dAα, (1.4)

其中 K := Kφ1 −Kφ2 −Kφ3 +Kφ4 . 记

R1 := M12 +M34, R2 := M13 +M24. (1.5)

易知

∥K∥A2
α(Π+) 6 ∥Kφ1 −Kφ2∥A2

α(Π+) + ∥Kφ3 −Kφ4∥A2
α(Π+)

且

∥K∥A2
α(Π+) 6 ∥Kφ1 −Kφ3∥A2

α(Π+) + ∥Kφ2 −Kφ4∥A2
α(Π+),

则由 (1.3) 和 (1.4) 可得

min{R1, R2} ∈ L2(dAα,Π
+) ⇒ T 是 A2

α(Π
+) 上的 Hilbert-Schmidt 算子. (1.6)

自然地, 关于半平面上复合算子双差的 Hilbert-Schmidt 性, 我们有如下猜测:

min{R1, R2} ∈ L2(dAα,Π
+) ⇔ T 是 A2

α(Π
+) 上的 Hilbert-Schmidt 算子. (1.7)

然而下面构造的例子否定了上述猜测 (1.7).

例 1.2 设 1
2 < δ 6 1 且 φ1(z) = 2πi + log(z + ei),

φ2(z) = φ1(z) +
π

(z + ei)δ[log(z + ei)]
1
2

, φ3(z) = φ1(z)−
π

(z + ei)δ[log(z + ei)]
1
2

.

则在空间 A2(Π+) 上 L 为 Hilbert-Schmidt 算子, 但是 Cφ1 − Cφ2 和 Cφ3 − Cφ1 不是 Hilbert-Schmidt

算子.

幸运的是, 受上述猜测 (1.7) 的启发, 令

Ωs :=
{
z ∈ Π+ : max

16i<j64
ρij(z) < s

}
, 0 < s < 1,

R3 :=

(
|φ1 − φ2 − φ3 + φ4|

Imφ1
+ ρ12ρ13

) 4∑
j=1

∥Kφj∥A2
α(Π+),

从而得到半平面上复合算子 Hilbert-Schmidt 双差的完全刻画.
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定理 1.1 设 α > −1, 0 < s < 1, φj ∈ S(Π+), j = 1, 2, 3, 4, 则双差复合算子 T 为 A2
α(Π

+) 上的

Hilbert-Schmidt 算子当且仅当∫
Π+\Ωs

(min{R1, R2})2dAα +

∫
Ωs

R2
3 dAα < ∞. (1.8)

此外,

∥T∥2HS(A2
α(Π+)) ≈

∫
Π+\Ωs

(min{R1, R2})2dAα +

∫
Ωs

R2
3dAα. (1.9)

基于定理 1.1, 令

σij := σ(φi, φj), R4 := (|σ12 + σ13|+ ρ212 + ρ213)
3∑
j=1

∥Kφj∥A2
α(Π+), i, j = 1, 2, 3.

我们得到如下关于退化双差复合算子的 Hilbert-Schmidt 性刻画.

定理 1.2 设 α > −1, φj ∈ S(Π+), j = 1, 2, 3, 则退化的双差复合算子 L 为 A2
α(Π

+) 上的

Hilbert-Schmidt 算子当且仅当 ∫
Π+

R2
4 dAα < ∞. (1.10)

此外,

∥T∥2HS(A2
α(Π+)) ≈

∫
Π+

R2
4 dAα.

作为定理 1.2的应用,例 1.2表明半平面上复合算子的退化双差存在 Hilbert-Schmidt性消失现象.

本文字母 C 总是代表一个常数, 不过每一次出现时可能代表不同的值. 记号 A . B 表示存在一

个常数 C > 0, 使得 A 6 CB, A ≈ B 表示 A . B 并且 B . A.

2 预备知识

对于 a, b ∈ Π+, a 和 b 之间的伪双曲度量定义为 ρ(a, b) = |σ(a, b)|, 其中 σ(a, b) = a−b
a−b . 通过计算

易验证

1− ρ2(a, b) =
4(Im a)(Im b)

|a− b|2
, ∀ a, b ∈ Π+,

进而可得

√
2Im a√

1− ρ(a, b)
6 |a− b|, Im b > Im a. (2.1)

对于 a, b ∈ Π+, 以下不等式成立 (参见文献 [3]):

ρ(a, b)

1 + ρ(a, b)
6 |a− b|

2Im a
6 ρ(a, b)

1− ρ(a, b)
, (2.2)

1− ρ(a, b)

1 + ρ(a, b)
6 Im a

Im b
6 1 + ρ(a, b)

1− ρ(a, b)
, (2.3)
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1− ρ(a, b) 6 2Im a

|a− b|
6 1 + ρ(a, b). (2.4)

设 0 < p < ∞, f ∈ H(Π+), 由次调和性可得

|f(z)| .
∥f∥Ap

α(Π+)

(Im z)
α+2
p

, z ∈ Π+. (2.5)

由 (2.5) 可知 A2
α(Π

+) 上的计值泛函是有界线性泛函, 因此对于任意 z ∈ Π+, 存在唯一的再生核函数

其表达式为

Kz(w) :=

(
i

w − z̄

)α+2

, w ∈ Π+. (2.6)

因此,

∥Kz∥2A2
α(Π+) = Kz(z) =

1

(2Im z)α+2
, z ∈ Π+. (2.7)

对于给定的正整数 N > 2, a ∈ Π+, 记

aN := Re a+ iN Im a,

则有

|aN − a| = (N + 1)Im a. (2.8)

通过初等计算可得关于核函数估计的如下引理.

引理 2.1 设 α > −1, N > 2, 0 < ϵ < δ < 1 且 a, z, w ∈ Π+.

(a) 若 N(1− ϵ) > 10, ρ(a, z) 6 ϵ, 则存在常数 cα > 0 使得

1

cα
· ρ(a, z)

N
6

∣∣∣∣1− Kz(aN )

Ka(aN )

∣∣∣∣ 6 cα · ρ(a, z)

N(1− ϵ)
.

此外, 若 N(1− ϵ) > 2cα, 则有 ∣∣∣∣1 + Kz(aN )

Ka(aN )

∣∣∣∣ > 3

2
.

(b) 若 Im z > Im a 且

N
√
1− ρ(a, z)

ρ(a, z)
6 1

8
, (2.9)

则存在常数 cα > 0 使得 ∣∣∣∣Kz(aN )

Ka(aN )

∣∣∣∣ 6 cα

(
N
√
1− ρ(a, z)

ρ(a, z)

)α+2

.

(c) 若 Imw > Im a, ρ(z, w) 6 ϵ, ρ(a,w) > δ, M > 5 且

Imw

Im a
6 M 6

(
1− ϵ√
1− δ

)1/2

, (2.10)

则存在常数 cα > 0 使得 ∣∣∣∣1− Kw(aN )

Kz(aN )

∣∣∣∣ 6 cαρ(z, w)

(√
1− δ

1− ϵ

)1/2

.
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3 关键定理的证明

本节致力于证明与主要结果相关的两个重要定理, 分别是定理 3.1 和 3.3.

定理 3.1 设 α > −1 且 0 < s < 1. 若 zj ∈ Π+ 满足 ρ(z1, zj) 6 s, j = 1, 2, 3, 4, 则

∥Kz1 −Kz2 −Kz3 +Kz4∥A2
α(Π+)∑4

j=1 ∥Kzj∥A2
α(Π+)

≈ |z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

+ ρ(z1, z2)ρ(z1, z3).

证明 设 zj ∈ Π+ 满足 ρ(z1, zj) 6 s, j = 1, 2, 3, 4. 记

f := Kz1 −Kz2 −Kz3 +Kz4 =
4∑
j=1

cjKzj ,

则有

f(z) = Kz1(z)

4∑
j=1

cj
(1− fj(z))α+2

, (3.1)

其中

fj(z) :=
zj − z1
z − z1

, z ∈ Π+.

记 bk := Re z1 + iNkIm z1, k = 1, 2, 则有 Im bk = Nk(Im z1) ≈ |bk − z1|. 故由 (2.3) 和 (2.5) 分别可得

∥Kz1∥A2
α(Π+) ≈

∑4
j=1 ∥Kzj∥A2

α(Π+) 以及

∥f∥A2
α(Π+)

∥Kz1∥A2
α(Π+)

& [(Im bk)(Im z1)]
α/2+1|f(bk)| &

|f(bk)|
|Kz1(bk)|

,

从而有

∥f∥A2
α(Π+)

( 4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+)

)−1

&
2∑
k=1

|f(bk)|
|Kz1(bk)|

. (3.2)

注意到

fj(b1) =
zj − z1
b1 − z1

=
zj − z1

i(N + 1)Im z1
,

则由 (2.4) 可得

|fj(b1)| ≈
ρ(z1, zj)

N
, (3.3)

且

fj(b2)

fj(b1)
=

N + 1

N2 + 1
< 1. (3.4)

设 r ∈ (0, 1
4 ],由 (3.3)可选取 N = N(s)足够大使得 |fj(bk)| < r.令 p1 := α+2且 p2 := (α+2)(α+3)/2.

应用 (3.1), 则存在常数 C > 0 使得∣∣∣∣ f(bk)

Kz1(bk)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 4∑
j=1

cj(
1− fj(bk)

)α+2

∣∣∣∣
2022
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>
∣∣∣∣ 2∑
t=1

pt

4∑
j=2

cj [fj(bk)]
t

∣∣∣∣− Cr

(∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(bk)

∣∣∣∣+ |f2(bk)f3(bk)|
)
.

此外, 有

2∑
k=1

∣∣∣∣ 2∑
t=1

pt

4∑
j=2

cj [fj(bk)]
t

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(b1)

∣∣∣∣+ |f2(b1)f3(b1)|.

同时, 由 (3.4) 可知 |f2(bk)f3(bk)| 6 |f2(b1)f3(b1)| 以及∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(bk)

∣∣∣∣ = |z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

· 1

Nk + 1
6

∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(b1)

∣∣∣∣, k = 1, 2. (3.5)

因此可得

2∑
k=1

∣∣∣∣ f(bk)

Kz1(bk)

∣∣∣∣ > C1(1− C2r)

(∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(b1)

∣∣∣∣+ |f2(b1)f3(b1)|
)
. (3.6)

由 (3.5) 可得 ∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(b1)

∣∣∣∣ ≈ |z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

. (3.7)

在 (3.6) 中选取 r 6 1
2C2

, 从而由 (3.2), (3.3) 和 (3.7) 可得

∥Kz1 −Kz2 −Kz3 +Kz4∥A2
α(Π+)∑4

j=1 ∥Kzj∥A2
α(Π+)

& |z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

+ ρ(z1, z2)ρ(z1, z3).

接下来, 为了得到

∥Kz1 −Kz2 −Kz3 +Kz4∥A2
α(Π+)∑4

j=1 ∥Kzj∥A2
α(Π+)

. |z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

+ ρ(z1, z2)ρ(z1, z3), (3.8)

令 τ := (1−s)2
8 以及 η := τ2

1+τ . 不妨假设

min
16j64

Im zj = Im z1 且 ρ(z1, z2) 6 ρ(z1, z3).

考虑以下情形:

(i) ρ(z1, z2) > η;

(ii) τρ(z1, z2) > ρ(z3, z4) 或者 τρ(z3, z4) > ρ(z1, z2);

(iii) τρ(z1, z2) 6 ρ(z3, z4) 6 1
τ ρ(z1, z2) 且 ρ(z1, z2) 6 η 6 ρ(z1, z3);

(iv) τρ(z1, z2) 6 ρ(z3, z4) 6 1
τ ρ(z1, z2) 且 ρ(z1, z3) 6 η.

为了方便, 记

G := Kz1 −Kz2 −Kz3 +Kz4 . (3.9)

在情形 (i) 中, 有 ρ(z1, z2)ρ(z1, z3) > η2, 则

∥G∥A2
α(Π+) 6

ρ(z1, z2)ρ(z1, z3)

η2

4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+),
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进而可得 (3.8). 在情形 (ii) 中, 首先假设 τρ(z1, z2) > ρ(z3, z4), 则有

|z1 − z2 − z3 + z4|
Im z1

> |z1 − z2|
Im z1

− |z3 − z4|
Im z3

· Im z3
Im z1

=
ρ(z1, z2)

2
.

因此,

∥G∥A2
α(Π+) 6 ∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+) + ∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)

. (1 + τ)ρ(z1, z2)
4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+)

6 2(1 + τ)
|z1 − z2 − z3 + z4|

Im z1

4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+).

从而 (3.8) 成立. 同理, 当 τρ(z3, z4) > ρ(z1, z2) 时也可得 (3.8). 在情形 (iii) 中, 有

ρ(z1, z2) + ρ(z3, z4) 6
(
1 +

1

τ

)
ρ(z1, z2) 6

1

η

(
1 +

1

τ

)
ρ(z1, z2)ρ(z1, z3),

从而

∥G∥A2
α(Π+) 6 ∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+) + ∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)

. [ρ(z1, z2) + ρ(z3, z4)]
4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+)

6 1

η

(
1 +

1

τ

)
ρ(z1, z2)ρ(z1, z3)

4∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+).

因此可得 (3.8). 在情形 (iv) 中, 有 ρ(z1, z4) 6 ρ(z1, z3) + ρ(z3, z4) 6 η + η
τ = τ, 且

|fj(z)| 6
2

1− s
ρ(z1, zj) 6

2τ

1− s
6 1

4
,

则 ∣∣∣∣ f(z)

Kz1(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 4∑
j=1

cj
(1− fj(z))α+2

∣∣∣∣
.

2∑
t=1

∣∣∣∣ 4∑
j=2

cj [fj(z)]
t

∣∣∣∣+ (∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(z)

∣∣∣∣+ |f2(z)f3(z)|
)

.
∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(z)

∣∣∣∣+ |f2(z)f3(z)|.

此外, fj(z) =
b1−z1
z−z1 fj(b1) 且 | b1−z1z−z1 | 6 N + 1. 则有

∣∣∣∣ f(z)

Kz1(z)

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣ 4∑
j=2

cjfj(b1)

∣∣∣∣+ |f2(b1)f3(b1)|, z ∈ Π+.

最后, 结合 (3.3) 和 (3.7) 可得 (3.8). 定理证毕.
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特别地, 当 z1 = z4 时, 基于定理 3.1 可得如下定理.

定理 3.2 设 α > −1 且 0 < s < 1. 记

A1 :=
|2z1 − z2 − z3|

Im z1
, A2 := |σ(z1, z2) + σ(z1, z3)|,

且

B := ρ(z1, z2) + ρ(z1, z3).

令 A = A1 或 A = A2. 当 zj ∈ Π+ 满足 ρ(z1, zj) 6 s, j = 1, 2, 3, 则

∥2Kz1 −Kz2 −Kz3∥A2
α(Π+) ≈ (A+B2)

3∑
j=1

∥Kzj∥A2
α(Π+).

证明 设 zj ∈ Π+ 满足 ρ(z1, zj) 6 s, j = 1, 2, 3. 因为

2z1 − z2 − z3
Im z1

− 2i[σ(z1, z2) + σ(z1, z3)] =

3∑
j=2

σ(z1, zj)
z1 − zj
Im z1

,

故由 (2.2) 可得

|A1 − 2A2| 6
3∑
j=2

ρ2(z1, zj)

1− s
6 B2

1− s
,

从而

A1 +B2 ≈ A2 +B2. (3.10)

此外,

ρ(z1, z2) ≈
|z1 − z2|
Im z1

6 A1 +
|z1 − z3|
Im z1

. A1 + ρ(z1, z3);

由对称性, 互换 z2 和 z3 上述估计依然成立. 因此有

ρ(z1, z2)ρ(z1, z3) . A1 + ρ2(z1, z3) 6 A1 +B2

且

B2 . ρ2(z1, z2) + ρ2(z1, z3) . A1 + ρ(z1, z2)ρ(z1, z3).

从而可得

A1 + ρ(z1, z2)ρ(z1, z3) ≈ A1 +B2.

结合 (3.10) 和定理 3.1, 该定理得证.

接下来证明本节重要的定理 3.3. 为此, 设 α > −1, zj ∈ Π+, j = 1, 2, 3, 4. 为了方便, 记

Q1 := ∥Kz1 −Kz2∥A2
α(Π+) + ∥Kz3 −Kz4∥A2

α(Π+),

Q2 := ∥Kz1 −Kz3∥A2
α(Π+) + ∥Kz2 −Kz4∥A2

α(Π+).
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G 仍如 (3.9) 中所定义. 自然地, 有

∥G∥A2
α(Π+) 6 min{Q1, Q2}. (3.11)

设 cα > 0 是引理 2.1 中所确定的常数, 选取 β1 和 N1 > 2 使得(√
1− β1

2

)α+2

<
1

8
, (3.12)

N1(1− β1) > max{10, 4cα}. (3.13)

然后选取 β2 满足以下性质:

√
1− β2

β2
6 1

N7
1

, (3.14)

max
{
N

2(α+4)
1 , N12

1

}
6 1− β1√

1− β2

, (3.15)

cα

(
N1

√
1− β2

β2

)α+2

6 1

4N1
. (3.16)

接下来的引理 3.1–3.4 将对证明定理 3.3 起着关键的作用.

引理 3.1 令 α > −1. 若 z1, z2, z3, z4 ∈ Π+ 满足

(i) Im zj > Im z1, j = 2, 3, 4;

(ii) β1 6 ρ(z1, zj), j = 2, 3, 4,

则有 ∥G∥A2
α(Π+) ≈ Q1 ≈ Q2 ≈ ∥Kz1∥A2

α(Π+).

证明 由 (i) 和 (ii) 以及 (2.1) 可得

|G(z1)|
∥Kz1∥2A2

α(Π+)

=
|G(z1)|
Kz1(z1)

> 1−
4∑
j=2

(√
1− β1

2

)α+2

>
1

2
.

因此, 由 (2.5) 可知

∥G∥A2
α(Π+) &

|G(z1)|
∥Kz1∥A2

α(Π+)

> 1

2
∥Kz1∥A2

α
.

由 (i) 和 (2.7) 可得

∥G∥A2
α(Π+) 6 Qj 6 4∥Kz1∥A2

α(Π+), j = 1, 2. (3.17)

从而引理得证.

引理 3.2 令 α > −1. 若 z1, z2, z3, z4 ∈ Π+ 满足

(i) Im zj > Im z1, j = 2, 3, 4;

(ii) ρ(z1, z4) 6 β1;

(iii) 下面条件其中一个成立:

(iii-a) β2 6 ρ(z1, z2) 6 ρ(z1, z3),

(iii-b) ρ(z1, z2) 6 β1 且 β2 6 ρ(z1, z3),

则 ∥G∥A2
α(Π+) ≈ Q1 ≈ Q2 ≈ ∥Kz1∥A2

α(Π+).
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证明 为了方便, 记

b := (z1)N1 = Re z1 + iN1Im z1. (3.18)

类似于引理 3.1 的证明, 我们只需要证明

∥G∥A2
α(Π+) & ∥Kz1∥A2

α(Π+). (3.19)

首先由 (2.5) 和 (2.8) 可得

∥G∥A2
α(Π+) &

(Im b)1+α/2

|b− z1|α+2
· |G(b)|
|Kz1(b)|

>
∥Kz1∥A2

α

(2N1)
α+2
2

· |G(b)|
|Kz1(b)|

. (3.20)

此外, 利用 (3.13) 和引理 2.1(a) 可得

|G(b)|
|Kz1(b)|

>
∣∣∣∣1 + Kz4(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣Kz2(b)

Kz1(b)
+

Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣
> 3

2
−

∣∣∣∣Kz2(b)

Kz1(b)
+

Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣. (3.21)

为了进一步估计 (3.21), 首先考虑情形 (iii-a). 由 (3.14) 可得√
1− ρ(z1, zj)

ρ(z1, zj)
6

√
1− β2

β2
6 1

N7
1

, j = 2, 3. (3.22)

因此, 应用引理 2.1(b) 和 (3.16), 有∣∣∣∣Kz2(b)

Kz1(b)
+

Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣Kz2(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣
6 cα

3∑
j=2

(
N1

√
1− ρ(z1, zj)

ρ(z1, zj)

)2+α

6 2cα

(
N1

√
1− β2

β2

)2+α

6 1

4
.

由 (3.20) 和 (3.21) 可知

∥G∥A2
α(Π+) >

5

4

∥Kz1∥A2
α(Π+)

(2N1)
α+2
2

,

从而在条件 (iii-a) 下可得 (3.19). 对于情形 (iii-b), 结合引理 2.1(a), (3.13), (3.20) 和 (3.21), 类似可得

(3.19), 从而引理得证.

引理 3.3 令 α > −1. 若 z1, z2, z3, z4 ∈ Π+ 满足

(i) Im zj > Im z1, j = 2, 3, 4;

(ii) ρ(z1, z2) 6 β1;

(iii) β2 6 ρ(z1, zj), j = 3, 4,

则 ∥G∥A2
α(Π+) ≈ min{Q1, Q2}.
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证明 类似于引理 3.1 的证明, 我们只需要证明

∥G∥A2
α(Π+) & min{Q1, Q2}. (3.23)

若
∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+)

∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)

6 1

2
或

∥Kz1 −Kz2∥A2
α(Π+)

∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)

> 2,

则
Q1

3
6 |∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+) − ∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)| 6 ∥G∥A2

α(Π+) 6 Q2,

从而 (3.23) 成立.

若

1

2
<

∥Kz1 −Kz2∥A2
α(Π+)

∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+)

< 2, (3.24)

由对称性, 不妨假设

Im z4 > Im z3. (3.25)

为了方便, 记 M := max{Nα+4
1 , N6

1 }, 并考虑以下情形:

(a) ρ(z3, z4) 6 β1, 且
Im z3
Im z1

6 M ;

(b) ρ(z3, z4) 6 β1, 且
Im z3
Im z1

> M ;

(c) ρ(z3, z4) > β1.

情形 (a) 由于

|Kz4(b)| = Kz4(z4)

(
2Im z4

|z4 − b|

)2+α

6 2α+2∥Kz4∥2A2
α

且 M2 6 1−β1√
1−β2

, 由引理 2.1(c) 可得

|Kz3(b)−Kz4(b)| =
∣∣∣∣1− Kz3(b)

Kz4(b)

∣∣∣∣|Kz4(b)|

. ρ(z3, z4)

(√
1− β2

1− β1

)1/2

∥Kz4∥2A2
α

6 ρ(z3, z4)

M
∥Kz1∥A2

α(Π+) ∥Kz4∥A2
α(Π+).

同时, 由 (2.8) 可得 |Kz1(b)| >
∥Kz1∥

2
A2

α

(N1)α+2 . 进一步地, 根据 (3.13) 和引理 2.1(a) 可得

|Kz1(b)−Kz2(b)| = |Kz1(b)|
∣∣∣∣1− Kz2(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣ & ρ(z1, z2)

Nα+3
1

∥Kz1∥2A2
α
.

则有

|G(b)| > |Kz1(b)−Kz2(b)| − |Kz3(b)−Kz4(b)|

&
∥Kz1∥A2

α(Π+)

Nα+3
1

[
ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2

α(Π+) −
C

N1
ρ(z3, z4)∥Kz4∥A2

α(Π+)

]
. (3.26)
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此外,由引理 3.3(i)和 (1.3)可知 ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2
α(Π+) ≈ ∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+).类似地,由 (3.25)和 (2.3)

可得 ρ(z3, z4)∥Kz4∥A2
α(Π+) ≈ ∥Kz3 −Kz4∥A2

α(Π+). 将上述估计代入 (3.26), 由 (2.5) 可得

∥G∥A2
α(Π+) & (Im z1)

α/2+1|G(b)|

> C1

Nα+3
1

(
∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+) −
C2

N1
∥Kz3 −Kz4∥A2

α(Π+)

)
> C1

Nα+3
1

(
1− 2C2

N1

)
∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+).

因此, 选取 N1 满足 N1 > 4C2, 进而由 (3.24) 可知

Q2 > ∥G∥A2
α(Π+) >

C1

2Nα+3
1

∥Kz1 −Kz2∥A2
α(Π+) >

C1

6Nα+3
1

Q1.

至此, 得到 (3.23).

情形 (b) 由文献 [3, 引理 7.2] 可得

|Kz3(b)−Kz4(b)| =
1

|b− z3|α+2

∣∣∣∣1− (
b− z3
b− z4

)α+2∣∣∣∣
. ρ(z3, z4)

(Im z3)α+2
. (3.27)

此外, 由 (2.7) 和情形 (b) 以及 α > −1 可得

1

(Im z3)α+2
=

(
Im z1
Im z3

)α/2+1

∥K1∥A2
α(Π+)∥K3∥A2

α(Π+) 6
∥K1∥A2

α(Π+)∥K3∥A2
α(Π+)

Nα+4
1

.

将上式代入 (3.27), 则有

|Kz3(b)−Kz4(b)| .
ρ(z3, z4)∥K1∥A2

α(Π+)∥K3∥A2
α(Π+)

Nα+4
1

.

因此

|G(b)| > |Kz1(b)−Kz2(b)| − |Kz3(b)−Kz4(b)|

&
∥Kz1∥A2

α(Π+)

Nα+3
1

[
ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2

α
− C

N1
ρ(z3, z4)∥K3∥A2

α(Π+)

]
.

类比情形 (a) 中的证明可得

∥G∥A2
α(Π+) >

C3

Nα+3
1

(
1− C4

N1

)
∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+).

故选取 N1 满足 N1 > 2C4, 从而有

Q2 > ∥G∥A2
α(Π+) >

C3

6Nα+3
1

Q1.

至此, 得到 (3.23).

情形 (c) 取 j0 ∈ {3, 4} 使得

max {|Kz3(b)|, |Kz4(b)|} = |Kzj0
(b)|,
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则有

(Im b)α/2+1|Kzj0
(b)| 6 C

Nα+4
1

∥Kz3∥A2
α(Π+). (3.28)

我们分以下两种情形证明 (3.28):

(c1) :
Im b

Im zj0
6 1

N6
1

和 (c2) :
Im zj0
Im b

6 N6
1 .

在情形 (c1) 中, 考虑到 Im z4 > Im z3, 有

(Im b)α/2+1|Kzj0
(b)| 6

(
Im b

Im zj0

)α/2+1
1

(Im zj0)
α/2+1

. 1

N
3(α+2)
1

∥Kz3∥A2
α(Π+).

由 α > −1, (3.28) 得证. 在情形 (c2) 中, 由 (iii) 和 (3.14) 可得

N1

√
1− ρ(z1, zj0)

ρ(z1, zj0)
6 N1

√
1− β2

β2
6 1

N6
1

.

通过引理 2.1(b) 可得

|Kzj0
(b)| . |Kz1(b)|

N
6(α+2)
1

6 1

N
6(α+2)
1

(
1

Im b

)α+2

.

从而

(Im b)α/2+1|Kzj0
(b)| 6 1

N
6(α+2)
1

(
Im zj0
Im b

)α/2+1
1

(Im zj0)
α/2+1

.
∥Kz3∥A2

α(Π+)

N
3(α+2)
1

,

进而 (3.28) 成立.

接下来, 由 (2.5) 和 (3.28) 可得

∥G∥A2
α(Π+) & (Im b)α/2+1|G(b)|

> (Im z1)
α/2+1|Kz1(b)−Kz2(b)| − 2(Im b)α/2+1|Kj0(b)|

& 1

Nα+3
1

[
ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2

α
− C

∥Kz3∥A2
α(Π+)

N1

]
. (3.29)

再由 (1.3) 和 (2.3) 可得

ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2
α(Π+) ≈ ∥Kz1 −Kz2∥A2

α(Π+) ≈ ∥Kz3 −Kz4∥A2
α(Π+) ≈ ∥Kz3∥A2

α(Π+),

从而有

ρ(z1, z2)∥Kz1∥A2
α(Π+) ≈ Q1 ≈ ∥Kz3∥A2

α(Π+).

因此, 结合 (3.29), 有

∥G∥A2
α(Π+) >

C5

Nα+3
1

(
1− C6

N1

)
Q1.
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故选取 N1 使得 N1 > 2C6, 从而

Q2 > ∥G∥A2
α(Π+) >

C5

2Nα+3
1

Q1.

至此, 得到 (3.23). 引理得证.

引理 3.4 令 α > −1. 若 z1, z2, z3, z4 ∈ Π+ 满足

(i) Im zj > Im z1, j = 2, 3, 4;

(ii) ρ(z1, z2) 6 β1;

(iii) ρ(z1, z3) 6 β1 且 β2 6 ρ(z1, z4),

则 ∥G∥A2
α(Π+) ≈ Q1 ≈ Q2 ≈ ∥Kz1∥A2

α(Π+).

证明 由 (3.13) 和引理 2.1(a), 可得∣∣∣∣1− Kzj (b)

Kz1(b)

∣∣∣∣ 6 cα
N1(1− β1)

, j = 2, 3.

同时, 由 (3.14), (3.16) 和引理 2.1(b), 有 ∣∣∣∣Kz4(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣ 6 1

4N1
.

因此,

|G(b)| > |Kz1(b)|
(∣∣∣∣1− Kz2(b)

Kz1(b)
− Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣− |Kz4(b)|
|Kz1(b)|

)
> |Kz1(b)|

(
1−

∣∣∣∣1− Kz2(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣1− Kz3(b)

Kz1(b)

∣∣∣∣− |Kz4(b)|
|Kz1(b)|

)
>

∥Kz1∥2A2
α

(N1 + 1)α+2

[
1− 2cα

N1(1− β1)
− 1

4N1

]
.

从而, 选取 N1 使得

2cα
N1(1− β1)

+
1

4N1
6 1

2
, (3.30)

由 (2.5) 可得

∥G∥A2
α(Π+) & (Im b)1+α/2|G(b)| >

∥Kz1∥A2
α(Π+)

2(N1 + 1)α+2
.

结合 (3.17), 该引理即证.

一旦满足 (3.12) 的 β1 ∈ (0, 1) 确定, 我们将选取 N1 > 2 和 β2 ∈ (β1, 1) 使其满足 (3.13)–(3.16).

注意到 β1 < β2 < 1, 可以用 β2 代替 β1 从而找到 N2 > N1 和 β3 ∈ (β2, 1) 使得上述引理 3.1–3.4 对

(β2, N2, β3) 成立. 重复该过程, 可找到 (β3, N3, β4) 且

2 tanh−1 β3 6 tanh−1 β4, (3.31)

从而得到如下重要定理.
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定理 3.3 令 α > −1. 若 z1, z2, z3, z4 ∈ Π+ 满足

β4 6 max
16i<j64

ρ(zi, zj), (3.32)

则

min{Q1, Q2} ≈ ∥G∥A2
α(Π+). (3.33)

证明 不失一般性, 假设

min
26j64

Im zj > Im z1 且 ρ(z1, z2) 6 ρ(z1, z3).

由上述引理 3.1–3.4 可得 (3.33) 在以下 4 种情形都成立:

(a) min26j64 ρ(z1, zj) > β1;

(b) ρ(z1, z4) 6 β1, ρ(z1, z2) /∈ [β1, β2] 且 β2 6 ρ(z1, z3);

(c) ρ(z1, z2) 6 β1 且 β2 6 minj=3,4 ρ(z1, zj);

(d) maxj=2,3 ρ(z1, zj) 6 β1 且 β2 6 ρ(z1, z4).

由 (3.31) 和 (3.32) 可得

β3 6 max
26j64

ρ(z1, zj).

除了上面所述的 4 种情形之外, 还应考虑余下 3 种情形:

(b1) ρ(z1, z4) 6 β1 6 ρ(z1, z2) 6 β2, β3 6 ρ(z1, z3);

(c1) ρ(z1, z2) 6 β1 6 ρ(z1, z4) 6 β2, β3 6 ρ(z1, z3);

(c2) ρ(z1, z2) 6 β1 6 ρ(z1, z3) 6 β2, β3 6 ρ(z1, z4).

注意到, 用 (β2, β3) 代替 (β1, β2), 则情形 (b1) 和 (c1) 可转化为情形 (b). 类似地, 情形 (c2) 可转化为

情形 (d). 定理证毕.

4 主要结果的证明

定理 1.1 的证明 令 s ∈ (β4, 1), 由 (1.4) 可得

∥T∥2HS(A2
α(Π+)) =

∫
Π+\Ωs

∥K∥2A2
α
dAα +

∫
Ωs

∥K∥2A2
α
dAα,

其中 K := Kφ1 −Kφ2 −Kφ3 +Kφ4 . 一方面, 在 Π+ \ Ωs 上, 由定理 3.3 和 (1.3) 可得

∥K∥A2
α(Π+) ≈ min{R1, R2};

另一方面, 在 Ωs 上, 由定理 3.1 可得

∥K∥A2
α(Π+) ≈ R3.

因此定理得证.

定理 1.2 的证明 令 φ1 = φ4, 则有 R1 = R2 =: R. 注意到

R = (ρ12 + ρ13)∥Kφ1∥A2
α(Π+) + ρ12∥Kφ2∥A2

α(Π+) + ρ13∥Kφ3∥A2
α(Π+). (4.1)
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R4 := (|σ12 + σ13|+ ρ212 + ρ213)

3∑
j=1

∥Kφj∥A2
α(Π+).

在 Ωs 上, 由定理 3.2 可得 R4 ≈ R3. 因此, 只需要证明在 Π+ \ Ωs 上有

R4 ≈
3∑
j=1

∥Kφj∥A2
α(Π+) ≈ R. (4.2)

因为在 Π+ \ Ωs 上有

ρ12 + ρ13 > max{ρ12, ρ13} > s

2
, (4.3)

故可得 R4 ≈
∑3
j=1 ∥Kφj∥A2

α(Π+). 对于 z ∈ Π+ \ Ωs, 不妨假设 ρ12(z) 6 ρ13(z), 从而有 ρ13(z) > s
2 . 若

ρ12(z) > s
2 , 则由 (4.1) 可得

R(z) ≈
3∑
j=1

∥Kφj(z)∥A2
α(Π+). (4.4)

若 ρ12(z) <
s
2 , 则由 (4.1), (2.3) 和 (2.7) 可得 (4.4) 依然成立. 从而 (4.2) 成立, 定理得证.

注 4.1 由文献 [3, 例 7.8] 可知 Cφ1 − Cφ2 和 Cφ3 − Cφ1 在 A2(Π+) 上是 Hilbert-Schmidt 算子

当且仅当 δ > 1. 应用定理 1.2 以及 (1.2), 经计算可得算子 L 在 A2(Π+) 上为 Hilbert-Schmidt 算子当

且仅当 δ > 1
2 . 因为

1
2 < δ 6 1, 故例 1.2 证毕.
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Hilbert-Schmidt double differences of composition operators
over the half plane
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Abstract In this paper, we obtain a complete characterization for the Hilbert-Schmidt double difference of
composition operators on the weighted Bergman spaces over the half plane. Furthermore, we construct an
example to show that there exists the cancelation phenomenon for the Hilbert-Schmidtness of the degenerate
double difference of composition operators over the half plane.
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