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摘要 本文对非一致双曲系统的周期逼近性质作一个综述, 包括状态点被周期点逼近、不变测度被周

期测度 (支撑在周期轨道上的原子测度)逼近、不变测度的 Lyapunov指数被周期测度的 Lyapunov指

数逼近、不变测度的无关数和格数被周期测度的无关数和格数逼近、不变测度的 Oseledec 分解的不

变丛被周期测度的 Oseledec 分解的不变丛逼近等.
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1 引言: 非一致双曲系统中的基本概念与性质

一致双曲系统的不变丛具有一致的扩张性或者压缩性, 简称为双曲性. 而非一致双曲系统的不变

丛的双曲性是随点变化的, 用全测集上 Lyapunov 指数均非零来刻画. Lyapunov 指数衡量的是向量长

度随时间演化的平均变化率.

设 M 为紧致光滑 Riemann 流形. 设 f : M → M 是 C1 微分同胚. 用 TM 表示切丛, 用 Df :

TM → TM 表示 f 的切映射.

定义 1.1 对 x ∈ M , v ∈ TxM , v ̸= 0, 如果

lim
n→+∞

1

n
log ∥Dxf

n(v)∥

存在, 则称该极限值为向量 v 的 Lyapunov 指数.
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这里定义的 Lyapunov 指数以极限存在作为前提条件. 当极限不存在时, 称 Lyapunov 指数不存

在. 类似地, 可定义向量在迭代过程 n → −∞ 时的 Lyapunov 指数.

对于保测的微分动力系统, Liao [19] 于 1963 年率先建立了乘法遍历定理, 指出了全测集上所有非

零向量的 Lyapunov 指数都存在. 1968 年, Oseledec [20] 给出了被广泛接受的乘法遍历定理的形式.

定理 1.1 (乘法遍历定理 [19, 20]) 设 f 是一个 d 维紧致 Riemann 流形 M 上的 C1 微分同胚, 保

持遍历测度 ω, 则

(1) 存在正整数 s 6 d;

(2) 存在 s 个不同的实数 λ1 < · · · < λs;

(3) 存在正整数 n1, . . . , ns, 满足 n1 + · · ·+ ns = d;

(4) 存在一个 Borel 集 O(ω) (称作测度 ω 的 Oseledec 吸引域), 满足 f(O(ω)) = O(ω) 和 ω(O(ω))

= 1;

(5) 存在切空间的一个可测分解 (称为 Oseledec 分解)

TxM = E1(x)⊕ · · · ⊕ Es(x)

满足 dimEi(x) = ni 和 Df(Ei(x)) = Ei(fx),

使得对任意点 x ∈ O(ω) 和任意非零向量 v ∈ Ei(x), i = 1, 2, . . . , s, 成立

lim
n→±∞

log ∥Dfnv∥
n

= λi.

注 1.1 定理 1.1(3) 中的 ni, 既是切空间 Oseledec 分解中第 i 个丛 Ei 的维数, 也是第 i 个

Lyapunov 指数的重数.

由乘法遍历定理可知, 给定保持概率测度的动力系统, 如果不具有零 Lyapunov 指数, 则它的非一

致双曲集 (详见定义 1.2) 是该测度下全测的、不变的集合. 这样的测度称为双曲测度. 我们可以用系

统最小的正 Lyapunov 指数替代一致双曲情形的扩张常数, 用最大的负 Lyapunov 指数的绝对值替代

一致双曲情形的压缩常数.

定义 1.2 设 f 是紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个微分同胚. 称一个 f - 不变的 Borel 子集

R 是非一致双曲的 (non-uniformly hyperbolic), 若满足以下条件:

(1) 存在常数 λ 和 µ 满足 0 < λ < 1 < µ.

(2) 存在正常数 ε ≪ λ, µ, 以及两个从 R 到 (0,∞) 的 Borel 函数 C 和 K.

(3) 对于 R 中的每一个点 x, 在切空间 TxM 中存在子空间 Es(x) 和 Eu(x), 满足以下 5 个条件:

(H1) 子空间 Es(x) 和 Eu(x) 随基点 x 可测变化, 并且构成切空间 TxM 的一个不变分解, 即

TxM = Es(x)⊕ Eu(x),

DxfE
s(x) = Es(fx), DxfE

u(x) = Eu(fx);

(H2) 子空间 Es(x) 是稳定的, 即对于任意非零向量 υ ∈ Es(x) 和任意正整数 n > 0, 有

∥Dxf
nυ∥ 6 C(x)λneεn∥υ∥;

(H3) 子空间 Eu(x) 是不稳定的, 即对于任意非零向量 υ ∈ Eu(x) 和任意负整数 n < 0, 有

∥Dxf
nυ∥ 6 C(x)µneε|n|∥υ∥;
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(H4) 子空间 Es(x) 与 Eu(x) 之间的夹角满足

∠(Es(x), Eu(x)) > K(x);

(H5) 对任意整数 n ∈ Z, 成立

C(fn(x)) 6 C(x)eε|n|, K(fn(x)) > K(x)e−ε|n|.

注 1.2 在上述定义中, 如果 C 和 K 能够在整个 Borel 子集 R 一致选取 (与基点 x 无关), 则集

合 R 被称作一致双曲的 (uniformly hyperbolic). 此时称 f 为一致双曲微分同胚. 进一步地, 若 R 取
到全流形, 则称 f 为 Anosov 微分同胚.

定义 1.3 给定 3 个正数 λ, µ ≫ ε > 0 和一个正整数 k ∈ Z+, 定义集合 Λk = Λk(λ, µ; ε), 它是由

满足以下性质的M 中的点 x所构成的集合:在 x处的切空间存在一个不变分解 TxM = Es(x)⊕Eu(x)

(即 Dxf
m(Es(x)) = Es(fmx) 且 Dxf

m(Eu(x)) = Eu(fmx)), 使得

(a) ∥Dfn|Es(fmx)∥ 6 eεke−(λ−ε)neε|m|, ∀m ∈ Z, n > 1;

(b) ∥Df−n|Eu(fmx)∥ 6 eεke−(µ−ε)neε|m|, ∀m ∈ Z, n > 1;

(c) tan(∠(Es(fmx), Eu(fmx))) > e−εke−ε|m|, ∀m ∈ Z.
令 Λ = Λ(λ, µ; ε) =

∪+∞
k=1 Λk. 集合 Λ 称为相对于正数 λ, µ 和 ε 的一个 Pesin 集.

Pesin 集的结构很复杂, 通常以分形形式存在, 不一定具有 Lebesgue 正测度. 无论是 Lyapunov 指

数还是不变丛, 一般都是随基点 x 可测变化的, 并不是连续变化的. 也就是说, 当动点 y 逼近定点 x

时, 无论是在 y 上的 Lyapunov 指数还是丛, 都有可能与 x 点的指数和丛存在较大差异. 不同子丛之

间的夹角也有这样的现象.

Katok [8] 对于非一致双曲系统的封闭引理 (closing lemma) 指出, 双曲周期点在给定双曲测度的

Oseledec 吸引域的闭包中是稠密的. 这些观察和结论启发我们考虑一系列问题, 即如何寻找合适的周

期点, 使得其轨道支撑的测度逼近 Pesin 集上事先给定的不变测度, 其 Lyapunov 指数逼近测度的指

数, 其 Oseledec 不变丛分解逼近测度的不变丛分解等.

2 周期轨的存在性与稠性

周期轨道是动力系统中最简单的回复形式, 在理解全局动力学中起着重要的作用. 然而, 并非所

有系统都存在周期轨道,如圆周上的无理旋转. 周期点的存在性、周期轨道的数量,以及其数量的指数

增长率均为重要课题. 笼统地讲, 周期轨道在一致双曲系统和非一致双曲系统中都是稠密的.

定理 2.1 [1] 设 f : M → M 为紧致光滑 Riemann流形 M 上一个拓扑传递 (即具有稠密轨道)的

C1 一致双曲微分同胚, 则如下结论成立:

M = Closure(Per(f)).

定理 2.2 [8] 设 f : M → M 为紧致光滑 Riemann 流形 M 上一个 C1+α 微分同胚, 保持遍历双

曲测度 ω, 则如下结论成立:

Supp(ω) ⊆ Closure(Per(f)).

正是由于周期点的稠密性, 我们才能够通过研究周期点上的动力学来观测整个系统的行为. 这主

要包括各种逼近性质, 我们将在下面展开讨论.
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3 Lyapunov 指数的周期逼近

对于周期为 p 的周期点 x, 记

µx =
1

p

p−1∑
i=0

δfix

为沿 x的轨道定义的周期测度,则 µx是一个遍历测度.由乘法遍历定理可知,遍历测度 µx的 Lyapunov

指数是常数, 即不随点变化.

2010年, Wang和 Sun [23]建立了 Lyapunov指数的周期逼近定理. 定理指出,双曲测度的 Lyapunov

指数可以由周期测度的 Lyapunov指数逼近.周期轨道因状态点有限,其测度的 Lyapunov指数容易计

算, 于是双曲遍历测度的 Lyapunov 指数的渐近值容易计算. 双曲测度的 Oseledec 丛关于状态点是可

测分布的, 一般不是连续分布的, 故 Lyapunov 指数逼近不是测度逼近性质 (定理 4.2) 的衍生结论. 在

一致双曲系统中, 每个测度都是双曲测度, 其稳定丛和非稳定丛关于状态点是连续分布的, 而稳定丛

和非稳定丛内的 Oseledec 子丛关于状态点是可测分布的. Wang 和 Sun [23] 的 Lyapunov 指数逼近定

理揭示了一致双曲系统和非一致双曲系统的一个基本逼近性质.

定理 3.1 [23] 设 f 是紧致的 d维流形 M 上的一个 C1+α 微分同胚,它保持一个遍历双曲测度 µ,

且具有 Lyapunov 指数

λ1 6 · · · 6 λk < 0 < λk+1 6 · · · 6 λd

(以重数计). 则对于任意的 ε > 0, 存在一个双曲周期点 x, 使得对于任意的 i = 1, . . . , d, 有

|λi − λi(µx)| < ε,

其中 λi(µx) 表示周期测度 µx 的按递增顺序排列的第 i 个 Lyapunov 指数.

Katok 和 Hasselbatt 于 1995 年在文献 [9, 定理 S.5.4] 中, 对于二维流形, 就双曲测度的 Lyapunov

指数的最小绝对值 χ, 证明了存在周期测度, 其 Lyapunov 指数的最小绝对值从上侧逼近 χ.

4 测度的周期逼近

在概率测度空间中考察一列测度 νn 和一个测度 µ, 如果对于所有连续函数 ϕ, 都有∫
ϕdνn →

∫
ϕdµ, 当 n → +∞ 时,

则称测度序列 νn 依弱 ∗ 拓扑收敛于测度 µ. 对于一个拓扑系统 (X, f) (X 是紧致度量空间, f 是其上

的连续同胚), 记Minv(f) 为全体 f - 不变测度的集合, 则Minv(f) 是一个紧致度量空间.

测度在理解动力系统的长期行为方面起着重要作用. 对于非一致双曲系统而言,其行为相当复杂,

测度逼近有助于描述轨道的分布情况, 捕捉系统的统计特性, 深入了解系统随时间的演化情况. 周期

测度逼近理论的研究受到 Bowen 和 Katok 的周期稠密定理 [2, 3, 6] 启发. 用周期测度逼近给定不变测

度需要进一步要求周期轨道足够长, 且其轨道的点分布与不变测度的测度分布相近. Sigmund 在测度

逼近性质研究方面作出了基础性贡献.

定理 4.1 [22] 设 f : M → M 为紧致光滑 Riemann 流形 M 上一个 C1 一致双曲微分同胚, 则周

期测度在Minv(f) 中是稠密的.
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对于非一致双曲情形, 2009 年 Liang 等 [15] 证明了不变测度均可以由周期测度逼近的性质. 给定

一个遍历双曲测度 ω. 设 λs 为最大负 Lyapunov 指数的绝对值, λu 为最小正 Lyapunov 指数, 并选取

0 < ε ≪ min{λs, λu}. 则 Λ = Λ(λs, λu; ε) =
∪

k Λk(λs, λu; ε) 就是一个 Pesin 集 (参见定义 1.3). 记

Λ̃k = Supp(ω|Λk
), Λ̃ =

∪
k

Λ̃k.

将 Λ̃ 称作与 ω 相关联的 Pesin 集. 显然, ω(Λ̃) = 1. 记Minv(f, Λ̃) 为支撑在 Λ̃ 上的所有 f - 不变测度

构成的集合.

定理 4.2 [15] 设 f : M → M 是紧致流形上的 C1+α (α > 0)微分同胚,保持一个遍历双曲测度 ω,

则周期测度在不变测度集合Minv(f, Λ̃) 中是稠密的.

当测度 ω 是混合的 (mixing), Hirayama [6] 于 2003 年证明了相同结论. 2011 年 Dai [5] 证明了关于

双曲测度驱动系统上的 Hölder 连续线性上链 (linear cocycle) 的测度逼近和 Lyapunov 指数逼近结果.

对于带奇点的流的情形, Li 等 [10] 于 2024 年证明了每一个非支撑在奇点上的遍历双曲测度都可以被

周期测度逼近.

5 平均夹角、无关数与 Oseledec 分解的周期逼近

一致双曲系统和非一致双曲系统之间的区别之一是 Oseledec 不变丛之间的夹角差异: 前者是夹

角一致地远离 0, 后者是夹角非一致地 (与基点有关) 远离 0. 涉及向量间的平均夹角这类问题的一个

相关课题就是廖山涛先生的格数 (style number) 理论 (参见文献 [15]). 简单来说, 格数就是标架丛中

平均线性无关的向量的最大个数.

设 f : M → M 是紧致光滑 Riemann流形 M 的 C1 微分同胚,且设 Df : TM → TM 是切丛 TM

上的切映射. 对于任意整数 ℓ, 1 6 ℓ 6 dimM = d, 构造一个丛 U#
ℓ (M) =

∪
x∈M U#

ℓ (x), 其中点 x 上的

纤维是

U#
ℓ (x) = {α = (u1, u2, . . . , uℓ) ∈ TxM × TxM × · · · × TxM | ∥ui∥ = 1, i = 1, . . . , ℓ,

且 u1, u2, . . . , uℓ 是线性无关向量}.

设 π : U#
ℓ (M) → M 是自然诱导的丛投射. 切映射 Df 诱导了 U#

ℓ (M) 上的一个映射

D#f : U#
ℓ (M) → U#

ℓ (M), (u1, u2, . . . , uℓ) 7→
(

Dfu1

∥Dfu1∥
,

Dfu2

∥Dfu2∥
, . . . ,

Dfuℓ

∥Dfuℓ∥

)
.

显然有 π ◦D#f = f ◦ π.
对于在点 x ∈ M 处的一个 ℓ - 标架 α = (u1, u2, . . . , uℓ) ∈ U#

ℓ (x), 定义

Vol(α) = Vol(u1, u2, . . . , uℓ)

为向量 u1, u2, . . . , uℓ 生成的平行六面体的体积.更精确地,选取一个正交 ℓ -标架 β = (w1, w2, . . . , wℓ),

wi ∈ TxM , i = 1, . . . , ℓ, 它生成与 α 相同的线性子空间, 并且取唯一的 ℓ× ℓ 矩阵 A 使得 α = βA. 然

后通过 Vol(α) = |detA| 来定义 α 的体积. 体积 Vol(α) 不依赖于 β 的选择, 因为在两个正交标架之间

过渡矩阵的行列式是 ±1. 因此, Vol(α) 是良定义的.
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定义 5.1 给定点 x ∈ M 处的一个标架 α = (u1, u2, . . . , ul) ∈ U#
ℓ (x), 如果存在 ε > 0 使得集合

{n ∈ Z+ | Vol(D#fnα) > ε} 上的特征函数 χαε 具有正的时间均值, 即

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

χαε(i) > 0,

则称标架 α = (u1, u2, . . . , ul) ∈ U#
ℓ (x) 为正平均线性无关的. 对于任意正数 ε, 如果上述上极限为零,

则称 α 为正平均线性相关的. 类似定义负平均线性无关和线性相关.

设 α = (u1, u2, . . . , ul) ∈ U#
ℓ . 用 A(α) 表示矩阵 (⟨ui, uj⟩)ℓ×ℓ, 其中 ⟨·, ·⟩ 表示由 Riemann 度量诱

导的内积. 设 σ(α) 是 A(α) 的所有特征值构成的集合, 并且设 τ(α) 是最小特征值. 注意 A(α) 是一个

实正定对称矩阵, 因此, σ(α) ⊂ (0,+∞). 现在给出一个平均线性无关性的替代描述.

定义 5.2 称一个标架 α ∈ U#
f 是正平均线性无关的, 如果

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

τ(D#f iα) > 0.

类似定义负平均线性无关.

下面给出廖山涛先生的格数定义.

定义 5.3 [19] (1) 设 x ∈ M , 令

k∗+(x) := max{ℓ |存在 α ∈ Uℓ#
f ,使得 α 是正平均线性无关的}.

称 k+f (x) 为 f 在 x 处的正格数. 类似定义负格数.

(2) 设 F ⊆ M 是一个 f - 不变子集. F 的正格数 k+f (F ) 和负格数 k−f (F ) 分别定义为

k∗+(F ) := sup
x∈F

k∗+(x) 和 k∗−(F ) := sup
x∈F

k∗−(x).

F 的格数 k∗f (F ) 定义为

k∗(F ) := max{k∗+(F ), k∗−(F )}.

由定义不难发现,一个系统的格数不小于 Lyapunov指数的个数,但并不一定等于 Lyapunov指数

的个数. 格数可以更细致地描述 Oseledec不变丛中两个不同方向在微分同胚迭代下的渐近性质. 关于

格数的理论参见文献 [4,15,19]. 定义格数所使用的平均线性无关概念有两个等价形式 (定义 5.1和 5.2),

其中定义 5.2 由 Liang 等 [15] 于 2009 年给出, 进而引出了无关数 (independent number) 的概念, 以描

述向量的平均线性无关的程度.

定义 5.4 (1) 设 α ∈ U#
ℓ . 称上极限

τ̃(α) := lim sup
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

τ(D#f iα)

为 α 的无关数.

(2) 对任意 µ ∈ Merg(U#
ℓ , D#f), 定义 µ 的无关数为

τ̃(µ) := sup{τ̃(α) | α ∈ Qµ(U#
ℓ , D#f)},
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其中,

Qµ(U#
ℓ , D#f) =

{
α ∈ U#

ℓ

∣∣∣∣对任意有界连续函数 ϕ : U#
ℓ → R, 成立 lim

n→±∞

1

n

n−1∑
i=0

ϕ(D#f iα) =

∫
ϕdµ

}
.

于是 τ̃(·) 是一个从 U#
ℓ 到 R 的函数.

注 5.1 在上述定义中用 Vol(D#f iα) 替换 τ(D#f iα), 可得到无关数的另一种描述.

下面给出两个不变子丛之间平均夹角的定义.

定义 5.5 设 E 和 F 是 TM 的两个 Df - 不变子丛. E(x) 与 F (x) (x ∈ M) 之间的夹角定义为

sin∠(E(x), F (x)) := inf
0 ̸=u∈E(x),0 ̸=v∈F (x)

sin∠(u, v) = inf
0 ̸=u∈E(x),0 ̸=v∈F (x)

∥u ∧ v∥
∥u∥∥v∥

,

其中 ∧ 表示外积. 称

m∠(E(x), F (x)) := lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

∠(Df iE(x), Df iF (x))

为 E 与 F 在 x 处的平均夹角.

设 f : M → M 是一个保持遍历双曲测度 ω̃ 的 C1+α 微分同胚, 并记 d = dimM . 设

TxM = E1(x)⊕ E2(x)⊕ · · · ⊕ Es(x), s 6 d = dimM, x ∈ O(ω̃)

为按照 ω̃ 的 Lyapunov 指数递增顺序排列的 Oseledec 分解. 由 Birkhoff 遍历定理可知, 在 O(ω̃) 中存

在一个 ω̃- 全测集, 使得该子集中的每一个点 x 都满足

m∠ω̃(Ei(x), Ej(x)) =

∫
O(ω̃)

∠(Ei(y), Ej(y))dω̃(y).

对于所有 1 6 i ̸= j 6 d, 将
∫
O(ω̃)

∠(Ei(y), Ej(y))dω̃(y) 称为 Ei 与 Ej 之间的平均夹角, 并将其记为

m∠ω̃(Ei, Ej).

现在陈述关于 Oseledec 不变子丛间平均夹角、无关数和 Oseledec 丛的逼近性质. 这些性质先由

Liang 等 [15] 针对具有单谱的微分同胚证明, 2014 年 Liang 等 [14] 将结论推广到一般情形.

定理 5.1 [14, 15] 设 f : M → M 是一个 C1+α 微分同胚, 保持遍历双曲测度 ω̃. 令

TΛM = E1(Λ)⊕ E2(Λ)⊕ · · · ⊕ Es(Λ), dim(Ei) = ni, 1 6 i 6 s 6 dimM

为按照 Lyapunov 指数递增顺序排列的 Oseledec 分解, 其中 Λ =
∪∞

k=1 Λk 是与 ω̃ 相关的 Pesin 集. 给

定 ε > 0, 存在一个双曲周期轨道 Orb(z, f) 及其 Oseledec 分解

TfjzM = E1(f
jz)⊕ E2(f

jz)⊕ · · · ⊕ Es(f
jz), dim(Ei) = ni, 1 6 i 6 s, 1 6 j 6 p,

其中 p = p(ε) 为 Orb(z, f) 的最小正周期, 子丛按照轨道 Orb(z, f) 的 Lyapunov 指数递增顺序排列,

则 Orb(z, f) 上支撑的周期测度 ωz 在弱 ∗ 拓扑下 ε- 逼近 ω̃, 且满足以下性质:

(1) ω̃ 与 ωz 的平均夹角是 ε- 接近的, 即

|m∠ω̃(Ei(Λ), Ej(Λ))−m∠ωz (Ei(Orb(z)), Ej(Orb(z)))| < ε, ∀ 1 6 i ̸= j 6 s;
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(2) ω̃ 与 ωz 的无关数是 ε- 接近的, 即

|τ̃(ω̃)− τ̃(ωz)| < ε;

(3) ω̃ 的 Oseledec 分解被 ωz 的 Oseledec 分解 ε- 逼近.

源于第 2 节介绍的 Bowen 和 Katok 的周期轨稠密定理 [2, 3, 6], 第 3 节的 Lyapunov 指数周期逼近

性质, 第 4 节的周期测度逼近性质, 本节的 Oseledec 分解、平均夹角与无关数的逼近性质, 均能够被

相同双曲周期轨道实现这些逼近. 这样, 我们共同强化了周期轨稠密定理, 给出了不仅关于状态系统,

还涉及其线性化的更广泛信息.

6 应用与精细化: 周期点 (轨) 个数的指数增长率

1978 年, Bowen [2] 提出了如下问题: 熵等式

h(f) = lim sup
n→∞

1

n
log ♯Pn(f)

是否对通有的 Cr 微分同胚 f 成立, 其中 Pn(f) = {x : fnx = x}, 并且 ♯A 表示集合 A 的基数?

对于满足公理 A [2] 的微分同胚 f (即 f 的非游荡集 Ω(f) 具有双曲结构, 且周期点在 Ω(f) 中稠

密), 等式成立. 但一般情形下, 等式并不一定成立. 2004 年, Kaloshin [7] 指出, 一般而言 ♯Pn(f) 的指

数增长率是无界的, 进而等式无法成立. 对于非一致双曲系统的情形, Katok [8] 于 1980 年针对遍历双

曲测度 µ 证明了如下不等式:

lim sup
n→∞

1

n
log ♯Pn(f) > hµ(f), (∗)

其中 hµ(f) 表示 µ 的测度熵. 接下来的问题是, 上式是否有可能取到等号呢? 答案是肯定的, 但需要

对逼近速率有所限制.额外的收获是,可以兼顾测度的周期逼近和指数的周期逼近. µ为遍历测度的情

形由 Liao 等 [17] 证明, µ 为不变测度的情形由 Liao 等 [18] 证明.

用 En(f) 表示所有 n- 周期测度构成的集合. 对于正实数 δ, 考察由所有 δ- 逼近 µ 且满足指数逼

近性质的 n- 周期测度组成的集合:

Υn(µ, δ) = {νp ∈ En(f) | D(νp , µ) < δ, |λ̃i(p)− λ̃i(µ)| < δ, 1 6 i 6 d},

其中 λ̃i(p) 表示 νp 支撑的周期轨上的第 i 个 Lyapunov 指数, λ̃i(µ) 表示 µ 支撑的系统上的第 i 个

Lyapunov 指数, 每组指数均依重数依递减顺序排列, D(·, ·) 表示测度空间弱 ∗ 拓扑下的一个度量.

定理 6.1 (遍历测度情形 [17]) 设 f 是紧致流形 M 上的一个 C1+α (α > 0) 微分同胚, 它保持一

个遍历双曲测度 µ, 则有

sup
η∈F

lim sup
n→+∞

1

n
log ♯Υn(µ, ηn) = hµ(f),

其中

F =
{
η = {ηn}+∞

n=1

∣∣∣ ηn > 0, lim
n→∞

ηn = 0
}
.

而且, 存在 η ∈ F 满足

lim sup
n→+∞

1

n
log ♯Υn(µ, ηn) = hµ(f).

2020 年, Liang 等 [16] 推广了上述双曲测度的熵等式到压等式.
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定理 6.2 [16] 设 f 是紧致流形 M 上的一个 C1+r (r > 0) 微分同胚, 保持双曲测度 µ. 设

ϕ ∈ C(M), 则有

sup
η∈F

lim sup
n→+∞

1

n
log

∑
νp∈Υn(µ,ηn)

eSnϕ(p) = hµ(f) +

∫
ϕdµ,

其中

F =
{
η = {ηn}+∞

n=1

∣∣∣ ηn > 0, lim
n→∞

ηn = 0
}
,

且 Sn(p) = ϕ(p) + · · ·+ ϕ(fn−1p). 而且, 存在 η ∈ F 满足

lim sup
n→+∞

1

n

∑
νp∈Υn(µ,ηn)

eSnϕ(p) = hµ(f) +

∫
ϕdµ.

对于可分的 Hilbert空间上的 Fréchet导数,在某些紧致和遍历性假设下, Lian和 Lu [11] 以及 Lian

和 Young [12,13] 将 Katok 证明的不等式 (∗) 推广到了无穷维空间. Ren 和 Zhou [21] 于 2024 年推广了

指数逼近性质以及定理 6.1 的单边结论. 因为空间非紧, 所以 n- 双曲周期点的有限性并非必然能够达

成. 因此, 在无穷维空间中, 相关结论仅能确保不等式成立.

致谢 感谢审稿人对稿件的认真阅读以及提出的宝贵建议.
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exponents of invariant measures by the Lyapunov exponents of periodic measures, the approximation of the in-
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