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摘要 本文在次线性期望框架下建立了 m 相依平稳随机变量的强大数定律. 首先建立独立但不一定

同分布随机变量序列的一般强大数律, 以此为工具将独立同分布随机变量序列的强大数律扩展到 m

相依平稳且满足条件 CV̂(|X1|) < ∞ 的随机变量序列. 本文还证明了这个条件是 m 相依同分布的序

列满足强大数律的必要条件.
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1 引言

经典大数定律是概率论的基石,随着样本量的增长,支撑着样本平均值的可预测行为.著名的 Kol-

mogorov 强大数定律 [3] 通常假设随机变量序列是独立同分布的. 然而, 这种假设并没有考虑到现实世

界数据的复杂性, 现实世界数据通常涉及观测值之间的不同分布和相依性. 经典大数定律和中心极限

定理被推广到各种相依变量的情形. 林正炎自 1965 年首次发表关于相依变量的极限理论的文献 [6]

开始, 在相依变量的各种强弱极限定理方面开展了数十年的研究, 发表了 90 多篇相关论文 1), 1997 年

出版的专著 [9] 总结了其在混合相依变量方面的成果. 作为独立性的直接拓展, m 相依是一种常见的

弱化条件. 林正炎 [7, 8] 分别于 1980 和 1981 年给出了方差不存在时 m 相依平稳随机变量的中心极限

定理和弱不变原理. 相比于中心极限定理, 在经典的概率框架下, 由于期望和概率的可加性, m 相依

随机变量序列的大数律可以比较容易地由独立变量情形的结果获得, 比较近期的工作有 Zhang [17] 和

Thanh [15] 证明的成块 m 相依和成对 m 相依的随机变量序列的强大数律.

1) https://mathscinet.ams.org/mathscinet/author?authorId=191973.
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Peng [11] 提出的次线性期望通过放宽经典期望的线性和可加性条件,提供了处理不确定性的框架,

并证明了弱大数律和中心极限定理. 林正炎在浙江大学组织讨论班研读次线性期望理论, 极力推崇次

线性期望极限理论的研究. Lin 和 Zhang [10] 证明了独立同分布随机变量的部分和过程自正则化后弱

收敛于一个由二次变差正则化的 G-Brown 运动, 获得了极限有别于经典概率论中对应极限的自正则

化中心极限定理和泛函中心极限定理. Chen [1] 和 Zhang [18] 证明了次线性期望下独立同分布随机变量

的强大数律. 为了获得精确的极限和极限点集, Chen [1] 和 Zhang [18] 假设与次线性期望相关的容度是

连续的. Zhang [19] 发现容度连续是一个非常苛刻的条件,证明了如果一个次线性期望空间上有一列独

立同分布的随机变量并且容度是连续的, 则次线性期望就退化为线性期望. 在最近的工作中, Song [14]

对 Polish空间上用一族弱紧概率测度表示的次线性期望, 在 1+α 阶矩条件下获得了独立同分布随机

变量的强大数律; Zhang [20] 在一般空间上为强大数律给出一个关于次线性期望和容度的合理条件, 建

立了次线性期望下独立同分布随机变量的强大数律成立的充分必要条件. 然而, 在次线性期望框架下,

对非独立的随机变量的极限性质的研究比较稀少. Lin [5] 使用 Li [4] 的方法证明了 m 相依随机变量的

弱大数律.本文旨在将强大数律从独立情形扩展到 m相依情形. 由于次线性期望的不可加性和容度的

不连续性,在 m相依情形,最基础的大数律也不能由关于独立同分布随机变量的结果直接获得. 首先,

我们证明一个关于次线性期望下独立但不相同分布随机变量序列的一般强大数律, 以此为基础, 我们

借鉴林正炎 [6, 8] 采用的大块小块分段技术得到了 m 相依的线性平稳随机变量的强大数定律, 其条件

与独立同分布情形一样弱. 同时, 我们还证明了即使是对于 m 相依的同分布变量, Choquet 期望存在

仍然是强大数律成立的必要条件.

本文余下部分内容的结构如下. 第 2 节简要介绍次线性期望的框架. 第 3 节给出本文的主要结

果. 第 4 节列出证明所需要的不等式和一些性质. 第 5 节给出主要结果的详细证明.

2 基本设定

我们使用 Peng [11–13] 的框架和符号.令 (Ω,F)为给定的可测空间,并令 H 为在 (Ω,F)上定义的

实函数的线性空间, 满足条件: 如果 X1, . . . , Xn ∈ H , 则 φ(X1, . . . , Xn) ∈ H 对于任意 φ ∈ Cl,Lip(Rn)

成立, 其中 Cl,Lip(Rn) 表示局部 Lipschitz 函数 φ 构成的线性空间, 即 φ ∈ Cl,Lip(Rn) 当且仅当存在某

个依赖于 φ 的常数 C > 0, m ∈ N, 有

|φ(x)− φ(y)| 6 C(1 + |x|m + |y|m)|x− y|, ∀x,y ∈ Rn.

H 被视为 “随机变量” 的空间, 在这种情形下, 记 X ∈ H . 用 Cb,Lip(Rn) 表示有界 Lipschitz 函数的

空间.

定义 2.1 在空间 H 上的次线性期望 Ê : H → R̄ 是一个满足以下性质的函数: 对于所有的

X,Y ∈ H ,

(a) 如果 X > Y , 则 Ê[X] > Ê[Y ];

(b) Ê[c] = c;

(c) 当 Ê[X] 和 Ê[Y ] 不是一个为 +∞ 且另一个为 −∞ 情形时, 有 Ê[X + Y ] 6 Ê[X] + Ê[Y ];

(d) 对于 λ > 0, 有 Ê[λX] = λÊ[X],

这里, R̄ = [−∞,∞], 0 · ∞ 定义为 0. 三元组 (Ω,H , Ê) 被称为次线性期望空间. 给定一个次线性期望

Ê, Ê 表示 Ê 的共轭期望, 即

Ê [X] := −Ê[−X], ∀X ∈ H .
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从定义中容易得出,对于所有 X,Y ∈ H 且 Ê[Y ]是有限的,有 Ê [X] 6 Ê[X], Ê[X+ c] = Ê[X]+ c,

以及 Ê[X − Y ] > Ê[X]− Ê[Y ]. 我们还将 Ê[X] 和 Ê [X] 分别称为 X 的上期望和下期望.

定义 2.2 (i) (同分布) 设 X1 和 X2 分别是定义在次线性期望空间 (Ω1,H1, Ê1) 和 (Ω2,H2, Ê2)

上的两个 n 维随机向量. 如果对于任意 φ ∈ Cb,Lip(Rn) 都有

Ê1[φ(X1)] = Ê2[φ(X2)],

则称它们同分布, 记作 X1
d
= X2. 如果对于每个 i > 1 都有 Xi

d
= X1, 则称一列随机变量 {Xn;n > 1}

同分布.

(ii) (独立) 在次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 中, 称随机向量 Y = (Y1, . . . , Yn), Yi ∈ H 在 Ê 下独立
于另一个随机向量 X = (X1, . . . , Xm), Xi ∈ H , 如果对于每个测试函数 φ ∈ Cb,Lip(Rm × Rn) 都有

Ê[φ(X,Y )] = Ê[Ê[φ(x,Y )]|x=X ].

(iii) (独立随机变量) 如果对于每个 i > 1, Xi+1 独立于 (X1, . . . , Xi), 则称一列随机变量 {Xn;n

> 1} 独立.

(iv) (m 相依) 如果存在一个整数 m 使得对于每个 n 和每个 j > m + 1, (Xn+m+1, . . . , Xn+j) 独

立于 (X1, . . . , Xn), 则称一列随机变量 (或随机向量) {Xn;n > 1} m 相依. 特别地, 如果 m = 0, 则

{Xn;n > 1} 是一个独立序列.

(v) (平稳) 如果对于每个正整数 n 和 p, 有 (X1, . . . , Xn)
d
= (X1+p, . . . , Xn+p), 则称一列随机变量

(或随机向量) {Xn;n > 1} 平稳.

(vi) (线性平稳) 如果对于每个正整数 n 和 p, 有 X1 + · · ·+Xn
d
= X1+p + · · ·+Xn+p, 则称一列随

机变量 (或随机向量) {Xn;n > 1} 线性平稳.

注 2.1 在同分布和独立性的定义中, 这里的测试函数 φ 的范围 φ ∈ Cb,Lip(Rn) 与 Peng [11–13]

的 φ ∈ Cl,Lip(Rn) 略有不同, 这是为了保证所涉及的函数的次线性期望都存在, 无需讨论期望存在性

的问题.

容易看出, 如果 {X1, . . . , Xn} 是独立且有界的随机变量, 则 Ê[
∑n

i=1 Xi] =
∑n

i=1 Ê[Xi].

接下来, 考虑与次线性期望相对应的容度. 设 G ⊂ F . 称函数 V : G → [0, 1] 为容度, 如果它满足

V (∅) = 0, V (Ω) = 1, V (A) 6 V (B), ∀A ⊂ B, A,B ∈ G.

如果对于所有的 A,B ∈ G 且 A ∪B ∈ G, 都有 V (A ∪B) 6 V (A) + V (B), 则称它为次可加的.

设 (Ω,H , Ê) 为一个次线性期望空间. 设 (V,V) 为一对具有以下性质的容度对:

对任意 f 6 IA 6 g, f, g ∈ H 和 A ∈ F , 有 Ê[f ] 6 V(A) 6 Ê[g], (2.1)

其中 V 是次可加的, 而 V(A) := 1− V(Ac), A ∈ F . 我们分别称 V 和 V 为上容度和下容度.

此外, 通过以下公式定义了 Choquet 积分/期望 (CV, CV):

CV [X] =

∫ ∞

0

V (X > t)dt+

∫ 0

−∞
[V (X > t)− 1]dt,

其中 V 分别被 V 和 V 所代替. 如果在次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 上的 V 以及在次线性期望空间
(Ω̃, H̃ , Ẽ) 上的 Ṽ 是两个具有性质 (2.1) 的容度, 则对于任意满足 X

d
= X̃ 的随机变量 X ∈ H 和

X̃ ∈ H̃ , 都有

V(X > x+ ϵ) 6 Ṽ (X̃ > x) 6 V(X > x− ϵ), ∀x, ϵ > 0 (2.2)
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和 CV[X] = CṼ[X̃].

通常, 选择 (V,V) 为

V̂(A) := inf{Ê[ξ] : IA 6 ξ, ξ ∈ H }, V̂(A) = 1− V̂(Ac), ∀A ∈ F .

因为 V̂ 可能不是可列次可加的, 因此 Borel-Cantelli 引理不成立, 考虑其可列次可加的扩展 V̂∗, 它由

下面的公式定义:

V̂∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

V̂(An) : A ⊂
∞∪

n=1

An

}
, V̂∗(A) = 1− V̂∗(Ac), A ∈ F .

正如 Zhang [18] 指出, V̂∗ 是可列次可加的,并且 V̂∗(A) 6 V̂(A). 此外, V̂(A) (相应地, V̂∗)是最大的次可

加 (相应地,可列次可加)容度,即如果 V 也是一个次可加 (相应地,可数次可加)容度使得 V (A) 6 Ê[g]
对满足 IA 6 g ∈ H 的任意 A 和 g 成立, 则 V (A) 6 V̂(A) (相应地, V (A) 6 V̂∗(A)).

最后, 介绍 Zhang [19] 提出的 CC (countable-dimensional compactness) 条件. 称次线性期望 Ê 满
足 CC 条件, 如果

Ê[X] = sup
P∈P

P [X], X ∈ Hb,

其中 Hb = {f ∈ H : f 有界}, P 是在 (Ω, σ(H )) 上可列维弱紧的概率测度族, 即对任意的 Y1, Y2, . . .

∈ Hb 和任意的概率测度序列 {Pn} ⊂ P, 存在一个子序列 nk 和一个概率测度 P ∈ P, 使得对于所有

的 φ ∈ Cb,Lip(Rd), d > 1, 有

lim
k→∞

Pnk
[φ(Y1, . . . , Yd)] = P [φ(Y1, . . . , Yd)],

这等价于 PY −1 = {Q : Q(A) = P (Y ∈ A), P ∈ P} 是可列距离空间 R∞ 上的弱紧概率测度族, 其中

Y = (Y1, Y2, . . .); P [X] 表示在概率测度 P 下, 随机变量 X 的数学期望, 即积分
∫
XdP . 记

VP(A) = sup
P∈P

P (A), A ∈ σ(H ),

显然, VP 6 V̂∗ 6 V̂. 记

Pe = {P : P 是 (Ω, σ(H )) 上的概率测度, P [f ] 6 Ê[f ], ∀ f ∈ H }.

Zhang [19] 证明了下述等价: (i) 条件 CC 对某个 P 成立; (ii) 条件 CC 对 Pe 成立; (iii) Ê 在 Hb 上正

则, 即只要 Hb ∋ φn ↘ 0 就有 Ê[φn] ↘ 0. 需要指出的是, supP∈P1
P [X] = supP∈P2

P [X], ∀X ∈ Hb

推导不出 supP∈P1
P (A) = supP∈P2

P (A), ∀A ∈ σ(H ).

本文对于实数 x 和 y, 记 x ∨ y = max{x, y}, x ∧ y = min{x, y}, x+ = x ∨ 0 和 x− = (−x) ∨ 0. 对

于随机变量 X, 因为 XI{|X| 6 c} 可能不属于 H , 所以用 (−c) ∨X ∧ c 对其截断, 记为 X(c). 如果极

限存在, 定义 Ĕ[X] = limc→∞ Ê[X(c)], 并且 Ĕ [X] = −Ĕ[−X]. 显然, 如果 CV̂(|X|) < ∞, 则 Ĕ[X], Ĕ [X]

和 Ĕ[|X|] 是有定义的, 并且 Ĕ[X], Ĕ [X] 6 Ĕ[|X|] 6 CV̂(|X|).

3 主要结果

本文的第一个定理给出了一列在次线性期望下独立、但未必同分布的随机变量的强极限定理.
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定理 3.1 设 {Xn;n > 1}是在次线性期望空间 (Ω,H , Ê)中的一列独立随机变量. 假设 {an}是
一个序列, 满足 1 6 an ↗ ∞, 并且满足

∞∑
n=1

Ê[X2
n]

a2n
< ∞. (3.1)

记 Sn =
∑n

i=1 Xi 为部分和, 则

V̂∗
(
lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
> 0 或 lim inf

n→∞

Sn − Ê [Sn]

an
< 0

)
= 0. (3.2)

下述定理考察 (3.2) 中上极限和上极限等号成立的问题, 这时需要条件 CC.

定理 3.2 设 {Xn} 和 {an} 满足定理 3.1 中相同的条件, 并且进一步假设 Ê 满足条件 CC, 则以

下两个结论成立.

(i) 存在 P ∈ P 使得

P

(
lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
= 0 且 lim inf

n→∞

Sn − Ê [Sn]

an
= 0

)
= 1; (3.3)

(ii) 任意一序列 {µn} 满足 Ê [Xn] 6 µn 6 Ê[Xn], 存在 P ∈ P 使得

P

(
lim
n→∞

∑n
i=1(Xi − µi)

an
= 0

)
= 1. (3.4)

经过之前的准备工作, 现在将注意力转移到 m 相依的情形. 在经典的概率空间中, m 相依随机变

量的强大数律不需要另行讨论. 这是因为, 如果 {Xn;n > 1} 是 (Ω,F ,P) 上的 m 相依同分布且期望存

在的随机变量序列, 则 {Xkm+i; k > 1} 为独立同分布随机变量序列, 从而∑n
k=1 Xkm+i

n
→ EX1 a.s. P, i = 1, . . . ,m,

将上述 m 个极限拼起来立即可得到
Sn

n
→ EX1 a.s. P.

按照同样的思路, 在次线性期望下可以得到

V̂∗
(
Ĕ [X1] 6 lim inf

n→∞

Sn

n
6 lim sup

n→∞

Sn

n
6 Ĕ[X1]

)
= 1.

但是 [Ĕ [X1], Ĕ[X1]] 不是最优的极限区间. 以下定理是 m 相依且平稳随机变量的大数定律.

定理 3.3 设 {Xn;n > 1} 是在次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 中的一列 m 相依且线性平稳的随机

变量, 满足

CV̂(|X1|) < ∞. (3.5)

记 Sn =
∑n

i=1 Xi 为部分和, 则存在实数 µ 和 µ 使得 Ĕ [X1] 6 µ 6 µ 6 Ĕ[X1], 并且

µ = lim
n→∞

Ĕ[Sn]

n
, µ = lim

n→∞

Ĕ [Sn]

n
, (3.6)

V̂∗
(
lim sup
n→∞

Sn

n
> µ 或 lim inf

n→∞

Sn

n
< µ

)
= 0. (3.7)
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进一步地, 假设 Ê 满足条件 CC, 则存在 P ∈ P 使得

P

(
lim sup
n→∞

Sn

n
= µ 且 lim inf

n→∞

Sn

n
= µ

)
= 1; (3.8)

对于任意序列 {µj ; j > 1}, 若满足 µ 6 µj 6 µ, 则存在 P ∈ P 使得

P

(
lim

n→∞

Sn −
∑n

j=1 µj

n
= 0

)
= 1; (3.9)

对于任意 µ 6 a 6 b 6 µ, 存在 P ∈ P 使得

P

(
C

{
Sn

n

}
= [a, b]

)
= 1, (3.10)

其中 C{xn} 表示序列 {xn} 在 R 中的聚点集.

注 3.1 (3.8) 和 (3.9) 表明了对于 V = VP , V̂∗ 或 V̂, 有

V
(
lim sup
n→∞

Sn

n
= µ 且 lim inf

n→∞

Sn

n
= µ

)
= 1; (3.11)

并且对于任意 µ 6 µ 6 µ, 都有

V
(

lim
n→∞

Sn

n
= µ

)
= 1; (3.12)

存在 Pµ ∈ P 使得

Pµ

(
lim

n→∞

Sn

n
= µ

)
= 1. (3.13)

对独立同分布随机变量序列 {Xn;n > 1}, Zhang [20] 证明了 (3.11) 和 (3.12) 成立. 当 Ω 是一完备距

离空间、P 是 Ω 上一族弱紧概率测度族时, Song [14] 在 (1 + α)- 阶矩下对独立同分布随机变量序列

{Xn;n > 1} 证明了 (3.13).

注 3.2 线性平稳性可以用更弱的条件代替: {Xn;n > 1}是在次线性期望空间 (Ω,H , Ê)中的一
列同分布且在 Ĕ 下一阶弱平稳的随机变量, 即 Ĕ[X1 + · · · +Xn] = Ĕ[X1+p + · · · +Xn+p] 对每个正整

数 n 和 p 成立.

如下定理表明条件 (3.5) 是强大数定律的必要条件.

定理 3.4 设 {Xn;n > 1} 是在满足条件 CC 的次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 中的一列 m 相依且

同分布的随机变量. 如果

CV̂(|X1|) = ∞, (3.14)

则存在一个概率测度 P ∈ P 使得

V̂∗
(
lim sup
n→∞

|Sn|
n

= ∞
)

= P

(
lim sup
n→∞

|Sn|
n

= ∞
)

= 1. (3.15)
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4 相关不等式和性质

在介绍主要结果之前, 需要一些基本的引理作为准备. 第一个引理是在次线性期望空间下 Borel-

Cantelli 引理, 这在许多论文中已经被证明.

引理 4.1 (参见文献 [19, 引理 4.1]) 设 {An, n > 1} 是 F 中的一列事件. 假设 V 是一个次可加
容度, 并且

∑∞
n=1 V(An) < ∞, 则

lim
n→∞

max
N

V
( N∪

i=n

Ai

)
= 0.

如果 V 是一个可列次可加容度, 则

V(An i.o.) = 0, 其中 {An i.o.} =
∞∩

m=1

∞∪
n=m

An.

下述 Borel-Cantelli 引理是文献 [20, 引理 2.5] 的精细化.

引理 4.2 设 (Ω,H , Ê) 满足条件 CC, V 是一容度且满足 (2.1), V = 1−V. 假设 {Xn;n > 1} 为
(Ω,H , Ê) 中的一列独立随机向量, 其中 Xn 是 dn 维的.

(i) 若 Fn 是 dn 维闭集,
∑∞

n=1 V(Xn ̸∈ Fn) < ∞, 则存在 P ∈ P 使得

P (Xn ̸∈ Fn i.o.) = 0; (4.1)

(ii) 若 Fn,j 为 dn 维闭集,
∑∞

n=1 V(Xn ∈ Fn,j) = ∞, j = 1, 2, . . . , 则存在 P ∈ P 使得

P

( ∞∩
j=1

{Xn ∈ Fn,j i.o.}
)

= 1. (4.2)

证明 先证明 (i). 令 d(x, F ) = inf{∥y − x∥ : y ∈ F}, 则 d(x, F ) 为 x 的 Lipschitz 函数. 若 Fn

为闭集, 则

Xn ∈ Fn ⇔ d(Xn, Fn) = 0 ⇔ Yn = fn(Xn) =: 1− 1 ∧ d(Xn, Fn) > 1.

而 Yn ∈ Hb, 记 Y = (Y1, Y2, . . .), 则由条件 CC 可知, PY −1 是在弱收敛意义下一个紧的概率测度族.

取单调非增 Lipschitz 函数 f 使得 I{x < −1} 6 f(x) 6 I{x < 0}, 则当 0 < δ < ϵ 时 f(x/δ) > f(x/ϵ).

事实上, 当 x > 0 时, f(x/δ) = f(x/ϵ) = 0; 而当 x < 0 时, x/δ 6 x/ϵ, 从而 f(x/δ) > f(x/ϵ). 注意到

Ê [((Yn − 1)/δ)] 6 V(Yn < 1) 对任意 δ > 0 成立. 令 A =
∑∞

n=1 V(Yn < 1). 由独立性, 有

Ê
[ N∑
n=1

f

(
Yn − 1

δ

)]
=

N∑
n=1

Ê
[
f

(
Yn − 1

δ

)]
6

N∑
n=1

V(Yn < 1) 6 A, ∀N > 1, δ > 0.

取 δN ↘ 0. 注意到 Ê [Y ] = infP∈P P [Y ], Y ∈ Hb. 对每个 N , 存在 PN ∈ P 使得

PN

[ N∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN

)]
6 Ê

[ N∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN

)]
+

1

N
6 A+

1

N
.

由 P 的弱紧性, 存在子列 N ′ ↗ ∞ 和概率测度 P ∈ P 使得

PN ′

[ N∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN

)]
→ P

[ N∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN

)]
对所有 N 成立.
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注意到当 N ′ > N 时, f(x/δN ′) > f(x/δN ). 我们有

P

[ L∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN

)]
6 lim inf

N ′→∞
PN ′

[ N ′∑
n=1

f

(
Yn − 1

δN ′

)]
6 A, L 6 N.

当 δ → 0 时, f((x− 1)/δ) → I{x < 1}. 由概率测度 P 的连续性, 可得

L∑
n=1

P (Yn < 1) 6 A, ∀ L > 1.

因此
∞∑

n=1

P (Yn < 1) 6 A < ∞.

由此可得 (4.1).

考察 (ii). 注意到

Xn ∈ Fn,j ⇔ d(Xn, Fn,j) = 0 ⇔ fn,j(Xn) =: 1− 1 ∧ d(Xn, Fn,j) > 1,

fn,j(Xn) ∈ Hb. 对 n > m > 1, j > 1 和 ϵ > 0, 由独立性有

Ê
[ n∏
i=m

f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵ

)]
=

n∏
i=m

Ê
[
f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵ

)]

6
n∏

i=m

V(fi,j(Xi) < 1)

=
n∏

i=m

(1− V(fi,j(Xi) > 1))

6 exp

{
−

n∑
i=m

V(fi,j(Xi) > 1)

}
.

存在 Pϵ ∈ P 使得

Pϵ

[ n∏
i=m

f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵ

)]
6 exp

{
−

n∑
i=m

V(fi,j(Xi) > 1)

}
+ ϵ.

由弱紧性, 存在序列 ϵN ↘ 0 和概率测度 P ∈ P 使得

P

[ n∏
i=m

f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵL

)]
= lim

N→∞
PϵN

[ n∏
i=m

f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵL

)]

6 lim
N→∞

PϵN

[ n∏
i=m

f

(
fi,j(Xi)− 1

ϵN

)]

6 exp

{
−

n∑
i=m

V(fi,j(Xi) > 1)

}
.

令 L → ∞, 则可得

VP

( n∩
i=m

{fi,j(Xi) < 1}
)

6 P

( n∩
i=m

{fi,j(Xi) < 1}
)

6 exp

{
−

n∑
i=m

V(fi,j(Xi) > 1)

}
.
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令 δk = 2−k. 注意到
∑∞

i=1 V(fi,j(Xi) > 1) = ∞. 取序列 1 = n0,0 < n1,1 < n2,1 < n2,2 < · · · < nk,1 <

· · · < nk,k < nk+1,1 < · · · 使得

VP

( nk,j∩
i=nk,j−1+1

{fi,j(Xi) < 1}
)

6 δk+j , j 6 k, k > 1,

其中 nk,0 = nk−1,k−1. 令 Zk,j = maxnk,j−1+16i6nk,j
fi,j(Xi). 则随机变量 Z1,1, Z2,1, Z2,2, . . . , Zk,1, . . . ,

Zk,k, Zk+1,1, . . . 是 Hb 中的元素, 在 Ê 下相互独立, 且

VP(Zk,j < 1) < δk+j .

注意到
∑∞

k=1

∑k
j=1 δk+j < ∞, 并且 {Zk,j > 1} 为闭集. 由 (i), 存在概率测度 P ∈ P 使得

P

( ∞∩
l=1

∞∪
k=l

k∪
j=1

{Zk,j < 1}
)

= 0,

即

P

( ∞∪
l=1

∞∩
k=l

k∩
j=1

{Zk,j > 1}
)

= 1.

在事件
∪∞

l=1

∩∞
k=l

∩k
j=1{Zk,j > 1} 上, 存在 l0 使得 Zk,j > 1 对 k > l0 和 1 6 j 6 k 成立. 对每个 j, 当

k > j ∨ l0 时, 有 Zk,j > 1, 从而 {fn,j(Xn) > 1 i.o.} 发生. 故

∞∪
l=1

∞∩
k=l

k∩
j=1

{Zk,j > 1} ⊂
∞∩
j=1

{fn,j(Xn) > 1 i.o.} =
∞∩
j=1

{Xn ∈ Fn,j i.o.}.

(4.2) 得证.

在我们的证明中, 还需要在 V̂ 和 V̂ 下的指数不等式和 Kolmogorov 极大不等式, 其证明分别给出

在文献 [19, 引理 3.1] 和 [20, 引理 2.7].

引理 4.3 设 {X1, . . . , Xn} 是次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 中的一列独立随机变量. 设

Sn =
n∑

i=1

Xi, B2
n =

n∑
i=1

Ê[X2
i ],

则对于所有 x, y > 0, p > 2 和 0 < δ 6 1, 有

V̂
(
max
k6n

(Sk − Ê[Sk]) > x
) (

相应地, V̂
(
max
k6n

(Sk − Ê [Sk]) > x
))

6 Cpδ
−px−p

n∑
i=1

Ê[|Xi|p] + exp

{
− x2

2(1 + δ)B2
n

}
.

此外, 注意到当 x > 0 时, 有 xe−x 6 e−1, 我们得到以下在 V 和 V 下的 Kolmogorov 极大不等式:

V̂
(
max
k6n

(Sk − Ê[Sk]) > x
)
6 Cx−2

n∑
i=1

Ê[X2
i ], (4.3)

V̂
(
max
k6n

(Sk − Ê [Sk]) > x
)
6 Cx−2

n∑
i=1

Ê[X2
i ]. (4.4)
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引理 4.4 设 {Xk; k = 1, . . . , n} 是次线性期望空间 (Ω,H , Ê) 中的一列独立随机变量, 满足

Ê[X2
k ] < ∞, k = 1, . . . , n. 则对于任意满足 Ê [Xk] 6 µk 6 Ê[Xk] 的常数 µk, k = 1, . . . , n, 有

V̂
(
max
k6n

∣∣∣∣ k∑
i=1

(Xi − µi)

∣∣∣∣ > x

)
6 2

x2

n∑
i=1

Ê[X2
i ], ∀x > 0.

引理 4.5 (参见文献 [16, 引理 3.3]) 设 an 是一个序列, 满足 an ↗ ∞, 则对于任意 λ > 1, 存在

一个序列 nk 满足 nk ↗ ∞ 使得 λank
6 ank+1

6 λ3ank+1.

接下来的引理是关于满足 CV̂(|X|) < ∞ 的随机变量的性质.

引理 4.6 (参见文献 [20, 引理 4.1]) 假设 X ∈ H 且 CV̂(|X|) < ∞, 则
∑∞

i=1 V̂(|X| > Mi) < ∞
对于所有的 M > 0 成立或等价于对于某个 M > 0 成立, 并且随着 c → ∞, 有 Ĕ[(|X| − c)+] = o(1). 反

过来, 若 X ∈ H 且 CV̂(|X|) = ∞, 则对所有的 M > 0 有
∑∞

i=1 V̂(|X| > Mi) = ∞.

下一个关于 Ĕ 的引理是文献 [20, 命题 1.3].

引理 4.7 考虑 H 的一个子空间, 定义为

H1 =
{
X ∈ H : lim

c,d→∞
Ê[(|X| ∧ d− c)+] = 0

}
.

则对于任意 X ∈ H1, Ĕ[X] 都有定义, 并且 (Ω,H1, Ĕ) 是一个次线性期望空间.

引理 4.8 假设 X,Y ∈ H1 在次线性期望 Ê 下是独立的, 则

Ĕ[X + Y ] = Ĕ[X] + Ĕ[Y ]. (4.5)

进一步地, X,Y ∈ H 在次线性期望 Ê 下是独立的, 且 limc→∞ Ê[(|X| − c)+] = 0, limc→∞ Ê[(|Y | − c)+]

= 0, 则

Ê[X + Y ] = Ê[X] + Ê[Y ].

证明 注意到 |X(b) −X| 6 (|X| − b)+, 由此可以得到

|(X + Y )(b) − (X(b) + Y (b))| 6 (|(X + Y )(b) − (X + Y )|+ |X(b) −X|+ |Y (b) − Y |) ∧ (3b)

6 2 · ((|X| − b/2)+ + (|Y | − b/2)+) ∧ (3b).

因此, 当 b → ∞ 时,

|Ê[(X + Y )(b)]− Ê[X(b) + Y (b)]| 6 2(Ê[(|X| ∧ (3b)− b/2)+] + Ê[(|Y | ∧ (3b)− b/2)+]) → 0.

另外, 由独立性可以得知 Ê[X(b) + Y (b)] = Ê[X(b)] + Ê[Y (b)]. 因此, (4.5) 成立.

若 limc→∞ Ê[(|X|−c)+] = 0, limc→∞ Ê[(|Y |−c)+] = 0,则X,Y ∈ H1,且 Ê[X] = Ĕ[X], Ê[Y ] = Ĕ[Y ],

Ê[X + Y ] = Ĕ[X + Y ]. 结论得证.

5 定理的证明

本节证明第 3 节中的定理.
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定理 3.1 的证明 由 (3.1) 可知, 存在一个序列 ϵn ↘ 0, 使得

∞∑
n=1

Ê[X2
n]

ϵ2na
2
n

< ∞.

根据引理 4.5, 对于任意的 λ > 1, 存在一个序列 nk ↗ ∞, 使得

λank
6 ank+1

6 λ3ank+1. (5.1)

然后根据 Kolmogorov 极大不等式 (4.3), 可得

V̂
(

max
nk+16n6nk+1

(Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

]) > ϵnk
ank+1

)
6 C

∑nk+1

j=nk+1 Ê[X2
j ]

ϵ2nk
a2nk+1

6 C

nk+1∑
j=nk+1

Ê[X2
j ]

ϵ2ja
2
j

.

因此
∞∑
k=1

V̂
(

max
nk+16n6nk+1

(Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

]) > ϵnk
ank+1

)
< ∞.

注意到 V̂∗ 的可列次可加性, 有

V̂∗
(

max
nk+16n6nk+1

(Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

]) > ϵnk
ank+1

i.o.
)
= 0.

记

Λ0 =
{

max
nk+16n6nk+1

(Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

]) > ϵnk
ank+1

i.o.
}c

.

对任意 k0, k > k0 和 nk + 1 6 n 6 nk+1, 由引理 4.8 有

Ê[Sn] =
n∑

j=1

Ê[Xj ] = Ê[Sn − Snk
] +

k∑
i=k0+1

Ê[Sni − Sni−1 ] + Ê[Snk0
].

故

Sn − Ê[Sn] = Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

] +
k∑

i=k0+1

(Sni − Sni−1 − Ê[Sni − Sni−1 ]) + Snk0
− Ê[Snk0

].

在事件 Λ0 上, 存在一个正整数 m0, 使得对于所有 k > m0, 都有

max
nk+16n6nk+1

(Sn − Snk
− Ê[Sn − Snk

]) 6 ϵnk
ank+1

.

对于 k0 > m0 和任意的 n > nk0+1, 存在一个 k > k0 使得 nk + 1 6 n 6 nk+1, 则基于 (5.1), 在事件 Λ0

上, 可以得到

Sn − Ê[Sn] 6 ϵnk
ank+1

+ ϵnk−1
ank

+ · · ·+ ϵnk0
ank0+1

+ Snk0
− Ê[Snk0

]

6 ϵnk0
ank+1

(
1 +

ank

ank+1

+
ank

ank+1

ank−1

ank

+ · · ·+ ank

ank+1

ank−1

ank

· · ·
ank0+1

ank0+2

)
+ Snk0

− Ê[Snk0
]

6 ϵnk0
ank+1

(
1 +

1

λ
+

1

λ2
+ · · ·+ 1

λk−k0

)
+ Snk0

− Ê[Snk0
]

6 ϵnk0
ank+1

λ

λ− 1
+ Snk0

− Ê[Snk0
].
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再次利用 (5.1), 得到

Sn − Ê[Sn]

an
6 ϵnk0

ank+1

an
· λ

λ− 1
+

Snk0
− Ê[Snk0

]

an
6 ϵnk0

λ4

λ− 1
+

Snk0
− Ê[Snk0

]

an
.

所以, 当 k0 → ∞ 时,

lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
6 ϵnk0

−1
λ4

λ− 1
→ 0,

这意味着 {lim supn→∞
Sn−Ê[Sn]

an
> 0} ⊂ Λc

0. 因此,

V̂∗
(
lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
> 0

)
= 0.

另外,

V̂∗
(
lim inf
n→∞

Sn − Ê [Sn]

an
< 0

)
= V̂∗

(
lim sup
n→∞

−Sn − Ê[−Sn]

an
> 0

)
= 0.

二者结合得到定理结论.

在证明了定理 3.1 之后, 我们将注意力转向在条件 CC 下强大数律的精确极限和极限点集问题.

定理 3.2 的证明 首先证明 (3.3). 对于 m < n,记 Sm,n =
∑n

i=m+1 Xi. 应用 Kolmogorov极大不

等式 (4.4) 和 Kronecker 引理, 得到

V̂
(
Sm,n − Ê[Sm,n]

an
6 −ϵ

)
= V̂

(
−Sm,n − Ê [−Sm,n]

an
> ϵ

)
6 C

∑n
i=m+1 Ê[X2

i ]

ϵ2a2n

6 C

∑n
i=1 Ê[X2

i ]

a2n

→ 0.

类似地,

V̂
(
−Sm,n − Ê[−Sm,n]

an
6 −ϵ

)
→ 0.

令 ϵk = 2−k, 则存在一个序列 nk ↗ ∞, 使得
ank+1

ank
→ ∞,

Ê[|Snk−1
|]

ank
→ 0 和

V̂
(
Snk−1,nk

− Ê[Snk−1,nk
]

ank

6 −ϵk

)
6 ϵk,

V̂
(−Snk−1,nk

− Ê[−Snk−1,nk
]

ank

6 −ϵk

)
6 ϵk.

从而

∞∑
k=1

V
(
Snk−1,nk

− Ê[Snk−1,nk
]

ank

> −ϵk

)
= ∞,

∞∑
k=1

V
(−Snk−1,nk

− Ê[−Snk−1,nk
]

ank

> −ϵk

)
= ∞.
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上述两式括号中的事件为 Xnk−1+1, . . . , Xnk
的闭集. 注意到独立性, 由引理 4.2(ii) 可知, 存在概率测

度 P ∈ P 使得 P (Ω0) = 1, 其中

Ω0 =

{
Snk−1,nk

− Ê[Snk−1,nk
]

ank

> −ϵk i.o.

}
∩
{−Snk−1,nk

− Ê[−Snk−1,nk
]

ank

> −ϵk i.o.

}
.

另外, 在事件 Ω0 上, 有

lim sup
k→∞

Snk−1,nk
− Ê[Snk−1,nk

]

ank

> 0.

类似地,

lim inf
k→∞

Snk−1,nk
− Ê [Snk−1,nk

]

ank

6 0.

进一步地, 如果 lim supn→∞
Sn−Ê[Sn]

an
6 0 和 lim infn→∞

Sn−Ê[Sn]
an

> 0 成立, 注意到
ank−1

ank
→ 0 和

Ê[|Snk−1
|]

ank
→ 0, 有

0 > lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
> lim sup

k→∞

Snk
− Ê[Snk

]

ank

> lim sup
k→∞

Snk−1,nk
− Ê[Snk−1,nk

]

ank

+ lim inf
k→∞

Snk−1
− Ê [Snk−1

]

ank−1

ank−1

ank

+ lim inf
k→∞

Ê [Snk−1
]− Ê[Snk−1

]

ank

> 0,

0 6 lim inf
n→∞

Sn − Ê [Sn]

an
6 lim inf

k→∞

Snk
− Ê [Snk

]

ank

6 lim inf
k→∞

Snk−1,nk
− Ê [Snk−1,nk

]

ank

+ lim sup
k→∞

Snk−1
− Ê[Snk−1

]

ank−1

ank−1

ank

+ lim sup
k→∞

Ê[Snk−1
]− Ê [Snk−1

]

ank

6 0.

所以由定理 3.1, 得到

P

(
lim sup
n→∞

Sn − Ê[Sn]

an
= 0 且 lim inf

n→∞

Sn − Ê [Sn]

an
= 0

)
= 1.

接下来证明 (3.4). 设 {ϵn} 和 {nk} 与定理 3.1 的证明中相同. 根据引理 4.4, 可以得到

V̂
(

max
nk+16n6nk+1

∣∣∣∣ n∑
i=nk+1

(Xi − µi)

∣∣∣∣ > ϵnk
ank+1

)
6 C

∑nk+1

j=nk+1 Ê[X2
j ]

ϵ2nk
a2nk+1

6 C

nk+1∑
j=nk+1

Ê[X2
j ]

ϵ2ja
2
j

.

因此
∞∑
k=1

V̂
(

max
nk+16n6nk+1

∣∣∣∣ n∑
i=nk+1

(Xi − µi)

∣∣∣∣ > ϵnk
ank+1

)
6 C

∞∑
j=1

Ê[X2
j ]

ϵ2ja
2
j

< ∞.
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上式括号中的事件为 Xnk+1, . . . , Xnk+1
的开集. 注意到独立性, 由引理 4.2(i) 可知, 存在概率测度

P ∈ P 使得

P

(
max

nk+16n6nk+1

∣∣∣∣ n∑
i=nk+1

(Xi − µi)

∣∣∣∣ > ϵnk
ank+1

i.o.

)
= 0.

易知在事件 {maxnk+16n6nk+1
|
∑n

i=nk+1(Xi − µi)| > ϵnk
ank+1

i.o.}c 上, 有

lim
n→∞

∑n
i=1(Xi − µi)

an
= 0.

证毕.

基于上述结果, 现在来证明 m 相依平稳随机变量的强大数律.

定理 3.3 的证明 下面分 5 步来证明这个定理.

第 1 步 我们证明: 如果 {Xn;n > 1} 是一列 m 相依且同分布的随机变量且满足 (3.5), 则

V̂∗
(
lim sup
n→∞

Sn − Ĕ[Sn]

n
> 0 或 lim inf

n→∞

Sn − Ĕ [Sn]

n
< 0

)
= 0. (5.2)

令 Yi = X
(i)
i , 则

∞∑
i=1

Ê[Y 2
i ]

i2
6

∞∑
i=1

CV̂(Y
2
i )

i2
6

∞∑
i=1

1

i2

∫ i2

0

V̂(X2
1 > y)dy = 2

∞∑
i=1

1

i2

∫ i

0

yV̂(|X1| > y)dy

6 2
∞∑
i=1

∫ i+1

i

(
i+ 1

i

)2
1

x2

∫ x

0

yV̂(|X1| > y)dydx 6 8

∫ ∞

1

dx

x2

∫ x

0

yV̂(|X1| > y)dy

6 8

∫ ∞

0

yV̂(|X1| > y)dy

∫ ∞

y

dx

x2
6 8

∫ ∞

0

V̂(|X1| > y)dy = 8CV̂(|X1|) < ∞.

存在一个序列 Mi ↗ ∞,使得
∑∞

i=1
MiÊ[Y 2

i ]
i2 < ∞. 下面要对和式

∑n
i=1 Yi 采取大块小块分段求和技术.

定义 a0 = 0, an = an−1 + ln, 其中 ln 满足 ln ↗ ∞, 并且 ln 6 M
1/4
an−1+1, ln 6 n1/4. 记

Zn =

an−m∑
i=an−1+1

Yi, Wn =

an∑
i=an−m+1

Yi.

则 {Zn;n > 1} 和 {Wn;n > 1} 分别是独立的随机变量序列, 前者是要考察的主要部分, 后者要证明其

可以被忽略. 注意到 ln 的构造, 有

∞∑
n=1

Ê[Z2
n]

a2n
6

∞∑
n=1

(ln −m)
∑an−m

i=an−1+1 Ê[Y 2
i ]

a2n
6

∞∑
n=1

an−m∑
i=an−1+1

MiÊ[Y 2
i ]

i2
6

∞∑
i=1

MiÊ[Y 2
i ]

i2
< ∞. (5.3)

类似地,

∞∑
n=1

Ê[W 2
n ]

a2n
6

∞∑
n=1

m
∑an

i=an−m+1 Ê[Y 2
i ]

a2n
6 m

∞∑
i=1

Ê[Y 2
i ]

i2
< ∞. (5.4)

由 (5.4) 和定理 3.1, 可得

V̂∗
(
lim sup
n→∞

∑n
i=1 Wi − Ê[

∑n
i=1 Wi]

an
> 0 或 lim inf

n→∞

∑n
i=1 Wi − Ê [

∑n
i=1 Wi]

an
< 0

)
= 0. (5.5)
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由 (5.3) 和定理 3.1, 可得

V̂∗
(
lim sup
n→∞

∑n
i=1 Zi − Ê[

∑n
i=1 Zi]

an
> 0 或 lim inf

n→∞

∑n
i=1 Zi − Ê [

∑n
i=1 Zi]

an
< 0

)
= 0.

因此, 要证明 (5.2), 只需要证明

V̂∗
(

lim
n→∞

max
an+16N6an+1

∣∣∣∣SN

N
−

∑n
i=1 Zi

an

∣∣∣∣ ̸= 0

)
= 0, (5.6)

Ĕ
[

max
an+16N6an+1

∣∣∣∣SN

N
−

∑n
i=1 Zi

an

∣∣∣∣] → 0. (5.7)

由于 Ê[|Yi|] 6 Ĕ[|X1|] 对任意 i 都成立, 所以有

|Ê[
∑n

i=1 Wi]|
an

6 Ê[
∑n

i=1 |Wi|]
an

6 nmĔ[|X1|]
an

→ 0. (5.8)

令 Tn =
∑n

i=1 Yi, 由 (5.5) 和 (5.8), 有

V̂∗
(

lim
n→∞

(
Tan

an
−

∑n
i=1 Zi

an

)
̸= 0

)
= V̂∗

(
lim

n→∞

∑n
i=1 Wi

an
̸= 0

)
= 0 (5.9)

和

lim
n→∞

Ê[|Tan −
∑n

i=1 Zi|]
an

= 0. (5.10)

对于 an + 1 6 N 6 an+1, 有∣∣∣∣TN

N
− Tan

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣TN − Tan

N
+ Tan · an −N

Nan

∣∣∣∣ 6
∑an+1

i=an+1 |Yi|
an

+
|Tan |
an

· an+1 − an
an

. (5.11)

注意到
∞∑
i=1

V̂∗
(
|Yi| >

i

M
1/2
i

)
6

∞∑
i=1

MiÊ[Y 2
i ]

i2
< ∞,

由 Borel-Cantelli 引理 (引理 4.1) 可以得到

V̂∗
(
|Yi| >

i

M
1/2
i

i.o.

)
= 0.

在事件 {|Yi| > i

M
1/2
i

i.o.}c 上, 对充分大的 n, 有

∑an+1

i=an+1 |Yi|
an

6
∑an+1

i=an+1 i/(M
1/2
i )

an
6 1

anM
1/2
an+1

an+1∑
i=an+1

i

6 an+1

an
(an+1 − an)

1

M
1/2
an+1

=

(
1 +

ln+1

an

)
ln+1

1

M
1/2
an+1

6
(
1 +

ln+1

an

)
1

M
1/4
an+1

→ 0. (5.12)
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注意到 an+1−an

an
= ln+1

an
→ 0, 从 (5.11) 和 (5.12) 可以得出

V̂∗
(

lim
n→∞

max
an+16N6an+1

∣∣∣∣TN

N
− Tan

an

∣∣∣∣ ̸= 0

)
= 0. (5.13)

进一步地, 由引理 4.6, 可得

∞∑
i=1

V̂(Xi ̸= Yi) 6
∞∑
i=1

V̂(|X1| > i/2) < ∞,

因此,

V̂∗(Xi ̸= Yi i.o.) = 0. (5.14)

由 (5.9), (5.13) 和 (5.14), 得到 (5.6).

另外, 由引理 4.6, 可得

Ĕ[|Tan − San |]
an

6
∑an

i=1 Ĕ[(|X1| − i)+]

an
→ 0. (5.15)

类似于 (5.11), 有

Ĕ
[

max
an+16N6an+1

∣∣∣∣SN

N
− San

an

∣∣∣∣] 6
∑an+1

i=an+1 Ĕ[|Xi|]
an

+
Ĕ[|San |]

an
· an+1 − an

an

6 2Ĕ[|X1|]
ln+1

an
→ 0. (5.16)

结合 (5.10), (5.15) 和 (5.16) 得到 (5.7).

第 2 步 假设 Ê 满足条件 CC. 我们证明: 如果 {Xn;n > 1} 为一列 m 相依且同分布的随机变量

且满足 (3.5), 则存在 P ∈ P 使得

P

(
lim sup
n→∞

Sn − Ĕ[Sn]

n
= 0 且 lim inf

n→∞

Sn − Ĕ [Sn]

n
= 0

)
= 1. (5.17)

由 (5.3) 和定理 3.2(i) 可知, 存在 P ∈ P 使得

P

(
lim sup
n→∞

∑n
i=1 Zi − Ê[

∑n
i=1 Zi]

an
= 0 且 lim inf

n→∞

∑n
i=1 Zi − Ê [

∑n
i=1 Zi]

an
= 0

)
= 1.

结合 (5.6) 和 (5.7) 得到 (5.17).

第 3 步 我们证明: 如果 {Xn;n > 1}为一列 m相依且线性平稳的随机变量且满足 (3.5),则 (3.6)

中的极限存在.

注意到, 如果 CV̂(|X|) < ∞, 则 Ĕ[X] 和 Ĕ [X] 有定义. 由引理 4.7, 有

Ĕ [X1] 6
∑n

i=1 Ĕ [Xi]

n
6 Ĕ [Sn]

n
6 Ĕ[Sn]

n
6

∑n
i=1 Ĕ[Xi]

n
= Ĕ[X1].

因此, 存在一个序列 kn ↗ ∞, 使得当 n → ∞ 时,
Ĕ[Skn ]

kn
的极限存在, 将这个极限表示为 µ. 不失一般

性, 可以假设 kn = o(
√
n), 否则可以令 ln = sup{i : ki 6 n1/4} 并用 kln 替换 kn. 令 mn = [ n

kn
], 则

Sn =

mn∑
i=1

ikn∑
j=(i−1)kn+1

Xj + Sn − Smnkn
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=

mn∑
i=1

(Sikn − S(i−1)kn
) + Sn − Smnkn

=

mn∑
i=1

(Sikn−m − S(i−1)kn
) + Sn − Smnkn +

mn∑
i=1

(Sikn − Sikn−m).

因为

|Ĕ[Sn − Smnkn ]|
n

6 n−mnkn
n

Ĕ[|X1|] → 0,

|Ĕ[
∑mn

i=1(Sikn − Sikn−m)]|
n

6 m
mn

n
Ĕ[|X1|] → 0,

且由 m 相依性和线性平稳性知 Sikn−m − S(i−1)kn
, i = 1, . . . ,mn 独立同分布, 所以由引理 4.8, 可得

Ĕ[Sn]

n
=

∑mn

i=1 Ĕ[Sikn−m − S(i−1)kn
]

n
+ o(1) =

mnĔ[Skn−m]

n
+ o(1)

=
mnĔ[Skn ]

n
+ o(1) =

mnkn
n

Ĕ[Skn ]

kn
+ o(1) → µ.

类似地, µ = limn→∞
Ĕ[Sn]

n 存在. 不等式 Ĕ [X1] 6 µ 6 µ 6 Ĕ[X1] 是显然的.

第 4 步 我们证明 (3.9). 假设 Ê满足条件 CC.令 µ 6 µj 6 µ, xi = Ê [Zi]∨ (
∑ai

j=ai−1+1 µj)∧ Ê[Zi].

由 (5.3) 和定理 3.2(ii) 可知, 存在 P ∈ P 使得

P

(
lim

n→∞

∑n
i=1(Zi − xi)

an
= 0

)
= 1.

由引理 4.7 可知 Ĕ 也是次线性期望, 从而∣∣∣∣Ê[ ai∑
j=ai−1+1

Yj

]
− Ĕ

[ ai∑
j=ai−1+1

Xj

]∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Ĕ[ ai∑
j=ai−1+1

Yj

]
− Ĕ

[ ai∑
j=ai−1+1

Xj

]∣∣∣∣
6

ai∑
j=ai−1+1

Ĕ[|Yj −Xj |] 6
ai∑

j=ai−1+1

Ĕ[(|X1| − j)+]

6
ai∑

j=ai−1+1

CV̂[(|X1| − j)+] = o(li).

由此容易看出

lim
i→∞

Ê[Zi]

li
= lim

i→∞

Ê[
∑ai−m

j=ai−1+1 Yj ]

li
= lim

i→∞

Ê[
∑ai

j=ai−1+1 Yj ]

li

= lim
i→∞

Ĕ[
∑ai

j=ai−1+1 Xj ]

li
= lim

i→∞

Ĕ[Sli ]

li
= µ.

同理,

lim
i→∞

Ê [Zi]

li
= lim

i→∞

Ê [
∑ai+1

j=ai+1 Yj ]

li
= lim

i→∞

Ĕ [
∑ai+1

j=ai+1 Xj ]

li
= lim

i→∞

Ĕ [Sli ]

li
= µ.

又因为 ∣∣∣∣xi −
ai∑

j=ai−1+1

µj

∣∣∣∣ 6 |Ê[Zi]− liµ|+ |Ê [Zi]− liµ|,
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由此可以得到

|
∑n

i=1 xi −
∑an

j=1 µj |
an

6
∑n

i=1 li(|
Ê[Zi]
li

− µ|+ | Ê[Zi]
li

− µ|)
an

→ 0,

所以

P

(
lim
n→∞

∑n
i=1 Zi −

∑an

j=1 µj

an
= 0

)
= 1.

另外, 容易看出

max
an+16N6an+1

∣∣∣∣
∑N

j=1 µj

N
−

∑an

j=1 µj

an

∣∣∣∣ → 0.

由 (5.9), (5.13) 和 (5.15), (3.9) 得证.

第 5 步 最后证明 (3.10). 当 Ĕ[X1] = Ĕ [X1] 时, µ = µ, 从 (3.9) 中可以立即得出 (3.10). 当

Ĕ[X1] > Ĕ [X1] 时, 由 Ĕ[X1] 和 Ĕ [X1] 的定义可知, 存在一个常数 c > 0, 使得 α := Ê [(−c) ∨X1 ∧ c] <

Ê[(−c) ∨X1 ∧ c] =: β. 设 Yi = (−c) ∨Xi(m+1) ∧ c, 则 {Yi; i > 1} 是一个有界的独立同分布随机变量序
列, 其满足 Ê[Yi] = β 和 Ê [Yi] = α. 根据 (3.8), 存在一个概率测度 P ∈ P 使得

P

(
lim sup
n→∞

∑n
i=1 Yi

n
= β 且 lim inf

n→∞

∑n
i=1 Yi

n
= α

)
= 1.

另外, {Yi − EP [Yi | Fi−1]; i > 1} 在概率测度 P 下是一个有界鞅差序列, 其中 Fi = σ(Xj(m+1); j = 1,

. . . , i). 根据鞅的大数定律, 可得

P

(
lim
n→∞

∑n
i=1(Yi − EP [Yi | Fi−1])

n
= 0

)
= 1.

于是有

P

(
lim sup
n→∞

∑n
i=1 EP [Yi | Fi−1]

n
= β 且 lim inf

n→∞

∑n
i=1 EP [Yi | Fi−1]

n
= α

)
= 1.

注意到 α = Ê [Yi] 6 EP [Yi | Fi−1] 6 Ê[Yi] = β a.s. P (参见文献 [2]). 因此, 存在一列实数 {yi; i > 1} 满
足 α 6 yi 6 β 使得

lim sup
n→∞

∑n
i=1 yi
n

= β, lim inf
n→∞

∑n
i=1 yi
n

= α.

令 µi =
yi−α
β−α (b− a) + a, 则 µi ∈ [a, b] 且

lim sup
n→∞

∑n
i=1 µi

n
= b, lim inf

n→∞

∑n
i=1 µi

n
= a,

这表明实数列 {µi; i > 1} 满足 µ 6 µi 6 µ,

C

{∑n
i=1 µi

n

}
= [a, b].

从 (3.9) 立即可以得到 (3.10).

定理 3.4 的证明 由引理 4.6, 可得

∞∑
i=1

V̂(|X1| > Mi) = ∞, ∀M > 0.
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因此存在 li ↗ ∞, 使得
∞∑
i=1

V̂(|X1| > 2lii) = ∞.

由 (2.2), 有
∞∑
i=1

V̂(|Xi(m+1)| > lii) = ∞.

由 m 相依性可知 {Xi(m+1); i > 1} 在 Ê 下独立, 因此由引理 4.2(ii), 存在概率测度 P ∈ P 使得

P (|Xi(m+1)| > lii i.o.) = 1.

另外, 在事件 {|Xi(m+1)| > lii i.o.} 上, 有

∞ = lim sup
i→∞

|Xi(m+1)|
i(m+ 1)

6 lim sup
n→∞

|Xn|
n

= lim sup
n→∞

|Sn − Sn−1|
n

6 2 lim sup
n→∞

|Sn|
n

.

所以 (3.15) 成立.

注 5.1 证明过程只涉及给定随机变量序列 {Xn;n > 1} 的函数, 因此条件 CC 可以用如下更弱

的条件代替: 存在可测空间 (Ω,F) 上概率测度族 P 使得

Ê[φ(X1, . . . , Xd)] = sup
P∈P

P [φ(X1, . . . , Xd)], φ ∈ Cb,Lip(Rd), d > 1,

且 PX−1 是实空间 R∞ 上弱紧的概率测度族.
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Strong law of large numbers for m-dependent and stationary
random variables under sub-linear expectations

Wangyun Gu & Li-Xin Zhang

Abstract In this paper, we establish the strong law of large numbers (SLLN) of m-dependent random variables
under the framework of sub-linear expectations. The SLLN is established for a sequence of independent but
not necessarily identically distributed random variables. We further extend the SLLN to an m-dependent and
stationary sequence of random variables with the condition that CV̂(|X1|) < ∞ which is also proved to be the
necessary condition of SLLN in the m-dependence and identically distribution case.
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