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摘要 本文研究 Euclid 空间上由分数阶微分算子 |D|ϵ (0 < ϵ < 1)、Riesz 变换 {Rj}dj=1 及乘法算子

Mf 所生成的交换子 [Mf , Rj |D|ϵ]. 本文建立该交换子奇异值的渐近极限, 并且给出其弱 Schatten 类

S d
1−ϵ ,∞

的完整刻画, 其中 f 属于局部可积函数类 L1,loc(Rd), 分数阶微分算子 |D|ϵ 通过 Fourier 变换

定义如下: 对任意 ϕ ∈ C∞
c (Rd) 和 x ∈ Rd, 有 |D|ϵϕ(x) = |x|ϵϕ̂(x).

关键词 谱估计 渐近极限 奇异值 交换子 分数次微分
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1 引言

1.1 研究背景

在 Euclid 空间 Rd 上, 记 {∂j}dj=1 为关于坐标的偏导算子, ∆ =
∑d
j=1 ∂

2
j 为 Laplace 算子. 对于

j = 1, . . . , d, Riesz 变换定义为 Rj = ∂j(−∆)−
1
2 , 同时分数阶微分算子 |D|ϵ 通过 Fourier 变换定义为

|D|ϵϕ(x) = |x|ϵϕ̂(x), ϕ ∈ C∞
c (Rd), x ∈ Rd.

定义乘法算子Mf 为Mfϕ = fϕ,其中 f 和 ϕ属于 L1 局部可积函数空间 L1,loc(Rd). 本文主要研究 Rd

上与分数阶微分相关的交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 的谱性质. 在分布意义下, 该交换子总是良定

义的.

此类交换子最初由 Segovia 和 Wheeden [35] 对其在直线上的有界性进行了研究. 随后, 文献 [2,29]

对高维情形的有界性给出了刻画. 特别地, 文献 [2] 的研究表明, 当 0 < ϵ < 1 时, 交换子 [Mf , Rj |D|ϵ]
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在 Lp(Rd) (1 < p < ∞) 空间上有界, 当且仅当 f ∈ (−∆)
ϵ
2BMO(Rd), 其中 (−∆)

ϵ
2BMO(Rd) 为有界均

值振荡 (BMO)-Sobolev 空间 (参见文献 [38, 45]).

下面回顾奇异积分交换子的谱刻画相关结果. 该类交换子的有界性与紧性研究可追溯至文献

[3, 41]. 关于谱刻画, 当 H 是 R 上的 Hilbert 变换时, 结合文献 [32, 第 6 章] 的结论可知, 对所有

0 < p <∞, 有

[Mf ,H] ∈ Sp(L2(R)) ⇔ f ∈ B
1
p
p (R),

其中 B
1
p
p (R) 是齐次 Besov 空间, Sp(L2(R)) 表示 L2(R) 上的 Schatten 理想 (参见第 2 节). 这一等价

关系的证明源于 Peller [30] 的著名工作 (针对 p > 1 情形), 以及 Peller [31] 和 Semmes [36] 的独立工作

(针对 0 < p < 1 情形).

相对于一维情形, 高维情形会出现新的现象, 如常数刻画问题. 对于 Riesz 变换, 当 d > 2 时有如

下结论:

(1) 若 d < p <∞, 则 [Mf , Rj ] ∈ Sp 当且仅当 f ∈ B
d
p
p (Rd);

(2) 若 0 < p 6 d, 则 [Mf , Rj ] ∈ Sp 当且仅当 f 为常数;

(3)在临界指标 p = d处, [Mf , Rj ] ∈ Sd,∞ 当且仅当 f ∈ Ẇ 1
d (Rd),其中 Ẇ 1

d (Rd)为 Rd 上的一阶齐
次 Sobolev 空间, (Sp,∞) Sp 表示 L2(Rd) 上的 (弱) Schatten 理想 (参见第 2 节).

此处结论 (1) 和 (2) 首先在文献 [17] 中得到证明; 结论 (3) 则需要结合文献 [11, 34] 的结果方可得到.

其他情形下奇异积分交换子的 Schatten 类估计结果 (包括非交换情形) 可总结如下:

(1) 在 Rd 上考虑带权情形 [14, 20,21]、Neumann-Laplace 算子 [7] 或 Bessel-Laplace 算子 [8];

(2) Heisenberg 群 [6, 9]、一般分层 Lie 群 [23] 或一般齐型空间 [15, 43];

(3) Rd 上的多参数仿积 [19] 或算子值情形 [44];

(4) 量子导数情形 (参见文献 [4, 12, 24,27,28]).

关于分数次积分, 文献 [16] 首先给出了其交换子类似于结论 (1) 与 (2) 的 Sp 刻画. 最近, 文献

[13] 考察了分数次积分交换子在临界指标 p = d
1−ϵ 的谱刻画, 即当 d > 2 且 ϵ ∈ (−d

2 , 0) ∪ (0, 1) 时, 有

[Mf , (−∆)
ϵ
2 ] ∈ S d

1−ϵ ,∞
当且仅当 f ∈ Ẇ 1

d
1−ϵ

(Rd).

为得到上述刻画, 文献 [13] 证明了一个精细的奇异值渐近极限: 对于 f ∈ Ẇ 1
d

1−ϵ

(Rd), 有

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t, [Mf , (−∆)

ϵ
2 ]) = cd,ϵ∥f∥Ẇ 1

d
1−ϵ

(有关奇异值和半范数 ∥ · ∥S d
1−ϵ

,∞
的精确定义, 参见第 2 节). 事实上, 该渐近极限也印证了文献 [16]

中的 Sp 刻画结果: 对于 f ∈ Ẇ 1
p (Rd), 当 p > d

1−ϵ 时, 有 [Mf , (−∆)
ϵ
2 ] ∈ Sp; 当 0 < p 6 d

1−ϵ 时, 若

[Mf , (−∆)
ϵ
2 ] ∈ Sp, 则 f 必为常值函数. 这说明交换子的奇异值渐近极限揭示了其弱 Schatten 类性

质所对应的非无穷处的临界指标为 p = d
1−ϵ . 因此, 在研究交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 的弱 Schatten 类性

质时, 我们也将通过奇异值的渐近极限来确定对应的非无穷处的临界指标. 更多相关内容可参见文献

[10, 12,39].

受上述工作启发, 本文主要关注交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 的奇异值渐近极限, 以及其在非

无穷处的临界指标处的弱 Schatten 类刻画.
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1.2 研究结果

本小节介绍本文的主要结论, 即交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 的弱 Schatten 估计以及其奇异

值的渐近极限. 从本小节开始, 若无特殊说明, Sp 和 Sp,∞ 分别表示 L2(Rd) 上的 Schatten 理想和弱

Schatten 理想 (具体定义参见第 2 节).

1.2.1 主要结果

为了方便, 本文范数 ∥ · ∥B(L2(Rd)) 和 ∥ · ∥L∞(Rd) 均记为 ∥ · ∥∞. 当 f ∈ L∞(Rd) 时, Mf 为 L2(Rd)
上的有界线性算子且 ∥Mf∥∞ = ∥f∥∞.

对于 1 < p <∞,齐次 Sobolev空间 Ẇ 1
p (Rd)定义为 L1,loc(Rd)的子空间且满足对任意 ϕ ∈ Ẇ 1

p (Rd)
有 ∇ϕ ∈ (Lp(Rd))d (梯度算子记为 ∇ = (∂1, . . . , ∂d)). 其范数定义为

∥ϕ∥Ẇ 1
p
=

d∑
j=1

∥∂jϕ∥Lp(Rd).

事实上, ∥ϕ∥Ẇ 1
p
与 (

∑d
j=1 ∥∂jϕ∥

p
Lp(Rd)

)
1
p 及 ∥∇ϕ∥Lp(Rd,Cd) 等价.

以下定理是本文的第一个结论: 交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 奇异值的渐近极限.

定理 1.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ Ẇ 1
d

1−ϵ

(Rd) 且 [Mf , Rj |D|ϵ] 是紧算子, 则

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t, [Mf , Rj |D|ϵ]) = d

ϵ−1
d (2π)ϵ−1

(∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf − (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥ d

1−ϵ

L d
1−ϵ

(Rd)

dσ(ξ)

) 1−ϵ
d

.

该渐近公式表明, 交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 的 Sp 刻画的非无穷的临界指标恰为 p = d
1−ϵ .

具体而言,对于 f ∈ Ẇ 1
p (Rd),当 p > d

1−ϵ 时, [Mf , Rj |D|ϵ] ∈ Sp;当 0 < p 6 d
1−ϵ 时,若 [Mf , Rj |D|ϵ] ∈ Sp,

则 f 必为常值函数. 因此, 研究该交换子在临界指标 p = d
1−ϵ 的弱 Schatten 类性质具有重要的意义.

以下定理是本文的第二个结论: 交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 的弱 Schatten 类估计.

定理 1.2 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ (−∆)
ϵ
2BMO(Rd) 且 [Mf , Rj |D|ϵ] 是紧算子, 则

[Mf , Rj |D|ϵ] ∈ S d
1−ϵ ,∞

当且仅当 f ∈ Ẇ 1
d

1−ϵ

. 更精确地讲, 存在依赖于 ϵ 和 Rd 的常数 c1 和 c2 使得

c1∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

6 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
6 c2∥f∥Ẇ 1

d
1−ϵ

.

该定理给出了交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 在临界指标 d
1−ϵ 处的弱 Schatten 类等价刻画. 特

别地, ϵ = 0 的情形已在文献 [34] 中建立. 定理 1.2 的上界估计可借助双重算子积分理论证明, 而其下

界估计则需要依赖本文的定理 1.1.

尽管与奇异积分交换子的已有结果 [8,15,17,23,34]相比,本文方法因泛函演算的需要而使得本文

只能得到非无穷端点的弱 Schatten类,但它却能实现对算子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1)奇异值渐近极限

的精确刻画, 这是纯 Fourier 分析方法目前难以实现的.

注 1.1 文献 [2, 29] 给出了交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 的有界性刻画, 但尚未对其紧性进

行系统研究. 然而, 结合 Riesz 变换 [41] 与分数次积分 [42] 交换子的紧性刻画, 可以合理推测: 使得

[Mf , Rj |D|ϵ] 为紧算子的函数空间应为 C∞
c (Rd) 在 BMO-Sobolev 空间 (−∆)

ϵ
2BMO(Rd) 中的完备化

空间.
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注 1.2 虽然交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] (0 < ϵ < 1) 在 Sp 类上的完整刻画尚未建立, 但是这类结果原

则上可通过 Fourier 分析的方法 (参见文献 [8, 15, 17, 23, 34]) 较为直接地获得. 然而, 本文基于非交换

几何 [5] 的框架考虑,非交换留数与积分的定义依赖于算子奇异值的渐近行为,而 Chern特征的描述又

与交换子在弱 Schatten类中的性质密切相关.因此,本文不侧重于 Sp 类的刻画,而是直接研究该交换

子的奇异值渐近极限及其弱 Schatten 类性质.

1.2.2 结论比较

•与定理 1.1比较. 对于定理 1.1, 当 ϵ = 0时, 根据文献 [12]中 Rd 上有关量子导数奇异值的渐近
极限的证明内容可以得到

lim
t→∞

t
1
dµ(t, [Mf , Rj ]) = d−

1
d (2π)−1

(∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf −
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥d
Ld(Rd)

dσ(ξ)

) 1
d

.

由此可知, 定理 1.1 在 ϵ = 0 时依然成立, 即定理 1.1 涵盖了 [Mf , Rj ] 奇异值的渐近极限的内容.

•与定理 1.2比较. (i)对于定理 1.2,当 ϵ = 0时, [Mf , Rj |D|ϵ]退化为 [Mf , Rj ]. 后者的弱 Schatten

估计已由文献 [11, 34] 给出:

c′1∥f∥Ẇ 1
d
6 ∥[Mf , Rj ]∥Sd,∞ 6 c′2∥f∥Ẇ 1

d
.

这表明 [Mf , Rj |D|ϵ] 的弱 Schatten 估计可视为 [Mf , Rj ] 相应估计的自然推广.

(ii) 从分数次积分的视角看, [Mf , Rj |D|ϵ] 与 [Mf , (−∆)
ϵ
2 ] 具有相似的弱 Schatten 估计 (参见文

献 [13]):

c′′1∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

6 ∥[Mf , (−∆)
ϵ
2 ]∥S d

1−ϵ
,∞

6 c′′2∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

从 Fourier 变换的角度理解, Rj |D|ϵ 的乘子符号相对于 (−∆)
ϵ
2 的乘子符号多了一个 j 方向的符号函

数的变化, 该差异不影响交换子的谱衰减行为.

在研究思路上,本文主要结合了文献 [9,12,13]中的方法,将文献 [9,12]中处理零阶拟微分算子 Rj

的技术推广到 ϵ- 阶情形 Rj |D|ϵ. 为构造算子 [Mf , Rj |D|ϵ] 的逼近, 我们采用分解

[Mf , Rj |D|ϵ] = [Mf , Rj ]|D|ϵ +Rj [Mf , |D|ϵ].

对于右端第一项, 我们主要借鉴文献 [9] 中发展的泛函演算方法. 对于第二项, 由于 Rj |D|ϵ 涉及分数
阶的情形, 我们引入如下泛函演算公式:

(−∆)
ϵ−1
2 − (1−∆)

ϵ−1
2 =

ϵ− 1

2

∫ 1

0

(s−∆)−
3−ϵ
2 ds.

结合文献 [13]中的处理技巧,将两部分结果融合,得到所需要的逼近公式,即命题 4.1. 随后,借助文献

[13] 中建立的拟微分算子奇异值渐近理论, 推导出定理 1.1. 最后, 通过分解 Rd 和定理 1.1, 得到定理

1.2 的下界证明, 该技巧与文献 [12, 定理 1.1] 中的下界证明略有不同. 需要指出的是, 由于此处额外多

乘一个算子, 相应的分析较之以往更为复杂.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2 节介绍有关奇异值和 Schatten 理想的定义, 以及一些基本

事实. 第 3 节给出定理 1.2 上界估计的证明. 第 4 节在命题 4.1 中给出交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 的一个逼
近公式; 具体而言, 该公式在模去一个特定的紧算子理想的意义下成立. 最后, 第 5 节分别在第 5.1 和

5.2 小节给出定理 1.1 和 1.2 下界估计的证明.
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2 预备知识

本节介绍奇异值及 Schatten 理想 Sp(H) 与 Sp,∞(H) 的定义与基本性质. 以下内容可参见文献

[25, 26].

设 H为 Hilbert空间, B(H)表示 H上的有界线性算子全体,其算子范数简记为 ∥ · ∥∞. 记 S∞(H)

(或简写为 S∞) 为 H 上全体紧算子构成的集合, 赋予算子范数 ∥ · ∥∞. 对于紧算子 A, 其奇异值函数

t 7→ µ(t, A) 定义为

µ(t, A) = inf{∥A−R∥∞ : rank(R) 6 t, R ∈ S∞}, t > 0.

相应奇异值序列 {µ(k,A)}∞k=0 简记为 µ(A).

奇异值函数具有以下基本性质:

µ(t+ s,A+B) 6 µ(t, A) + µ(s,B), t, s > 0,

并且, 对于 0 < p <∞, 有

µ(t, A) = µ(t, A∗) = µ(t, |A|p)
1
p , t > 0.

对于 0 < p < ∞, 如果紧算子 A 的奇异值序列 {µ(k,A)}∞k=0 是 p- 可和的, 即 {µ(k,A)}∞k=0 属于

lp, 则称 A 属于 Schatten 类 Sp(H), 并记为 A ∈ Sp(H). 当 p > 1 时, Sp- 范数定义为

∥A∥Sp(H) =

( ∞∑
k=0

µ(k,A)p
) 1

p

.

此时 Sp(H) 成为一个 Banach 空间, 并且是 B(H) 的一个理想. 当 p, q, r > 1 满足 1
r = 1

p + 1
q 时, 有以

下 Hölder 不等式成立:

∥AB∥Sr(H) 6 ∥A∥Sp(H)∥B∥Sq(H).

对于 0 < p < ∞, 如果紧算子 A 的奇异值序列 {µ(k,A)}∞k=0 属于 lp,∞, 则称 A 属于弱 Schatten

类 Sp,∞(H), 并记为 A ∈ Sp,∞(H). 当 p > 1 时, 弱 Schatten 类 Sp,∞(H) 的拟范数定义为

∥A∥Sp,∞(H) = sup
k>0

(k + 1)
1
pµ(k,A).

当 p, q, r > 1 满足 1
r = 1

p +
1
q 时, 存在正常数 cp,q,r 使得如下类 Hölder 不等式成立:

∥AB∥Sr,∞(H) 6 cp,q,r∥A∥Sp,∞(H)∥B∥Sq,∞(H).

当 1 6 p <∞ 时, 定义 Sp,∞(H) 的可分部分 (Sp,∞(H))0 为

(Sp,∞(H))0 =
{
A ∈ Sp,∞(H) : lim

k→∞
(k + 1)

1
pµ(k,A) = 0

}
.

该空间是 Sp,∞(H)的一个闭子空间,为有限秩算子在 Sp,∞(H)里的闭包. 进一步地,由 Hölder不等式

容易得到以下基本结论:

(1) 对于任意 ϵ > 0, 有 (Sp,∞(H))0 ⊂ (Sp+ϵ,∞(H))0;

5
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(2) 对于任意满足 1
r = 1

p +
1
q 的 1 6 p, q, r <∞, 有

Sp,∞(H) · (Sq,∞(H))0 ⊂ (Sr,∞(H))0 和 (Sq,∞(H))0 · Sp,∞(H) ⊂ (Sr,∞(H))0;

(3) 可分部分 (Sp,∞(H))0 是 B(H) 的一个双边理想, 即有 B(H) · (Sp,∞(H))0 ⊂ (Sp,∞(H))0 和

(Sp,∞(H))0 · B(H) ⊂ (Sp,∞(H))0.

在本文中, 当在 Rd 上讨论 Schatten 类时, 考虑 Hilbert 空间 H 为 L2(Rd), 并且分别记 Sp(H) 和

Sp,∞(H) 为 Sp 和 Sp,∞.

在 Rd上,我们需要用到以下关于 Laplace算子的 Schatten估计,即 Cwikel估计 (参见文献 [13,37]).

为了后文使用方便, 将其列在此处.

引理 2.1 令 ψ ∈ L∞(Rd) 是一个快速衰减的函数, 即对于任意多元指标 α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd,
函数 |x1|α1 · · · |xd|αdψ(x), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, 均是本性有界的. 如果 β > 0, 则

Mψ(1−∆)−
β
2 ∈ S d

β ,∞
.

特别地, 当 d
β > 2 时, 有

∥Mψ(1−∆)−
β
2 ∥S d

β
,∞

6 cβ∥ψ∥L d
β

,

其中常数 cβ 只依赖于 β 和 Rd.

3 定理 1.2 的上界估计

本节主要证明定理 1.2 中交换子的上界估计. 为此, 需要使用双重算子积分理论.

3.1 双重算子积分

以下关于双重算子积分的内容可参见文献 [18, 33]. 设 H 是可分 Hilbert 空间, D0 和 D1 是 H 上
的自伴算子, 其谱测度分别记为 E0 和 E1.

对于任意 x, y ∈ S2(H), 映射 (λ, µ) 7→ Tr(xdE0(λ)ydE1(µ)) 定义了 R2 上的一个可数可加复测度.

若对某个 g ∈ L∞(R2), 存在算子 TD0,D1
g ∈ B(S2(H)), 使得对于任意 x, y ∈ S2(H), 成立

Tr(xTD0,D1
g y) =

∫
R2

g(λ, µ)Tr(xdE0(λ)ydE1(µ)),

则称 g 关于谱测度 E0 ⊗ E1 是可积的, 并称 TD0,D1
g 为对应的转换子. 对 B ∈ S2(H), 定义∫

R2

g(λ, µ)dE0(λ)BdE1(µ) =: TD0,D1
g (B),

并称之为双重算子积分. 进一步地,若 A = (A1, . . . , Ad)的每个分量均为有界自伴算子,则可类似地定

义多元双重算子积分 TAg (B), 其中 g ∈ L∞(Rd). 更多细节可参见文献 [1, 18].

引理 3.1 (参见文献 [13, 引理 4.4]) 对于 λ, µ ∈ Rd, 记 λ = (λ1, . . . , λd) 和 µ = (µ1, . . . , µd). 定

义 Rd × Rd 上的函数 ψk (1 6 k 6 d) 为

ψk(λ, µ) =


|λ| − |µ|
|λ− µ|2

(λk − µk), 当 λ ̸= µ 时,

0, 当 λ = µ.

对于 1 6 k 6 d, 若 1 < p <∞, 则双重算子积分 T−i∇
ψk
于 Sp 和 Sp,∞ 上是有界的.

6
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以下关于双重算子积分的内容可以参见文献 [13, 引理 4.5].

引理 3.2 假设向量 A = (A1, . . . , Ad) 满足 A 的分量均是有界自伴算子, 并且是两两可换的. 令

|A| = (A2
1 + · · ·+A2

d)
1
2 . 若 B ∈ S2 以及 |A| 具有严格正的下界, 即存在常数 c > 0 使得 |A| > c, 则

[|A|, B] =
d∑
k=1

TAψk
([Ak, B]),

这里的 ψk 来自引理 3.1.

引理 3.3 令 0 < ϵ < 1 和 f ∈ L∞(Rd). 对 m > 1, 令 Pm = χ( 1
m ,m)(−∆). 若 ϕ ∈ C∞

c (Rd), 则在
分布的意义下, 当 m→ ∞ 时有

Pm(−∆)
1
2Mf (−∆)

ϵ−1
2 Pmϕ→ (−∆)

1
2Mf (−∆)

ϵ−1
2 ϕ, PmMf (−∆)

ϵ
2Pmϕ→Mf (−∆)

ϵ
2ϕ.

证明 该证明类似于文献 [13, 引理 3.2] 的证明, 并且第二个结论已经在文献 [13, 引理 3.2] 中

给出.

引理 3.4 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

[Mf , (−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 = i

d∑
k=1

T−i∇
ψk

(M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ).

证明 对于取定的 m ∈ N, 令 Pm = χ( 1
m ,m)(−∆). 在 Hilbert 空间 Pm(L2(Rd)) 上考虑算子

A = −i∇ · Pm 和 B = PmMfPm. 显然, A 是一个有界算子, 以及 |A| 是一个有界算子并且有着严格正
的下界. 同时, 当 h, g ∈ L2(Rd) 时有 Mhg(−i∇) ∈ S2, 可知 B ∈ S2. 从而由引理 3.2 得

Tm := [|A|, B](−∆)
ϵ−1
2 =

d∑
k=1

T−i∇
ψk

([Ak, B](−∆)
ϵ−1
2 ). (3.1)

因为

[Ak, B](−∆)
ϵ−1
2 = (−i)PmM∂kf (−∆)

ϵ−1
2 Pm,

所以等式 (3.1) 可以表示为

Tm = (−i)

d∑
k=1

T−i∇
ψk

(PmM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 Pm).

因为 0 < ϵ < 1 和 d > 2, 所以 d
1−ϵ > 2. 根据引理 2.1, 可得

M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ∈ S d

1−ϵ ,∞
⊂ Sp, ∀ d

1− ϵ
< p <∞.

注意到 Pm → 1 在强算子拓扑下成立 (更多解释参见文献 [13, 注记 4.10]). 从而在 Sp- 范数 ( d
1−ϵ <

p <∞) 的意义下有

PmM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 Pm →M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 .

由引理 3.1 知 T−i∇
ψk
于 Sp (1 < p <∞) 上是有界的. 因此在 Sp- 范数 ( d

1−ϵ < p <∞) 的意义下有

T−i∇
ψk

(PmM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 Pm) → T−i∇

ψk
(M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 ).

7
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进一步地, 在 Sp- 范数 ( d
1−ϵ < p <∞) 的意义下有

T∞ := lim
m→∞

Tm = (−i)
d∑
k=1

T−i∇
ψk

(M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ) ∈ Sp.

接下来证明 T∞ : L2(Rd) → L2(Rd) 是算子 [(−∆)
1
2 ,Mf ](−∆)

ϵ−1
2 : C∞

c → (C∞
c (Rd))′ 唯一的有界

延拓. 注意到

[|A|, B](−∆)
ϵ−1
2 = Pm(−∆)

1
2Mf (−∆)

ϵ−1
2 Pm − PmMf (−∆)

ϵ
2Pm.

因此, 在分布的意义下, 根据引理 3.3, 得到

Tmϕ→ (−∆)
1
2Mf (−∆)

ϵ−1
2 ϕ−Mf (−∆)

ϵ
2ϕ = [(−∆)

1
2 ,Mf ](−∆)

ϵ−1
2 ϕ, ϕ ∈ C∞

c (Rd).

这说明

T∞ϕ = [(−∆)
1
2 ,Mf ](−∆)

ϵ−1
2 ϕ, ϕ ∈ C∞

c (Rd).

至此证明完成.

3.2 定理 1.2 的上界估计

为证明定理 1.2 中的交换子上界, 我们需要以下关于 Sobolev 空间 Ẇ 1
p (Rd) 的稠密性事实, 它直

接来源于文献 [22, 定理 11.43].

引理 3.5 设 1 < p < ∞. 对于任意 f ∈ Ẇ 1
p (Rd), 存在序列 {fn}n>1 ⊂ C∞

c (Rd) 使得当 n → ∞
时 fn 在 Ẇ 1

p (Rd) 中收敛于 f . 此外, 存在复数序列 {cn}n>0 ⊂ C, 使得对于任意紧集 K ⊂ Rd, fn − cn

在 Lp(K) 中收敛于 f .

现在开始定理 1.2 上界估计的证明.

命题 3.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ Ẇ 1
d

1−ϵ

(Rd), 则存在不依赖于 f 的常数 c2 满足

∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
6 c2∥f∥Ẇ 1

d
1−ϵ

.

证明 首先假设 f ∈ C∞
c (Rd). 根据 Leibniz 法则, 有

[Mf , Rj(−∆)
ϵ
2 ] = Rj [Mf , (−∆)

ϵ
2 ] + [Mf , Rj ](−∆)

ϵ
2 . (3.2)

接下来分别对等号右边的两项进行估计. 对于 (3.2) 等号右边第一项, 根据文献 [13, 定理 1.1], 可知存

在只依赖于 ϵ 和 Rd 的常数 cϵ 满足

∥[Mf , (−∆)
ϵ
2 ]∥S d

1−ϵ
,∞

6 cϵ∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

因为, 对于所有的 1 6 j 6 d, 算子 Rj : L2(Rd) → L2(Rd) 有界, 所以存在只依赖于 ϵ 和 Rd 的常数 c′2

使得

∥Rj [Mf , (−∆)
ϵ
2 ]∥S d

1−ϵ
,∞

6 ∥Rj∥∞∥[Mf , (−∆)
ϵ
2 ]∥S d

1−ϵ
,∞

6 c′2∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

为了估计 (3.2) 等号右边第二项, 首先考虑以下分解:

[Mf , Rj ](−∆)
ϵ
2 = [Mf , ∂j ](−∆)

ϵ−1
2 + ∂j [Mf , (−∆)−

1
2 ](−∆)

ϵ
2

8
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= −M∂jf (−∆)
ϵ−1
2 − ∂j(−∆)−

1
2 [Mf , (−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 .

因为 0 < ϵ < 1 和 d > 2, 所以 d
1−ϵ > 2. 由引理 2.1 知存在依赖于 ϵ 和 Rd 的常数 c′′2 满足

∥M∂jf (−∆)
ϵ−1
2 ∥S d

1−ϵ
,∞

6 c′′2∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

为了继续进行估计, 接下来使用双重算子积分的工具. 由引理 3.4 知

Rj [Mf , (−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 = i

d∑
k=1

Rj · T−i∇
ψk

(M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ).

结合引理 3.1 和 2.1, 得到

∥Rj [Mf , (−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 ∥S d

1−ϵ
,∞

6
d∑
k=1

∥Rj · T∇,∇
ψk

(M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 )∥S d

1−ϵ
,∞

6
d∑
k=1

∥Rj∥∞∥T∇,∇
ψk

(M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 )∥S d

1−ϵ
,∞

6
d∑
k=1

∥Rj∥∞∥M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ∥S d

1−ϵ
,∞

6 c′′′2 ∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

综上所述, 当 f ∈ C∞
c (Rd) 时, 存在不依赖于 f 的常数 c2 满足

∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
6 c2∥f∥Ẇ 1

d
1−ϵ

.

接下来讨论 f ∈ Ẇ 1
d

1−ϵ

(Rd) 的情形. 由引理 3.5 可知, 存在 {fn}n>1 ⊂ C∞
c (Rd) 使得 fn → f 在

Ẇ 1
d

1−ϵ

(Rd) 的意义下成立, 以及存在 {cn}n>0 ⊂ C 使得 fn − cn → f 在 L d
1−ϵ

(K) 意义下成立, 其中 K

是包含于 Rd 的任意紧集. 记

An = [Mfn , Rj |D|ϵ] = [Mfn−cn , Rj |D|ϵ], A = [Mf , Rj |D|ϵ].

因为 {fn}n>1 ⊂ C∞
c (Rd), 所以由文献 [2, 定理 1.1] 可得 supn>1 ∥An∥∞ < ∞. 由于 fn − cn → f 在局

部 L1 意义下成立, 从而有

Anϕ→ Aϕ 于 (C∞
c )′ 成立.

根据文献 [13, 事实 4.12] 和 S d
1−ϵ ,∞

的 Fatou 性质 (参见文献 [37]), 可知

∥A∥S d
1−ϵ

,∞
6 lim inf

n→∞
∥An∥S d

1−ϵ
,∞
.

最后, 结合前一段的讨论, 可得

∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

6 c2 lim inf
n→∞

∥fn∥Ẇ 1
d

1−ϵ

= c2∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

.

至此证明完成.
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4 逼近公式

为了得到交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 有关奇异值的渐近极限, 我们需要找到一个在模去 (S d
1−ϵ ,∞

)0 意义

下易于计算的等价公式. 因此, 以下命题成为了本节需要证明的主要内容.

命题 4.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

[Mf , Rj(−∆)
ϵ
2 ] +M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

该命题表明, 在模去 (S d
1−ϵ ,∞

)0 的意义下, 交换子 [Mf,Rj(−∆)
ϵ
2 ] 等价于公式 M∂jf (1 −∆)

ϵ−1
2 +

(1 + ϵ)
∑d
k=1RjRkM∂kf (1−∆)

ϵ−1
2 . 后者的主值符号易于计算, 这正是我们所需要的表达式.

本节将频繁使用以下事实, 为方便起见将其列出. 对于 Hilbert 空间上两个良定义的算子 A,B ∈
B(L2(Rd)), 其中 ker(A) = {0}, 有

[A−1, B] = −A−1[A,B]A−1. (4.1)

这是因为 [A−1, B] = A−1B −BA−1 = A−1BAA−1 −A−1ABA−1 = −A−1[A,B]A−1.

4.1 交换子的分解

为证明命题 4.1, 首先从交换子的一个积分表示开始.

引理 4.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

[Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2

= − 4

π

d∑
k=1

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂kf

∂k(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ+

2

π

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∆f

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ.

证明 利用泛函演算, 有以下积分公式成立:

(1−∆)−
1
2 =

2

π

∫ ∞

0

dλ

1 + λ2 −∆
.

该积分的收敛性理解为, 当作用在 Rd 上的 Schwartz 函数时, 相应的积分在 Bochner 积分的意义下成

立. 进一步地, 我们得到

(1−∆)
1
2 =

2

π

∫ ∞

0

1−∆

1 + λ2 −∆
dλ.

注意到 [Mf ,
1−∆

1+λ2−∆ ] = [Mf , 1− λ2

1+λ2−∆ ] = −[Mf ,
λ2

1+λ2−∆ ], 有

[Mf , (1−∆)
1
2 ] =

2

π

∫ ∞

0

[
Mf ,

1−∆

1 + λ2 −∆

]
dλ = − 2

π

∫ ∞

0

[
Mf ,

1

1 + λ2 −∆

]
λ2dλ. (4.2)

由 (4.1) 可得 [
Mf ,

1

1 + λ2 −∆

]
= − 1

1 + λ2 −∆
[Mf , 1 + λ2 −∆]

1

1 + λ2 −∆

=
1

1 + λ2 −∆
[Mf ,∆]

1

1 + λ2 −∆
. (4.3)
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根据 ∆ 的定义, 简单计算可知 [Mf ,∆] = 2
∑d
k=1M∂kf∂k −M∆f . 从而

1

1 + λ2 −∆
[Mf ,∆]

1

1 + λ2 −∆
= 2

d∑
k=1

1

1 + λ2 −∆
M∂kf

∂k
1 + λ2 −∆

− 1

1 + λ2 −∆
M∆f

1

1 + λ2 −∆
.

最后, 结合以上结论以及 (4.2) 和 (4.3), 便得到所需要的结论.

引理 4.2 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂kf

∂k(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

=
π

4
∂k(1−∆)−

1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 + 2

d∑
j=1

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

−
∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ−

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ.

证明 首先注意到∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂kf

∂k(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

=

∫ ∞

0

∂k
1 + λ2 −∆

M∂kf
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ−

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

=

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 λ2dλ+

∫ ∞

0

∂k
1 + λ2 −∆

[
M∂kf ,

1

1 + λ2 −∆

]
(−∆)

ϵ−1
2 λ2dλ

−
∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ. (4.4)

接下来分别计算第二个等式右边的前两个积分. 对于 (4.4) 第二个等式右边的第一个积分, 有∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

λ2dλ ·M∂kf (−∆)
ϵ−1
2 =

∫ ∞

0

t2

(1 + t2)2
dt · ∂k(1−∆)−

1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2

=
π

4
∂k(1−∆)−

1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 .

为了计算 (4.4) 第二个等式右边的第二个积分, 先考虑[
M∂kf ,

1

1 + λ2 −∆

]
= − 1

1 + λ2 −∆
[M∂kf , 1 + λ2 −∆]

1

1 + λ2 −∆

=
1

1 + λ2 −∆
[M∂kf ,∆]

1

1 + λ2 −∆
,

这里利用了 (4.1). 结合 [M∂kf ,∆] = 2
∑d
j=1M∂k∂jf∂j −M∂k∆f , 可得

1

1 + λ2 −∆
[M∂kf ,∆]

1

1 + λ2 −∆

= 2
d∑
j=1

1

1 + λ2 −∆
M∂k∂jf

∂j
1 + λ2 −∆

− 1

1 + λ2 −∆
M∂k∆f

1

1 + λ2 −∆
.

从而 (4.4) 第二个等式右边的第二个积分可以表示为∫ ∞

0

∂k
1 + λ2 −∆

[
M∂kf ,

1

1 + λ2 −∆

]
(−∆)

ϵ−1
2 λ2dλ

11
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= 2

d∑
j=1

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ−

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ.

结合以上分析, 证明完成.

引理 4.3 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 取 0 < δ < 1 使得 d
δ+1−ϵ > 2. 由 Hölder 不等式可得∥∥∥∥ ∂k

(1 + λ2 −∆)2
M∂k∂jf

∂j(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
S d

δ+1−ϵ
,∞

6
∥∥∥∥ ∂k
1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞
∥M∂k∂jf (−∆)

ϵ−1−δ
2 ∥S d

δ+1−ϵ
,∞

∥∥∥∥ (−∆)
δ
2 ∂j

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞
.

接下来分别估计上述第二行的四项. 首先, 由谱理论可知∥∥∥∥ ∂k
1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 ∥∂k(−∆)−
1
2 ∥∞

∥∥∥∥ (−∆)
1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 ck sup
t>0

t

1 + λ2 + t2
=
ck
2

1√
1 + λ2

.

同理, ∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 1

1 + λ2
.

因为 d
δ+1−ϵ > 2, 所以由引理 2.1 可得

∥M∂k∂jf (−∆)
ϵ−1−δ

2 ∥S d
δ+1−ϵ

,∞
6 c′δ+1−ϵ∥∂k∂jf∥L d

δ+1−ϵ

<∞.

对于最后一项, 注意到∥∥∥∥ (−∆)
δ
2 ∂j

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 ∥∂j(−∆)−
1
2 ∥∞

∥∥∥∥ (−∆)
δ+1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 cj sup
t>0

tδ+1

1 + λ2 + t2
.

通过直接计算可知, 当 0 < δ < 1 时, 函数 tδ+1

1+λ2+t2 (t > 0) 在 t =
√

1+δ
1−δ (1 + λ2) 处取得最大值. 因此,

∥∥∥∥ (−∆)
δ
2 ∂j

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 cj
( 1+δ1−δ )

δ+1
2

1+δ
1−δ + 1

1

(1 + λ2)
1−δ
2

.

综上所述, 可得 ∥∥∥∥ ∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
S d

δ+1−ϵ
,∞

6 cϵ,δ,f
1

(1 + λ2)2−
δ
2

.

这意味着, 当 0 < δ < 1 时,

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

12



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

因为 0 < δ < 1, 所以 3
2 < 2 − δ

2 < 2. 由此可得积分
∫∞
0

∂k
(1+λ2−∆)2M∂k∂jf

∂j(−∆)
ϵ−1
2

1+λ2−∆ λ2dλ 于 S d
δ+1−ϵ ,∞

绝对可积. 从而 ∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

引理证毕.

引理 4.4 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 首先, 取 0 < δ < 1 使得 d
δ+1−ϵ > 2. 由引理 4.3 的计算可知∥∥∥∥ ∂k

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 ck
2

1√
1 + λ2

和

∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 1

1 + λ2
.

因为 d
δ+1−ϵ > 2, 所以由引理 2.1 可得

∥M∂k∆f (−∆)
ϵ−1−δ

2 ∥S d
δ+1−ϵ

,∞
6 c′δ,ϵ∥∂k∆f∥L d

δ+1−ϵ

.

另外, 由谱定理和简单计算可知∥∥∥∥ (−∆)
δ
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 sup
t>0

tδ

1 + λ2 + t2
=

δ
δ
2

δ + 1

1

(1 + λ2)1−
δ
2

.

结合 Hölder 不等式可得∥∥∥∥ ∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
S d

δ+1−ϵ
,∞

6
∥∥∥∥ ∂k
1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞
∥M∂k∆f (−∆)

ϵ−1−δ
2 ∥S d

δ+1−ϵ
,∞

∥∥∥∥ (−∆)
δ
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 ck,δ,ϵ∥∂k∆f∥L d
δ+1−ϵ

1

(1 + λ2)2+
1−δ
2

.

这意味着
∂k

(1 + λ2 −∆)2
M∂k∆f

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0,

以及积分
∫∞
0

∂k
(1+λ2−∆)2M∂k∆f

(−∆)
ϵ−1
2

1+λ2−∆ λ
2dλ于 S d

δ+1−ϵ ,∞
绝对可积.这里绝对可积是因为 2 < 2+ 1−δ

2 <
5
2 (由于 0 < δ < 1) 提供了收敛指标. 从而∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

至此证明完成.

引理 4.5 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.
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进一步地, ∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∆f

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 取 0 < δ < 1 使得 d
δ+1−ϵ > 2. 根据引理 2.1, 可得

∥M∂2
kf
(−∆)

ϵ−1−δ
2 ∥S d

δ+1−ϵ
,∞

6 c′1∥∂2kf∥L d
δ+1−ϵ

.

使用 Hölder 不等式并且结合引理 4.4 的证明可得∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
S d

δ+1−ϵ
,∞

6
∥∥∥∥ 1

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞
∥M∂2

kf
(−∆)

ϵ−1−δ
2 ∥S d

δ+1−ϵ
,∞

∥∥∥∥ (−∆)
δ
2

1 + λ2 −∆

∥∥∥∥
∞

6 c′k,δ,ϵ∥∂2kf∥L d
δ+1−ϵ

1

(1 + λ2)2−
δ
2

.

这意味着
1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

因为 0 < δ < 1, 所以 3
2 < 2− δ

2 < 2. 由此可得积分
∫∞
0

1
1+λ2−∆M∂2

kf
(−∆)

ϵ−1
2

1+λ2−∆ λ
2dλ 于 S d

δ+1−ϵ ,∞
绝对可

积. 从而 ∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ ∈ S d

δ+1−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

至此证明完成.

结合引理 4.1–4.5, 可以得到以下推论.

推论 4.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

[Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 +

d∑
k=1

RkM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 结合引理 4.1 和 4.2 的结论, 有

[Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 = −

d∑
k=1

∂k(1−∆)−
1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2

− 8

π

d∑
k,j=1

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∂jf
∂j(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

+
4

π

d∑
k=1

∫ ∞

0

∂k
(1 + λ2 −∆)2

M∂k∆f
(−∆)

ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

+
4

π

d∑
k=1

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∂2

kf

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ

+
2

π

∫ ∞

0

1

1 + λ2 −∆
M∆f

(−∆)
ϵ−1
2

1 + λ2 −∆
λ2dλ. (4.5)
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由引理 4.3 可知, (4.5) 中第二行的积分算子属于 (S d
1−ϵ ,∞

)0; 由引理 4.4 可知, (4.5) 中第三行的积分算

子属于 (S d
1−ϵ ,∞

)0; 由引理 4.5 可知, (4.5) 中第四和五行的积分算子属于 (S d
1−ϵ ,∞

)0. 因此

[Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 +

d∑
k=1

∂k(1−∆)−
1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

因为 f ∈ C∞
c (Rd), 所以存在 ϕ ∈ C∞

c (Rd) 使得 ∂k(f) = ∂k(f)ϕ. 从而有

∂k((1−∆)−
1
2 − (−∆)−

1
2 )M∂kf (−∆)

ϵ−1
2

=
−∂k

(−∆)
1
2

1

(1−∆)
1
2 + (−∆)

1
2

· (1−∆)−
1
2Mϕ ·M∂kf (−∆)

ϵ−1
2

∈ S∞ · Sd,∞ · S d
1−ϵ ,∞

⊂ S d
2−ϵ ,∞

⊂ (S d
1−ϵ ,∞

)0.

这意味着

∂k(1−∆)−
1
2M∂kf (−∆)

ϵ−1
2 = RkM∂kf (−∆)

ϵ−1
2 + ∂k((1−∆)−

1
2 − (−∆)−

1
2 )M∂kf (−∆)

ϵ−1
2

∈ RkM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 + (S d

1−ϵ ,∞
)0.

最后, 结合此式与前面的分析便得到所需要的结论.

4.2 命题 4.1 的证明

在推论 4.1 中, 我们得到了一个特殊交换子在模去 (S d
1−ϵ ,∞

)0 意义下的等价公式. 由于

[Mf , Rj(−∆)
ϵ
2 ] = [Mf , Rj ](−∆)

ϵ
2 +Rj [Mf , (−∆)

ϵ
2 ],

所以接下来将等式右边的交换子与推论 4.1 联系起来, 从而得到所需要的等价公式并完成证明. 首先

考察等式右边第一个交换子在模去 (S d
1−ϵ ,∞

)0 意义下的等价公式.

引理 4.6 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

[Mf , Rj ](−∆)
ϵ
2 +M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 +

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 首先, 考虑以下分解:

[Mf , Rj ](−∆)
ϵ
2 = [Mf , ∂j ](−∆)

ϵ−1
2 + ∂j [Mf , (−∆)−

1
2 ](−∆)

ϵ
2

= −M∂jf (−∆)
ϵ−1
2 − ∂j(−∆)−

1
2 [Mf , (−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 . (4.6)

接下来分别考察第二个等式右边的两项. 对于 (4.6) 第二个等式右边的第一项, 有

M∂jf (−∆)
ϵ−1
2 =M∂jf ((−∆)

ϵ−1
2 − (1−∆)

ϵ−1
2 ) +M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 .

由自伴算子的泛函演算可知

(−∆)
ϵ−1
2 − (1−∆)

ϵ−1
2 =

ϵ− 1

2

∫ 1

0

(s−∆)−
3−ϵ
2 ds.

15



陈嵩箐等: 分数次微分交换子的谱估计

从而

M∂jf ((−∆)
ϵ−1
2 − (1−∆)

ϵ−1
2 ) =

ϵ− 1

2
M∂jf (−∆)−

3−ϵ
2 ·

∫ 1

0

(
−∆

s−∆

) 3−ϵ
2

ds.

因为 0 < ϵ < 1, 以及当 0 6 s 6 1 时有 −∆
s−∆ 6 1, 所以

∫ 1

0

(
−∆

s−∆

) 3−ϵ
2

ds ∈ B(L2(Rd)).

根据引理 2.1, 可得

M∂jf ((−∆)
ϵ−1
2 − (1−∆)

ϵ−1
2 ) ∈ S d

3−ϵ ,∞
· S∞ ⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0. (4.7)

因此,

M∂jf (−∆)
ϵ−1
2 ∈M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 + (S d

1−ϵ ,∞
)0.

对于 (4.6) 第二个等式右边的第二项, 有

Rj [Mf , (−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 = Rj [Mf , (−∆)

1
2 − (1−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 +Rj [Mf , (1−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 . (4.8)

接下来考察该式右边的两项. 为了估计等式 (4.8) 右边第一项, 首先由引理 2.1 有

RjMf ((−∆)
1
2 − (1−∆)

1
2 )(−∆)

ϵ−1
2 = Rj ·Mf (−∆)

ϵ−2
2 · (−∆)

1
2

(−∆)
1
2 + (1−∆)

1
2

∈ S∞ · S d
2−ϵ ,∞

· S∞ ⊂ (S d
1−ϵ ,∞

)0.

因为 f ∈ C∞
c (Rd), 所以存在 ϕ ∈ C∞

c (Rd) 使得 f = fϕ. 应用引理 2.1 和 Hölder 不等式, 得到

Rj((−∆)
1
2 − (1−∆)

1
2 )Mf (−∆)

ϵ−1
2 = Rj

(−∆)
1
2

(−∆)
1
2 + (1−∆)

1
2

· (−∆)−
1
2Mϕ ·Mf (−∆)

ϵ−1
2

∈ S∞ · Sd,∞ · S d
1−ϵ ,∞

⊂ S d
2−ϵ ,∞

⊂ (S d
1−ϵ ,∞

)0.

从而, 等式 (4.8) 右边第一项满足

Rj [Mf , (−∆)
1
2 − (1−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2

= RjMf ((−∆)
1
2 − (1−∆)

1
2 )(−∆)

ϵ−1
2 −Rj((−∆)

1
2 − (1−∆)

1
2 )Mf (−∆)

ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

对于等式 (4.8) 右边第二项, 根据推论 4.1, 得到

[Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 +

d∑
k=1

RkM∂kf (−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

结合该结论和 (4.7) 可知

Rj [Mf , (1−∆)
1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 = Rj [Mf , (1−∆)

1
2 ](−∆)

ϵ−1
2 +

d∑
k=1

RjRkM∂kf (−∆)
ϵ−1
2

+
d∑
k=1

RjRkM∂kf ((1−∆)
ϵ−1
2 − (−∆)

ϵ−1
2 )−

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2

16



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

∈ (S d
1−ϵ ,∞

)0 + (S d
1−ϵ ,∞

)0 −
d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 .

最后, 结合以上分析和 (4.6) 便可以得到想要的结论.

引理 4.7 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞
c (Rd), 则

Rj [Mf , (−∆)
ϵ
2 ] + ϵ

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

证明 考虑以下分解:

Rj [Mf , (−∆)
ϵ
2 ] = Rj [Mf , (1−∆)

ϵ
2 ] +Rj [Mf , (−∆)

ϵ
2 − (1−∆)

ϵ
2 ]. (4.9)

接下来分别考察 (4.9) 等号右边的两项. 首先, 对于 (4.9) 等号右边的第二项, 由自伴算子的泛函演

算有

(−∆)
ϵ
2 − (1−∆)

ϵ
2 = − ϵ

2

∫ 1

0

(s−∆)
ϵ
2−1ds.

根据引理 2.1, 可得

Rj [Mf , (−∆)
ϵ
2 − (1−∆)

ϵ
2 ] = − ϵ

2
Rj ·

∫ 1

0

[Mf , (s−∆)
ϵ−2
2 ]ds ∈ S∞ · S d

2−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

至此, 对 (4.9) 等号右边的第二项的估计完成.

接下来对 (4.9) 等号右边的第一项进行考察. 由文献 [13, 定理 5.1] 可知

[Mf , (1−∆)
ϵ
2 ] +

ϵ

2
[Mf ,∆](1−∆)

ϵ
2−1 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

因此可得

Rj [Mf , (1−∆)
ϵ
2 ] +

ϵ

2
Rj [Mf ,∆](1−∆)

ϵ
2−1 ∈ Rj · (S d

1−ϵ ,∞
)0 ⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

注意到 [Mf ,∆] = 2
∑d
k=1M∂kf∂k −M∆f , 从而

Rj [Mf ,∆](1−∆)
ϵ
2−1 = 2

d∑
k=1

RjM∂kf∂k(1−∆)
ϵ
2−1 −RjM∆f (1−∆)

ϵ
2−1.

根据引理 2.1, 可知

RjM∆f (1−∆)
ϵ
2−1 ∈ S∞ · S d

2−ϵ ,∞
⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

所以

Rj [Mf , (1−∆)
ϵ
2 ] + ϵ

d∑
k=1

RjM∂kf∂k(1−∆)
ϵ
2−1 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0. (4.10)

为了处理 (4.10) 的求和项, 从以下分解出发:

RjM∂kf∂k(1−∆)
ϵ
2−1 −RjRkM∂kf (1−∆)

ϵ−1
2

= RjM∂kf∂k((1−∆)−
1
2 − (−∆)−

1
2 )(1−∆)

ϵ−1
2 +Rj [M∂kf , Rk](1−∆)

ϵ−1
2 .
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因为

Rj [M∂kf , Rk](1−∆)
ϵ−1
2 ∈ S∞ · Sd,∞ · S∞ ⊂ (S d

1−ϵ ,∞
)0

和

RjM∂kf∂k((1−∆)−
1
2 − (−∆)−

1
2 )(1−∆)

ϵ−1
2

= −Rj ·M∂kf (1−∆)
ϵ
2−1 · ∂k√

−∆

1√
−∆+

√
1−∆

∈ S∞ · S d
2−ϵ ,∞

· S∞ · S∞ ⊂ (S d
1−ϵ ,∞

)0,

所以

RjM∂kf∂k(1−∆)
ϵ
2−1 −RjRkM∂kf (1−∆)

ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

进一步地, 结合 (4.10) 可得

Rj [Mf , (1−∆)
ϵ
2 ] + ϵ

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2

∈ Rj [Mf , (1−∆)
ϵ
2 ] + ϵ

d∑
k=1

RjM∂kf∂k(1−∆)
ϵ
2−1

+ ϵ
d∑
k=1

(RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 −RjM∂kf∂k(1−∆)

ϵ
2−1) + (S d

1−ϵ ,∞
)0

⊂ (S d
1−ϵ ,∞

)0.

最后, 结合 (4.9) 以及对 (4.9) 等号右边第二项的估计便可以推断出我们想要的结论.

命题 4.1 的证明 注意到

[Mf , Rj(−∆)
ϵ
2 ] = [Mf , Rj ](−∆)

ϵ
2 +Rj [Mf , (−∆)

ϵ
2 ].

从而所需结论由引理 4.6 和 4.7 推导出.

5 奇异值渐近极限和下界估计

本节的主要目的是证明交换子 [Mf , Rj |D|ϵ] 有关奇异值的渐近极限及其 Schatten 刻画的下界估

计, 即定理 1.1 和 1.2 的下界估计. 为了证明定理 1.2 的下界估计, 我们需要利用定理 1.1. 为此先证明

定理 1.1.

5.1 定理 1.1 的证明

本小节证明定理 1.1, 即 [Mf , Rj |D|ϵ] 关于奇异值的渐近极限. 为此, 首先介绍以下有关 0 阶拟微

分算子主值符号映射的内容.

令 Π 是 B(L2(Rd)) 的一个 C∗- 子代数, 并且由以下代数生成:

{Mf : f ∈ C+ C0(Rd)} 和

{
g

(
−i∇√
−∆

)
: g ∈ Sd−1

}
.
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这里的 Π 事实上是经典情形下 0- 阶拟微分算子主值符号的推广. 由文献 [40] 可知, 存在一个 ∗- 同态
映射

sym : Π → C(Sd−1,C+ C0(Rd)),

使得对任意的 f ∈ C+ C0(Rd) 和 g ∈ Sd−1, 有

sym(Mf ) = f ⊗ 1 和 sym

(
g

(
−i∇√
−∆

))
= 1⊗ g.

称该 ∗-同态映射 sym为主值符号映射. 为了使用该结论,我们需要用到算子的支撑的概念, 即对于算

子 T ∈ B(L2(Rd)), 若存在函数 ϕ ∈ C∞
c (Rd) 使得 T = TMϕ, 则称算子 T 具有右支撑. 根据文献 [13,

定理 6.1], 可以得到以下有关主值符号映射的结果.

定理 5.1 令 d > 2 和 0 < p <∞. 若 T ∈ Π 具有右支撑, 则

lim
t→∞

t
1
pµ(t, T (1−∆)

d
2p ) = d−

1
p (2π)−

d
p ∥sym(T )∥Lp(Rd×Sd−1).

以下引理给出了在模去 (Sp,∞)0 意义下, 两个等价算子的奇异值的渐近极限是相同的.

引理 5.1 (参见文献 [12, 引理 3.1]) 令 A ∈ Sp,∞ 和 B ∈ (Sp,∞)0. 当 0 < p <∞ 时, 有

lim sup
t→∞

t
1
pµ(t, A+B) = lim sup

t→∞
t
1
pµ(t, A) 和 lim inf

t→∞
t
1
pµ(t, A+B) = lim inf

t→∞
t
1
pµ(t, A).

特别地,

lim
t→∞

t
1
pµ(t, A+B) = lim

t→∞
t
1
pµ(t, A),

这里均假设右边的极限存在.

定理 1.1 的证明 首先假设 f ∈ C∞
c (Rd). 根据命题 4.1, 可得

[Mf , Rj(−∆)
ϵ
2 ] +M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2 ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0.

从而由引理 5.1 和奇异值的定义可得

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t, [Mf , Rj |D|ϵ]) = lim

t→∞
t
1−ϵ
d µ

(
t,M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2

)
.

因为 f ∈ C∞
c (Rd), 所以算子 M∂jf + (1 + ϵ)

∑d
k=1RjRkM∂kf 具有右支撑. 应用定理 5.1, 得到

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ

(
t,M∂jf (1−∆)

ϵ−1
2 + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf (1−∆)
ϵ−1
2

)

= d
ϵ−1
d (2π)ϵ−1

∥∥∥∥sym(
M∂jf + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf

)∥∥∥∥
L d

1−ϵ
(Rd×Sd−1)

.

由于

sym

(
M∂jf + (1 + ϵ)

d∑
k=1

RjRkM∂kf

)
(x, ξ) = ∂jf(x)− (1 + ϵ)

d∑
k=1

ξjξk · ∂kf(x),

进而得到

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t, [Mf , Rj |D|ϵ]) = cd,ϵ

(∫
Rd

∫
Sd−1

∣∣∣∣∂jf(x)− (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf(x)
∣∣∣∣ d
1−ϵ

dσ(ξ)dx

) 1−ϵ
d

,

其中 cd,ϵ = d
ϵ−1
d (2π)ϵ−1. 最后, 结合命题 3.1 和引理 3.5, 可知定理 1.1 成立. 至此证明完成.
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5.2 定理 1.2 的下界估计

本小节证明定理 1.2 中的下界估计. 为此, 需要以下引理 (参见文献 [24, 引理 19]).

引理 5.2 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ C∞(Rd) 和 η ∈ Cc(Rd), 则

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t,Mη[Mf , Rj |D|ϵ]Mη)

= d
ϵ−1
d (2π)ϵ−1

(∫
Rd

∫
Sd−1

|η(x)|
2d
1−ϵ

∣∣∣∣∂jf(x)− (1 + ϵ)

d∑
k=1

ξjξk · ∂kf(x)
∣∣∣∣ d
1−ϵ

dσ(ξ)dx

) 1−ϵ
d

.

证明 由于 η ∈ Cc(Rd), 取函数 ϕ ∈ C∞
c (Rd) 使得, 当 x ∈ 2supp(η) 时, 有 ϕ(x) = 1. 因此,

Mη[Mf , Rj |D|ϵ]Mη =Mη[Mfϕ, Rj |D|ϵ]Mη.

结合命题 4.1、Cwikel 估计 [Mη, (1−∆)
ϵ−1
2 ] ∈ (S d

1−ϵ ,∞
)0 以及定理 1.1 的证明, 可得

lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t,Mη[Mf , Rj |D|ϵ]Mη)

= d
ϵ−1
d (2π)ϵ−1

(∫
Rd

∫
Sd−1

|η(x)|
2d
1−ϵ

∣∣∣∣∂j(fϕ)(x)− (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂k(fϕ)(x)
∣∣∣∣ d
1−ϵ

dσ(ξ)dx

) 1−ϵ
d

.

最后, 由 x ∈ supp(η) 有 ϕ(x) = 1 和 ∂kϕ(x) = 0 (k = 1, . . . , d), 可知结论成立.

引理 5.3 令 1 6 p <∞ 和 0 < ϵ < 1. 若 f ∈ C∞(Rd) 以及非负 η ∈ Cc(Rd), 则存在非零正常数
cp,d,ϵ 使得下式成立:(∫

Sd−1

∥∥∥∥η(∂jf − (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
)∥∥∥∥p

Lp(Rd)

dσ(ξ)

) 1
p

> cp,d,ϵ∥η(∇f)∥Lp(Rd).

证明 为了方便, 简记 dω(x) = |η(x)|pdx. 考虑分解

Rd =
∪

v⃗∈{+,−}d

Wv⃗,

其中集合 Wv⃗ ⊂ Rd 定义如下: 对于 v⃗ = (v1, . . . , vd), 点 x ∈ Wv⃗ 当且仅当对每个 m = 1, . . . , d, 有如下

结论成立:

(1) 若 vm = +, 则 ∂mf(x) > 0;

(2) 若 vm = −, 则 ∂mf(x) 6 0,

并且在交集处 (偏导为零)可任意划分归属,使得
∪
v⃗∈{+,−}d Wv⃗成为互不相交的并集. 因为 ∂1f, . . . , ∂df

有 d 个, 所以这样的集合 Wv⃗ 总共有 2d 个.

对于 ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Sd−1 和 x ∈ Rd, 有

∂jf(x)− (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf(x) = (1− (1 + ϵ)ξ2j )∂jf(x)− (1 + ϵ)
∑
k:k ̸=j

ξjξk · ∂kf(x).

对于固定的 v⃗, 定义 Ωv⃗ ⊂ Sd−1 为满足以下条件的 ξ ∈ Sd−1 构成的集合:

sgn((1 + ϵ)ξ2j − 1) = vj , sgn(ξjξk) = vk, ∀ k ̸= j,
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其中约定当 vj = + 时要求 (1 + ϵ)ξ2j − 1 > 0, 即 |ξj | > 1√
1+ϵ

; 当 vj = − 时要求 (1 + ϵ)ξ2j − 1 6 0, 即

|ξj | 6 1√
1+ϵ

. 这样的 Ωv⃗ 是一定存在的, 例如,

(1) 若 v⃗ = (+, . . . ,+) 均非负, 则取 Ωv⃗ = {ξ ∈ Sd−1 : 1√
1+ϵ

6 ξj 6 1, ξk > 0, k ̸= j};
(2) 若 v⃗ = (−,+, . . . ,+), 则取 Ωv⃗ = {ξ ∈ Sd−1 : ξ1 6 0, 1√

1+ϵ
6 ξj 6 1, ξk > 0, k ̸= j, 1} (考虑

j ̸= 1).

对于其他情形, 类似地可取相应的 Ωv⃗. 从而有∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf − (1 + ϵ)

d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥p
Lp(Wv⃗,dω)

dσ(ξ)

>
∫
Wv⃗

∫
Ωv⃗

(
|(1 + ϵ)ξ2j − 1||∂jf(x)|+ (1 + ϵ)

∑
k:k ̸=j

|ξjξk||∂kf(x)|
)p
dσ(ξ)dω(x).

接下来, 令

Ω+ =

{
ξ ∈ Sd−1 :

√
1 + ϵ

2

1 + ϵ
6 |ξj | 6 1, 1 > |ξk| >

1

N

√
ϵ

2(1 + ϵ)
, k ̸= j

}
和

Ω− =

{
ξ ∈ Sd−1 :

1

N

√
ϵ

2(1 + ϵ)
6 |ξj | 6

√
1− ϵ

2

1 + ϵ
, 1 > |ξk| >

1

N

√
ϵ

2(1 + ϵ)
, k ̸= j

}
,

这里取充分大的 N > d2 使得 ξ21 + · · · + ξ2d = 1 有意义, 并且 Ω+, Ω−, Ω+ ∩ Ωv⃗ (vj = +) 和 Ω− ∩ Ωv⃗

(vj = −) 是非空的. 进而, 在 Ω+ 上有

(1 + ϵ)ξ2j − 1 > ϵ

2
和 (1 + ϵ)|ξjξk| >

1

N

√
ϵ(1 + ϵ

2 )(1 + ϵ)

2
.

在 Ω− 上有

1− (1 + ϵ)ξ2j > ϵ

2
和 (1 + ϵ)|ξjξk| >

1

N2

ϵ(1 + ϵ)

2
.

因此, 取

cϵ,N = min

{
ϵ

2
,
1

N

√
ϵ(1 + ϵ

2 )(1 + ϵ)

2
,
1

N2

ϵ(1 + ϵ)

2

}
.

同时, 因为 Ω+ 和 Ω− 是球面上有正测度的区域, 且与每个 “象限” 的交集也有正测度, 所以可取

c0 = min
{

min
v⃗:vj=+

σ(Ω+ ∩ Ωv⃗), min
v⃗:vj=−

σ(Ω− ∩ Ωv⃗)
}
> 0.

当 v⃗ ∈ {+,−}d 满足 vj = + 时, 有∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf − (1 + ϵ)

d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥p
Lp(Wv⃗,,dω)

dσ(ξ)

>
∫
Wv⃗

∫
Ω+∩Ωv⃗

(
((1 + ϵ)ξ2j − 1)|∂jf(x)|+ (1 + ϵ)

∑
k:k ̸=j

|ξjξk||∂kf(x)|
)p
dσ(ξ)dω(x)

> σ(Ω+ ∩ Ωv⃗)c
p
ϵ,N

∥∥∥∥ d∑
k=1

|∂kf |
∥∥∥∥p
Lp(Wv⃗,dω)

> c0c
p
ϵ,N∥η(∇f)∥pLp(Wv⃗)

.
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同理, 当 v⃗ ∈ {+,−}d 满足 vj = − 时, 有∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf − (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥p
Lp(Wv⃗,dω)

dσ(ξ)

>
∫
Wv⃗

∫
Ω−∩Ωv⃗

(
(1− (1 + ϵ)ξ2j )|∂jf(x)|+ (1 + ϵ)

∑
k:k ̸=j

|ξjξk||∂kf(x)|
)p
dσ(ξ)dω(x)

> c0c
p
ϵ,N∥η(∇f)∥pLp(Wv⃗)

.

综上所述, 可得∫
Sd−1

∥∥∥∥η(∂jf − (1 + ϵ)
d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
)∥∥∥∥p

Lp(Rd)

dσ(ξ)

=

( ∑
v⃗∈{+,−}d,vj=+

+
∑

v⃗∈{+,−}d,vj=−

)∫
Sd−1

∥∥∥∥∂jf − (1 + ϵ)

d∑
k=1

ξjξk · ∂kf
∥∥∥∥p
Lp(Wv⃗,dω)

dσ(ξ)

> c0c
p
ϵ,N

∑
v⃗∈{+,−}d

∥η(∇f)∥pLp(Wv⃗)

= c0c
p
ϵ,N∥η(∇f)∥p

Lp(Rd)
.

最后, 令 cpp,d,ϵ = c0c
p
ϵ,N . 至此证明完成.

引理 5.4 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 令 f ∈ L1,loc(Rd) 使得 [Mf , Rj |D|ϵ] 是 L2(Rd) 上的紧算子. 若

非负函数 Φ ∈ Cc(Rd) 满足 ∥Φ∥L1(Rd) = 1, 则 [Mf∗Φ, Rj |D|ϵ] 是 L2(Rd) 上的紧算子, 并且∫ t

0

µ(s, [Mf∗Φ, Rj |D|ϵ])ds 6
∫ t

0

µ(s, [Mf , Rj |D|ϵ])ds, ∀ t > 0.

证明 仿照文献 [13, 引理 8.2] 的证明可直接得到该结论.

现在开始定理 1.2 下界估计的证明.

命题 5.1 令 0 < ϵ < 1 和 d > 2. 若 f ∈ (−∆)
ϵ
2BMO(Rd) 使得 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d

1−ϵ
,∞
<∞, 则存

在依赖于 ϵ 和 d 的常数 c 满足

c∥f∥Ẇ 1
d

1−ϵ

6 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
.

证明 令 Φ ∈ C∞
c (Rd) 是一个非负函数且满足 ∥Φ∥L1(Rd) = 1. 因为 S d

1−ϵ ,∞
是一个强对称算子空

间 [26], 由引理 5.4 可得

∥[Mf∗Φ, Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
6 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d

1−ϵ
,∞
.

若 η ∈ C∞
c (Rd) 满足 ∥η∥∞ = 1, 有

∥Mη[Mf∗Φ, Rj |D|ϵ]Mη∥S d
1−ϵ

,∞
6 ∥η∥2∞∥[Mf∗Φ, Rj |D|ϵ]∥S d

1−ϵ
,∞
.

而对于 η ∈ C∞
c (Rd) 和 f ∗ Φ ∈ C∞(Rd), 根据引理 5.2 和 5.3, 可以得到

∥Mη[Mf∗Φ, Rj |D|ϵ]Mη∥S d
1−ϵ

,∞
> lim
t→∞

t
1−ϵ
d µ(t,Mη[Mf , Rj |D|ϵ]Mη) > c′d,ϵ∥η2∇(f ∗ Φ)∥L d

1−ϵ

.
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综上所述, 可得

c′d,ϵ∥η2∇(f ∗ Φ)∥L d
1−ϵ

6 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
.

进一步地, 对于任意满足 ∥η∥∞ = 1 且 η ∈ C∞
c (Rd) 的函数 η, 在不等式左端取上确界, 即得

c′d,ϵ∥∇(f ∗ Φ)∥L d
1−ϵ

6 ∥[Mf , Rj |D|ϵ]∥S d
1−ϵ

,∞
.

最后, 根据文献 [13, 引理 8.3], 当 1 < p 6 ∞ 时, 对满足 ∥Φ∥L1(Rd) = 1 的任意非负函数 Φ ∈ C∞
c (Rd),

若 ∥∇(f ∗ Φ)∥Lp(Rd) 6 1, 则 f ∈ Ẇ 1
p (Rd) 且 ∥f∥Ẇ 1

p
6 1. 结合该事实以及前面的推断, 即可得到结论

成立.

最终, 根据命题 3.1 和 5.1, 即可得到定理 1.2 的结论.

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的宝贵意见.
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