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摘要 从高维数据中识别重要变量并控制错误发现率是一个重要的统计问题.本文在充分降维框架中,

通过数据分割的手段针对高维数据提出一种误差可控且模型自由的变量选择方法. 该方法首先通过一

个响应变换函数将一般化的模型转化为求解最小二乘估计问题.然后构造一系列边际对称的统计量和

一个数据驱动的拒绝临界值,来实现错误发现率可控的变量选择.在一些温和的理论条件下,本文证明

该方法能精确控制有限样本下的错误发现率, 同时也能实现大样本下的错误发现率控制. 本文通过数

值模拟和高维疾病基因识别的实例分析,验证了该方法相较于其他现有方法能以较高的检验效率且更

快更准确地控制错误发现率.
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1 引言

充分降维 (sufficient dimension reduction, SDR)是一种从高维数据中提取有用信息的降维技术 (参

见文献 [10, 21, 22, 32]). 用 Y 表示响应变量, 其支撑集为 ΩY , X = (X1, . . . , Xp)
⊤ ∈ Rp 表示 p 维协变

量. SDR的基本思想旨在用原始协变量投影子空间中的一系列线性组合来代替所有的原始变量, 同时

不损失给定 X 后 Y 的条件分布的信息. 实际上, 高维数据中往往会收集到大量特征, 但通常其中仅

有一小部分变量对响应变量真正起作用. 然而, 在挖掘数据中的重要特征或模式时, SDR 中所涉及的

降维子空间通常由所有原始变量组成, 这使得模型的解释性不高, 尤其是在高维情形中. 因此, 本文的

目标是开发一种模型自由的变量选择方法,通过控制某种错误发现率来筛选出真正无贡献的变量或识

别出重要的变量, 从而简化后续的模型构建使其简单可行, 并有助于降低由高维数据引起的计算成本.

http://doi.org/10.1360/SCM-2022-0066
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:yuxiaohaihyx@gmail.com,~xustat12@bnu.edu.cn,~nk.chlzou@gmail.com


韩艺欣等: 基于数据分割的受控模型自由变量选择方法

设 F (Y | X) 是给定 X 后 Y 的条件分布函数. 当 p 很大时, 条件分布的模型构造和验证极其困

难. 所以可用 SDR 解决 “维数灾难” 问题, 一般目标是研究 X 如何影响条件分布 F (Y | X) 的. 信号

变量和噪声变量的集合分别定义为

A = {j : F (Y | X) 依赖于 Xj , j = 1, . . . , p},

Ac = {j : F (Y | X) 不依赖于 Xj , j = 1, . . . , p}.

针对上述任务, 许多流行的变量选择方法是对线性模型或广义线性模型范式考虑正则化, 如 LASSO

(least absolute shrinkage and selection operator) [29]、SCAD (smoothly clipped absolute deviation) [14],

或自适应 LASSO [38], 可参见文献 [16] 和专著 [15] 以获得更完整的参考文献.

相较于正则化类型的方法, 模型自由的变量选择可通过 SDR 来实现, 它不需要真实模型的全部

信息, 因此研究人员不需要处理有关模型指定错误的问题. 它旨在找到信号变量子集 A 使得

Y⊥⊥XAc | XA (1.1)

成立,其中 “⊥⊥”表示统计独立性, XA = {Xj : j ∈ A}表示由重要变量子集 A组成的向量,且 XAc 表

示 XA 的补集. 条件 (1.1)表明 XA 中包含了所有与 Y 有关的协变量的相关信息.文献 [23]结合充分

降维和变量选择提出了一种与模型无关的方法. 文献 [7] 提出了一种坐标无关的稀疏估计方法, 可以

同时高效地实现稀疏 SDR 并筛除无关变量. 文献 [31] 则关注的是具有不断增多的预测变量数量的模

型自由变量选择.边际坐标假设检验由文献 [8]提出,用于低维情形下的模型无关的变量选择.之后,文

献 [27, 34] 对文献 [8] 进行了改进和推广. 文献 [35] 将边际坐标检验扩展到了切片逆回归中, 文献 [36]

提出了用于超高维特征选择的边际 SIR (sliced inverse regression)效用迹追踪算法,但却未提供控制错

误发现的方法. 可参阅综述 [24,37] 以获得更全面的文献总结. 在与模型无关的变量选择方法中, 通常

需要知道边际渐近分布指定一个临界值来控制信号变量和噪声变量之间的分界点. 然而, 这种方法并

不直接适用于高维情形, 因为渐近分布此时可能很难计算甚至不存在, 故这些方法并不能直接考虑变

量选择的不确定性量化, 即在高维情形下对重要协变量的选定子集进行全局错误率控制.

多重检验为大规模数据集识别稀疏信号提供了一种有效的方法. 通常采用控制错误发现率[4] (false

discovery rate, FDR) 的手段来避免在多重检验问题中的虚假发现. 文献 [1] 介绍了线性模型中控制

FDR的 Knockoff框架,通过 “Knockoff副本”构建的统计量将满足 (或大致满足)联合可交换性,以此

实现有限样本 FDR控制.在一般化的高维非线性情形中,文献 [6]进一步开发了 Model-X Knockoff方

法,可在与模型无关的情形中控制 FDR.然而, Model-X Knockoff方法需要协变量的联合分布已知,这

在实际中通常很难获得. 最近, 文献 [18] 通过使用去相关的得分统计量改进了边际坐标检验 [8, 34], 进

一步应用标准的 Benjamini-Hochberg (BH)程序 [4] 对 p值进行修正以控制 FDR,但是去相关过程的密

集计算限制其在高维情形下的应用. 从另一个角度出发,文献 [12]提出了一种名为 SDA (symmetrized

data aggregation) 过滤器的数据分割策略, 以构建具有全局对称性质的一系列统计量, 然后应用对称

性推导出用于错误率控制的数据驱动阈值. 具体而言, 文献 [12] 将相依结构聚合到一个具有伪响应和

固定协变量的线性模型中, 使相依结构成为提高功率的福音. 在众多的应用场景中, 与实际中的渐近

正态性相比, 渐近对称性更容易满足. 因此 SDA 比其竞争对手更有实用价值, 这激发了我们将其应用

于充分降维问题.

本文提出一种误差可控且模型自由的变量选择方法. 首先证明模型自由问题等效于对多个响应变

换函数的一组线性回归系数进行统计推断. 随后分别针对低维和高维情形的错误发现率控制开发新的
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变量选择方法. 主要贡献总结如下: (1) 本文提出一种新的数据驱动变量选择方法来控制 FDR, 该方

法通过挑选不同的响应变换函数, 结合现有 SDR 方法可实现模型自由的变量选择; (2) 该方法不需要

估计任何讨厌参数, 例如不需要估计 SDR 中的结构维数; (3) 本文方法仅涉及一次数据分割和从两部

分子样本中获得降维矩阵的乘积的计算,故计算效率高且易于实现; (4)在不需要过多理论假设的前提

下, 证明了所提出方法能在有限样本和大样本下实现 FDR 的有效控制; (5) 数值实验表明, 所提出方

法比现有方法具有更令人满意的 FDR 控制和更高的检验功效.

本文余下内容的安排如下. 第 2节展开介绍问题描述和模型构建. 第 3节首先研究通过错误发现

率控制的低维变量选择方法, 然后提出高维变量选择方法. FDR 控制的理论在第 4 节中讨论. 第 5 节

展示模拟研究和实例分析, 以验证本节所提出方法的优越性能. 第 6 节对本文进行一些讨论, 并提出

一些可改进的想法. 附录 A 给出主要理论结果的证明. 附录 B 描述理论证明和额外的数值结果.

记号 令 λmin(B) 和 λmax(B) 表示方阵 B 的最大和最小特征值. 记 ∥B∥2 = (
∑

i

∑
j a

2
ij)

1/2 和

∥B∥∞ = maxi
∑

j |aij |. 令 ∥µ∥1 =
∑

i |µi| 和 ∥µ∥2 = (
∑

i µ
2
i )

1/2 分别表示向量 µ 的 L1 和 L2 范数.

E(X)和 cov(X)分别表示随机向量 X 的均值和协方差阵. An ≈ Bn 表示两个量 An 和 Bn 渐近等价.

存在常数 C > 1 使得 Bn/C 6 An 6 BnC 以趋于 1 的概率成立. “&” 和 “.” 也类似定义.

2 问题描述和模型构建

模型 (1.1) 中关心的变量选择问题可转化为如下多重检验问题:

H′
0j : j ∈ Ac vs. H′

1j : j ∈ A. (2.1)

这是文献 [8,35]提出的边际坐标检验,相关研究还有文献 [23,27,34]. 这类变量选择方法一般是定义非

负的边际效用统计量 Wj ,来衡量 Xj 在某种意义下对 Y 的重要性. 然而,这些方法的拒绝临界值通常

与误差分布有关, 当分布未知或很难求时, 无法直接在变量选择时控制错误发现率.

接下来为 (1.1) 提供一种新的形式. 令 Σ = cov(X) > 0 并设 E(X) = 0. 记 C 是一个降维子空间.

对于满足 E{f(Y )} = 0 的任何函数 f(Y ), 根据文献 [31, 33], 可证明

Σ−1cov(X, f(Y )) ∈ C,

这里要求线性条件 [22] 成立. 已知线性条件通常当 X 是椭球分布时会满足. 响应变量变换函数 f(·)
的使用是为了提高模型拟合优度, 这与传统的变换函数承担的角色不同, 这里用作执行降维的中间工

具. 因此, 可挑选一系列形式不依赖于数据的变换函数 [11], f1(Y ), . . . , fH(Y ), 其中 H (> d) 是预先指

定的, 一般称 H 为工作维数, d 是真正的降维子空间结构维数. 在总体意义下, 可获得在 X 上回归

fh(Y ) 的普通最小二乘估计

β0
h = argmin

βh

E[{fh(Y )−X⊤βh}2], h = 1, . . . ,H. (2.2)

令 B0 = (β0
1 , . . . ,β

0
H), 则有 Span(B0) ⊆ C, 其中 Span(B0) 表示由 B0 的列向量所张成的空间. 基于

SDR 文献中的常用协议, 每当有 Span(B0) ⊆ C, 通常会进一步假设覆盖条件成立, 即 Span(B0) = C.
该条件在实际中通常是成立的, 可参见文献 [9] 以获取更多讨论.

对于 j = 1, . . . , p, 令 β0
hj 表示 β0

h ∈ Rp 的第 j 个元素, h = 1, . . . ,H. 如果第 j 个变量是噪声变

量, 则 Bj = 0 ∈ RH , 其中 Bj = (β0
1j , β

0
2j , . . . , β

0
Hj)

⊤ ∈ RH 表示 B0 的第 j 行. 进一步地, Y⊥⊥X | XA

1569



韩艺欣等: 基于数据分割的受控模型自由变量选择方法

意味着
∑H

h=1 |β0
hj | > 0 对于 j ∈ A 成立且

∑H
h=1 |β0

hj | = 0 对于 j ∈ Ac 成立. 换而言之, 如果 j 属于信

号子集 A, 则响应变量 Y 必须通过 H 个线性组合中的至少一个依赖于变量 Xj . 如果 j 属于噪声子

集 Ac, 则 H 个线性组合中没有一个与 Xj 有关 (参见文献 [35]). 这种联系启发我们可尝试通过恢复

降维中心子空间来挑选信号子集. 因此, 检验问题 (2.1) 等价于以下多重假设检验问题:

H0j :

H∑
h=1

|β0
hj | = 0 vs. H1j :

H∑
h=1

|β0
hj | > 0. (2.3)

基于上述讨论, 在模型自由框架中挑选信号变量相当于在多元响应线性模型中选择重要变量. 假

设收集到独立同分布样本 D = {Xi, Yi}2ni=1. 令 {Wj , 1 6 j 6 p} 表示基于样本 D 计算的边际统计量.

则基于临界值 L 的变量选择方法为

Â(L) = {j : Wj > L, 1 6 j 6 p}, (2.4)

其中 Â(L)是基于临界值 L得到的 A的估计.显然, L在变量选择中起着控制模型复杂度的重要作用.

下文将通过控制 FDR 来构建适当的临界值, 以实现 SDR 中模型自由的变量选择.

记 p0 = |Ac| 和 p1 = |A|. 假设 p1 总是由 p 控制着, 即 p1 = o(p). 因此与选择过程 (2.4) 有关的

错误发现比例 (false discovery proportion, FDP) 是

FDP(Â(L)) =
#{j : j ∈ Â(L) ∩ Ac}
#{j : j ∈ Â(L)} ∨ 1

,

其中 a ∨ b = max{a, b} 且 #{·} 表示一个集合的基数. FDR 被定义为 FDP 的期望, 即 FDR(L) =

E(FDP(L)). 本文的主要目标是找到一个数据驱动临界值 L,该临界值能够渐近地控制 FDR在目标显

著性水平 α 下, 即 lim supn→∞ FDR(Â(L)) 6 α.

3 控制错误发现率的变量选择

本节首先在第 3.1 小节中提出数据驱动的临界值选取, 基于数据分割技术针对 p < n 的情形来控

制模型自由的变量选择过程中的错误发现率, 并在第 3.2 小节中讨论高维版本.

3.1 低维方法

令 β̂1, . . . , β̂H 表示 (2.2) 中的估计. 首先将全样本数据 D = {Xi, Yi}2ni=1 随机划分为两个子样本

量相同的独立子集 D1 = {X1i, Y1i}ni=1 和 D2 = {X2i, Y2i}ni=1 ,分别用于构造降维子空间估计量 B̂1 和

B̂2, 其中 B̂1 = (β̂
(1)
1 , . . . , β̂

(1)
H ) 且 B̂2 = (β̂

(2)
1 , . . . , β̂

(2)
H ). 在分割 Dk 上, Bj 的最小二乘估计为

B̂⊤
kj = e⊤j

( n∑
i=1

XkiX
⊤
ki

)−1 n∑
i=1

Xkif
⊤
ki,

其中 k = 1, 2, f = (f1(Y ), . . . , fH(Y ))⊤, ej 表示第 j 维为 1 其余维数全为 0 的 p 维单位向量. 然后将

两部分中的信息通过内积结合起来, 构造一个对称的排序统计量

Wj =
B̂⊤

1jB̂2j

s1js2j
, j = 1, . . . , p, (3.1)
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其中 s2kj = e⊤j (
∑n

i=1 XkiX
⊤
ki)

−1ej , k = 1, 2. 对于信号变量, 若
∑H

h=1 |β0
hj | 数值较大 (在 H1j下), 则

B̂1j 和 B̂2j 具有相同的符号且倾向于有较大的绝对数值, 从而得到一个较大的正数 Wj . 对于一个噪

声变量, Wj 对称地在零轴附近波动, 即 Wj 对于噪声变量具有边际对称性 [1, 12], 以此可区分信号变量

和噪声变量. 该想法启发我们,挑选一个如下所示的临界值 L便能控制错误发现率在给定的显著性水

平 α 下:

L = inf

{
t > 0 :

#{j : Wj 6 −t}
#{j : Wj > t} ∨ 1

6 α

}
, (3.2)

我们的决策规则由 Â(L) = {j : Wj > L, 1 6 j 6 p}给出.若该集合为空集,则可简单设置 L = +∞. 在

零假设下基于 Wj 的边际对称性, (3.2) 中的比例是 FDP 的一个很好的估计, 因为 #{j : Wj 6 −t} 是
#{j : Wj > t, j ∈ Ac}一个很好的近似. 该方法的核心是通过响应变换函数实现模型自由,并用数据分

割技术来构造具有对称性的边际统计量, 从而可得到一个数据驱动的临界值以实现变量选择. 因此我

们命名该方法为基于数据分割的模型自由变量选择 (model-free selection via data splitting, MFSDS).

由于估计的 B̂1 和 B̂2 仅是 B 的两个近似,它们不是由特征分解导出的 [10, 22],故不用担心 B̂1 和

B̂2 是否属于同一个降维子空间, 因为我们的主要目标是识别信号变量而非恢复降维子空间本身. 这

意味着通过 (2.2) 实现的变量选择不需要估计降维基方向, 也不需要估计结构维数 d. 因此, 所提出方

法可通过选择不同的 f(Y ) 来适应一系列逆切片回归估计量. 本文的方法由于其简单性、计算高效和

通用性可被广泛使用. 总结其为算法 1.

算法 1 误差可控且模型自由的变量选择 (MFSDS)

步骤一 (初始化) 给定参数 H、f 和 α;

步骤二 (数据分割) 随机将全数据分割为样本量相同且互不相交的两个子集 D1 和 D2. 根据 (2.2) 获得降维估计 B̂1

和 B̂2;

步骤三 (排序统计量) 由 (2.1) 构造检验统计量 Wj 并排序;

步骤四 (构造临界值) 基于 (3.2) 计算临界值 L, 并获得被挑选的信号子集 Â(L).

算法 1 的总计算复杂度为 O(2nHp2 + p log p), 因此 MFSDS 很容易实现. 但需要注意 MFSDS 涉

及数据分割, 这可能会导致全样本数据的信息有所损失 [12]. 幸运的是, 该方法基于零假设下 Wj 的边

际对称性会得到一个数据驱动的临界值, 从而避免推导复杂的零渐近分布. 这里用一个演示模拟来说

明数据分割的优势, 详细信息可参考第 5 节. 在图 1 中观察到, 数据分割方法 (图 1(a)) 将大多数信号

变量置于零轴以上, 许多噪声变量围绕零轴对称分布. 这是选择算法的一个关键特性, 而基于全样本

的估计 (图 1(b)) 和基于部分样本的估计 (图 1(c)) 方法都无法达到这种对称性.

3.2 高维方法

实际上, 当协变量的维数 p 非常大时, 上述 (2.2) 中的普通最小二乘方法就会失效. 但注意到, 我

们的数据分割方法可灵活扩展到正则化形式的版本. 因此, 这里借鉴了文献 [12] 提出的 SDA, 针对高

维数据提出了如下的变量选择方法.

为了从 D1 中提取信息, 将 (2.2) 中的最小二乘解替换为 LASSO 变量选择方法 [29],

βλh
= argmin

βh

E[{fh(Y )−X⊤βh}2] + λh∥βh∥1, h = 1, . . . ,H, (3.3)
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(a) (b) (c)

W
j

W
j

W
j

图 1 (网络版彩图) 统计量 Wj 的散点图, 其中红点和黑点分别表示信号变量和噪声变量. (a) 本文所提出的 (3.1)

中的统计量 Wj; (b) Wj =
∑H

h=1 |βhj|, 这里 (B)hj = βhj 表示基于全样本对回归系数的最小二乘估计; (c) 在

(3.1) 中将 B2 替换为 B1

其中 λh > 0 是调节参数. 虽然 LASSO 不能为所选出的重要变量提供错误率控制的保证, 但它同时

考虑了文献 [12] 中描述的稀疏性和相依结构. 本文不需要同时惩罚 H 个切片中的系数来构造 B 的

稀疏性, 因为本文的选择不是通过 B 本身实现的, 这与传统的模型自由变量选择方法大有不同, 如文

献 [31].

令 S = {j :
∑H

h=1 |β̂
(1)
λh,j

| > 0} 表示由 (3.3) 挑选的信号变量子集, 其中 β̂
(1)
λh,j
是 βλh

基于 D1 的第

j 个元素的估计. 然后, 在 D2 上基于缩小子集 S 中的协变量来获得 (2.2) 中的最小二乘估计 B̂2S . 令

B̂1 和 B̂2 表示在 D1 和 D2 上对 B 估计: 当 j ∈ S 时, B̂2j = B̂2Sj ; 否则, B̂2j = 0. 因而, 高维中的统

计量为

Wj =
B̂⊤

1jB̂2j

s1Sjs2Sj
, j = 1, . . . , p,

其中 s2kSj = e⊤j (n
−1

∑n
i=1 XkSiX

⊤
kSi)

−1ej , k = 1, 2 是关于子集 S 中变量的方差估计. 这里的统计量

Wj 具有与 (3.1)中提出的统计量相似的性质,它在零假设下 (渐近)对称且均值为零,在备择假设下不

需要指定 Y 和 X 之间的关系且具有较大的数值. 因此, 本文建议构造临界值 L+ 为

L+ = inf

{
t > 0 :

1 + #{j : Wj 6 −t}
#{j : Wj > t} ∨ 1

6 α

}
, (3.4)

并通过 Â(L+) = {j : Wj > L+, 1 6 j 6 p}来选择信号变量. (3.4)中提出的 L+ 与Model-X Knockoff [6]

和 SDA [12] 具有类似的想法以获得精确的 FDR 控制. 然而, 在高维变量选择问题中, 通常无法收集到

足够的 (Y,X) 信息, 且当 p > n 时 Knockoff 一般不可用. 幸运的是, MFSDS 不需要任何关于 (Y,X)

的分布和渐近分布的先验信息, 因此更适合处理高维变量选择问题.

4 理论性质

本节主要研究控制错误发现率的理论. 首先, 需要对响应变换函数 f(Y ) 作一些常规的假设.

假设 4.1 (响应变换) 任意函数 f(Y ) 须满足 E{f(Y )} = 0 和 var{f(Y )−X⊤β0} < ∞.

条件 4.1保证了我们的工作区别于大多数基于模型的变量选择方法. 本文方法将一般模型转化为

多元响应线性模型, 进而实现了模型自由的变量选择 [31]. 基于该条件给出第一个理论结果如下.
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定理 4.1 (有限样本下的 FDR 控制) 若假设 4.1 成立, 且统计量 Wj 是明确定义好的, 则对于

任意 α ∈ (0, 1), 本文模型自由的变量选择方法 MFSDS 满足

FDR 6 min
ϵ>0

{
α(1 + 4ϵ) +

(
max
j∈Ac

∆j > ϵ
)}

,

其中 ∆j = |(Wj | |Wj |,W−j)− 1/2| 且 W−j = (W1, . . . ,Wp)
⊤ \Wj .

无论协变量 X 和响应 Y 之间的关系已知与否, 定理 4.1 均成立. 该结论可根据文献 [3] 提供的

证明验证. 这里 ∆j 可被解释为衡量 Xj 的非对称性以及 Wj 和W−j 之间的依赖关系对 FDR的影响

的度量. 即使是在非对称情形下, ∆j 仍可以期望很小, 因为如果 n 不是太小的话, β̂
(1)
j 和 β̂

(2)
j 都会收

敛到正态分布. 定理 4.1 意味着, 在不对称情形下, 对 ∆j 进行严格控制也可得到有效的 FDR 控制.

当证明本文中渐近意义下的 FDR控制时, 需要以下理论假设. 这些假设虽然不是最弱的, 但有助

于为附录 B 中的理论证明提供技术手段. 令

∥A−ΣS∥∞ = Op(anp),

其中 anp → 0, A = n−1
∑n

i=1 X2SiX
⊤
2Si 且 ΣS = E(XSX

⊤
S ). 记 υn = max{∥ΣS∥∞, ∥Σ−1

S ∥∞}, B0S

= {Bj : j ∈ S}, dn = |A|, qn = |S|, q0n = |S ∩ Ac|. 假设 qn 由一个非随机序列 q̄n 一致有界控制.

假设 4.2 (确定筛选性) 当 n → ∞ 时, 有 Pr(A ⊆ S) → 1.

假设 4.3 (矩条件) 令 ε = f −B⊤
0SXS ∈ RH . 在给定 S 时, 存在一个正数发散序列 Kn 和一个

常数 ϖ > 2, 对于 i ∈ D2, 满足

max
16h6H

max
16i6n

E(∥Σ−1
S X2Siεih∥ϖ∞) 6 Kϖ

n .

假定随 n → ∞, 对于某个较小的 γ > 0, 有 q̄
1/ϖ+γ+1/2
n Kn/n

1/2−γ−1/ϖ → 0.

假设 4.4 (设计阵) 存在两个正常数 κ 和 κ̄ 以趋于 1 的概率满足

κ 6 lim inf
n→∞

λmin(X
⊤
2SX2S/n) < lim sup

n→∞
λmax(X

⊤
2SX2S/n) 6 κ̄.

假设 4.5 (估计精度) 在 D1 上构造的估计 B̂1 对 j ∈ S 一致满足 ∥B̂1j −Bj∥∞ = Op(cnp), 其

中 cnp 是一个序列满足 cnp → 0 且 1/(
√
ncnp) = O(1).

假设 4.6 (信号) 定义集合 CB = {j ∈ A : ∥Bj∥22/max{c2np, q̄n log q̄n/n} → ∞}. 当 (n, p) → ∞
时, 假设 ηn := |CB| → ∞.

假设 4.7 (相关性) 令 ρjl表示在给定 D1时Wj 和Wl之间的条件相关系数. 存在常数 C > 0,对

于每个 j,有 #{l ∈ Ac : |ρjl| > C(logn)−2−ν} 6 rp,其中 ν > 0是某个较小的常数,且随着 (n, p) → ∞,

有 rp/ηn → 0.

注 4.1 假设 4.2 在文献 [2, 12, 26] 中也被使用, 该条件能够保证当 j ∈ S 时 B̂2j 是无偏估计.

假设 4.3–4.4 常被用于变量选择的问题中. 假设 4.5 确保在 D1 上 B̂1 是 B 一个合理的估计. 若采用

LASSO 进行变量筛选, 取 cnp = dn
√

log p/n 可满足假设 4.5 的要求. 假设 4.6 表示随着 p → ∞, 具有

可识别的有效信号变量个数不能太少. 假设 4.7 允许 Wj 与所有其他变量相关, 但要求相关系数需要

以对数速率收敛到 0. 这个条件类似于文献 [13] 中给出的弱相依结构.

定理 4.2 (渐近 FDR控制) 若假设 4.1–4.7和 cnpanpυn
√
nq̄n(log q̄n)

3/2+γ → 0对于较小的 γ > 0

成立, 则对于任意 α ∈ (0, 1), 由临界值 L 构建的 MFSDS 的 FDP 满足以下结论:

FDP(L) :=
#{j : Wj > L, j ∈ Ac}
#{j : Wj > L} ∨ 1

6 α+ op(1), lim sup
(n,p)→∞

FDR 6 α.
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定理 4.2表明,本文基于数据驱动的临界值 L所构造的变量选择方法可渐近控制 FDR在给定的显

著性水平 α下. 我们需要对条件 cnpanpυn
√
nq̄n(log q̄n)

3/2+γ → 0作进一步的讨论来加深理解. 常规的

估计 ∥A−ΣS∥∞表明 anp = Op(υn
√
log q̄n/n). 对于 LASSO估计,可知 cnp = dn

√
log p/n. 因此当 p是

n的多项式阶时,上述条件可退化为 dnυ
2
nq̄n/

√
n → 0,且此条件仅由速度 dn、υn 和 q̄n 控制着.若进一

步假设 dn和 υn是有界的,则在 D1上需要满足 q̄n = o(n1/2). 再者由于潜在的假设 dn 6 q̄n成立,所以

q̄n = o(n1/2) 可以满足定理 4.2 中的条件. 该条件在有关参数数量发散的问题中通常是合理的 [17, 31].

5 数值研究

我们分别在低维和高维情形下评估 MFSDS 在模拟数据集和真实数据集上的性能.

5.1 算法细节

考虑将以下方法作为基准与我们的 MFSDS 进行比较. 第一个是文献 [8] 中有关 SIR 的边际坐标

检验 (marginal SIR), 该方法的目标是控制每个坐标上的错误发现率. 然后将 BH 方法 [4] 应用到所得

的 p值上以进行全局错误率控制 (MSIR-BH).此方法是使用 R软件包 dr中的函数 “dr”和 “drop1”实

现的. 第二种方法是 Model-X Knockoff (MX-Knockoff) [6], 该方法也是一种能控制错误率且数据驱动

的变量选择方法. 此方法由 R 软件包 knockoff 中的函数 “create.gaussian” 使用 LSM (LASSO signed

maximum) 特征重要程度统计量实现. 这两种方法分别记为 MSIR-BH 和 MX-Knockoff.

FDR控制的显著性水平设为 α = 0.2. 所有的模拟结果均进行 500次重复实验. 本文方法 MFSDS

与上述方法进行对比的度量标准包括 FDR、真阳率 (true positive rate, TPR) TPR = #{j : j ∈ Â(L)

∩A}/|A|、Pa = Pr(A ⊆ Â(L)) 和平均计算时间.

5.2 数值模拟

5.2.1 低维研究

这里按照 3 个分布生成协变量 X: 具有协方差阵 Σ = (σij) = ρ|ij|, 1 6 i, j 6 p 的多元正态

分布 N (0,Σ); 具有协方差 Σ 的多元 t(5) 分布; 由 3 个分布组成的混合分布, 其中 {Xj}[p/3]j=1 来自

N (0,Σ[p/3]), {Xj}[2p/3]j=[p/3]+1 来自 N (0,[p/3] ), {Xj}pj=[2p/3]+1 来自 t(5)分布.误差项 η 是与 X 独立的标

准正态分布. 固定 (p, p1) = (20, 10). 对于标量 c, 将 cp = (c, . . . , c) 写成 c 的 p 维行向量. 考虑以下 5

个模型:

• 情景 1a: Y = β⊤X + 3η, 其中 β = (1p1 ,0p−p1)
⊤.

• 情景 1b: Y = |β⊤
1 X|+ exp(3 + β⊤

2 X) + η, 其中 β1 = (15,0p−5)
⊤, β2 = (05,15,0p−p1)

⊤.

•情景 1c: Y = β⊤
1 X+(β⊤

2 X+3)2+exp(β⊤
3 X)+η,其中 β1 = (13,0p−3)

⊤, β2 = (03, 13,0p−6)
⊤,

β3 = (06,14,0p−p1)
⊤.

• 情景 1d: Y = β⊤
1 X/{0.5 + (1.5 + β⊤

2 X)2}+ (β⊤
3 X)2 + exp(β⊤

4 X) + η, 其中 β1 = (12,0p−2)
⊤,

β2 = (02,12,0p−4)
⊤, β3 = (04,12,0p−6)

⊤, β4 = (06,14,0p−p1
)⊤.

• 情景 1e: Y = 2(β⊤
1 X)2 sin(β⊤

2 X) + 3(β⊤
3 X)3 exp(β⊤

4 X) +
∣∣β⊤

5 X
∣∣ η, 其中 β1 = (12,0p−2)

⊤,

β2 = (02,12,0p−4)
⊤, β3 = (04,12,0p−6)

⊤, β4 = (06,12,0p−8)
⊤, β5 = (08,12,0p−p1)

⊤.

对于本文的方法 MFSDS, 考虑以下 3 种响应变换函数 fh(Y ), h = 1, . . . , H: (1) 文献 [22] 中的

切片示性函数, 若 Y 在切片 h 中 fh(Y ) = 1, 否则为 0; (2) 文献 [9] 中的 CIRE (covariance inverse
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regression estimation) 类型的响应转换, 若 Y 在切片 h 中 fh(Y ) = Y , 否则为 0; (3) 文献 [33] 中的标

准化的多项式响应变换, 若 Y 在切片 h 中 fh(Y ) = Y m, 否则为 0. 这里固定 m = 2. 本文将这 3 个函

数分别称为 Indicator (示性函数)、CIRE (协方差逆回归) 和 Poly (多项式).

图 2 表明, 无论工作维数 H 和响应变换函数 f(·) 如何选取, MFSDS 都能成功将 FDR 控制在目

标水平的可接受范围内. 因为 3 种响应变换函数在控制 FDR 时表现出相似的模式, 故本文中并未具

体给出哪个 f(Y ) 效果是最好的. 本文的方法不需要对给定 H 的 d 进行估计. 因此, 在余下的模拟中,

对于 MFSDS 方法, 将固定 f(Y ) 为 Indicator 和 H = 4.

接下来在低维情形下,在表 1和 2中比较了本文的 MFSDS方法与 MSIR-BH和 MX-Knockoff的

FDR和 TPR.表 1研究了所提出的MFSDS和基准方法如何受到协变量分布和样本量大小的影响.表 2

展示了 3 种方法在不同协变量相关性下 FDR 和 TPR 的比较. 在所有模型中, MFSDS 的 FDR 始终

保持在目标水平附近. 并且在大多数情形下, MFSDS 的 TPR 高于 MSIR-BH 和 MX-Knockoff. 我们

还给出以下讨论.

(1) MFSDS vs. MSIR-BH. 基于 SIR 的边际坐标检验方法或者 MSIR, 在所有模型下都能够控

制 FDR 但却非常保守. 这是因为 BH 方法在低维情形下控制的 FDR 的水平为 αp0/p. 相比之下,

MFSDS 在线性和非线性模型 [6] 中能够得到准确的 FDR 控制和更高的 TPR. 在极少数情形下, 所提

出的 MFSDS 方法的检验功效似乎略低于 MSIR-BH, 这是因为 MFSDS 涉及数据分割用于构建统计

量的对称性. 但随着样本量 n 的增加, 本文的 MFSDS 在低维情形中比其他方法更有效.

(2) MFSDS vs. MX-Knockoff. MFSDS 和 MX-Knockoff 都是误差可控且模型自由的变量选择方

法. 但随着样本量 n 的增加, MFSDS 能更准确地控制 FDR 接近给定的显著性水平. 而 MX-Knockoff

在 t(5)分布时的 FDR控制失败, 如表 1的第 2列所示. 表 1还表明 MX-Knockoff在非线性情形下的

Indicator CIRE Poly

1a 1b 1c 1d 1e

F
D

R

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

15

20

25

30

H

1a 1b 1c 1d 1e

T
P
R

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

40

60

80

100

H

图 2 (网络版彩图) 给定 (n, ρ) = (500, 0.5) 且 X 服从多元正态分布. 在情景 1a–1c 中, MFSDS 在不同 H

和不同 fh(Y ) 时的 FDR 和 TPR (%). 灰实线表示给定的显著性水平 α = 0.2
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TPR 不如本文的方法. 表 2 表明 MFSDS 在给定的显著性水平下能够稳健地控制 FDR. 但是当所有

模型的相关性变得更高时, MX-Knockoff 却表现出更保守的 FDR 和较低的 TPR.

表 1 给定 (n, ρ) = (500, 0.5). 情景 1a−1e, 不同变量选择方法不同协变量分布下的 FDR 和 TPR (%)

正态分布 t(5) 混合分布

情景 方法 FDR TPR FDR TPR FDR TPR

MFSDS 20.7 87.1 22.0 84.4 22.2 96.4

1a MSIR-BH 10.4 91.4 10.1 84.6 10.8 98.2

MX-Knockoff 21.0 99.9 22.4 100.0 22.8 100.0

MFSDS 21.8 85.6 19.1 70.4 21.5 89.7

1b MSIR-BH 10.0 83.1 13.1 68.3 10.5 88.9

MX-Knockoff 13.3 39.9 39.4 50.6 16.3 58.9

MFSDS 21.3 78.5 20.9 68.9 20.9 84.2

1c MSIR-BH 10.5 74.8 14.1 68.1 11.2 80.9

MX-Knockoff 13.6 46.0 38.8 52.4 19.1 82.2

MFSDS 18.6 61.9 20.0 51.9 20.0 61.9

1d MSIR-BH 10.6 57.4 14.1 48.5 11.6 56.0

MX-Knockoff 14.7 40.2 38.9 52.5 18.6 51.9

MFSDS 20.2 57.1 18.7 49.5 18.0 58.2

1e MSIR-BH 11.7 51.1 12.9 46.2 10.9 52.8

MX-Knockoff 14.5 40.0 38.8 52.6 16.0 33.4

表 2 给定 n = 500 且 X 服从多元正态分布. 在情景 1a−1e 中, 不同变量选择方法在不同相关系数下的 FDR

和 TPR (%)

ρ = 0.2 ρ = 0.5 ρ = 0.8

情景 方法 FDR TPR FDR TPR FDR TPR

MFSDS 22.6 99.1 20.7 87.1 14.6 27.7

1a MSIR-BH 11.0 99.9 10.4 91.4 14.0 10.0

MX-Knockoff 22.8 100.0 21.0 99.9 20.6 95.6

MFSDS 22.9 99.5 21.8 85.6 21.6 30.2

1b MSIR-BH 11.2 99.8 10.0 83.1 12.0 16.5

MX-Knockoff 15.9 54.9 13.3 39.9 10.1 20.7

MFSDS 21.6 89.9 21.3 78.5 20.2 34.9

1c MSIR-BH 11.2 85.9 10.5 74.8 11.7 18.4

MX-Knockoff 17.5 69.3 13.6 46.0 11.1 22.6

MFSDS 18.2 64.8 18.6 61.9 20.0 40.9

1d MSIR-BH 10.2 61.6 10.6 57.4 12.5 31.2

MX-Knockoff 16.7 48.0 14.7 40.2 11.5 22.5

MFSDS 19.1 64.7 20.2 57.1 18.1 45.6

1e MSIR-BH 11.2 61.2 11.7 51.1 9.6 40.2

MX-Knockoff 17.0 38.3 14.5 40.0 10.6 25.1
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5.2.2 高维研究

在高维情形下,考虑以下方法作为基准.首先因为无法直接在高维模型中获得 p值,低维时的对比

方法 MSIR-BH在高维中无法使用. 因此,这里考虑数据分割方法 [30],该方法先使用 LASSO进行变量

筛选,然后将 BH应用于通过边际 SIR [8] 计算的 p值上. 这里采用交叉验证准则 (cross-validation, CV)

用于变量筛选阶段时 LASSO中调节参数的选取以得到过拟合的模型. MX-Knockoff由 R包 knockoff

中的函数 create.second−order 执行, 来近似高维情形 [6] 中的精度矩阵的有效估计. 下一个方法被

命名为 MFSDS-DB [19] (debiasing), 该方法主要是将 (2.2) 中的最小二乘解扩展到 (3.3) 中带有 L1 惩

罚的正则化版本, 并使用 R 软件包 selectiveInference 进行偏差校正. 第 4 个方法是文献 [35] 提出

的边际独立 SIR. 这里挑选两个模型大小 ⌊cn/ log(n)⌋, c = 0.05, 0.50, 分别记为 MI-SIR1 和 MI-SIR2.

记 a 为信号强度. 当 p > n 时, 考虑以下模型:

• 情景 2a: Y = a · exp(5 + β⊤X) + η, 其中 β = (1p1 ,0p−p1)
⊤.

• 情景 2b: Y = a · {2β⊤
1 X + 3 exp(β⊤

2 X)}+ η, 其中 β1 = (15,0p−5)
⊤, β2 = (05,15,0p−p1)

⊤.

• 情景 2c: Y = a · {β⊤
1 X + |β⊤

2 X + 5| + exp(β⊤
3 X)} + η, 其中 β1 = (13,0p−3)

⊤, β2 = (03,13,

0p−6)
⊤, β3 = (06,14,0p−p1)

⊤.

为了研究高维情形下的错误率控制和变量选择的一致性,表 3给出了不同协变量分布下的比较结

果. 本文方法 MFSDS 的 FDR 以更高的概率近似控制在目标水平 α, 这与我们的理论结果一致. 同时,

表 3显示, MFSDS的 Pa (选择出所有信号变量的比例)大于其他方法. 这意味着当 n较大时, MFSDS

可以实现变量选择的一致性. 正如我们所期待的,虽然MFSDS涉及数据分割可能会丢失一些数据信息

但其功效也可以很高,因为变量筛选阶段会显著提高信噪比.此外,本文的方法没有像边际坐标检验 [8]

中为每个协变量构建渐近分布, 也没有像 MX-Knockoff [6] 中生成变量副本, 故本文的方法耗时应该最

短. 我们还进行以下探讨.

(1) MFSDS vs. MFSDS-DB. MFSDS-DB 方法与本文方法 MFSDS 的 FDR 都控制得相当好, 但

它的检验功效却相对较低, 这是因为 MFSDS-DB 中用纠偏过程代替了变量筛选阶段导致无法提高信

噪比. 已知 MFSDS-DB 是 MFSDS 低维方法基于纠偏 LASSO 估计的高维扩展, 该方法涉及精度矩阵

的估计从而引入更多计算成本.

(2) MFSDS vs. MSIR-BH. MSIR-BH 方法实现了比 MFSDS 更加保守的 FDR 控制. 该方法也采

用了数据分割的思想 [26], 但仅在 D2 上构建检验统计量, 从而导致检验功效和选择一致性严重受损.

文献 [18] 基于全样本提供了对 MSIR-BH 的一个很好的改进, 但求解过程与 MFSDS-DB 中的去偏过

程类似且复杂.

(3) MFSDS vs. MI-SIR. 仅有当模型大小 ⌊cn/ log(n)⌋ 大于信号个数 p1 时, 硬临界值 MI-SIR 方

法才能检测到更多的信号变量. 表 3 表明硬临界值方法无法通过用户人为指定的临界值控制 FDR 并

保证模型的选择一致性.

(4) MFSDS vs. MX-Knockoff. MX-Knockoff是专门为模型自由的高维数据变量选择而设计的. 但

MX-Knockoff 需要假设 X 的分布已知或可准确估计, 而且无法控制混合分布下的 FDR, 这与低维时

的结论一致. 相比之下, MFSDS 在混合分布和 t(5) 下能更准确地控制 FDR. 此外, MFSDS 的对称性

属性源自样本分割, 而 MX-Knockoff 则需要扩大变量维数, 进而需求更大的计算量.

图 3 进一步研究了 MFSDS 在高维情形下针对不同协变量维数 p、信号个数 p1、协变量相关性 ρ

和信号强度 a的效果.图 3表明,无论维数、信号数量、相关性及信号强度如何在合理的变化范围内变

动, MFSDS 的 FDR 在目标水平的可接受范围内都是稳健的. 由于 MI-SIR2 无法实现有效的 FDR 控
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表 3 给定 (n, p, p1, ρ, a) = (500, 1000, 10, 0.5, 1.0). 在情景 2a–2c 中, 不同变量选择方法在不同协变量分布

下的 FDR、TPR、Pa (%) 和计算时间 (秒)

正态分布 混合分布

情景 方法 FDR TPR Pa 计算时间 FDR TPR Pa 计算时间

MFSDS 18.3 98.7 90.2 12.9 17.5 98.3 86.6 14.1

MFSDS-DB 17.1 57.9 7.0 75.1 17.0 77.3 19.8 65.5

MSIR-BH 4.5 32.8 0.0 11.4 4.2 32.9 0.0 12.6

2a MI-SIR1 0.0 40.0 0.0 26.3 0.0 40.0 0.0 34.8

MI-SIR2 75.0 100.0 100.0 26.3 75.0 100.0 100.0 34.5

MX-Knockoff 6.5 4.3 0.0 31.8 26.4 9.2 0.0 31.6

MFSDS 17.0 94.7 62.0 12.8 17.5 94.6 58.8 14.7

MFSDS-DB 15.6 71.4 4.2 74.8 16.9 80.5 14.4 75.3

MSIR-BH 5.3 34.9 0.0 11.5 4.6 34.6 0.0 13.3

2b MI-SIR1 0.0 40.0 0.0 26.3 0.0 40.0 0.0 27.3

MI-SIR2 75.0 100.0 100.0 26.3 75.0 100.0 100.0 27.1

MX-Knockoff 10.3 11.6 0.0 31.9 29.0 19.8 0.0 31.4

MFSDS 17.9 92.7 50.6 12.4 19.2 92.8 49.8 22.8

MFSDS-DB 17.0 62.1 8.0 102.3 17.4 73.2 6.0 126.8

MSIR-BH 6.5 33.4 0.0 12.2 6.3 31.1 0.0 21.8

2c MI-SIR1 0.0 40.0 0.0 22.7 0.0 40.0 0.0 36.2

MI-SIR2 75.0 100.0 100.0 22.9 75.0 100.0 100.0 35.2

MX-Knockoff 12.1 12.2 0.0 28.4 28.8 19.1 0.0 42.0

制, 所以本文所提出方法 MFSDS 总是比除了 MI-SIR2 以外的其他方法实现最高的检验功效. 从图 3

可知, 虽然较大的 p1 将 FDR 控制在目标水平以下, 但 MX-Knockoff 遭受更大的检验功效损失, 因为

随着信号数 p1 和相关性 ρ 的增加检验功效会被破坏. 可在图 B1 中找到具有正态协变量分布的补充

数值模拟结果. 图 B1 表示虽然 MX-Knockoff 的 FDR 在不同 p、ρ 、p1 以及 a 在正态分布下控制与

MFSDS 一样好, 但也与 MFSDS 的检验功效存在较大差距.

5.3 实例应用

本小节将本文方法 MFSDS应用于儿童癌症数据对小圆蓝细胞肿瘤 (small round blue cell tumors,

SRBCT) 进行研究. 该数据已在文献 [20, 35] 分析过. SRBCT 数据集着眼于常规组织学中具有相似视

觉特征的 4类不同儿童肿瘤进行分类. 数据是从 83个肿瘤样本中收集而来,并为每个样本的 2,308个

基因的提供了表达测量值. 本文的目标是基于这个数据探究 MFSDS 与其他方法的基因识别和 FDR

控制性能.图 4表明, MFSDS和 MX-Knockoff的排序统计量 Wj 的散点图正如我们所期待,具有较大

Wj 值的基因可能会被选为有影响力的基因 (红色点), 而未被选中的基因 (黑色点)即使许多 Wj 的值

确实为零也大致上呈对称分布在零线附近.

接下来,通过引入一些模拟变量作为不重要的基因,以进一步研究本文提出的方法的性能.具体而

言, 这里增加了 2,000 个独立生成的噪声变量, 其中有 1,000 个噪声变量 Z1 来自 N (0, 1), 另外 1,000

个噪声变量 Z2 来自 t(3). 将加入噪声变量后的数据集命名为 SRBCT&Noise,主要目标是从整个 4,328
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个变量中识别出对引发癌症比较重要的基因. 由于 Z1 和 Z2 在实际构造时就是噪声变量, 因此它们

可直接被视为真正的错误发现. Wj 的散点图和被识别的基因数量如图 4 和表 4 所示. 文献 [35] 在

(a) (b) (c) (d)

图 3 (网络版彩图) 给定 n = 500 且 X 服从混合分布. 在情景 2c 中, 不同检验方法随不同协变量维数 p、不同信

号个数 p1 不同协变量相关性 ρ 和不同的信号强度 a 的 FDR 和 TPR (%) 曲线. (a) (p1, ρ, a) = (10, 0.5, 1.0);

(b) (p, ρ, a) = (1000, 0.5, 1.0); (c) (p, p1, a) = (1000, 10, 1.0); (d) (p, p1, ρ) = (1000, 10, 0.5). 灰实线

表示给定的显著性水平 α = 0.2

W
j

W
j

W
j

W
j

图 4 (网络版彩图) MFSDS 和 MX-Knockoff 的统计量 Wj 的散点图, 红点表示所识别的信号变量. 其中浅蓝

线表示当 α = 0.2 时数据驱动的临界值
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表 4 不同变量选择方法在数据集 SRBCT 和 SRBCT & Noise 上拒绝的基因个数 (number of discoveries,

ND) 和计算时间 (秒). 括号中数字表示在噪声变量中被识别出的信号个数

SRBCT SRBCT & Noise

方法 ND 计算时间 ND 计算时间

MFSDS 8 1.52 12 (0) 1.92

MSIR-BH 5 0.50 5 (0) 0.72

MI-SIR (c = 0.05) 1 130.20 1 (0) 1,514.23

MI-SIR (c = 1.00) 18 128.31 18 (0) 1,516.59

MX-Knockoff 8 49.82 46 (7) 240.20

2,308 个基因中识别出 9 个重要基因, 这与本文的方法选择的变量数量非常接近. 我们观察到 SDS 和

MX-Knockoff 在没有加入噪声变量时识别出相同个数的重要基因, 但当加入噪声变量后 MX-Knockoff

会错误地选择出少量的噪声变量. 此外, MFSDS 比 MI-SIR 和 MX-Knockoff 需求相对较少的计算

时间.

6 结论

识别真正有用的变量是统计分析中一项非常重要的任务.本文通过数据分割技术在充分降维框架

中构造了一种新的误差可控且模型自由的变量选择方法. 本文所提出的 MFSDS 在计算上是高效的,

并且不涉及任何高维情形中需要指定的讨厌参数. 理论和数值结果均表明, 所提出的 MFSDS 可以在

目标水平上渐近地控制 FDR, 并在一些较弱条件下以很高的概率选出所有信号变量.

我们用几个值得继续深入研究的问题来总结本文. 第一, 研究人员也可将 MFSDS 的思想进行扩

展以控制其他类型的错误率, 如家族错误率 (family-wise error rate) 和边际错误发现率 (marginal false

discovery rate). 第二, 为简单起见, 本文的模拟和理论中使用了等样本量的单次数据分割. 可进一步

在 MFSDS 中采用多次数据分割技术以提高误差控制的稳健性, 但这可能会引入更多的计算量. 另外,

我们已经测试过在 D1 中分配较多的样本会在一定程度上提高检验功效. 但如何在没有数据分割或推

导复杂的渐近分布的情形下构建对称性质可能是另一个有前景的研究课题. 第三, 得益于响应变换函

数, 本文的方法同样适用于响应变量是离散、连续或分类变量的数据. 最后, 如果 H 个切片的重要性

已经预先确定, 该方法或许还可以解决大多数模型中方向个数 d 的确定问题 (如文献 [25]). 但最优工

作维数 H 的选择也值得进一步探索.

致谢 作者衷心感谢主编、副主编及两位审稿人提出的宝贵建议.
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附录 A

本附录给出一些证明中用到的关键性引理和定理的简要证明,附录中使用的额外引理及其证明和

一些补充的模拟结果都作为补充材料整理在附录 B. 我们仅考虑高维情形下的证明, 低维版本可类比

验证.

对于任意向量 v ∈ RH , 有

(B̂2j −Bj)
⊤v = e⊤j

(
1

n

n∑
i=1

X2SiX
⊤
2Si

)−1
1

n

n∑
i=1

X2Si(f2i −B⊤
0 X2Si)

⊤v

= e⊤j

(
1

n

n∑
i=1

X2SiX
⊤
2Si

)−1
1

n

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i v,

其中 ε = (ε1, . . . , εH)⊤ = f −B⊤
0SXS ∈ RH 且 E(XSε

⊤) = 0. 然而由于使用了响应变换函数, ε与 XS

并不独立或者 E(ε | XS) = 0 并不成立, 这与通常的设置大有不同. 为了建立 Wj 的 FDR 控制, 构造

以下修改版的统计量:

W̃j =
B̂⊤

1jB̃2j

s1Sj s̃2Sj
, j = 1, . . . , p.

这里当 j ∈ S 时, B̃2j = e⊤j n
−1Σ−1

S
∑n

i=1 X2Siε
⊤
2i 且 s̃22Sj = n−1e⊤j Σ

−1
S ej , 否则 B̃2j = 0 且 s̃22Sj = 0.

令 G(t) = q0n
−1

∑
j∈Ac Pr(W̃j > t | D1), G−(t) = q−1

0n

∑
j∈Ac Pr(W̃j 6 −t | D1) 且 G−1(y) = inf{t >

0 : G(t) 6 y} 对于 0 6 y 6 1 成立. 在给出主要定理的证明之前, 首先陈述两个关键引理. 这些

引理的证明可参见附录 B. 第一个引理表征 G(t) 和 G−(t) 之间的接近程度, 这在证明中起着重要

作用.

引理 A.1 (对称性) 若假设 4.1–4.4 成立, 则对于任意 0 6 t 6 G−1
− (αηn/q0n), 有

G(t)

G−(t)
− 1 → 0.

引理 A.2 (一致收敛性) 若假设 4.1–4.4 和 4.7 成立, 则有

sup
06t6G−1(αηn/q0n)

∣∣∣∣
∑

j∈Ac I(W̃j > t)

q0nG(t)
− 1

∣∣∣∣ = op(1), (A.1)

sup
06t6G−1

− (αηn/q0n)

∣∣∣∣
∑

j∈Ac I(W̃j 6 −t)

q0nG−(t)
− 1

∣∣∣∣ = op(1). (A.2)

引理 A.3 若假设 4.1–4.5 成立, 则 Wj − W̃j = Op(cnpanpυn
√
nq̄n log q̄n).

引理 A.4 若假设 4.1–4.5 成立, 则对较小的 γ > 0, 有 cnpanpυn
√
nq̄n(log q̄n)

3/2+γ → 0. 对 M

> 0, 有

sup
M6t6G−1(αηn/q0n)

∣∣∣∣
∑

j∈Ac I(W̃j > t)∑
j∈Ac I(Wj > t)

− 1

∣∣∣∣ = op(1),

sup
M6t6G−1

− (αηn/q0n)

∣∣∣∣
∑

j∈Ac I(W̃j 6 −t)∑
j∈Ac I(Wj 6 −t)

− 1

∣∣∣∣ = op(1).
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定理 4.1 的证明 我们基于 L+ 来证明有限样本下的 FDR 控制. 有关 L 的结论可以类似得出.

证明过程中的主要技巧来自于文献 [3, 12]. 固定 ϵ > 0 且对于任意的临界值 t > 0, 定义

Rϵ(t) =

∑
j∈Ac I(Wj > t,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

j∈Ac I(Wj 6 t)
.

定义事件 A = {∆ ≡ maxj∈Ac ∆j 6 ϵ}. 进一步考虑一个将统计量W 映射到临界值 L > 0的阈值

规则 L = T (W ). 定义 Lj = T (W1, . . . ,Wj−1, |Wj |,Wj+1, . . . ,Wp) > 0. 则对 MFSDS 的临界值 L+, 有∑
j∈Ac I(Wj > L+,∆j 6 ϵ)

1 ∨
∑

j∈Ac I(Wj 6 L+)
=

1 +
∑

j I(Wj 6 −L+)

1 ∨
∑

j I(Wj > L+)
×

∑
j∈Ac I(Wj > L+,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

j I(Wj 6 −L+)
6 α×Rϵ(L+).

接下来, 将为 E{Rϵ(L+)} 推导出一个上界. 注意到

E{Rϵ(L+)} = E
{∑

j∈Ac I(Wj > L,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

j∈Ac I(Wj 6 −L+)

}
=

∑
j∈Ac

E
{

I(Wj > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}

=
∑
j∈Ac

E
[
E
{

I(Wj > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)
| |Wj |,W−j

}]

=
∑
j∈Ac

E
{
Pr(Wj > 0 | |Wj |,W−j)I(|Wj | > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}
,

其中最后一个等式成立是因为在给定 (|Wj |,W−j) 时, 唯一未知的量仅有 Wj 的符号. 回顾记号 ∆j =

|Pr(Wj > 0 | |Wj |,W−j)− 1/2|, 有 Pr(Wj > 0 | |Wj |,W−j) 6 1/2 + ∆j . 因此,

E{Rϵ(L+)} 6
∑
j∈Ac

E
{
(1/2 + ∆j)I(|Wj | > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}

=

(
1

2
+ ∆j

)[ ∑
j∈Ac

E
{

I(Wj > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}

+
∑
j∈Ac

E
{

I(Wj 6 −Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}]

6
(
1

2
+ ∆j

)[ ∑
j∈Ac

E
{

I(Wj > Lj ,∆j 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}

+
∑
j∈Ac

E
{

I(Wj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}]

=

(
1

2
+ ∆j

)[
E{Rϵ(L+)}+

∑
j∈Ac

E
{

I(Wj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}]
. (A.3)

(A.3) 中最后一个求和可进一步简化. 如果在零假设下的 j, 满足 Wj > −Lj , 则该求和为零. 否则

∑
j∈Ac

E
{

I(Wj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lj)

}
=

∑
j∈Ac

E
{

I(Wj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Wk 6 −Lk)

}
= 1,
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其中第一个等号成立是因为对于任意 j 和 k,当 Wj 6 min(Lj , Lk)且 Wk 6 −min(Lj , Lk),有 Lj = Lk

(详情参见文献 [3]). 相应地, 有 E{Rϵ(L+)} 6 (1/2 + ϵ)[E{Rϵ(L+)}+ 1]. 据此可有

E{Rϵ(L+)} 6 1/2 + ϵ

1/2− ϵ
6 1 + 4ϵ.

综上所述, 该定理证毕.

定理 4.2 的证明 根据定义, 本文的检验等价于挑选 Wj > L 的变量, 其中

L = inf

{
t > 0 :

∑
j

I(Wj 6 −t) 6 α

(
1 ∨

∑
j

I(Wj > t)

)}
.

为了应用引理 A.1–A.4, 需要为该临界值 L 建立渐近上界. 令 t∗ = G−1
− (αηn/q0n). 根据引理 A.2

和 A.4, 它遵循

αηn
q0n

= G−(t
∗) =

1

q0n

∑
j∈Ac

I(W̃j < −t∗){1 + o(1)} =
1

q0n

∑
j∈Ac

I(Wj < −t∗){1 + o(1)}.

另外, 对于任意 j ∈ CB 和 ηn = |CB|, 能够证明 Pr(Wj < t∗, j ∈ CB) → 0. 其实, 容易得到

Pr(Wj < t∗, 对于某个 j ∈ CB)

6 ηn,pPr(B̂
⊤
1jB̂2j/(s1js2j)−B⊤

j Bj/(s1js2j) < t∗ −B⊤
j Bj/(s1js2j))

6 ηn,pPr(|B⊤
j (B̂1j −Bj + B̂2j −Bj)|+ |(B̂1j −Bj)

⊤(B̂2j −Bj)| > B⊤
j Bj − t∗s1js2j).

为了证明最后一个不等式, 定义 dj = ∥Bj∥22 − t∗s1js2j . 根据假设 4.5, 有 dj = ∥Bj∥22{1 + o(1)}. 从而
可得

Pr(|B⊤
j (B̂1j −Bj + B̂2j −Bj |) + |(B̂1j −Bj)

⊤(B̂2j −Bj)| > dj)

6 Pr(|B⊤
j (B̂1j −Bj + B̂2j −Bj)| > dj/2) + Pr(|(B̂1j −Bj)

⊤(B̂2j −Bj)| > dj/2)

=: Λ1 + Λ2.

根据假设 4.5 和补充材料中的引理 B.4, 可以证明

Λ1 6 Pr(∥B̂1j −Bj∥2 > dj/(4∥Bj∥2)) + Pr(∥B̂2j −Bj∥2 > dj/(4∥Bj∥2)) → 0,

Λ2 6 Pr(∥B̂1j −Bj∥2 > cnp) + Pr(∥B̂2j −Bj∥2 > C
√

q̄n log q̄n/n) → 0.

因此, 有 Pr(
∑

j I(Wj > t∗) > ηn) → 1. 从而可以证明
∑

j I(Wj < −t∗) . αηn 6 α
∑

j I(Wj > t∗).至此,

找到临界值 L 的一个上界, L . t∗. 这意味着所提出的方法至少可以检测出
∑

j I(Wj > t∗) 个信号. 由

引理 A.1、A.2 和 A.4, 可得∑
j∈Ac I(Wj > L)∑

j∈Ac I(Wj 6 −L)
− 1

p−→ 0, (A.4)

FDP =

∑
j∈Ac I(Wj > L)

1 ∨
∑

j I(Wj > L)
=

∑
j I(Wj 6 −L)

1 ∨
∑

j I(Wj > L)
×

∑
j∈Ac I(Wj > L)∑
j I(Wj 6 −L)

6 α×R(L).

注意到 R(L) 6
∑

j∈Ac I(Wj > L)/
∑

j∈Ac I(Wj 6 −L), 且根据 (A.4), 有 lim supn→∞ FDP 6 α 依概率

收敛. 因此定理 4.2 中的第一个结论得到证明. 进一步地, 对于任意 ϵ > 0, 有

FDR 6 (1 + ϵ)αR(L) + Pr(FDP > (1 + ϵ)αR(L)),

至此该定理的第二部分得到证明.
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附录 B 补充材料

补充材料主要包含若干引理的证明和补充的随机模拟. 为了记号简洁, 常数 c 和 C 会被重复

使用.

附录 B.1 补充的引理

第一个补充的引理是标准的 Bernstein 不等式. 第二个引理是有关均值的中度大偏差的结论 (参

见文献 [28, 定理 1]).

引理 B.1 (Bernstein 不等式) 假设独立且中心化的随机序列 X1, . . . , Xn 几乎处处绝对有界,

A < ∞. 令 σ2 = n−1
∑n

i=1 E(X2
i ). 则对于 x > 0, 有

Pr

( n∑
i=1

Xi > x

)
6 exp

(
− x2

2nσ2 + 2Ax/3

)
.

引理 B.2 (独立和的中度偏差) 假设 X1, . . . ,Xn ∈ Rs 是独立且同分布的 s 维随机向量, 具有

零均值和标准化方差. 令 E(∥X∥q2) < ∞对于某个 q > 2+ c2 和 c2 > 0成立. 令 pn(x)是
∑n

i=1 Xi/
√
n

的密度函数, 则对于定义域中的 ∥x∥2 6 c
√
log n, 当 n → ∞ 时, 有以下结论一致成立:

pn(x)

(2π)−s/2 exp(−∥x∥22/2)
→ 1.

附录 B.2 有用的引理

为了简化符号, 此后 c 和 C 均表示常数. 以下引理为 B̃2j j = 1, . . . , p 建立了一致上界.

引理 B.3 若假设 4.1−4.4 成立, 则对于较大的 C > 0, 有

Pr(s̃−1
2Sj∥B̃2j∥2 > σ

√
C log q̄n | D1) = o(1/q̄n)

对于 j ∈ S ∩ Ac 一致成立, 这里 σ2 = HmaxHh=1 e
⊤
j Σ

−1
S E[XSX

⊤
S ε2h]Σ

−1
S ej/e

⊤
j Σ

−1
S ej .

证明 注意到

Pr(s̃−1
2Sj∥B̃2j∥2 > x) = Pr

( H∑
h=1

B̃2
2j,h > x2s̃22Sj

)
6 Pr(B̃2

2j,h > x2s̃22Sj/H,∃h = 1, . . . , H)

6 Hmax
h

Pr(|B̃2j,h| > xs̃2j/
√
H).

已知 B̃2j,h = e⊤j Σ
−1
S n−1

∑n
i=1 X2Siεih. 对任意较小的 γ > 0, 令 mn = (nq̄n)

1/ϖ+γKn. 记

B =
{

max
16h6H

max
16i6n

∥Σ−1
S X2Siεih∥∞ 6 mn

}
.

首先, 在事件 B 上进行讨论. 定义

σ2
h = max

h
e⊤j Σ

−1
S E[XSX

⊤
S ε2h]Σ

−1
S ej ,

故 σ2 = σ2
hH/(e⊤j Σ

−1
S ej). 由引理 B.1 中的 Bernstein 不等式, 有

Pr(|B̃2j,h| > xs̃2Sj/
√
H 对于某些 j | D1)
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6 qn max
j∈S

Pr

(∣∣∣∣ n∑
i=1

e⊤j Σ
−1
S X2Siεih

∣∣∣∣ > nxs̃2Sj/
√
H

∣∣∣∣ D1

)

6 2q̄n max
j∈S

exp

{
−

n2x2s̃22Sj/H

2nσ2
h + 2nxs̃2Sj/

√
H ·mn/3

}
6 2q̄n max

j∈S
exp

{
−

x2e⊤j Σ
−1
S ej/H

2σ2
h + 2x

√
e⊤j Σ

−1
S ej/nH ·mn/3

}

= 2q̄n max
j∈S

exp

{
− x2

2σ2 + 2mnx/(3
√
n)
√
H/e⊤j Σ

−1
S ej

}
= o(1/q̄n)

对于 j ∈ S 一致成立, 其中使用条件 mn

√
log q̄n/n = o(1), 当 x =

√
C log q̄n 时, 假设 4.3 保证该结论

成立. 接下来, 在 Bc 上讨论. 由假设 4.3 和 Markov 不等式, 有

Pr(Bc) 6 nHmax
i,h

Pr(∥Σ−1X2iεih∥ϖ∞ > mϖ
n ) = o(1/q̄n).

综上所述, 该引理由此证毕.

引理 B.4 若假设 4.1−4.4 成立, 则对于一个较大的 C > 0, 以下结论对 j ∈ S 一致成立:

Pr(s−1
2Sj∥B̂2j −Bj∥2 > σ

√
Cq̄n log q̄n | D1) = o(1/q̄n).

证明 基于引理 B.3 的证明和假设 4.4, 有

Pr(s−1
2Sj∥B̂2j −Bj∥2 > x) 6 Hmax

h
Pr(|B̂2j,h −Bj,h| > xs2Sj/

√
H)

6 Hmax
h

Pr(|B̂2j,h −Bj,h| > x/(κ̄
√
nH)).

给定 D1 后, 可有 B̂2j,h −Bj,h = e⊤j (n
−1

∑n
i=1 X2SiX

⊤
2Si)

−1n−1
∑n

i=1 X2Siεih. 根据假设 4.4, 有

max
j∈S

|B̂2j,h −Bj,h| 6 κ−1

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

e⊤j X2Siεih

∣∣∣∣ 6 κ−1√q̄n max
j∈S

|ζj |,

其中 ζ = n−1
∑n

i=1 e
⊤
j X2Siεih = (ζ1, . . . , ζp)

⊤. 令 z = c
√
log q̄n/n 且 c 非常大. 设 L 是一个正常数.

根据引理 B.1, 有

Pr
(
max
j∈S

|ζj | > z
)
6 q̄n max

j∈S
Pr

(∣∣∣∣ n∑
i=1

e⊤j X2Siεih

∣∣∣∣ > nz

)
6 2q̄n max

j∈S
exp

{
− n2z2

2nE[(e⊤j X2Si)2ε2ih] + 2(max16h6H,16i6n |e⊤j X2Siεih|)× nz/3

}
→ 0,

这里使用了结论 max16h6H,16i6n E∥X2Siεih∥ϖ∞ 6 LKϖ
n 和 (nq̄n)

1/ϖ+γ ×
√

log q̄n/n → 0. 这些结论可

由条件 4.3 保证. 因此对于某个较大的 C > 0, 有

Pr(s−1
2Sj∥B̂2j −Bj∥2 > x) 6 Hmax

h
Pr(|B̃2j,h −Bj,h| > x/(κ̄

√
nH))
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6 Hmax
h

Pr

(
max
j∈S

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

e⊤j X2Siεih

∣∣∣∣ > xκ/(κ̄
√

nq̄nH)

)
= Hmax

h
Pr

(
max
j∈S

|ζj | > z
)

→ 0

当 x = C
√
q̄n log q̄n 时成立.

附录 B.3 附录中引理的证明

引理 A.1 的证明 定义 bn = σ
√
C log q̄n, 其中 C > 0. 这里为了简洁, 记 T1j = B̂1j/s1Sj 和

T2j = B̃2j/s̃2Sj , 则有 W̃j = T⊤
1jT2j . 观察到

G(t)

G−(t)
− 1 =

∑
j∈Ac{Pr(W̃j > t | D1)− Pr(W̃j 6 −t | D1)}∑

j∈Ac Pr(W̃j 6 −t | D1)

=

∑
j∈Ac{Pr(T⊤

1jT2j > t, ∥T2j∥2 6 bn | D1)− Pr(T⊤
1jT2j 6 −t, ∥T2j∥2 6 bn | D1)}

q0nG−(t)

+

∑
j∈Ac{Pr(T⊤

1jT2j > t, ∥T2j∥2 > bn | D1)− Pr(T⊤
1jT2j 6 −t, ∥T2j∥2 > bn | D1)}

q0nG−(t)

=: Λ1 + Λ2.

根据定义, 已知 G−(t) 是一个单调递减函数. 首先对于第二项 Λ2, 由引理 B.3 可得∑
j∈Ac Pr(T⊤

1jT2j > t, ∥T2j∥2 > bn | D1)

q0nG−(t)
6

∑
j∈Ac Pr(∥T2j∥2 > bn | D1)

αηn
. q̄n × o(1/q̄n)

ηn
,

从而可以证明 Λ2 = o(1). 回顾

T⊤
2j = e⊤j Σ

−1
S

n∑
i=1

X2Siε
⊤
2i/

√
nejΣ

−1
S ej .

根据引理 B.2 和假设 4.3, 有

Pr(T⊤
1jT2j > t, ∥T2j∥2 6 bn | D1)

Pr(T⊤
1jU > t, ∥U∥2 6 bn | D1)

→ 1,

其中 Uj ∼ NH(0, Σ̃j) 且独立于 T1j . 这里 Σ̃j = (σ̃lh)
H
l,h=1 且

σ̃lh = e⊤j Σ
−1
S E[εlX⊤

S XSε
⊤
h ]Σ

−1
S ej/e

⊤
j Σ

−1
S ej .

类似可得

Pr(T⊤
1jT2j 6 −t, ∥T2j∥2 6 bn | D1)

Pr(T⊤
1jUj 6 −t, ∥Uj∥2 6 bn | D1)

→ 1.

注意到 Pr(T⊤
1jUj 6 −t, ∥Uj∥2 6 bn | D1) = Pr(T⊤

1jUj > t, ∥Uj∥2 6 bn | D1), 进一步有 Λ1 = o(1).
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引理 A.2 的证明 这里以第一个公式为例, 第二个公式的证明可类比推导. 由引理 A.1 的证明

和 bn = σ
√
C log q̄n, 可得

G(t) =
1

q0n

∑
j∈Ac

Pr(W̃j > t, ∥T2j∥2 6 bn | D1){1 + o(1)} =: Ḡ(t){1 + o(1)}.

进一步地可有

1

q0n

∑
j∈Ac

I(W̃j > t) =
1

q0n

∑
j∈Ac

I(W̃j > t, ∥T2j∥2 6 bn){1 + op(1)}.

因此, 仅需要证明如下结论:

sup
06t6G−1(αηn/q0n)

∣∣∣∣
∑

j∈Ac I(W̃j > t, ∥T2j∥2 6 bn)

q0nḠ(t)
− 1

∣∣∣∣ = op(1).

注意到 Ḡ(t) 是一个单调递减连续函数. 令 ap = αηn, z0 < z1 < · · · < zhn 6 1 且 ti = Ḡ−1(zi), 其

中 z0 = ap/q0n, zi = ap/q0n+bp exp(i
ζ)/q0n, hn = {log((q0n−ap)/bp)}1/ζ ,则有 bp/ap → 0和 0 < ζ < 1.

已知对于任意 i, Ḡ(ti)/Ḡ(ti+1) = 1 + o(1) 一致成立, 足以推导下式的收敛速度:

Dn = sup
06i6hn

∣∣∣∣
∑

j∈Ac{I(W̃j > ti, ∥T2j∥2 6 bn)− Pr(W̃j > ti, ∥T2j∥2 6 bn | D1)}
q0nḠ(ti)

∣∣∣∣.
定义 B = {∥T2j∥2 6 bn, j ∈ Ac}, 则有

D(t) = E
[( ∑

j∈Ac

{I(W̃j > t, ∥T2j∥2 6 bn)− Pr(W̃j > t, ∥T2j∥2 6 bn | D1)}
)2

| D1

]
=

∑
j∈Ac

∑
l∈Ac

{Pr(W̃j > t, W̃l > t | D1,B)− Pr(W̃j > t | D1,B) Pr(W̃l > t | D1,B)}{1 + o(1)}.

进一步定义事件

Mj = {l ∈ Ac : |ρjl| > C(logn)−2−ν},

这里 ρjl 表示在给定 D1 后 W̃j 和 W̃l 的条件相关系数. 回顾统计量的定义

W̃j = e⊤j Σ
−1
S

n∑
i=1

X2Siε
⊤
2iT1j/

√
ne⊤j Σ

−1
S ej .

其条件方差和条件协方差分别为

var(W̃j | D1) =
e⊤j Σ

−1
S E[XSX

⊤
S (ε⊤T1j)

2]Σ−1
S ej

e⊤j Σ
−1
S ej

,

cov(W̃j , W̃l | D1) =
e⊤j Σ

−1
S E[XSX

⊤
S ε⊤T1jT

⊤
1l ε]Σ

−1
S el√

e⊤j Σ
−1
S ej ·

√
e⊤l Σ

−1
S el

.

因此可得

ρjl =
e⊤j Σ

−1
S E[XSX

⊤
S ε⊤T1jT

⊤
1l ε]Σ

−1
S el√

e⊤j Σ
−1
S E[XSX⊤

S (ε⊤T1j)2]Σ
−1
S ej ·

√
e⊤l Σ

−1
S E[XSX⊤

S (ε⊤T1l)2]Σ
−1
S el

.
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这里在给定 D1 后, W̃j 和 W̃l 之间的条件相关性 ρjl 仍与 D1 有关导致 ε 与 XS 不独立. 由假设 4.7,

可得

D(t) 6
∑
j∈Ac

∑
j∈M

Pr(W̃j > t | D1) +
∑
j∈Ac

∑
l∈Mc

j

{Pr(W̃j > t, W̃l > t | D1)

− Pr(W̃j > t | D1)Pr(W̃l > t | D1)}

6 rpq0nG(t) +
∑
j∈Ac

∑
l∈Mc

j

{Pr(W̃j > t, W̃l > t | D1,B)− Pr(W̃j > t | D1,B)Pr(W̃l > t | D1,B)}.

而在给定 D1 后, 对于每个 j ∈ Ac 和 l ∈ Mc
j , 根据文献 [5, 引理 1], 有∣∣∣∣Pr(W̃j > t, W̃l > t | D1,B)− Pr(W̃j > t | D1,B)Pr(W̃l > t | D1,B)

Pr(W̃j > t | D1,B)Pr(W̃l > t | D1,B)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣Pr(W̃j > t, W̃l > t | D1,B)− Pr(W̃j > t | D1,B)Pr(W̃l > t | D1,B)
Ḡ2(t)

∣∣∣∣
6 An

一致成立, 其中 An = (log n)−1−ν1 且 ν1 = min(ν, 1/2). 基于以上结论, 对于任意 ξ > 0, 有

Pr(Dn > ξ | D1)

6
hn∑
i=0

Pr

(∣∣∣∣
∑

j∈Ac{I(Wj > ti, ∥T2j∥2 6 bn)− Pr(Wj > ti, ∥T2j∥2 6 bn | D1)}
q0nḠ(ti)

∣∣∣∣ > ξ

∣∣∣∣ D1

)

6 1

ξ2

hn∑
i=0

1

q20nḠ
2(ti)

D(ti)

6 1

ξ2

hn∑
i=0

1

q20nḠ
2(ti)

{rpq0nḠ(ti) + q20nḠ
2(ti)An}

6 1

ξ2

{ hn∑
i=0

rp
q0nḠ(ti)

+ hnAn

}
.

进一步地, 注意到

hn∑
i=0

1

q0nḠ(ti)
=

1

ap
+

hn∑
i=1

1

ap + bpei
ζ . b−1

p .

因为 ζ 可以取得任意接近于 1 的值使得 hnAn → 0 成立. 同时 bp 也可取得充分大保证 bp/ap → 0 成

立, 则当 rp/bp → 0 时有 Dn = op(1).

引理 A.3 的证明 根据定义, 有

Wj − W̃j =
B̂⊤

1jB̂2j

s1Sjs2Sj
−

B̂⊤
1jB̃2j

s1Sj s̃2Sj
=

B̂⊤
1j

s1Sj

(
B̂2j

s2Sj
− B̃2j

s̃2Sj

)
.

由假设 4.5 可知 ∥B̂1j/s1Sj∥∞ = Op(
√
ncnp), j ∈ S. 根据定义, 可得

B̂⊤
2j

s2Sj
−

B̃⊤
2j

s̃2Sj
=

e⊤j A
−1

∑n
i=1 X2Siε

⊤
i√

ne⊤j A
−1ej

−
e⊤j Σ

−1
S

∑n
i=1 X2Siε

⊤
i√

ne⊤j Σ
−1
S ej
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=
1√
n
e⊤j (A

−1 −Σ−1
S )

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i

1√
e⊤j Σ

−1
S ej

+

(
1√

e⊤j A
−1ej

− 1√
e⊤j Σ

−1
S ej

)
1√
n
e⊤j Σ

−1
S

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i

+
1√
n
e⊤j (A

−1 −Σ−1
S )

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i

(
1√

e⊤j A
−1ej

− 1√
e⊤j Σ

−1
S ej

)
=: Λ1 + Λ2 + Λ3,

其中

A = n−1
n∑

i=1

X2SiX
⊤
2Si.

首先, 注意到

∥A−1 −Σ−1
S ∥∞ 6 ∥Σ−1

S ∥∞∥A−1∥∞∥ΣS −A∥∞ = Op(υn
√
q̄nanp).

进一步地有∣∣∣∣ 1√
n
e⊤j (A

−1 −Σ−1
S )

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i

∣∣∣∣ 6 ∥A−1 −Σ−1
S ∥∞

∥∥∥∥ 1√
n

n∑
i=1

X2Siε
⊤
i

∥∥∥∥
∞

= Op(υn
√
q̄nanp

√
log q̄n),∣∣∣∣ 1√

e⊤j A
−1ej

− 1√
e⊤j Σ

−1
S ej

∣∣∣∣ = |e⊤j Σ
−1
S ej − e⊤j A

−1ej |

|
√
e⊤j A

−1ej +
√

e⊤j Σ
−1
S ej |

∣∣∣∣ 1√
e⊤j A

−1ej

√
e⊤j Σ

−1
S ej

∣∣∣∣
6 ∥Σ−1

S −A−1∥∞ = Op(υn
√
q̄nanp).

故有 Λ1 = Op(υn
√
q̄nanp

√
log q̄n), Λ2 = Op(υn

√
q̄nanp

√
log q̄n), 且 Λ3 = Op(υ

2
nq̄na

2
np

√
log q̄n) 是 Λ1 和

Λ2 的小项. 由三角不等式和引理 B.4 可得

Wj − W̃j = Op(
√
ncnp)Op(υn

√
q̄nanp

√
log q̄n) = Op(cnpanpυn

√
nq̄n log q̄n).

证毕.

引理 A.4 的证明 根据引理 A.3, 可知下式以概率 1 成立:∣∣∣∣∑
j∈Ac

I(Wj > t)−
∑
j∈Ac

I(W̃j > t)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ ∑
j∈Ac

{I(W̃j > t+ ln)− I(W̃j > t)}
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ ∑
j∈Ac

{I(W̃j > t− ln)− I(W̃j > t)}
∣∣∣∣

=: Λ1 + Λ2,

其中随 (n, p) → ∞, 可得
ln

cnpanpυn
√
nq̄n log q̄n

→ ∞.

这里仅讨论 Λ1 的证明, 有关 Λ2 的证明可类似推导. 经简单计算, 可得

E(Λ1) = E
{ ∑

j∈Ac

I(t 6 W̃j 6 t+ ln)

}
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=
∑
j∈Ac

Pr(t 6 W̃j 6 t+ ln, ∥T2j∥2 6 bn) +
∑
j∈Ac

Pr(t 6 W̃j 6 t+ ln, ∥T2j∥2 > bn)

6
∑
j∈Ac

Pr(t 6 W̃j 6 t+ ln, ∥T2j∥2 6 bn) + o(1),

其中, 由引理 B.3 可得

Pr(t 6 W̃j 6 t+ ln, ∥T2j∥2 > bn) = o(q̄−1
n ).

回顾 Uj ∼ NH(0, Σ̃j). 由引理 B.2 可得∑
j∈Ac

Pr(t 6 T⊤
1jUj 6 t+ ln)

=
∑
j∈Ac

Pr

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

6
T⊤
1jUj√

T⊤
1jΣ̃jT1j

6 t+ ln√
T⊤
1jΣ̃jT1j

)

=
∑
j∈Ac

E
{
Φ

(
t+ ln√
T⊤
1jΣ̃jT1j

)
− Φ

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

)}

6
∑
j∈Ac

E
{

ln√
T⊤
1jΣ̃jT1j

ϕ

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

)}

6 ln
∑
j∈Ac

E
{[

1√
T⊤
1jΣ̃jT1j

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

+

√
T⊤
1jΣ̃jT1j

t

)]
Φ̃

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

)}

. lnM
−1 log q̄n

∑
j∈Ac

E
{
Φ̃

(
t√

T⊤
1jΣ̃jT1j

)}
,

其中

Φ̃(x) = 1− Φ(x),

ϕ(x) 和 Φ(x) 分别表示标准正态分布的密度函数和分布函数. 上式第二个不等式成立是因为

ϕ(x) <
x2 + 1

x
Φ̃(x), 对于任意的 x > 0.

另外, 由定义可知 ∑
j∈Ac

Pr(W̃j > t) =
∑
j∈Ac

E{Φ̃(t/
√
T⊤
1jΣ̃jT1j)}{1 + o(1)}.

注意到在引理 A.2 中, 仅需要保证当 n → ∞ 时 hn 可任意小. 基于引理 A.2 证明和条件, 可得

cnpanpυn
√
nq̄n log q̄n log q̄nhn → 0.

证毕.

附录 B.4 补充的模拟结果

补充的模拟结果如表 B1 所示.
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(a) (b) (c) (d)

图 B1 (网络版彩图) 给定 n = 500 且 X 服从多元正态分布. 在情景 2c 中, 不同检验方法随不同协变量维数 p、

协变量相关性 ρ 信号个数 p1 和信号强度 a 的 FDR 和 TPR (%) 曲线. (a) (p1, ρ, a) = (10, 0.5, 1.0); (b)

(p, ρ, a) = (1000, 0.5, 1.0); (c) (p, p1, a) = (1000, 10, 1.0); (d) (p, p1, ρ) = (1000, 10, 0.5) 灰实线表示给

定的显著性水平 α = 0.2

Model-free controlled variable selection via data splitting

Yixin Han, Xu Guo & Changliang Zou

Abstract Addressing the simultaneous identification of contributory variables while controlling the false discov-
ery rate (FDR) in high-dimensional data is a crucial statistical challenge. In this paper, we propose a novel model-
free variable selection procedure in a sufficient dimension reduction framework via a data splitting technique. The
variable selection problem is first converted to a least squares procedure with several response transformations. We
construct a series of statistics with global symmetry property and leverage the symmetry to derive a data-driven
threshold aimed at error rate control. Our approach demonstrates the capability for achieving finite-sample and
asymptotic FDR control under mild theoretical conditions. Numerical experiments confirm that our procedure
has satisfactory FDR control and higher power compared with existing methods.
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