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摘要 本文提出一类用于精确逼近流形上的椭圆型传输问题的非局部模型. 这类问题涉及 Laplace-

Beltrami 算子 (LBO) 和经典的传输条件, 其中 LBO 的系数在光滑界面处间断. 为此, 本文发展一种

非局部建模方法, 通过强制性积分逼近界面 LBO 算子, 并借助非局部平均机制重构传输条件. 该方法

的一个关键优势在于提供了二阶截断精度, 同时无需引入二阶法向导数. 本文建立该非局部模型的适

定性, 并证明其以二阶精度收敛至相应的局部解. 最后, 通过点云积分法实现的数值算例, 验证本文所

证明的理论收敛速率.
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1 引言

流形上的偏微分方程分析是一个成熟的研究领域, 在材料科学 [7, 12]、流体力学 [15, 17] 与生物物理

学 [5, 13] 等学科中具有广泛应用. 随着其对复杂高维数据结构表征能力的不断提升,这类模型的影响力

已进一步扩展到机器学习 [6, 11,20,24,27] 与图像处理 [10, 16,18,19,25,26,31] 等领域.

流形偏微分方程 (PDE) 研究的一个重要分支—流形上的界面问题, 已成为众多物理现象建模的

核心工具. 这类问题包括具有曲面结构及中空内部的复合材料热传导、介电常数变化的曲面介质电磁

散射, 以及薄层多孔介质中的流体输运等. 其中椭圆传输问题因其解在界面处的特殊行为, 构成了极

具价值的数学挑战. 尽管 Euclid 域中的界面偏微分方程已得到深入研究 (参见文献 [1–4, 14]), 但其向

流形的推广—尽管具有重要实践意义—却鲜有关注. 鉴于界面问题的闭式解通常难以获得, 构建其理

论基础并发展稳健的数值方法显得尤为重要.
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1.1 将研究的问题

本研究致力于为如下两相椭圆传输问题建立精确的非局部近似模型:

−λ1∆M u(x) = f1(x), x ∈ M1,

−λ2∆M u(x) = f2(x), x ∈ M2,

u+(x)− u−(x) = 0, x ∈ Γ,

λ1
∂u

∂n

+

(x) = λ2
∂u

∂n

−
(x), x ∈ Γ,∫

M
u(x)dµx = 0.

(1.1)

此处, M是一个嵌入在 Rd (其中 d > m)中的、封闭 (即边界 ∂M = ∅)的 C5 光滑 m维流形. 该流形

被一个 C5 光滑的 m− 1 维界面 Γ 分割成两个互不相交的子区域M1 和M2. 算子 ∆M 表示M 上

的 Laplace-Beltrami 算子 (LBO), 其定义参见文献 [29].

在点 x ∈ Γ处的单位法向量 n(x)定义为指向M1 外侧的法向量, 因此 −n(x)是指向M2 外侧的

法向量. 记号 u+ 和 ( ∂u∂n )
+ 表示从M1 内部取定的解及其外法向导数的迹, 而 u− 和 ( ∂u∂n )

− 则表示从

M2 内部取定的相应迹. 这里, ( ∂u∂n )
− 特指相对于M2 的内法向导数. (1.1) 中的第三和第四个方程即

为传输条件. dµx 为M 的体积形式.

假定源函数 fi 属于 H3(Mi) (i = 1, 2), 并满足如下的相容性条件:

2∑
i=1

∫
Mi

fi(x)dµx = 0. (1.2)

依据常规的变分方法, (1.1) 的弱形式由下式给出:

λ1(∇Mu,∇Mv)M1 + λ2(∇Mu,∇Mv)M2 = (f1, v)M1 + (f2, v)M2 ,

∀ v ∈ H1(M), 且

∫
M

vdµx = 0
(1.3)

其中 ∇M 是M 上的表面梯度. 根据标准理论, 弱形式 (1.3) 是适定的, 并且存在唯一解 u ∈ H1(M)∩
H5(Mi) (i = 1, 2).

1.2 以往相关研究

据我们所知, 除了我们之前的工作 [34] 之外, 目前仅有文献 [2,3,8,9,28] 涉及非局部界面模型, 但

这些工作主要聚焦于模型推导, 缺乏对适定性与收敛性的严格分析. 虽然文献 [3, 28] 给出了所提非局

部模型的截断误差估计, 但未建立其与对应局部 PDE 的收敛关系; 文献 [8] 中的收敛结果仅依靠数值

实验支撑, 缺乏理论证明.

文献 [34] 首次提出了对问题 (1.1) 的原始非局部逼近方法. 其核心思想是利用文献 [29] 中证明的

LBO 的如下积分逼近公式:

−
∫
M

∆Mu(y)R̄δ(x, y)dµy

≈
∫
M

1

δ2
Rδ(x, y)(u(x)− u(y))dµy − 2

∫
∂M

R̄δ(x, y)
∂u

∂n
(y)dτy, x ∈ M. (1.4)
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此处M 和 ∂M 是嵌入在 Rd 中的 C3 光滑流形, dµy 和 dτy 分别表示M 和 ∂M 的体积形式. 核函

数 Rδ(x, y) 与 R̄δ(x, y) 分别定义为

Rδ(x, y) = CδR

(
|x− y|2

4δ2

)
, R̄δ(x, y) = CδR̄

(
|x− y|2

4δ2

)
, (1.5)

其中 R ∈ C2(R+) 是满足特定结构假设的非负函数, 且 R̄(r) =
∫ +∞
r

R(s)ds. 归一化因子 Cδ =
1

(4πδ2)m/2 .

通过应用近似 (1.4), 自然导出如下非局部传输模型:

1

δ2

∫
M1

λ1(u1δ(x)− u1δ(y))Rδ(x, y)dµy −
∫
Γ

2λ1γδ(y) vδ(y)R̄δ(x, y)dτy = f1δ, x ∈ M1,

1

δ2

∫
M2

λ2(u2δ(x)− u2δ(y))Rδ(x, y)dµy +

∫
Γ

2λ1vδ(y)R̄δ(x, y)dτy = f2δ, x ∈ M2,

λ1γδ(x)

∫
M1

2u1δ(y)R̄δ(x, y)dµy − λ1

∫
M2

2u2δ(y)R̄δ(x, y)dµy + βδ(x)vδ(x) = 0, x ∈ Γ,∫
M1

u1δ(x)dµx +

∫
M2

u2δ(x)dµx = 0.

(1.6)

其中第三个方程为非局部传输条件, 其构造与前两个方程严格相容. 此处 γδ 和 βδ 是仅依赖于相互作

用核 R̄δ 的 C2(Γ) 函数, 而 f1δ 和 f2δ 是由原始源项 f1, f2 与 R̄δ 导出的函数.

文献 [34] 证明了方程组 (1.6) 存在唯一解三元组 (u1δ, u2δ, vδ), 且该解收敛于局部问题 (1.1) 的解

u, 并满足以下误差估计:

∥u− u1δ∥H1(M1) + ∥u− u2δ∥H1(M2) + δ
1
2

∥∥∥∥∂u∂n+

− vδ

∥∥∥∥
L2(Γ)

6 Cδ
2∑

i=1

∥fi∥2H1(Mi)
. (1.7)

1.3 主要工作概述

本文对文献 [34]中提出的界面传输问题非局部模型进行了改进,在保持模型适定性的同时将精度

从一阶提升至二阶. 核心思路是采用更精确的近似方法 [33, 35] 替代原文献 [34] 中使用的近似方案. 借

鉴 Euclid 域中的处理方法 [22, 23], 我们保留界面上的共法向导数作为辅助变量以最小化截断误差. 本

方法的创新点在于: 通过构建 LBO 与经特殊选择的界面限制非局部算子之间的差分, 实现了对二阶

共法向导数的精确逼近.通过严格的理论分析,我们证明了所提出的非局部椭圆传输模型的适定性,并

进一步证实当非局部作用域 δ → 0 时, 其在 H1 范数下的局部化收敛速率达到 O(δ2) 量级.

据我们所知,本文实现的 O(δ2)收敛速率是当前文献中的最高水平. 虽然先前研究文献 [21,30,32]

在纯 Poisson 模型中达到了相同阶数的收敛速率, 但其分析仅限于不超过二维的 Euclid 空间. 建立具

有严格理论保证的高维流形方程的非局部近似模型,对于推进非局部建模框架的深入理解和实际应用

至关重要. 本方法特别设计了适用于标准求积准则的数值计算方案, 为求解这类复杂问题提供了兼具

精确性与理论可靠性的实现框架.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2节阐述非局部模型构建的数学直觉. 第 3节完整分析所提模

型与局部模型间的截断误差. 第 4 节探究模型源项对非局部解的影响. 第 5 节证明模型适定性及其向

局部极限的收敛性 (主定理). 第 6 节通过两个代表性算例进行数值验证, 结果证实了理论收敛速率.

第 7 节给出结论性评述, 并探讨未来研究的潜在方向. 为保持行文清晰完整, 部分复杂证明过程已移

至附录.
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2 非局部传输模型的推导

由于先前构建的非局部逼近模型 (1.6) 仅能达到一阶收敛精度, 为了增强非局部方法相较于其他

类型逼近模型的竞争力,有必要进一步提升其精确度.实现这一目标的关键在于获得比 (1.4)更为精确

的 LBO 估计. 本节致力于推导该高精度 LBO 估计, 并基于此构造相应的非局部传输模型.

2.1 更高精确度的 LBO 逼近方法

在我们先前的工作 [35] 中, 已经建立了如下形式的估计:

−
∫
M

∆Mu(y)R̄δ(x, y)dµy

=
1

δ2

∫
M
(u(x)− u(y))Rδ(x, y)dµy − 2

∫
∂M

∂u

∂n
(y)R̄δ(x, y)dτy

−
∫
∂M

(x− y) · n(y)∇2
Mu(n, n)(y)R̄δ(x, y)dτy − r1(x), x ∈ M, (2.1)

其中 u ∈ H5(M), Rδ 与 R̄δ 为 (1.5) 中定义的核函数. 误差项 r1 (即文献 [35] 中的 rin) 的完整估计由

文献 [35, 定理 3.1] 给出.

为了在非局部模型构建中应用该估计, 一个自然产生的问题是, 如何处理 Hessian 项 ∇2
Mu(n, n)?

事实上, Riemann 几何中成立如下标准恒等式:

∇2
Mu(n, n)(y) = ∆Mu(y)−∆∂Mu(y)− κ(y)

∂u

∂n
(y), y ∈ ∂M, (2.2)

其中 κ : ∂M → R 表示 ∂M 在M 中的外蕴平均曲率 (第二基本形式). 其证明见附录 B.

将等式 (2.2) 代入 (2.1) 后, 待分析的未知项变为
∫
∂M ∆∂Mu(y)(x − y) · n(y)R̄δ(x, y)dµy. 接下来

应用文献 [33, (2.18), (4.3) 和 (4.4)], 则对所有 x ∈ M, 有∫
∂M

∆∂Mu(y)(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dτy = −
∫
∂M

∆∂Mû(y)
δCRζδ(x, y)∫
M ζδ(z, y)dµz

dτy − r2(x), (2.3)

其中

û(y) =

∫
M u(x)ζδ(x, y)dµx∫

M ζδ(x, y)dµx
, y ∈ ∂M, (2.4)

辅助函数 ζδ : M× ∂M → R 定义为

ζδ(x, y) = 2δ2n(y) · ∇x
M

=

Rδ(x, y) = −n(y) · T x
M(x− y)R̄δ(x, y), x ∈ M, y ∈ ∂M. (2.5)

(2.5) 中涉及的核函数为
=

Rδ(x, y) = Cδ

=

R( |x−y|2
4δ2 ), 其中

=

R(r) =
∫ +∞
r

R̄(s)ds. T x
M(x− y) 是 x− y 在M

的 x 点切空间上的正交投影向量. 此外, 常数

CR = 2δ

∫
Rm−1

=

Rδ(ξ,0)dξ = π−m
2

∫
Rm−1

=

R(|ξ|)dξ. (2.6)

(2.3) 中的余项 r2 (即文献 [33] 中的 r2 + r3) 已在文献 [33, (4.7) 和 (4.8)] 中得到控制.

最后, 结合 (2.1)–(2.3) 可得如下结果:

1

δ2

∫
M
(u(x)− u(y))Rδ(x, y)dµy −

∫
∂M

∆∂Mû(y)
δCRζδ(x, y)∫
M ζδ(z, y)dµz

dτy
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−
∫
∂M

(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)
∂u

∂n
(y)dτy − r1(x)− r2(x)

= −
∫
M

∆Mu(y)R̄δ(x, y)dµy +

∫
∂M

(x− y) · n(y)∆Mu(y)R̄δ(x, y)dτy, x ∈ M. (2.7)

所得表达式 (2.7) 提供了比 (1.4) 更精确的近似, 然而由于非局部边界 LBO 的出现, 其复杂度也更高.

为消除 (2.7) 中未知量之间的交叉耦合, 对 y ∈ ∂M, 引入如下有效的辅助逼近:∫
M
(u(x)− u(y))(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)dµx

+ 2δ2
(
2

∫
∂M

=

Rδ(x, y)dτx − κ(y)

∫
M

=

Rδ(x, y)dµx

)
∂u

∂n
(y)

= 2δ2
∫
M

∆Mu(y)
=

Rδ(x, y)dµx + r0(y). (2.8)

方程 (2.8) 将法向导数 ∂u
∂n 与 u 在 ∂M 的 2δ 邻域内的值联系起来. 其余项满足估计式 ∥r0∥L2(Γ) 6

Cδ
5
2 ∥u∥H5(M), 该估计式的证明见附录 A.

2.2 非局部传输模型的构造

本小节采用新的 LBO 逼近 (2.7) 以及辅助边界逼近 (2.8), 在非局部框架下重新表述原始传输问

题 (1.1). 为确保所得非局部模型的收敛性, 要求由 (1.5) 定义的核函数 R(r) 具备特定性质. 现将这些

要求正式陈述为如下假设.

假设 2.1 (1) 光滑性 (R ∈ C2): 对所有 r > 0 满足 | d2

dr2R(r)| 6 C (用于一致性误差分析);

(2) 非负性: 对所有 r > 0 满足 R(r) > 0 (确保算子正定性);

(3) 紧支集: 对所有 r > 1 满足 R(r) = 0 (保证逼近的局部性);

(4) 非退化性: 存在 δ0 > 0 使得当 0 6 r 6 1/2 时 R(r) > δ0 (确保核在核心区域不消失).

这些温和假设在非局部逼近文献中较为常见. 相关核函数 R̄ 和
=

R 继承类似性质, 其中非退化半

径调整为 1/8.

为简明起见, 引入如下非局部算子. 对于 i = 1, 2, 定义 Liδ : L2(Mi) → L2(Mi) 如下:

Liδuδ(x) =
1

δ2

∫
Mi

(uδ(x)− uδ(y))Rδ(x, y)dµy −
∫
Γ

(∆y
Γûiδ(y))ζiδ(x, y)dτy, ∀uδ ∈ L2(Mi), (2.9)

其中函数

ûiδ(y) =

∫
Mi

uδ(x)ζδ(x, y)dµx∫
Mi

ζδ(x, y)dµx
, ζiδ(x, y) =

δCRζδ(x, y)∫
Mi

ζδ(z, y)dµz
, ∀ y ∈ Γ, (2.10)

这里 CR 是由 (2.6) 定义的常数, 且

ζδ(x, y) = (−1)in(y) · T x
M(x− y)R̄δ(x, y), ∀ y ∈ Γ, (2.11)

n(y) 是M1 在 y ∈ Γ 处的外向单位法向量, 其定义见 (1.1) 后的说明.

其次, 对于 i = 1, 2, 定义 Giδ : L2(Γ) → L2(Mi):

Giδvδ(x) =

∫
Γ

(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)vδ(y)dτy, ∀ vδ ∈ L2(Γ), (2.12)
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其中 κ : Γ → R 表示 Γ 在M1 中的外蕴平均曲率. 相应地, −κ 即为 Γ 在M2 中的外蕴平均曲率.

接下来, 定义修正后的强迫项. 对于 i = 1, 2, 有

fiδ(x) =

∫
Mi

fi(y)R̄δ(x, y)dµy + (−1)i
∫
Γ

(x− y) · n(y)fi(y)R̄δ(x, y)dτy − f̄δ, ∀x ∈ Mi, (2.13)

这里 f̄δ 是确保可解性条件
∑2

i=1

∫
Mi

fiδ(x)dµx = 0 成立的常数, 其显式定义为

f̄δ =
1

Vol(M)

2∑
i=1

∫
Mi

(∫
Mi

fi(y)R̄δ(x, y)dµy + (−1)i
∫
Γ

(x− y) · n(y)fi(y)R̄δ(x, y)dτy

)
dµx. (2.14)

针对原始系统 (1.1) 的第一和第二个方程, 直接在每个子区域Mi 上应用估计式 (2.7), 并用 −f/λi 替

换 ∆Miu, 从而得到其非局部形式:
λ1L1δu(x)− λ1G1δ

∂u

∂n

+

(x) = f1δ(x) + λ1r1M1
(x) + λ1r2M1

(x) + f̄δ, x ∈ M1,

λ2L2δu(x) + λ2G2δ
∂u

∂n

−
(x) = f2δ(x) + λ2r1M2(x) + λ2r2M2(x) + f̄δ, x ∈ M2,

(2.15)

其中 (r1Mi
+ r2Mi

)|Mi
(i = 1, 2) 为 (2.7) 中与 (r1 + r2)|M 对应的余项.

接下来, 为保证所建非局部模型的适定性, 对于原始系统 (1.1) 的第三和第四个方程, 保持第四个

方程不变, 并应用估计式 (2.8) 对第三个方程进行非局部化处理. 为简明起见, 对于 i = 1, 2, 引入 Giδ

的伴随算子 Diδ : L2(Mi) → L2(Γ), 其定义为

Diδuδ(y) =

∫
Mi

uδ(x)(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)dµx, ∀uδ ∈ L2(Mi). (2.16)

此外, 定义两个辅助函数 γδ, βδ : Γ → R, 满足

γδ(y) =
D2δ1(y)

D1δ1(y)
=

∫
M2

(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)dµx∫
M1

(2− κ(y)(x− y) · n(y))R̄δ(x, y)dµx
, y ∈ Γ, (2.17)

βδ(y) = 2δ2
(
2

∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx − κ(y)

∫
M1

=

Rδ(x, y)dτx

)
, y ∈ Γ. (2.18)

显然, γδ 近似等于 1, 而 βδ 满足一致有界性估计: 存在常数 0 < C1 < C2, 使得 C1δ < βδ(y) < C2δ.

分别在M1 和M2 上代入估计式 (2.8),并将两者之差与 γδ 相乘,则对每个 y ∈ Γ,得到如下等式:

γδ(y)

(
(D1δu(y)−D1δ1(y)u

+(y)) + 2δ2
(
2

∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx − κ(y)

∫
M1

=

Rδ(x, y)dµx

)
∂u

∂n

+

(y)

)
−
(
(D2δu(y)−D2δ1(y)u

−(y))− 2δ2
(
2

∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx − κ(y)

∫
M2

=

Rδ(x, y)dµx

)
∂u

∂n

−
(y)

)
= γδ(y)

(
2δ2

∫
M1

∆M1u(y)
=

Rδ(x, y)dµx + r0M1(y)

)
−

(
2δ2

∫
M2

∆M2u(y)
=

Rδ(x, y)dµx + r0M2(y)

)
, (2.19)

其中 r0Mi (i = 1, 2) 为 (2.8) 中 r0 对应的余项.

由于 γδD1δ1 = D2δ1, 代入 u+ = u− 并将 ∆Miu 替换为 −f/λi 后, 可得传输条件 (即 (1.1) 的第

三个方程) 的如下非局部形式:

γδ(y)D1δu(y)−D2δu(y) + βδ(y)

(
∂u

∂n

+

(y) +
∂u

∂n

−
(y)

)
= gδ(y) + rΓ(y), y ∈ Γ, (2.20)
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这里 rΓ 为 (2.20) 中的余项, 并且

gδ(y) = −2δ2
(

1

λ1
f1(y)−

1

λ2
f2(y)

)∫
M1

=

Rδ(x, y)dτx, y ∈ Γ. (2.21)

如此构造的第三个方程消除了待求未知量间的交叉耦合项, 确保了该非局部系统的解耦可解性.

最后, 通过联立 (2.15) 和 (2.20), 并忽略误差项 r1, r2, rbd 和 f̄δ, 同时将 u|M1
和 u|M2

分别替换

为 u1δ 和 u2δ, 将 λ1
∂u
∂n

+
和 λ2

∂u
∂n

−
替换为 vδ, 得到最终的非局部传输问题:

λ1L1δu1δ(x)− G1δ(γδvδ)(x) = f1δ(x), x ∈ M1,

λ2L2δu2δ(x) + G2δvδ(x) = f2δ(x), x ∈ M2,

γδ(x)D1δu1δ(x)−D2δu2δ(x) +

(
1

λ1
+

1

λ2

)
βδ(x)vδ(x) = gδ(x), x ∈ Γ,∫

M1

u1δ(x)dµx +

∫
M2

u2δ(x)dµx = 0,

(2.22)

其中涉及的相关算子及函数由 (2.9), (2.12)–(2.14), (2.16)–(2.18) 和 (2.21) 定义.

2.3 主要结果

定理 2.1 (1) (适定性) 对任意 fi ∈ H1(Mi), i = 1, 2, 非局部系统 (2.22) 存在唯一解

(u1δ, u2δ, vδ) ∈ L2(M1)× L2(M2)× L2(Γ),

且成立如下估计:

∥u1δ∥H1(M1) + ∥u2δ∥H1(M2) + δ
1
2 ∥vδ∥L2(Γ) 6 C

2∑
i=1

∥fi∥H1(Mi), (2.23)

其中常数 C 仅依赖于区域M 及核函数 R.

(2) (非局部性消失) 若 fi ∈ H3(Mi), i = 1, 2, 且 (1.1) 的局部解 u 满足 H5(Mi), i = 1, 2, 则非局

部解收敛:

∥u− u1δ∥H1(M1) + ∥u− u2δ∥H1(M2) + δ
1
2

∥∥∥∥λ1
∂u

∂n

+

− vδ

∥∥∥∥
L2(Γ)

6 Cδ2
2∑

i=1

∥fi∥H3(Mi), (2.24)

其中常数 C 仅依赖于M, Γ 及核函数 R.

定理 2.1 的证明将在第 5 节给出.

3 截断误差分析

本节重点分析非局部模型的截断误差, 相应的估计由以下定理给出.

定理 3.1 设 u ∈ H5(Mi), i = 1, 2为系统 (1.1)的解. 定义在M1, M2 和 Γ上的函数 rM1 , rM2

及 rΓ 分别由下式给出:

rM1(x) = λ1L1δu(x)− λ1G1δ

(
γδ

∂u

∂n

+)
(x)− f1δ(x), x ∈ M1,

rM2(x) = λ2L2δu(x) + λ2G2δ
∂u

∂n

−
(x)− f2δ(x), x ∈ M2,

rΓ(x) = γδ(x)D1δu(x)−D2δu(x) + βδ(x)

(
∂u

∂n

+

(x) +
∂u

∂n

−
(x)

)
− gδ(x), x ∈ Γ,

(3.1)

7
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则对 i = 1, 2, 截断误差 rMi 可分解为 rMi = ri it + ri bl, 其中 ri it ∈ H1(Mi) 满足估计

∥ri it∥L2(Mi) + δ∥∇ri it∥L2(Mi) 6 Cδ2
2∑

i=1

∥fi∥H3(Mi), (3.2)

而 ri bl ∈ H1(Mi) 的支集位于距离界面 2δ 的边界层内, 且满足如下估计. 对任意 hi ∈ H1(Mi), 有

∥ri bl∥L2(Mi) + δ∥∇ri bl∥L2(Mi) 6 Cδ3/2∥fi∥H3(Mi),∫
Mi

ri bl(x)hi(x)dx 6 Cδ2∥fi∥H3(Mi)(∥hi∥H1(Mi) + ∥h̄i∥H1(Mi) + ∥
=

hi∥H1(Mi)),
(3.3)

其中 h̄i 和
=

hi 是由下式定义的 H1(Mi) 函数:

h̄i(x) =
1

ω̄i(x)

∫
Mi

hi(y)R̄δ(x, y)dµy,
=

hi(x) =
1

=
ωi(x)

∫
Mi

hi(y)
=

Rδ(x, y)dµy x ∈ Mi, (3.4)

且

ω̄i(x) =

∫
Mi

R̄δ(x, y)dµy,
=
ωi(x) =

∫
Mi

=

Rδ(x, y)dµy, i = 1, 2.

最后, rΓ ∈ L2(Γ) 满足估计

∥rΓ∥L2(Γ) 6 Cδ
5
2

2∑
i=1

∥fi∥H3(Mi). (3.5)

为建立截断误差 r1, r2 和 rbd 的估计, 需要借助以下两个引理.

引理 3.1 设M 是 m 维、具有有界曲率的 C3 光滑流形, Γ 是M 中一个 m− 1 维、具有有界

曲率的 C3 光滑子流形, 它将M 分割为Mi (i = 1, 2) 两部分. 定义

ϵ(y) =

∫
M1

R̄δ(x, y)dµx −
∫
M2

R̄δ(x, y)dµx + 2δ2κ(y)

∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx, (3.6)

则对所有 y ∈ ∂M 及 δ ∈ (0, δ0), 成立 |ϵ(y)| 6 Cδ2, 其中 δ0 = δ0(M,Γ) > 0 是一个仅依赖于M 和 Γ

的最小到达半径 (minimum reach) 的常数.

引理 3.2 设M是 m维 C3 光滑流形, δ ∈ (0, δ0), 函数 f ∈ H2(M)满足
∫
M f(x)dµx = 0. 定义

f̂δ =

∫
M

(∫
M

f(y)R̄δ(x, y)dµy −
∫
∂M

(x− y) · n(y)f(y)R̄δ(x, y)dτy

)
dµx. (3.7)

则成立

|f̂δ| 6 Cδ2∥f∥H2(M). (3.8)

具体而言, 引理 3.1 表明 Γ 附近的测度差异受 Γ 在M 中的外蕴平均曲率影响, 而引理 3.2 则给

出了平均函数 f̄δ 的估计. 引理 3.2 指出, 积分
∫
M R̄δ(x, y)dµy 在M 内部近似为常数, 但在宽度为 2δ

的边界层附近会出现损失,而 (3.7)中的第二项正是为了补偿这一损失.引理 3.2的证明见文献 [33,附

录 D]. 为保持行文连贯, 引理 3.1 的证明安排在附录 C 中给出.
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定理 3.1 的证明 首先分析 rM2 . 为建立 rM2 的估计, 注意到其可分解为

rM2(x) = λ2r1M2(x) + λ2r2M2(x) + f̄δ, x ∈ M2. (3.9)

该分解由比较 (2.15)和 (3.1)中的第二个方程得到. 其中 r1M2 的估计由文献 [35,定理 3.1]给出; r2M2

满足 (3.3) 的结论已在文献 [33, (4.7) 和 (4.8)] 中证明; 而估计式 |f̄δ| 6 Cδ2 是引理 3.2 从流形M 至

M1 和M2 的直接推论. 综合以上三点即证 rM2 具备所需性质.

接下来分析 rM1 . 同样地, 通过比较 (2.15) 和 (3.1) 中的第一个方程, 可得

rM1(x) = λ1r1M1(x) + λ1r2M1(x) + f̄δ − λ1r3M1(x), x ∈ M1, (3.10)

其中

r3M1(x) = G1δ

(
(γδ − 1)

∂u

∂n

+)
(x), x ∈ M1. (3.11)

这里, r1M1
, r2M1

及 f̄δ 的估计可沿用分析 rM2
时的相同论证得到. 余下的任务是对 r3M1

建立控制.

为此, 考察由 (2.17) 定义的 γδ. 对每个 y ∈ Γ, 计算可得

−
∫
M1

(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx = 2δ2
∫
M1

∇x
M

=

Rδ(x, y) · n(y)dµx +O(δ2)

= 2δ2
∫
Γ

=

R(x, y)dτx +O(δ2),

类似地,

−
∫
M2

(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx = −2δ2
∫
Γ

=

R(x, y)dτx +O(δ2).

上述计算表明

γδ(y) =

∫
M2

2R̄δ(x, y)dµx − 2δ2κ(y)
∫
Γ

=

R(x, y)dτx∫
M1

2R̄δ(x, y)dµx + 2δ2κ(y)
∫
Γ

=

R(x, y)dτx

+O(δ2) = 1 +O(δ2), y ∈ Γ, (3.12)

其中最后一个等式由引理 3.1 推导出.

回顾 (2.12) 中给出的 Giδ 定义. 对每个 x ∈ M1, 观察到

r3M1(x) =

∫
Γ

(2− κ(y)(x− y) · n(y))(γδ(y)− 1)
∂u

∂n

+

(y)R̄δ(x, y)dτy. (3.13)

显然, r3M1 的支集位于 Γ 的 2δ 邻域内. 下面验证 r3M1 满足 (3.3) 中的两个条件.

(1) 验证 (3.3) 的第二个条件. 将 r3M1(x) 分解为 r3M1 = r31 + r32, 其中

r31(x) =

∫
Γ

2(γδ(y)− 1)
∂u

∂n

+

(y)R̄δ(x, y)dτy, ∀x ∈ M1, (3.14)

而 r32 为来自 (3.13) 的剩余部分. 应用估计式 (3.12), 可得如下界:∣∣∣∣ ∫
M1

r31(x)h1(x)dµx

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣ ∫
Γ

(γδ(y)− 1)
∂u

∂n

+

(y)

(∫
M1

h1(x)R̄δ(x, y)dµx

)
dτy

∣∣∣∣
6 Cδ2

∫
Γ

∣∣∣∣∂u∂n+

(y)h̄1(y)

∣∣∣∣dτy
9
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6 Cδ2∥h̄1∥L2(Γ)

∥∥∥∥∂u∂n+∥∥∥∥
L2(Γ)

6 Cδ2∥h̄1∥H1(M1)∥f1∥L2(M1). (3.15)

对于低阶余项 r32, 可进行如下估计:∣∣∣∣ ∫
M1

r32(x)h1(x)dµx

∣∣∣∣ 6 C∥h1∥L2(M1)∥r32∥L2(M1)

6 Cδ3∥h1∥L2(M1)

(∫
M1

(∫
Γ

∣∣∣∣∂u∂n+

(y)

∣∣∣∣R̄δ(x, y)dτy

)2

dµx

) 1
2

6 Cδ3∥h1∥L2(M1)

(∫
M1

∫
Γ

∣∣∣∣∂u∂n+

(y)

∣∣∣∣2R̄δ(x, y)dτy

∫
Γ

R̄δ(x, y)dτydµx

) 1
2

6 Cδ
5
2 ∥h1∥L2(M1)

(∫
Γ

(
∂u

∂n

+

(y)

)2(∫
M1

R̄δ(x, y)dµx

)
dτy

) 1
2

6 Cδ
5
2 ∥h1∥H1(M1)

∥∥∥∥∂u∂n+∥∥∥∥
L2(Γ)

6 Cδ
5
2 ∥h1∥H1(M1)∥f1∥L2(M1). (3.16)

(3.16) 所采用的策略同样适用于控制其他具有类似结构的项.

(2) 验证 (3.3) 的第一个条件. 由 (3.13) 给出的表达式可知, 对每个 x ∈ M1 有

|r3M1(x)| 6 Cδ2
∫
Γ

∣∣∣∣∂u∂n+

(y)

∣∣∣∣R̄δ(x, y)dτy, (3.17)

|∇M1r3M1(x)| =
∣∣∣∣ ∫

Γ

(γδ(y)− 1)
∂u

∂n

+

(y)

(
− κ(y)T x

Mn(y)R̄δ(x, y)

+
1

2δ2
(2− κ(y)(x− y) · n(y))T x

M(x− y)Rδ(x, y)

)
dτy

∣∣∣∣
6 Cδ

∫
Γ

∣∣∣∣∂u∂n+

(y)

∣∣∣∣(δR̄δ(x, y) +Rδ(x, y))dτy. (3.18)

采用推导 (3.16) 时的相同论证, 可得如下估计:

∥r3M1∥L2(M) 6 Cδ
3
2 ∥fi∥L2(M1), ∥∇M1r3M1∥L2(M) 6 Cδ

1
2 ∥fi∥L2(M1). (3.19)

结合 (3.15), (3.16) 和 (3.19) 中已建立的 r3M1 的界, 即完成了对 rM1 的估计.

最后, 还需要对 rΓ 进行控制. 通过比较 (2.19) 与 (2.20), 写出 rΓ 的如下显式表达式:

rΓ(y) = γδ(y)r0M1(y)− r0M2(y)− (γδ(y)− 1)

(
βδ(y) + 2δ2f1(y)

∫
M1

=

Rδ(x, y)dµx

)
+ 2δ2κ(y)

(∫
M1

=

Rδ(x, y)dµx −
∫
M2

=

Rδ(x, y)dµx

)
∂u

∂n

−
(y), y ∈ Γ, (3.20)

其中项 r0Mi , i = 1, 2可按照附录 A中控制 r0 的相同方式处理,而 (3.20)中的剩余项则可利用 (2.18),

(3.12) 的结论以及引理 3.1 进行估计. 综合以上估计, 即得 rΓ 所需之界.

10
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4 源项与解间的映射

本节分析非局部模型 (2.22) 的解关于源数据扰动的敏感性. 考虑扰动源三元组 (p1δ, p2δ, qδ) ∈
L2(M1) × L2(M2) × L2(Γ), 满足约束条件

∫
M1

p1δ(x)dµx +
∫
M2

p2δ(x)dµx = 0. 设 (m1δ,m2δ, nδ) ∈
L2(M1)× L2(M2)× L2(Γ) 为对应于系统

λ1L1δm1δ(x)− G1δ(γδnδ)(x) = p1δ(x), x ∈ M1,

λ2L2δm2δ(x) + G2δnδ(x) = p2δ(x), x ∈ M2,

γδ(x)D1δm1δ(x)−D2δm2δ(x) +

(
1

λ1
+

1

λ2

)
βδ(x)nδ(x) = qδ(x), x ∈ Γ,∫

M1

m1δ(x)dµx +

∫
M2

m2δ(x)dµx = 0

(4.1)

的解, 其中算子和函数定义于 (2.9), (2.12)–(2.14), (2.16)–(2.18) 和 (2.21). 现在建立系统 (4.1) 的适

定性.

4.1 双线性形式的引入

本小节介绍系统 (4.1) 的双线性形式. 首先利用 (4.1) 的第三个方程消去变量 nδ. 定义 Hilbert

空间

X =

{
(v1, v2) ∈ L2(M1)× L2(M2)

∣∣∣∣ ∫
M1

v1(x)dµx +

∫
M2

v2(x)dµx = 0

}
. (4.2)

接着, 定义算子 T : X → L2(Γ) 为

Tδ(m1δ,m2δ)(x) = − λ1λ2

(λ1 + λ2)βδ(x)
(γδ(x)D1δm1δ(x)−D2δm2δ(x)), x ∈ Γ. (4.3)

通过 (4.1) 的第三个方程, 可得

nδ(x) = Tδ(m1δ,m2δ)(x) +
λ1λ2qδ(x)

(λ1 + λ2)βδ(x)
, ∀x ∈ Γ. (4.4)

将 (4.4) 代入 (4.1) 的前两个方程, 得到
λ1L1δm1δ(x)− G1δ(γδTδ(m1δ,m2δ))(x) = p1δ(x)−

λ1λ2

λ1 + λ2
G1δ

(
γδ

qδ
βδ

)
(x), x ∈ M1,

λ2L2δm2δ(x) + G2δ(Tδ(m1δ,m2δ))(x) = p2δ(x) +
λ1λ2

λ1 + λ2
G2δ

(
qδ
βδ

)
(x), x ∈ M2.

(4.5)

结合 (4.1) 的第四个方程, 得到相应的变分形式: 寻找 (m1δ,m2δ) ∈ X, 使得

Bδ[m1δ,m2δ; s1δ, s2δ] = Fδ(p1δ, p2δ, qδ, s1δ, s2δ), ∀ (s1δ, s2δ) ∈ X, (4.6)

此处, 双线性形式 Bδ 定义为

Bδ[m1δ,m2δ; s1δ, s2δ]

=

∫
M1

λ1s1δ(x)L1δm1δ(x)dµx +

∫
M2

λ2s2δ(x)L2δm2δ(x)dµx

11
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−
∫
M1

s1δ(x)G1δ(γδTδ(m1δ,m2δ))(x)dµx +

∫
M2

s2δ(x)G2δ(Tδ(m1δ,m2δ))(x)dµx; (4.7)

线性泛函 Fδ 定义为

Fδ(p1δ, p2δ, qδ, s1δ, s2δ)

=

∫
M1

p1δ(x)s1δ(x)dµx +

∫
M2

p2δ(x)s2δ(x)dµx

− λ1λ2

λ1 + λ2

(∫
M1

G1δ

(
γδ

qδ
βδ

)
(x)s1δ(x)dµx −

∫
M2

G2δ

(
qδ
βδ

)
(x)s2δ(x)dµx

)
. (4.8)

以下引理建立了系统 (4.1) 与弱形式 (4.6) 之间的等价性.

引理 4.1 (弱形式) 函数三元组 (m1δ,m2δ, nδ) ∈ L2(M1)×L2(M2)×L2(Γ)几乎处处求解 (4.1),

当且仅当 (m1δ,m2δ) ∈ X 求解变分形式 (4.6) 且 nδ 由 (4.4) 计算得到.

证明 由于 (4.5)是通过在条件 (m1δ,m2δ) ∈ X 下消去 nδ 而从 (4.1)推导得出,因此只需要证明

(4.5) 与 (4.6) 之间的等价性.

首先, 假设 (4.5) 成立. 将 (4.5) 中第 i 个方程与检验函数 siδ 在Mi (i = 1, 2) 上取内积并将结果

相加, 即得 (4.6).

反之, 假设 (4.6) 对所有 (s1δ, s2δ) ∈ X 成立. 为了恢复强形式, 必须证明

Bδ[m1δ,m2δ; s1δ, s2δ] = Fδ(p1δ, p2δ, qδ, s1δ, s2δ), ∀ (s1δ, s2δ) ∈ L2(M1)× L2(M2). (4.9)

一旦此式得证, 根据变分法基本引理, 由于检验函数的任意性, (4.5) 的点态有效性即得成立. 这些陈

述之间的逻辑关系总结于图 1.

通过直接计算, X 在 L2(M1)× L2(M2) 中的正交补为一维空间

X⊥ = {(s1δ, s2δ) | s1δ ≡ C0, M1 中 a.e. 且 s2δ ≡ C0, M2 中 a.e., C0 ∈ R}. (4.10)

为了验证 (4.9) 对所有检验函数成立, 只需要在 X⊥ 的一组基上验证即可, 因为根据 (4.6), 其在 X 上

已成立. 考虑 X⊥ 中的单位常值函数, 即 (s1δ, s2δ) ≡ (1, 1). 对此函数对, 计算

Bδ[m1δ,m2δ; 1, 1]

=
2∑

i=1

∫
Mi

λiLiδmiδ(x)dµx −
∫
M1

G1δ(γδTδ(m1δ,m2δ))(x)dµx +

∫
M2

G2δ(Tδ(m1δ,m2δ))(x)dµx

图 1 (4.1) 与弱形式 (4.6) 的等价性

12
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=
2∑

i=1

∫
Mi

λi
1

δ2

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))Rδ(x, y)dµydµx −
2∑

i=1

∫
Mi

∫
Γ

(∆y
Γm̂iδ(y)) ζiδ(x, y)dτydµx

−
∫
Γ

γδ(y)(Tδ(m1δ,m2δ))(y)D1δ1(y)dτy +

∫
Γ

(Tδ(m1δ,m2δ))(y)D2δ1(y)dτy

=
2∑

i=1

λi

δ2

(∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(x))Rδ(x, y)dµxdµy

)

+
2∑

i=1

δCR

∫
Γ

(∇y
Γm̂iδ(y))

(
∇y

Γ

∫
Mi

ζiδ(x, y)dµx

)
dτy

−
∫
Γ

(γδ(y)D1δ1(y)−D2δ1(y))(Tδ(m1δ,m2δ))(y)dτy

= 0 + 0 + 0 = 0, (4.11)

其中 m̂iδ和 ζiδ由 (2.10)定义.该结果依赖于恒等式 γδ(y)D1δ1(y) = D2δ1(y)及
∫
Mi

ζiδ(x, y)dµx ≡ δCR.

类似地, 对于线性泛函有

Fδ(p1δ, p2δ, qδ, 1, 1) =
2∑

i=1

∫
Mi

piδ(x)dµx − λ1λ2

λ1 + λ2

(∫
M1

G1δ

(
γδ

qδ
βδ

)
(x)dµx

−
∫
M2

G2δ

(
qδ
βδ

)
(x)dµx

)
= 0− λ1λ2

λ1 + λ2

(∫
Γ

γδ(y)
qδ(y)

βδ(y)
D1δ1(y)dτy −

∫
Γ

qδ(y)

βδ(y)
D2δ1(y)dτy

)
= 0 + 0 = 0. (4.12)

因此, Bδ[m1δ,m2δ; 1, 1] = Fδ(p1δ, p2δ, qδ, 1, 1) = 0. 由线性性可知, 该等式可推广至整个 X⊥ 空间. 由

于 (4.6)在 X 上成立,且我们已证其在 X⊥ 上也成立,因此 (4.9)对所有 (s1δ, s2δ) ∈ L2(M1)×L2(M2)

均有效. 证毕.

4.2 双线性形式的性质

双线性形式 Bδ 具有几个关键性质. 我们在以下引理中建立其中三个.

引理 4.2 (有界性) 对于任意函数对 (m1δ,m2δ), (s1δ, s2δ) ∈ X, 有

Bδ[m1δ,m2δ; s1δ, s2δ] 6 C ′
δ(∥m1δ∥L2(M1) + ∥m2δ∥L2(M2))(∥s1δ∥L2(M1) + ∥s2δ∥L2(M2)), (4.13)

其中 C ′
δ 是与 miδ 和 siδ (i = 1, 2) 无关的常数.

证明 根据 (2.9), (2.12), (2.16) 中算子 Liδ,Giδ 和 Diδ 的定义, 推导出以下界:

|Liδmiδ(x)| 6 C ′
δ(|miδ(x)|+ ∥miδ∥L1(Mi)), |Diδmiδ(x)| 6 C ′

δ∥miδ∥L1(Mi), ∀x ∈ Mi,

|Giδ(Tδ(m1δ,m2δ))(x)| 6 C ′
δ∥Tδ(m1δ,m2δ)∥L1(Γ) 6 C ′

δ

2∑
i=1

∥miδ∥L1(Mi), ∀x ∈ Γ.

对于 Giδ(γδTδ(m1δ,m2δ)) 有类似的界. 将这些估计代入 (4.7) 中 Bδ 的表达式并应用 Cauchy-

Schwarz 不等式, 即得所需要结果 (4.13).

13
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引理 4.3 (非负性) 对于任意 (m1δ,m2δ) ∈ X, 有

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] =

2∑
i=1

λi

2δ2

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2 Rδ(x, y)dµxdµy

+ δCR

2∑
i=1

λi

∫
Γ

(
∇y

Γ

∫
Mi

m̂iδ(z)ζiδ(z, y)dµz

)2

dτy

+

∫
Γ

(λ1 + λ2)βδ(y)

λ1λ2
(Tδ(m1δ,m2δ)(y))

2dτy. (4.14)

证明 根据 (2.9) 中 Liδ 的定义, 有∫
Mi

miδ(x)L1δm1δ(x)dµx

=
1

δ2

∫
Mi

∫
Mi

miδ(x)(miδ(x)−miδ(y))Rδ(x, y)dµxdµy

− δCR

∫
Γ

(∫
Mi

miδ(x)ζiδ(x, y)dµx

)
(∆y

Γm̂iδ(y)) dτy

=
1

2δ2

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2Rδ(x, y)dµxdµy + δCR

∫
Γ

(∇y
Γm̂iδ(y))

2dτy. (4.15)

此外, 由 (2.12) 中 Giδ 的定义及其伴随算子 Diδ 的定义 (2.16) 可得∫
M1

m1δ(x)G1δ(γδTδ(m1δ,m2δ))(x)dµx −
∫
M2

m2δ(x)G2δ(Tδ(m1δ,m2δ))(x)dµx

=

∫
Γ

(D1δm1δ(y))γδ(y)Tδ(m1δ,m2δ)(y)dτy −
∫
Γ

D2δm2δ(y)Tδ(m1δ,m2δ)(y)dτy

=

∫
Γ

(λ1 + λ2)βδ(y)

λ1λ2
(Tδ(m1δ,m2δ)(y))

2dτy. (4.16)

将 (4.15) 和 (4.16) 代入双线性型 (4.7) 即得所需要的结果.

引理 4.4 (强制性) 双线性形式 Bδ 是强制的, 满足

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] > C(∥m1δ∥2L2(M1)
+ ∥m2δ∥2L2(M2)

) (4.17)

对所有 (m1δ,m2δ) ∈ X 及某个常数 C > 0 成立.

证明 对于 i = 1, 2, 定义加权函数

m̄iδ(x) =
1

ω̄iδ(x)

∫
Mi

miδ(y)R̄δ(x, y)dµy, ω̄iδ(x) =

∫
Mi

R̄δ(x, y)dµy, x ∈ Mi. (4.18)

注意权函数 ω̄iδ 是一致有界的, 在Mi 上满足 C3 < ω̄iδ < C4, 其中 0 < C3 < C4 为常数.

根据引理 4.3 中 Bδ 的表达式, 强制性估计 (4.17) 直接由以下五个不等式推导出:

(1)

1

2δ2

2∑
i=1

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2Rδ(x, y)dµxdµy > C

2∑
i=1

∥∇m̄iδ∥2L2(Mi)
, (4.19)

14
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(2) ∫
Γ

βδ(y)(Tδ(m1δ,m2δ)(y))
2dτy > C

[
∥m̄1δ − m̄2δ∥2L2(Γ) − δ

2∑
i=1

∥miδ∥2L2(Mi)

]
, (4.20)

(3)

2∑
i=1

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2Rδ(x, y)dµxdµy > C

( 2∑
i=1

∫
Mi

m̄iδ(x)dµx

)2

, (4.21)

(4)

∥m̄1δ − m̄2δ∥2L2(Γ) +

2∑
i=1

∥∇m̄iδ∥2L2(Mi)
+

( 2∑
i=1

∫
Mi

m̄iδ(x)dµx

)2

> C

2∑
i=1

∥m̄iδ∥2L2(Mi)
, (4.22)

(5)

2∑
i=1

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2 Rδ(x, y)dµxdµy > C

2∑
i=1

∥m̄iδ −miδ∥2L2(Mi)
. (4.23)

这是因为将前四个不等式相加可得

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] > C
2∑

i=1

(∥m̄iδ∥2H1(Mi)
− δ∥miδ∥2L2(Mi)

), (4.24)

然后将第五个不等式应用于 (4.24) 的右边, 得到

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] > C
2∑

i=1

(∥m̄iδ∥2H1(Mi)
+ ∥miδ∥2L2(Mi)

). (4.25)

这足以证明引理 4.4.

由于不等式 (1) 和 (3)–(5) 对应于文献 [34] 中已建立的结果 (具体为引理 5.3 中的方程 (5.24) 和

(5.26)–(5.28)), 因此只需要证明不等式 (2), 即 (4.20).

回顾 (2.16)–(2.18), (4.3) 和 (4.18) 中 Diδ, γδ, βδ, Tδ 和 ωiδ 的定义. 在所述假设 C1δ < βδ(y) < C2δ

和 C3 < ω2δ(y) < C4 (其中 C1–C4 为正常数) 下, 以下估计成立:∫
Γ

βδ(y)(Tδ(m1δ,m2δ)(y))
2dτy > C

δ

∫
Γ

(γδ(y)D1δm1δ(y)−D2δm2δ(y))
2dτy

> C

∫
Γ

(
γδ(y)

2ω̄2δ(y)
D1δm1δ(y)−

1

2ω̄2δ(y)
D2δm2δ(y)

)2

dτy. (4.26)

此外, 推导出以下界:∣∣∣∣m̄2δ(y)−
1

2ω̄2δ(y)
D2δm2δ(y)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2ω̄2δ(y)

∫
M2

m2δ(x)κ(y)(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx

∣∣∣∣
6 Cδ

∫
M2

|m2δ(x)|R̄δ(x, y)dµx. (4.27)

类似地, 有∣∣∣∣m̄1δ(y)−
γδ(y)

2ω̄2δ(y)
D1δm1δ(y)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣( γδ(y)

2ω̄2δ(y)
− 1

2ω̄1δ(y)

)
D1δm1δ(y)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣m̄1δ(y)−
1

2ω̄1δ(y)
D1δm1δ(y)

∣∣∣∣
15
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6 Cδ

∫
M1

|m1δ(x)|R̄δ(x, y)dµx. (4.28)

在得到 (4.28) 时, 我们使用了引理 3.1, 该引理指出, 对于所有 y ∈ Γ 有 ω̄1δ(y) − ω̄2δ(y) = O(δ). 结合

(4.27) 和 (4.28) 可得∣∣∣∣(m̄1δ(y)− m̄2δ(y))−
(

γδ(y)

2ω̄2δ(y)
D1δm1δ(y)−

1

2ω̄2δ(y)
D2δm2δ(y)

)∣∣∣∣
6 Cδ

2∑
i=1

∫
Mi

|miδ(x)|R̄δ(x, y)dµx, (4.29)

这意味着

1

2
∥m̄1δ − m̄2δ∥2L2(Γ) −

∥∥∥∥ γδ
2ω̄2δ

D1δm1δ −
1

2ω̄2δ
D2δm2δ

∥∥∥∥2
L2(Γ)

6 Cδ2
∥∥∥∥ 2∑

i=1

∫
Mi

|miδ(x)|R̄δ(x, y)dµx

∥∥∥∥2
L2

y(Γ)

. (4.30)

另外, 采用与推导 (3.16) 类似的论证可得∥∥∥∥ 2∑
i=1

∫
Mi

|miδ(x)|R̄δ(x, y)dµx

∥∥∥∥2
L2

y(Γ)

6
2∑

i=1

∫
Mi

m2
iδ(x)

(∫
Γ

R̄δ(x, y)dτy

)
dµx

6 C

δ

2∑
i=1

∥miδ∥2L2(Mi)
. (4.31)

现在结合 (4.30) 和 (4.31) 得到∥∥∥∥ γδ
2ω̄2δ

D1δm1δ −
1

2ω̄2δ
D2δm2δ

∥∥∥∥2
L2(Γ)

> C

(
∥m̄1δ − m̄2δ∥2L2(Γ) − δ

2∑
i=1

∥miδ∥2L2(Mi)

)
. (4.32)

最后, 将不等式 (4.26) 和 (4.32) 相加即得所需结果 (4.20).

4.3 弱解的存在性

引理 4.5 (存在性与估计) 弱形式 (4.6) 存在唯一的弱解 (u1δ, u2δ) ∈ X, 且满足估计

2∑
i=1

∥miδ∥L2(Mi) 6 C

( 2∑
i=1

∥piδ∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥qδ∥L2(Γ)

)
. (4.33)

证明 首先证明唯一解的存在性. 根据 (4.8) 中 Fδ 的定义, 应用 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

Fδ(p1δ, p2δ, qδ, s1δ, s2δ)

6 C

( 2∑
i=1

∥siδ∥L2(Mi)

)( 2∑
i=1

∥piδ∥L2(Mi) +

∥∥∥∥G1δ

(
γδ

qδ
βδ

)∥∥∥∥
L2(M1)

+

∥∥∥∥G2δ

(
qδ
βδ

)∥∥∥∥
L2(M2)

)
. (4.34)

这确认了 Fδ 是 X 上的有界线性泛函. 由于双线性形式 Bδ 是有界的 (引理 4.2) 且是强制的 (引理

4.4), Lax-Milgram 定理保证了 (4.6) 存在唯一解 (m1δ,m2δ) ∈ X.
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现在证明稳定性估计 (4.33). 由于 (m1δ,m2δ) 是解, 它满足

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] = Fδ(p1δ, p2δ, qδ,m1δ,m2δ). (4.35)

根据 (4.8) 中 Fδ 的定义和 (4.3) 中的算子 Tδ, 我们发现

−
∫
M1

G1δ

(
γδ

qδ
βδ

)
(x)m1δ(x)dµx +

∫
M2

G2δ

(
qδ
βδ

)
(x)m2δ(x)dµx

= −
∫
Γ

γδ(y)
qδ(y)

βδ(y)
D1δm1δ(y)dµy +

∫
Γ

qδ(y)

βδ(y)
D2δm2δ(y)dµy

=

∫
Γ

(λ1 + λ2)qδ(y)

λ1λ2
Tδ(m1δ,m2δ)(y)dτy, (4.36)

这导致 (4.35) 右边的表达式如下:

Fδ(p1δ, p2δ, qδ,m1δ,m2δ)

=

∫
M1

p1δ(x)m1δ(x)dµx +

∫
M2

p2δ(x)m2δ(x)dµx +

∫
Γ

qδ(y)Tδ(m1δ,m2δ)(y)dτy. (4.37)

反之, Bδ 的强制性 (引理 4.3 和 4.4) 提供了下界

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] > C(δ∥Tδ(m1δ,m2δ)∥2L2(Γ) + ∥m1δ∥2L2(M1)
+ ∥m2δ∥2L2(M2)

). (4.38)

将估计 (4.37) 和 (4.38) 代入等式 (4.35) 并简化, 得到

δ
1
2 ∥Tδ(m1δ,m2δ)∥L2(Γ) +

2∑
i=1

∥miδ∥L2(Mi) 6 C

(
δ−

1
2 ∥qδ∥L2(Γ) +

2∑
i=1

∥piδ∥L2(Mi)

)
. (4.39)

这就是所需要的结果 (4.33).

由于弱形式 (4.6) 等价于系统 (4.1), 引理 4.5 表明 (4.1) 同样存在唯一解三元组 (m1δ,m2δ, nδ) ∈
L2(M1)× L2(M2)× L2(Γ), 其中 (m1δ,m2δ) 是 (4.6) 的唯一解, 而 nδ 随后通过 (4.4) 定义.

4.4 更高的正则性

现在研究源函数正则性的提升是否会导致解具有相应更高的正则性.

引理 4.6 (正则性提升) 设 (m1δ,m2δ, nδ) 是 (4.1) 的解. 假设源项满足 piδ ∈ H1(Mi) (i = 1, 2),

且有以下估计: 对某个 k ∈ N+ 和 riδ ∈ Hm(Mi), 有

(piδ, siδ) 6 C∥riδ∥Hk(Mi)(∥siδ∥H1(Mi) + ∥s̄iδ∥H1(Mi) + ∥=siδ∥H1(Mi)), ∀ siδ ∈ H1(Mi) (4.40)

成立, 其中

s̄iδ(x) =
1

ω̄iδ(x)

∫
M

siδ(y)R̄δ(x, y)dµx, ω̄iδ(x) =

∫
M

R̄δ(x, y)dµx, (4.41)

=
siδ(x) =

1
=
ωiδ(x)

∫
M

siδ(y)
=

Rδ(x, y)dµx,
=
ωiδ(x) =

∫
Mi

=

Rδ(x, y)dµx. (4.42)

则 miδ ∈ H1(Mi), i = 1, 2, 并且以下估计成立:

2∑
i=1

∥miδ∥H1(Mi) + δ−
1
2 ∥nδ∥L2(Γ) 6 C

2∑
i=1

(∥riδ∥Hk(Mi) + δ2∥∇Mipiδ∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥qδ∥L2(Γ)). (4.43)
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证明 我们从系统 (4.1) 的第一个方程开始:

λ1L1δm1δ(x)− G1δ(γδnδ)(x) = p1δ(x), x ∈ M1. (4.44)

为了估计 ∇M1m1δ,对此方程进行微分. 除了 (4.18)中的加权函数 m̄iδ, 我们为 x ∈ Mi 定义另外两个

加权平均:

m̃iδ(x) =
1

ω̃iδ(x)

∫
Mi

miδ(y)Rδ(x, y)dµy, ω̃iδ(x) =

∫
Mi

Rδ(x, y)dµy,

=
miδ(x) =

1
=
ωiδ(x)

∫
M

miδ(y)
=

Rδ(x, y)dµx,
=
ωiδ(x) =

∫
Mi

=

Rδ(x, y)dµx.
(4.45)

回顾 (2.9) 中 L1δ 的定义:

L1δm1δ(x) =
1

δ2

∫
M1

(m1δ(x)−m1δ(y))Rδ(x, y)dµy −
∫
Γ

(∆y
Γm̂1δ(y))ζ1δ(x, y)dτy, (4.46)

将 (4.44) 乘以 δ2 并对 x 求导, 得到

∇M1(ω̃1δ(x)(m1δ(x)− m̃1δ(x)))− δ2∇M1G1δ(γδnδ)(x)− δ2∇M1p1δ(x)

− δ3CR

∫
Γ

(∇y
Γm̂1δ(y)) (∇y

Γ∇
x
M1

ζ1δ(x, y))dτy

= 0. (4.47)

由 (4.45) 中 ω̃1δ 的定义可知, 对所有 x ∈ M1, 存在正常数 C,C5 和 C6 使得 |∇M1 ω̃1δ(x)| 6 Cδ−1 且

C5 6 ω̃1δ(x) 6 C6. 将 (4.47) 中的 ∇M1m1δ 分离出来, 可得如下估计:

∥∇M1
m1δ∥L2(M1)

6 C

(
∥∇M1m̃1δ∥L2(M1) +

1

δ
∥m1δ − m̃1δ∥L2(M1) + δ2∥∇M1G1δ(γδnδ)∥L2(M1)

+ δ2∥∇M1
p1δ∥L2(M1) + δ3

{∫
M1

[ ∫
Γ

(∇y
Γm̂1δ(y)) (∇y

Γ∇
x
M1

ζ1δ(x, y))dτy

]2
dµx

} 1
2
)
. (4.48)

现分析 (4.48) 右端各项. 对于前两项, 采用与推导 (4.19) 和 (4.23) 时类似的论证, 可得如下界:

∥∇M1m̃1δ∥L2(M1) +
1

δ
∥m1δ − m̃1δ∥L2(M1)

6 C

(
1

2δ2

2∑
i=1

∫
Mi

∫
Mi

(miδ(x)−miδ(y))
2 Rδ(x, y)dµxdµy

) 1
2

. (4.49)

对于第三项, 使用 (2.12) 中 G1δ 的定义来计算:

|∇M1G1δ(γδnδ)(x)| 6 C

∫
Γ

|nδ(y)|(R̄δ(x, y) + δ−1Rδ(x, y))dτy. (4.50)

随后, 采用与 (3.16) 类似的论证表明

∥∇M1G1δ(γδnδ)∥L2(M1) 6 Cδ−
3
2 ∥nδ∥L2(Γ). (4.51)
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通过应用 (4.4) 中 nδ 的分解, 得到

δ2∥∇M1G1δ(γδnδ)∥L2(M1) 6 Cδ
1
2 ∥nδ∥L2(Γ) 6 C(δ

1
2 ∥Tδ(m1δ,m2δ)∥L2(Γ) + δ−

1
2 ∥qδ∥L2(Γ)). (4.52)

最后, 估计 (4.48) 中的末项, 记作 Pδ(m̂1δ). 遵循与文献 [33, (A.7)] 类似的计算, 可得

|∇y
Γ∇

x
M1

ζ1δ(x, y)| 6
C

δ2
(R̄δ(x, y) +Rδ(x, y) +Rδ(x, y)). (4.53)

这里, 第四个核函数 Rδ 定义为 Rδ(x, y) = CδR( |x−y|2
4δ2 ), 其中 R(r) = dR(r)

dr . 应用与 (3.16) 所用工具类

似的工具, 得到

Pδ(m̂1δ) 6 Cδ
1
2

(∫
Γ

(∇y
Γm̂1δ(y))

2dτy

) 1
2

. (4.54)

参照引理 4.3 中 Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] 的表达式, 将估计式 (4.49), (4.52) 和 (4.54) 代入 (4.48), 可得

∥∇M1m1δ∥L2(M1) 6 C((Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ])
1
2 + δ2∥∇M1p1δ∥L2(M1) + δ−

1
2 ∥qδ∥L2(Γ)). (4.55)

在M2 上对 ∥∇M2m2δ∥L2(M2) 进行类似论证, 得到相应估计:

2∑
i=1

∥∇Mimiδ∥L2(Mi)

6 C

(
(Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ])

1
2 + δ2

2∑
i=1

∥∇Mipiδ∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥qδ∥L2(Γ)

)
. (4.56)

另外, 从文献 [34, 引理 5.2 和推论 5.1] 的证明中可以发现, m̃iδ 和
=
miδ 与 (4.25) 中的 m̄iδ 具有相

同的界, 即

(Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ])
1
2 > C(∥m̃iδ∥H1(Mi) + ∥m̄iδ∥H1(Mi) + ∥=

miδ∥H1(Mi)). (4.57)

由于 (m1δ,m2δ) 是系统 (4.1) 的解, 因此它也满足双线性型 (4.35). 将正则性假设 (4.40) 应用于 Fδ 的

表达式, 即从 (4.40) 到 (4.37), 可推导出

Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ] = Fδ(p1δ, p2δ, qδ,m1δ,m2δ)

=

∫
Γ

qδ(y)Tδ(m1δ,m2δ)(y)dτy +
2∑

i=1

∫
Mi

piδ(x)miδ(x)dµx

6 C

∫
Γ

(δ−
1
2 qδ(y))(δ

1
2Tδ(m1δ,m2δ)(y))dτy

+ C
2∑

i=1

∥riδ∥Hk(Mi)(∥miδ∥H1(Mi) + ∥m̄iδ∥H1(Mi) + ∥=
miδ∥H1(Mi))

6 Cδ−1∥qδ∥2L2(Γ) +
1

4
Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ]

+
2∑

i=1

(
C∥riδ∥2Hk(Mi)

+
1

4
Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ]

)
, (4.58)
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其中最后一个不等式来自 (4.57). 简化 (4.58) 得到

(Bδ[m1δ,m2δ;m1δ,m2δ])
1
2 6 C

(
δ−

1
2 ∥qδ∥L2(Γ) +

2∑
i=1

∥riδ∥Hk(Mi)

)
. (4.59)

将此估计代入 (4.56) 得到

2∑
i=1

∥∇Mimiδ∥L2(Mi) 6 C
2∑

i=1

(∥riδ∥Hk(Mi) + δ2∥∇Mipiδ∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥qδ∥L2(Γ)). (4.60)

最后,将 (4.60)与 L2估计 (4.39)以及 (4.4)中 nδ的定义相结合,得到了所需要的高正则性界 (4.43).

5 主定理的证明

在前面的章节中, 已在第 3 节建立了截断误差的控制, 并在第 4 节分析了解对源项的依赖性. 基

于此, 本节证明非局部模型 (2.22) 的主要性质, 即给出定理 2.1 的证明.

定理 2.1 的证明 首先证明非局部模型的适定性. 回顾 (2.13), (2.14) 和 (2.21) 中给出的 (2.22)

源项定义. 给定 (f1δ, f2δ, gδ) ∈ L2(M1)×L2(M2)×L2(Γ) 且满足相容性条件
∑2

i=1

∫
Mi

fiδ(x)dµx = 0,

由引理 4.1 可将 (2.22) 化为如下弱形式: 求 (u1δ, u2δ) ∈ X 使得

Bδ[u1δ, u2δ; s1δ, s2δ] = Fδ(f1δ, f2δ, gδ, s1δ, s2δ), ∀ (s1δ, s2δ) ∈ X. (5.1)

根据引理 4.5, 变分问题 (5.1) 存在唯一解 (u1δ, u2δ) ∈ X. 现在讨论此解的正则性. 使用与 (3.16)

类似的论证, 计算

2∑
i=1

∥fiδ∥L2(Mi)

6 C

2∑
i=1

(∥∥∥∥∫
Mi

|fi(y)|R̄δ(x, y)dµy

∥∥∥∥
L2

x(Mi)

+ δ

∥∥∥∥∫
Γ

|fi(y)|R̄δ(x, y)dτy

∥∥∥∥
L2

x(Mi)

)

6 C

( 2∑
i=1

∥fi∥L2(Mi) + δ
1
2 ∥fi∥L2(Γ)

)

6 C

2∑
i=1

∥fi∥H1(Mi), (5.2)

2∑
i=1

∥∇Mifiδ∥L2(Mi)

6 C

2∑
i=1

(
δ−1

∥∥∥∥∫
Mi

|fi(y)|Rδ(x, y)dµy

∥∥∥∥
L2

x(Mi)

+

∥∥∥∥∫
Γ

|fi(y)|R̄δ(x, y)dτy

∥∥∥∥
L2

x(Mi)

+

∥∥∥∥∫
Γ

|fi(y)|Rδ(x, y)dτy

∥∥∥∥
L2

x(Mi)

)

6 C

( 2∑
i=1

δ−1∥fi∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥fi∥L2(Γ)

)
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6 Cδ−1
2∑

i=1

∥fi∥H1(Mi). (5.3)

此外, 由 (2.21) 有

∥gδ∥L2(Γ) 6 Cδ2
2∑

i=1

∥fi∥H1(Mi). (5.4)

将引理 4.6 应用于这些估计, 得到所需要的正则性:

2∑
i=1

∥uiδ∥H1(Mi) + δ
1
2 ∥vδ∥L2(Γ) 6 C

2∑
i=1

(∥fi∥H1(Mi) + δ2∥∇Mifiδ∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥gδ∥L2(Γ))

6 C
2∑

i=1

∥fi∥H1(Mi). (5.5)

至此完成了定理 2.1 第一部分的证明.

对于定理 2.1 的第二部分, 定义误差函数
e1δ = u− u1δ 在M1 内,

e2δ = u− u2δ 在M2 内,

enδ = λ1
∂u

∂n

+

− v1δ 在 Γ 内.

(5.6)

从局部系统 (3.1) 减去非局部模型 (2.22) 得到误差方程

λ1L1δe1δ(x)− G1δ(γδenδ)(x) = rM1(x), x ∈ M1,

λ2L2δe2δ(x) + G2δenδ(x) = rM2(x), x ∈ M2,

γδ(x)D1δe1δ(x)−D2δe2δ(x) +

(
1

λ1
+

1

λ2

)
βδ(x)enδ(x) = rΓ(x), x ∈ Γ,∫

M1

e1δ(x)dµx +

∫
M2

e2δ(x)dµx = 0.

(5.7)

经过与 (4.11) 类似的计算, 可以发现 (5.7) 中的源项满足必要的兼容性条件:

2∑
i=1

∫
Mi

rMi
(x)dµx =

2∑
i=1

λi

∫
Mi

Liδeiδ(x)dµx −
∫
Γ

(γδ(y)D1δ1(y)−D2δ1(y))enδ(y)dτy = 0. (5.8)

此外, 定理 3.1 为这些源项提供了以下估计:

∥∇MirMi∥L2(Mi) 6 Cδ
1
2 ∥fi∥H3(Mi), ∥rΓ∥L2(Γ) 6 Cδ

5
2

2∑
i=1

∥fi∥H3(Mi), (5.9)∫
Mi

rMi
(x)hi(x)dx

6 Cδ2∥fi∥H3(Mi)(∥hi∥H1(Mi) + ∥h̄i∥H1(Mi) + ∥
=

hi∥H1(Mi)), ∀hi ∈ H1(Mi), (5.10)

将引理 4.6 应用于误差方程 (5.7), 得到

2∑
i=1

∥eiδ∥H1(Mi) + δ
1
2 ∥enδ∥L2(Γ) 6 C

2∑
i=1

(δ2∥fi∥H2(Mi) + δ2∥∇MirMi∥L2(Mi) + δ−
1
2 ∥rΓ∥L2(Γ))
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6 Cδ2
2∑

i=1

∥fi∥H3(Mi). (5.11)

至此完成了定理 2.1 的证明.

6 数值算例

本节通过数值实验验证非局部模型 (2.22) 收敛至对应局部模型的性能. 假设给定输入参数 δ、核

函数 R(r)、采样点集 P = {Pi}n1
i=1 (采样自 M1)、Q = {qi}n2

i=1 (采样自 M2)、O = {ok}m0

k=1 (采样自

Γ), 以及每个 pi ∈ M1 对应的体积权重 A = {Ai}n1
i=1、每个 qi ∈ M2 对应的体积权重 B = {Bi}n2

i=1、

每个 ok ∈ Γ 对应的超曲面权重 L = {Lk}m0

k=1, 同时给定 {n(ok)}m0

k=1 和 {κ(ok)}m0

k=1 (分别表示 ok 处 Γ

在M1 中的外向单位法向量和外蕴平均曲率).

然后, 采用最直接的方式对 (2.22) 进行离散:

λ1(L̃1δU1)
i − (G̃1δV )i = f i

1δ − f̃0
δ , i ∈ [1, n1],

λ2(L̃2δU2)
i + (G̃2δV )i = f i

2δ − f̃0
δ , i ∈ [1, n2],

(D̃1δU1)
k − (D̃2δU2)

k +

(
1

λ1
+

1

λ2

)
βδ(ok)vk = gkδ , k ∈ [1,m0],

n1∑
i=1

ui
1δAi +

n2∑
i=1

ui
2δBi = 0,

(6.1)

其中左侧离散算子分别定义为

(L̃1δU1)
i =

n1∑
j=1

1

δ2
Rδ(pi,pj)(u1i − u1j)Aj − δCR

m0∑
k=1

(
∆0

Γ

( n1∑
j=1

u1j
ζδ(pj ,ok)

ω̂δ(ok)
Aj

))
ζ1δ(pi,ok)

ω̂1δ(ok)
Lk,

(L̃2δU2)
i =

n2∑
j=1

1

δ2
Rδ(qi, qj)(u2i − u2j)Bj − δCR

m0∑
k=1

(
∆0

Γ

( n2∑
j=1

u2j
ζδ(qj ,ok)

ω̂δ(ok)
Bj

))
ζ1δ(qi,ok)

ω̂1δ(ok)
Lk,

(G̃1δV )i =

m0∑
k=1

(2− κ(ok)(pi − ok) · n(ok))R̄δ(pi,ok)γδ(ok)vkLk,

(G̃2δV )i =

m0∑
k=1

(2− κ(ok)(qi − ok) · n(ok))R̄δ(qi,ok)vkLk,

(D̃1δU1)
k =

n1∑
i=1

(2− κ(ok)(pi − ok) · n(ok))R̄δ(pi,ok)γδ(ok)u1iAi,

(D̃2δU2)
k =

n2∑
i=1

(2− κ(ok)(qi − ok) · n(ok))R̄δ(qi,ok)u2iBi,

源项函数分别定义为

f i
1δ =

n1∑
j=1

f1(pj)R̄δ(pi,pj)Aj +

m0∑
k=1

f1(ok)ζδ(pi,ok)Lk,

f i
2δ =

n2∑
j=1

f2(qj)R̄δ(qi, qj)Bj +

m0∑
k=1

f2(ok)ζδ(qi,ok)Lk,
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f̃0
δ =

( n1∑
i=1

f i
1δAi +

n2∑
i=1

f i
2δBi

)/( n1∑
i=1

Ai +

n2∑
i=1

Bi

)
,

gδ(ok) = −2δ2
(

1

λ1
f1(ok)−

1

λ2
f2(ok)

) n1∑
i=1

=

Rδ(pi,ok)Ai,

这里 Rδ 和 R̄δ 是由 (1.5)定义的核函数. ∆0
Γ : Rm0 → Rm0 是 ∆Γ 的离散形式,基于 (2.1),将其构造为

∆0
Γsk = − 2

δCR

∑m0

l=1(sk − sl)R̄δ(ok,ol)Ll, ∀S = {sl}m0

l=1 ∈ Rm0 , 从而避免直接计算模型中的常数 CR.

此外, 上述表达式中出现的其余函数定义为

ζ1δ(pr,ok) = −(pr − ok) · n(ok)R̄δ(pr,ok), ω̂1δ(ok) =

n1∑
r=1

ζ1δ(pr,ok)Ar,

ζ2δ(qr,ok) = −(qr − ok) · n(ok)R̄δ(qr,ok), ω̂2δ(ok) =

n2∑
r=1

ζ2δ(qr,ok)Br,

γδ(ok) =

∑n2

i=1(2− κ(ok)(qi − ok) · n(ok))R̄δ(qi,ok)Bi∑n1

i=1(2− κ(ok)(pi − ok) · n(ok))R̄δ(pi,ok)Ai
,

βδ(ok) = 2δ2
(
2

m0∑
l=1

=

Rδ(ok,ol)Ll − κ(ok)

n1∑
i=1

=

Rδ(pi,ok)Ai

)
,

其中
=

Rδ 是由 (2.5) 定义的核函数.

首先证明线性系统 (6.1) 解的存在唯一性. 将 (6.1) 的第一行乘以 Ai (i = 1, . . . , n1), 第二行乘以

Bi (i = 1, . . . , n2), 第三行乘以 Lk (k = 1, . . . ,m0), 然后联立所有方程, 得到 n1 + n2 +m0 个方程的矩

阵形式:
1

δ2
RA + 2Aζ1R̄Lζ

T
1 A

T 0 −D̃T
1δ

0
1

δ2
RB + 2Bζ2R̄Lζ

T
2 B

T D̃T
2δ

D̃1δ −D̃2δ βδ



U1

U2

V

 =


A 0 0

0 B 0

0 0 L



F1

F2

G

 , (6.2)

其中 A = diag{A1, . . . , An1}, B = diag{B1, . . . , Bn2}, L = diag{L1, . . . , Lm0}, ζi = { ζiδ(pr,qk)
ω̂δ(qk)

}ni×m0 ,

βδ = ( 1
λ1

+ 1
λ2
)diag{βδ(o1), . . . , βδ(om0)}, i = 1, 2; RA 和 R̄L 分别由下式给出:

RAij =


Rδ(pi,pj)AiAj , i ̸= j,∑
j′ ̸=i

Rδ(pi,pj′)AiAj′ , i = j,
R̄Lkl =


R̄δ(pk,pl)LkLl, k ̸= l,∑
l′ ̸=k

R̄δ(pk,pl′)LkLl′ , k = l,
(6.3)

这里 1 6 i, j 6 n0, 1 6 k, l 6 m0. (6.2) 中的其他项如 RB 同样由 (6.1) 相应定义. (6.2) 中的刚度矩阵

是半正定的,其左零空间和右零空间均为 S = {cv | c ∈ R},其中 v = (1n1+n2 ,0m0) ∈ Rn1+n2+m0 ,这里

1n1+n2 表示所有分量均为 1的 n1+n2维向量, 0m0 表示m0维零向量. 对源向量 (AF1, BF2)施加均值

为零的假设保证了 (6.2)解的存在性. 结合 (6.1)的最后一个约束条件,即可确保解向量 (U1, U2, V )的唯

一性.

接下来将 U 与局部问题 (1.1) 的精确解 u 进行对比. 由于 H1 误差难以计算, 此处仅展示 L2

误差

e2 =

√∑n1

j=1(u1j − u(pj))2Aj +
∑n2

j=1(u2j − u(qj))2Bj∑n1

j=1 u
2(pj)Aj +

∑n2

j=1 u
2(qj)Bj

. (6.4)
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此外, 为简便起见, 本节数值算例选取如下核函数:

R(r) =


1

2
(1 + cosπr), 0 6 r 6 1,

0, r > 1.
(6.5)

与非局部模型中常用的紧支撑核函数 (如Wendland函数和 Bump函数)相比,本文选取的核函数 R(r)

能够显著降低算法中另外两个核函数 R̄ 和
=

R 的计算复杂度与显式表达成本.

6.1 算例一: 嵌入 R3 的二维椭球面

在第一个算例中, 取流形M 为如下方程定义的椭球面:

x2 +
y2

4
+

z2

9
= 1, (6.6)

其界面 Γ取为 x2+ y2

4 = 1, z = 0, M1 和M2 分别为M的上半部分和下半部分. 设定 λ1 = 1, λ2 = 2.

在局部 Poisson 问题 (1.1) 中, 令精确解 u 为

u(x, y, z) =

x+ z + 0.56315, (x, y, z) ∈ M1,

x+ 2z + 0.56315, (x, y, z) ∈ M2.
(6.7)

根据 ∇M 和 ∆M 的定义, 对M 进行参数化并计算得到

f1(x, y, z) =
49(z + 9x)

81(4x2 + y2

4 + 4z2

81 )
−

2(z + 9x)(8x2 + y2

8 + 8z2

729 )

9(4x2 + y2

4 + 4z2

81 )2
, (x, y, z) ∈ M1,

f2(x, y, z) =
98(z + 9x)

81(4x2 + y2

4 + 4z2

81 )
−

4(z + 9x)(8x2 + y2

8 + 8z2

729 )

9(4x2 + y2

4 + 4z2

81 )2
, (x, y, z) ∈ M2,

u(x, y, 0+) = u(x, y, 0−),
∂u

∂n
(x, y, 0+) = 2

∂u

∂n
(x, y, 0−), (x, y, 0) ∈ Γ,∫

M
u dµx = 0.

(6.8)

在本算例中, 对每个 (x, y, 0) ∈ Γ 取 n(x, y, 0) = (0, 0,−1), κ(x, y, 0) = 0. 此外, 体积权重 (A,B,L)

按以下步骤计算. 对于 t = 5 : 5 : 100,

(1) δ =
√

1/t, n1 = n2 = 7t2 + 5t, m0 = 5t;

(2) 生成随机矩阵 R1 = rand(n1 − m0, 2), R2 = rand(n2 − m0, 2), R3 = rand(m0, 1), 对于 i ∈
[1, n1 −m0] 和 j ∈ [1, n2 −m0] 有

pi =
(√

1−R1(i, 2)2 cos(2πR1(i, 1)), 2
√

1−R1(i, 2)2 sin(2πR1(i, 1)), 3R1(i, 2)
)
,

qi =
(√

1−R2(i, 2)2 cos(2πR2(i, 1)), 2
√
1−R2(i, 2)2 sin(2πR2(i, 1)), −3R2(i, 2)

)
,

(6.9)

对于 k ∈ [1 : m0] 有

ok = (cos(2πR3(k, 1)), 2 sin(2πR3(k, 1)), 0), (6.10)

pk+n1−m0 = qk+n2−m0 = ok, k = 1, 2, . . . ,m0;
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图 2 (网络版彩图) 算例 6.1

(3)对每个 i ∈ [1, n1],在 P 中寻找 pi 的 20个最近邻点,将其投影到M1 在 pi 处的切平面上,利

用这 21 个点进行二维 Delaunay 三角剖分;

(4) 令 Ai 等于以 pi 为顶点的三角形面积之和的 1/3;

(5) 采用步骤 (3) 和 (4) 相同的方法计算 Bi, i ∈ [1, n2];

(6) Lk = 1
2 (|ok1 −ok|+ |ok −ok2 |), k ∈ [1,m0],其中 ok1 和 ok2 是 ok 在边界点中的两个最近邻点.

该算法的核心框架如下. 对循环中的每个正整数 t, 分别在流形 M1, M2 和 Γ 上利用随机函数

进行等概率均匀取点, 点云规模依据相邻点平均间距 h ≈ 1.9/t 设定. 同时, 设定非局部地平线参数

δ ≈ 0.75
√
h, 实践表明该配置可使点云积分法 (point integral method, PIM) 达到最优收敛效率. 随后,

对每个点采用局部三角剖分 (KNN) 计算其积分权重, 计算结果如图 2 所示. 可以看出, e2 对 δ2 近似

呈线性依赖关系—相较于未引入曲率项的旧模型 ((1.6)的离散形式),精度提升了近一个数量级. 需要

指出的是, 为评估点云分布随机性带来的影响, 我们进行了多轮重复实验 (共 7–8 轮). 结果表明, 随着

点云规模增大, 数值解的 L2 误差关于 δ 的收敛阶均稳定在 1.9–2.5 之间, 且较旧模型平均提升约 0.8.

因此, 点云随机性虽引入一定偏差, 但不会影响整体收敛性的稳健表现.

6.2 算例二: 嵌入 R4 中的三维半球面 S3

在第二个算例中, 取M 为嵌入 R4 的流形:

x2 + y2 + z2 + w2 = 1, w > 0, (6.11)

其界面 Γ 取为单位球面 x2 + y2 + z2 = 3
4 , w = 1

2 . M1 和M2 分别为M 的上半部分和下半部分. 设
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定 λ1 = 2, λ2 = 1. 类似地, 令 (1.1) 的精确解为

u(x, y, z, w) =


w2 + 0.77848, w >

1

2
,

2w + 0.02848, w <
1

2
,

(6.12)

则有

f1(x, y, z, w) = 16w2 − 4, (x, y, z, w) ∈ M1,

f2(x, y, z, w) = 6w, (x, y, z, w) ∈ M2,

u

(
x, y, z,

1

2

+)
= u

(
x, y, z,

1

2

−)
, 2

∂u

∂n

(
x, y, z,

1

2

+)
=

∂u

∂n

(
x, y, z,

1

2

−)
, (x, y, 0) ∈ Γ,∫

M
u dµx = 0.

(6.13)

在本算例中, 对每个 (x, y, z, 1
2 ) ∈ Γ, 取 n(x, y, z, 1

2 ) = ( 1√
3
x, 1√

3
y, 1√

3
z,−

√
3
2 ), κ(x, y, z, 1

2 ) =
1√
3
. 此

外, 体积权重按以下步骤计算. 对于 t = 4 : 2 : 22,

(1) δ =
√

1/t, n1 = t3 + 2t2, n2 = 4t3 + 2t2, m0 = 2t2;

(2) 生成 R1 = rand(n1 −m0, 3), R2 = rand(n2 −m0, 3), R3 = rand(m0, 2), 对于 i ∈ [1, n1 −m0] 有

pi =



√
1−

(
1 +R1(i, 1)

2

)2√
1− (2R1(i, 3)− 1)2 cos(2πR1(i, 2))√

1−
(
1 +R1(i, 1)

2

)2√
1− (2R1(i, 3)− 1)2 sin(2πR1(i, 2))√

1−
(
1 +R1(i, 1)

2

)2

(2R1(i, 3)− 1)

1 +R1(i, 1)

2


, (6.14)

对于 i ∈ [1, n2 −m0] 有

qi =



√
1−

(
3

2
R2(i, 1)− 1

)2√
1− (2R2(i, 3)− 1)2 cos(2πR2(i, 2))√

1−
(
3

2
R2(i, 1)− 1

)2√
1− (2R2(i, 3)− 1)2 sin(2πR2(i, 2))√

1−
(
3

2
R2(i, 1)− 1

)2

(2R2(i, 3)− 1)

3

2
R2(i, 1)− 1


, (6.15)
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图 3 (网络版彩图) 算例 6.2

对于 k ∈ [1,m0] 有

oi =



√
3

2

√
1− (2R3(k, 2)− 1)2 cos(2πR3(k, 1))

√
3

2

√
1− (2R3(k, 2)− 1)2 sin(2πR3(k, 1))

√
3

2
(2R3(k, 2)− 1)

1

2


, (6.16)

pk+n1−m0 = qk+n2−m0 = ok, k = 1, 2, . . . ,m0;

(4) 对每个 i ∈ [1, n0], 在 P 中寻找 pi 的 50 个最近邻点, 将其投影到 M 在 pi 处的三维切超平

面上, 利用这 51 个点进行 Delaunay 四面体剖分;

(5) 令 Ai 等于以 pi 为顶点的四面体体积之和的 1/4;

(6) 采用步骤 (3) 和 (4) 相同的方法计算 Bi, i ∈ [1, n2];

(7) Lk, k ∈ [1,m0] 的计算方式与前一个算例中 Ai 的计算方法相同.

该算法框架与上一实验一致. 图 3 表明, 三维算例的收敛阶超过二阶, 在效率上优于从 (1.6) 离散得到

的旧模型.

7 讨论与未来的展望

本文提出了一类新型非局部模型, 用于逼近流形上具有间断系数的椭圆问题. 我们建立了该模型

的适定性,并证明了其以二阶收敛速度趋于局部极限.该框架的一个显著优势在于,它能自然地与 PIM
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等无网格数值方法兼容, 通过避免全局网格剖分而简化了离散过程. 上述数值算例验证了该方法的有

效性, 结果显示非局部解能够收敛至相应的局部解.

未来工作将致力于将该框架推广至其他偏微分方程, 包括双调和方程、Stokes 方程、扩散 - 反应

系统, 以及多边形区域上的问题.

致谢 在本文的撰写过程中, 清华大学丘成桐数学科学中心的史作强教授针对本文给出了许多建设性的意见和建议,

对此我们深表感谢.
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附录 A (2.8) 估计式的证明

将 (2.8) 的第一项分解为以下两部分:

2

∫
M
(u(x)− u(y))R̄δ(x, y)dµx − κ(y)

∫
M
(u(x)− u(y))(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx. (A.1)

首先分析 (A.1) 的第一部分. 基于逼近式 (2.1), 进行如下分解:

1

δ2

∫
M
(u(x)− u(y))R̄δ(x, y)dµx

=

∫
M

∆Mu(x)
=

Rδ(x, y)dµx − 2

∫
∂M

∂u

∂n
(x)

=

Rδ(x, y)dτx

+

∫
∂M

(y − x) · n(x)∇2
Mu(n, n)(x)

=

Rδ(x, y)dτx − r̄1(y), y ∈ M. (A.2)

根据文献 [35, 定理 3.1], 误差项 r̄1 满足 ∥r̄1∥L2(Γ) 6 C∥r̄1∥H1(M1) 6 Cδ
1
2 ∥u∥H4(M1). 现在限制 (A.2)

中的 y ∈ ∂M, 并分别对 ∂u
∂n |∂M 和 ∆Mu|M 再次应用 (2.1) 的论证, 可得∥∥∥∥∫

∂M

(
∂u

∂n
(x)− ∂u

∂n
(y)

)
=

Rδ(x, y)dτx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)

6 Cδ
1
2 ∥u∥H4(M), (A.3)∥∥∥∥∫

M
(f(x)− f(y))

=

Rδ(x, y)dτx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)

6 Cδ
1
2 ∥u∥H4(M). (A.4)

此外, 由于对所有满足 |x− y| 6 2δ 的 x, y ∈ ∂M 有 (y − x) · n(x) = O(δ2), 采用类似于 (3.16) 的方法

得到 ∥∥∥∥∫
∂M

(y − x) · n(x)∇2
Mu(n, n)(x)

=

Rδ(x, y)dτx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)
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6 Cδ2
∥∥∥∥∫

∂M
|∇2

Mu(n, n)(x)|
=

Rδ(x, y)dτx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)

6 Cδ∥u∥H4(M). (A.5)

将上述估计代入 (A.2), 可得∥∥∥∥ 1

δ2

∫
M
(u(x)− u(y))R̄δ(x, y)dµx − 2

∫
∂M

∂u

∂n
(y)

=

Rδ(x, y)dτx −
∫
M

∆Mu(y)
=

Rδ(x, y)dµx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)

6 Cδ
1
2 ∥u∥H4(M). (A.6)

接下来分析 (A.1) 的第二部分. 对 y ∈ Γ, 引用文献 [33, (4.23)] 得到如下分解:∣∣∣∣ ∫
M
(u(x)− u(y))(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx + 2δ2

∂u

∂n
(y)

∫
M

=

Rδ(x, y)dτx

∣∣∣∣
= 2δ2

∫
∂M

(u(x)− u(y))
=

Rδ(x, y)dτx − 2δ2
∫
M
(∇Mu(x)−∇Mu(y))

=

Rδ(x, y)dµx · n(y)

− 2δ2
∫
∂M

(u(x)− u(y))(1− n(x) · n(y))
=

Rδ(x, y)dτx

+

∫
M
(u(x)− u(y))((x− y)− T x

M(x− y)) · (n(y)− T x
Mn(y))R̄δ(x, y)dµx

6 2δ2
∣∣∣∣ ∫

∂M
(u(x)− u(y))

=

Rδ(x, y)dτx

∣∣∣∣+ 2δ2
∣∣∣∣ ∫

M
(∇Mu(x)−∇Mu(y))

=

Rδ(x, y)dµx · n(y)
∣∣∣∣

+ Cδ4
∫
∂M

(|u(x)|+ |u(y)|)
=

Rδ(x, y)dτx + Cδ3
∫
M
(|u(x)|+ |u(y)|)R̄δ(x, y)dµx. (A.7)

对于 (A.7)的前两项,采用与 (A.3)和 (A.4)类似的方法处理. 对于 (A.7)的最后一项,则应用与 (3.16)

相同的论证. 从而得到 (A.7) 的估计∥∥∥∥∫
M
(u(x)− u(y))(x− y) · n(y)R̄δ(x, y)dµx + 2δ2

∂u

∂n
(y)

∫
M

=

Rδ(x, y)dτx

∥∥∥∥
L2

y(∂M)

6 Cδ
5
2 ∥u∥H5(M). (A.8)

至此完成了对 (A.1) 第二部分的控制.

根据假设, κ 在 ∂M 上一致有界. 将 (A.6) 乘以 δ2, (A.8) 乘以 κ(y), 并将结果相加, 得到

∥r0∥L2(∂M) 6 C(δ2δ
1
2 ∥u∥H4(M) + δ

5
2 ∥u∥H5(M)∥κ∥L∞(∂M)) 6 Cδ

5
2 ∥u∥H5(M). (A.9)

这就完成了 (2.8) 的证明.

附录 B 等式 (2.2) 证明方法

首先引入必要的记号.

• T y
M: 流形M 在点 y 处的切空间;

• T y
∂M: 边界 ∂M 在点 y 处的切空间;

• B2δ(y): 以 y 为中心、半径为 2δ 的 d 维球体.

固定 y ∈ ∂M 并取充分小的 δ > 0. 在M∩B2δ(y) 上构造局部参数化, 将M 表示为定义在其切

空间 T y
M 上的 d−m 维向量值函数的图像. 选取坐标系使得 y = 0 且 T y

M = Rm × {0}d−m. 则有

M∩B2δ(y) = {Φ(ξ) = (ξ,h(ξ)) | ξ ∈ U ⊂ Rm}, (B.1)
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其中 ξ = (ξ1, . . . , ξm), U 是M∩B2δ(y)到 T y
M 上的正交投影.函数 h : U → Rd−m 光滑,满足 h(0) = 0

和 Dh(0) = 0, 刻画了M 在其切平面附近的局部偏离.

在此坐标系下, 根据 divM 和 ∇M 的定义, 我们写出

∆Mu(y) = divM∇Mu(y) =
1√
det g

m∑
i,j=1

∂

∂ξi

(
gij

√
det g

(
∇Mu · ∂Φ

∂ξj

))

=

m∑
i=1

∂

∂ξi

(
∇Mu · ∂Φ

∂ξi

)
=

m∑
i=1

∂

∂ξi

(
∂u

∂ξi

∂Φ

∂ξi
· ∂Φ
∂ξi

)
=

m∑
i=1

∂2u(Φ(ξ))

∂ξ2i

∣∣∣∣
ξ=0

. (B.2)

这里应用了在点 y 处对每个 i, j ∈ [1,m] 有 gij = δij 且 ∂
∂ξi

gij = 0.

接下来分析 ∂M 的作用. 将M 的坐标系 (B.1) 与 ∂M 对齐. 令 ξm 表示切空间内M 的外法向,

从而 T y
M = T y

∂M ⊕ span{ξm}, 其中 T y
∂M 表示 ∂M 在 y 处的切空间. 基于 (B.1), ∂M 具有局部参数

化 ϕ:

∂M∩B2δ(y) = {ϕ(ξ′) = (ξ′, P (ξ′),h(ξ′, P (ξ′))) | ξ′ ∈ V ⊂ Rm−1}, (B.3)

这里 ξ′ = (ξ1, . . . , ξm−1), V 是 ∂M∩B2δ(y) 到 T y
∂M 上的正交投影, P : Rm−1 → R 描述了 ∂M 在点 y

处沿方向 n(y) 的弯曲程度. 显然 P (0) = 0 且 ∇P (0) = 0. 采用与 (B.2) 相同的论证, 可得

∆∂Mu(y) =
m−1∑
i=1

∂2u(ϕ(ξ′))

∂ξ2i

∣∣∣∣
ξ′=0

. (B.4)

由于 ϕ(ξ′) = Φ(ξ′, P (ξ′)), 应用链式法则推导得

∂u(ϕ(ξ′))

∂ξi
=

∂u(Φ(ξ′, P (ξ′)))

∂ξi
=

∂u(Φ(ξ))

∂ξi
+

∂u(Φ(ξ))

∂ξm

∂P (ξ′)

∂ξi
,

∂2u(ϕ(ξ′))

∂ξ2i
=

∂2u(Φ(ξ))

∂ξ2i
+

(
2
∂2u(Φ(ξ))

∂ξm∂ξi
+

∂2u(Φ(ξ))

∂ξ2m

∂P (ξ′)

∂ξi

)
∂P (ξ′)

∂ξi
+

∂u(Φ(ξ))

∂ξm

∂2P (ξ′)

∂ξ2i
.

(B.5)

接着联立 (B.2), (B.4) 和 (B.5), 得到

∆Mu(y)−∆∂Mu(y) =
∂2u(Φ(ξ))

∂ξ2m

∣∣∣∣
ξ=0

− ∂u(Φ(ξ))

∂ξm

∣∣∣∣
ξ=0

m−1∑
i=1

∂2P (ξ′)

∂ξ2i

∣∣∣∣
ξ′=0

. (B.6)

采用与 (B.2) 相同的计算, 有

∂2u(Φ(ξ))

∂ξ2m

∣∣∣∣
ξ=0

= ∇2u(n, n)(y),
∂u(Φ(ξ))

∂ξm

∣∣∣∣
ξ=0

=
∂u

∂n
(y), (B.7)

将其代入 (B.6), 可得

∆Mu(y)−∆∂Mu(y) = ∇2u(n, n)(y)−∆P (0)
∂u

∂n
(y). (B.8)

根据 (B.3) 有 −∆P (0) = −n(y) ·
∑m−1

i=1 ϕξiξi(0) = κ(y), 即完成了 (2.2) 的证明.

附录 C 引理 3.1 证明方法

我们继续采用附录 B中的设定. 固定 y ∈ Γ,令M具有局部参数化 (B.1). 利用 (B.1)对M∩B2δ(y)

的参数化, 可得∫
M

R̄δ(x, y)dµx =

∫
M

CδR̄

(
|x− y|2

4δ2

)
dµx =

∫
U

CδR̄

(
|ξ|2 + |h(ξ)|2

4δ2

)√
det(gij(ξ))dξ. (C.1)
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此处, 诱导度量 (gij(ξ))m×m 由下式给出:

gij(ξ) = δij + ∂ih(ξ) · ∂jh(ξ), 1 6 i, j 6 m.

接下来, 逼近 (C.1) 中被积函数的各分量和积分区域 U . 由于 ∂ih(0) = 0, 所以由 M 的光滑性可知,

对 ξ ∈ U 有

∂ih(ξ) = O(δ).

因此, √
det(gij(ξ)) =

√
det(δij + ∂ih(ξ) · ∂jh(ξ))

=
√
1 +O(δ2) = 1 +O(δ2). (C.2)

接着考虑核函数 R̄. 将 h 在 ξ = 0 附近进行 Taylor 展开, 得到

h(ξ) = h(0) + ξ · ∇h(0) +O(δ2) = O(δ2),

因此, 核函数的自变量满足 |h(ξ)|2 = O(δ4), 于是有

R̄

(
|ξ|2 + |h(ξ)|2

4δ2

)
= R̄

(
|ξ|2

4δ2

)
−
∫ |ξ|2+|h(ξ)|2

4δ2

|ξ|2
4δ2

R(s)ds = R̄

(
|ξ|2

4δ2

)
+O(δ2).

将估计式 (C.2) 和核函数的展开式代入 (C.1), 得到∫
M

R̄δ(x, y)dµx =

∫
U

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ +O(δ2). (C.3)

最后, 由于 U 是M∩B2δ(y) 到切空间的正交投影, 所以有∫
|ξ|<2δ

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ >

∫
U

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ

=

∫
|ξ|2+|h(ξ)|2<4δ2

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ

>
∫
2δ−O(δ3)<|ξ|<2δ

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ

=

∫
|ξ|<2δ

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ −O(δ2). (C.4)

结合结果 (C.3) 和 (C.4), 得到所需要的逼近式∫
M

R̄δ(x, y)dµx =

∫
|ξ|<2δ

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ +O(δ2). (C.5)

至此完成了对 (C.1) 的估计.

接下来分析界面 Γ 的作用, 它将 (C.5) 中的积分区域 M 进行了分割. 我们仍将 M 的坐标系

(B.1) 与 Γ 对齐. 令 ξm 表示 Γ 的法方向, 该方向对于M1 是外向的, 从而

T y
M = T y

Γ ⊕ span{ξm},
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其中 T y
Γ 表示 Γ 在点 y 处的切空间. 类似于 (B.3), 界面局部上由参数化 ϕ 给出:

Γ ∩ B2δ(y) = {ϕ(ξ′) = (ξ′, P (ξ′),h(ξ′, P (ξ′))) | ξ′ ∈ V ⊂ Rm−1}, (C.6)

其中 ξ′ = (ξ1, . . . , ξm−1). 通过将 P 在 0 附近进行 Taylor 展开, 得到

P (ξ′) = P (0) + ξ′ · ∇P (0) +
1

2
ξ′T∇2P (0)ξ′ +O(δ3)

=
1

2
ξ′T∇2P (0)ξ′ +O(δ3), (C.7)

这里利用了 P (0) = 0 和 ∇P (0) = 0 的事实. 相应地, 两个子区域在局部上可定义为

M1 ∩ B2δ(y) = {(ξ,h(ξ)) | ξ ∈ U, ξm < P (ξ′)},

M2 ∩ B2δ(y) = {(ξ,h(ξ)) | ξ ∈ U, ξm > P (ξ′)}.
(C.8)

采用与推导 (C.5) 相类似的论证, 对 (C.8) 中区域上的积分得到如下逼近:∫
M1

R̄δ(x, y)dµx =

∫
|ξ|<2δ,ξm<P (ξ′)

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ +O(δ2), (C.9)∫

M2

R̄δ(x, y)dµx =

∫
|ξ|<2δ,ξm>P (ξ′)

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξ +O(δ2); (C.10)

同时, 对 Γ 上的积分逼近为∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx =

∫
|ξ′|<2δ

Cδ

=

R

(
|ξ′|2

4δ2

)
dξ′ +O(δ). (C.11)

现在回到原始表达式 (3.6). 将上述三个逼近式代入, 得到∫
M1

R̄δ(x, y)dµx −
∫
M2

R̄δ(x, y)dµx =

∫
|ξ′|<2δ

∫ P (ξ′)

−P (ξ′)

CδR̄

(
|ξ|2

4δ2

)
dξmdξ′ +O(δ2)

= 2

∫
|ξ′|<2δ

CδR̄

(
|ξ′|2 + P 2(ξ′)

4δ2

)
P (ξ′)dξ′ +O(δ2)

= 2

∫
|ξ′|<2δ

CδR̄

(
|ξ′|2

4δ2

)
P (ξ′)dξ′ +O(δ2)

=

∫
|ξ′|<2δ

CδR̄

(
|ξ′|2

4δ2

)
∇2P (0)(ξ′, ξ′)dξ′ +O(δ2)

= 2δ2
∫
|ξ′|<2δ

Cδ ∇2P (0)

(
ξ′,∇

=

R

(
|ξ′|2

4δ2

))
dξ′ +O(δ2)

= 2δ2
∫
|ξ′|<2δ

tr(∇2P (0)) Cδ

=

R

(
|ξ′|2

4δ2

)
dξ′ +O(δ2)

= 2δ2∆P (0)

∫
Γ

=

Rδ(x, y)dτx +O(δ2), (C.12)

根据 (C.6) 有

−∆P (0) = −n(y) ·
m−1∑
i=1

ϕξiξi(0) = κ(y),

即完成了引理 3.1 的证明.
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A refined nonlocal approach to elliptic transmission problems
on manifolds

Yu Qiao & Yajie Zhang

Abstract In this paper, we propose a class of nonlocal models to accurately approximate elliptic transmission
problems on manifolds. Such problems involve the Laplace-Beltrami operator (LBO) with coefficients discontin-
uous across smooth interfaces, supplemented by classical transmission conditions. To address this, we develop a
nonlocal modeling approach that approximates the interfacial LBO via coercive integrals and enforces transmission
conditions through a nonlocal averaging mechanism. A key advantage of the method is its avoidance of second-
order normal derivatives while maintaining second-order truncation accuracy. We establish the well-posedness
of the nonlocal model and prove its second-order convergence to the corresponding local solution. Numerical
examples, implemented via a point cloud integration method (PIM), are provided to validate the theoretical
convergence rates.

Keywords elliptic transmission problem, manifolds with interface, nonlocal interface model, well-

posedness, second-order localization rate
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