
中国科学 : 数学 2026年 第 56卷 第 ?期 : 1∼ 36

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Dou C S, Ju Q C. Existence of strong solutions and low Mach number limit for boundary value problems of steady

compressible magnetohydrodynamic equations with large external forces (in Chinese). Sci Sin Math, 2026, 56:

1–36, doi: 10.1360/SSM-2025-0228

c⃝ 2026《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

带有大外力的稳态可压缩磁流体动力学方程边值
问题强解的存在性和小 Mach 数极限

窦昌胜1∗, 琚强昌2

1. 首都经济贸易大学统计与数据科学学院, 北京 100070;

2. 北京应用物理与计算数学研究所, 北京 100088

E-mail: douchangsheng@cueb.edu.cn, ju qiangchang@iapcm.ac.cn

收稿日期: 2025-09-13; 接受日期: 2026-04-09; 网络出版日期: 2026-05-06; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12131007)、国家社会科学基金 (批准号: 22CTJ019) 和首都经济贸易大学重大专项 (批准号:

ZD202301) 资助项目

摘要 本文证明当 Mach 数适当小时有界域 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) 内带有大外力的稳态可压缩磁流体动

力学方程边值问题强解的存在性, 并且严格证明当 Mach 数趋于零时稳态可压缩磁流体动力学方程

边值问题的强解收敛到稳态不可压缩磁流体动力学方程边值问题的强解, 其中流体速度和温度满足

Dirichlet边界条件,磁场满足完全传导边界条件.为了证明强解的存在性,本文将方程分解成带有大外

力的稳态不可压缩磁流体动力学方程和带有小外力的稳态可压缩 Navier-Stokes 方程, 并建立强解关

于 Mach 数的一致先验估计.
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1 引言

本文主要考虑有界域 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) 内稳态可压缩磁流体动力学方程

div(ϱu) = 0,

ϱu · ∇u+∇p = divS(∇u) + (∇×H)×H + ϱf + g,

−∇× (u×H) = −ν∇× (∇×H), divH = 0,

cV ϱu · ∇Θ+ pdivu = κ∆Θ+Ψ1 +Ψ2,

(1.1)

其中, ϱ, u ∈ Rd, H ∈ Rd 和 Θ 分别表示密度、速度、磁场和温度, p = RϱΘ 为压力 (R > 0 为物理常

数), c
V
> 0 是等容热容, f 是流体所受的外力密度函数, g 是给定的外力. 黏性应力张量 S 和耗散函
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数 Ψ1 分别定义为

S = 2µD(u) + λdivu I, Ψ1 = 2µD(u) : D(u) + λ(divu)2 > 0, (1.2)

其中, D(u) = (∇u+∇ut)/2 为应变张量, 黏性系数 µ 和 λ 满足 2µ+ dλ > 0 且 µ > 0, κ > 0 是热传

导系数. 另外, Ψ2 = ν(∇×H)2 > 0, 其中 ν 为磁扩散系数. 流体的总质量为∫
Ω

ϱdx =M > 0.

流体的速度 u 和温度 Θ 满足 Dirichlet 边界条件, 而磁场 H 满足完全传导边界条件:

u = 0, H · n = 0, (∇×H)× n = 0, Θ = ϑ0 在 ∂Ω 上, (1.3)

其中 ϑ0 为正常数.

当 H = 0 时, 方程组即为稳态可压缩热传导 Navier-Stokes 方程, 对其解的存在性有很多研究, 在

此仅回顾与本文相关的研究结果, 更多的研究内容可参见文献 [1, 2, 6, 12–14, 22, 26, 39]. 对于充分小外

力情形, Valli [48] 利用全局非稳态解的存在性证明了当 t → ∞ 时等熵可压缩 Navier-Stokes 方程稳态

解的存在性, 随后在文献 [49] 中通过将方程组分解成 Stokes 方程和输运方程 (参见文献 [41]) 也得到

了一般外力下稳态解的存在性. da Veiga [5] 通过将方程组分解为 Stokes 方程、传输方程和 Laplace 方

程三部分得到更广泛的 Lp 存在性结果, 其他的分解方式可参见文献 [36]. 1989 年, Farwig [11] 证明了

带有小外力的稳态可压缩热传导 Navier-Stokes 方程滑移边值问题解的存在性.

对于任意大外力, 文献 [34,35] 在位势力情形下证明了等熵可压缩 Navier-Stokes 方程强解的存在

性. 当状态方程和黏性系数满足一定增长性条件, Novotný 和 Pokorný [37, 38] 得到了稳态可压热传导

Navier-Stokes 方程弱解或强解的存在性. 利用不可压缩 Navier-Stokes 方程解的存在性结果, Choe 和

Jin [4]得到了当Mach数适当小时强解的存在性. 2015年, Dou等 [7]得到了带有大外力和满足 Dirichlet

边界条件的多方理想气体稳态可压缩热传导方程强解的存在性并证明了小 Mach 数极限.

另外, 大外力等熵流体方程的弱解的存在性得到了充分考虑. Lions [32] 首次证明了当二维情形的

绝热指数 γ > 1和三维情形 γ > 5/3时 Dirichlet边界条件下弱解的存在性. 对 γ 的严格限制实际上来

源于密度函数 ϱ在 Lp 中的可积性. 而 ϱ的更高可积性,可允许有更小的 γ. Novotný和 Straškraba [39]

在 f 是位势力和 g = 0 假设下证明了当 γ > 3/2 时弱解的存在性. Frehse 等 [15] 以及 Plotnikov 和

Sokolowski [43] 在 ϱu2 的 L1 有界性假设下通过压力的加权估计得到密度的可积性, 但并未证明此假

设成立. Plotnikov 和 Sokolowski [45] 证明了当 γ > 4/3 时可压缩 Navier-Stokes 方程 Dirichlet 边值问

题重整化解的存在性. Březina 和 Novotný [3] 证明了当 f 为位势力并且 g = 0 时 γ > (3 +
√
41)/8 或

当 f , g ∈ L∞ 时 γ > (3 +
√
41)/8 假设下空间周期问题弱解的存在性, 此时不需要 ϱu2 的 L1 有界性,

而是通过结合一般能量中 ∆−1P 的 L∞ 估计和密度有界性得到证明. 在文献 [44] 的框架下, Frehse

等 [16,17] 得到了 γ > 4/3 时三维 Dirichlet 边值问题弱解的存在性和 γ = 1 时二维等温流体的空间周

期问题和混合边值问题弱解的存在性. Jiang 和 Zhou [29] 利用新的加权估计证明了任意 γ > 1 时三维

空间周期问题弱解的存在性. 随后, Jesslé 和 Novotný [25] 以及 Plotnikov 和 Weigant [46] 分别得到了

γ > 1 时滑移边界条件和 Dirichlet 边界条件下弱解的存在性.

当 H ̸= 0 时, 方程组 (1.1) 将 Maxwel 电磁方程与流体动力学方程耦合来描述导电流体的宏观行

为,具有重要的物理背景. 关于非定常可压缩磁流体动力学方程解的适定性和小 Mach数极限,已有大

量的研究. 等熵磁流体动力学方程在特殊始值条件下局部光滑解的不可压缩极限可参见文献 [21, 33].
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Hu 和 Wang [23, 24] 证明了三维有界域中具有一般初始值的完全或等熵可压缩磁流体动力学方程弱解

的全局存在性. Jiang 等 [27] 针对理想流体证明了在全空间一般初始值的非等熵磁流体动力学系统的

局部经典解的小 Mach 数极限. 最近, Ou 和 Yang [40] 在一般初始值条件下, 当 ν = 0 或 ν 是非零常数

时得到了等熵可压缩磁流体动力学方程的局部强解的小 Mach 数极限. 关于非稳态可压缩磁流体动力

学方程更多的解的存在性和奇异极限结果, 可参见文献 [8–10,30,31].

然而, 与非稳态系统相比, 关于稳态可压缩磁流体动力学方程边值问题的研究较少. Yang 等 [51]

建立了带有小外力的稳态等熵可压缩磁流体动力学方程在常态附近解的存在性和局部唯一性. 当具有

大外力时, Zhou [52] 证明了当 γ > 1 时周期区域内稳态等熵可压缩磁流体方程弱解的存在性. Yan [50]

采用了近似 - 弱收敛方法得到 Navier 滑移边界的三维稳态全 MHD (magnetohydrodynamics) 方程弱

解存在性, 但却排除了理想多变气体的某些真实情况. 最近, Gu 和 Ou [20] 得到了多方理想气体带有

大外力的稳态完全磁流体动力学方程在速度满足 Navier 滑移边界条件下强解的存在性和小 Mach 数

极限, 但其中在分解磁场函数时需要磁场的可压部分的估计随着 Mach 数的减少而减少的人为假设

条件.

本文考虑速度满足 Dirichlet 边界条件下带有大外力的稳态完全可压磁流体动力学方程强解的存

在性和小 Mach 数极限问题.

通过尺度变化和直接计算, (1.1) 变为如下无量纲的稳态可压缩磁流体动力学方程组:

div(ϱϵuϵ) = 0,

ϱϵuϵ · ∇uϵ +
∇pϵ

ϵ2
= divS(∇uϵ) + (∇×Hϵ)×Hϵ + ϱϵf + g,

−∇× (uϵ ×Hϵ) = −ν∇× (∇×Hϵ), divHϵ = 0,

ϱϵuϵ · ∇Θϵ + pdivuϵ = κ∆Θϵ + ϵ2(Ψϵ
1 +Ψϵ

2),

(1.4)

其中 ϵ 是 Mach 数.

既然流体的总质量是给定的, 可令

ϱ̄ϵ :=
1

|Ω|

∫
Ω

ϱϵ(x)dx > 0,

不失一般性, 可将其单位化 ϱ̄ϵ = 1. 类似地, 可假设 Θ̄ϵ = 1, R = c
V
= 1 和 Θϵ

0 = 1.

为证明强解的存在性, 作如下变换:

ϱϵ = 1 + ϵρ, Θϵ = 1 + ϵθ, (1.5)

则系统 (1.4) 可转化为

divu+ ϵdiv(ρu) = 0,

(1 + ϵρ)(u · ∇u) +
(1 + ϵθ)∇ρ

ϵ
+

(1 + ϵρ)∇θ
ϵ

= divS(∇u)+(∇×H)×H+(1+ϵρ)f+g,

−∇× (u×H) = ν∇× (∇×H), divH = 0,

ϵ(1 + ϵρ)u · ∇θ + divu+ (ϵρ+ ϵθ + ϵ2ρθ)divu = ϵκ∆θ + ϵ2(Ψ1 +Ψ2),

(1.6)

其边界条件为

u = 0, H · n = 0, (∇×H)× n = 0, θ = 0 在 ∂Ω 上. (1.7)

本文的主要定理如下:
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定理 1.1 设 Ω 是具有光滑边界的有界域. 令 f , g ∈ H2(Ω), 则存在依赖于 ∥(f , g)∥H2 和 Ω 的

ϵ0,使得对任意的 ϵ ∈ (0, ϵ0),边值问题 (1.6)和 (1.7)存在一个强解 (ρϵ,uϵ,Hϵ, θϵ) ∈ H̄2 × (H3 ∩H1
0 )×

(H3 ∩H1
0 )× (H3 ∩H1

0 ) 满足

lim
ϵ→0

inf
U,H,P∈L

∥uϵ − U∥3 + ∥Hϵ −H∥3 + ∥ρϵ∥2 + ∥θϵ∥3 +
∥∥∥∥ρϵ + θϵ

ϵ
− P

∥∥∥∥
2

= 0,

其中 (U,H, P ) ∈ L := {(U,H, P ) ∈ (H4 ∩H1
0 )× (H4 ∩H1

0 )× H̄3 | (U,H, P ) 是带有外力 f + g 的稳态

不可压磁流体方程 (1.8) 的解}, 即

U · ∇U +∇P = µ∆U + (∇×H)×H + f + g,

divU = 0,

−∇× (U ×H) = −ν∇× (∇×H),

divH = 0,

U = 0, H · n = 0, (∇×H)× n = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

Pdx = 0.

(1.8)

注 1.1 若令速度 u满足 Navier滑移边界条件,则可得到如同定理 1.1的类似结论,并且不需要

文献 [20] 对磁场可压部分的先验估计限制. 考虑周期区域内 (1.6) 的空间周期解的存在性, 也可得到

如同定理 1.1 的类似结论.

注 1.2 一般而言, 稳态可压磁流体方程 (1.1) 的边值问题解的唯一性无法得到, 因为缺少稳态

不可压磁流体方程 (1.8) 强解的唯一性. 不可压流体动力学方程的结果, 可参见文献 [19, 第 IX 章].

本文余下内容的结构安排如下. 第 2 节证明线性不可压缩方程和可压缩方程弱解的存在性和正

则性. 第 3 节建立非线性方程强解的存在性. 第 4 节得到稳态可压缩磁流体动力学方程解的小 Mach

数极限.

令 L2 是 Lebesgue 空间 L2(Ω), 带有范数 ∥ · ∥0; Hm 是 Sobolev 空间 Hm(Ω), 带有范数 ∥ · ∥m.

定义

H̄m =

{
ρ ∈ Hm

∣∣∣∣ ∫
Ω

ρ(x)dx = 0

}
, H1

0,σ = {u ∈ H1
0 | divu = 0}, Hm

0,σ := Hm ∩H1
0,σ.

令 H−1 为 H1
0 的对偶空间, 带有对偶积 ⟨·, ·⟩ 和范数 ∥ · ∥−1 = sup{∥h∥1=1} |⟨·, h⟩|. 并将积分简写为∫

·dx :=

∫
Ω

·dx.

2 线性问题解的存在性

首先,将系统 (1.6)分成两部分: 一部分类似不可压磁流体动力学方程,另一部分类似可压 Navier-

Stokes 方程. 更确切地, 令 (U,H, P ) 和 (v, θ, ζ) 分别为下述系统的解:

U · ∇U + v · ∇U +∇P = µ∆U + (∇×H)×H + f + g,

divU = 0,

−∇× (U ×H)−∇× (v ×H) = −ν∇× (∇×H),

divH = 0,

U = 0, H · n = 0, (∇×H)× n = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

Pdx = 0

(2.1)
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和 

U · ∇ζ + divv

ϵ
= −v · ∇ζ − ζ divv − ϵdiv(P (U + v)),

U · ∇v − µ∆v − (µ+ λ)∇divv +
∇ζ +∇θ

ϵ

= ϵF − v · ∇v − θ∇ζ − ζ∇θ,

U · ∇θ − κ∆θ +
divv

ϵ
= ϵG− v · ∇θ − ζdivv − θdivv,

v = 0, θ = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζdx = 0,

(2.2)

其中, 新外力 F 和新热源 G 分别定义为

F = (ϵP + ζ)f − (ϵP + ζ)(U + v) · ∇(U + v)− θ∇P − P∇θ,

G = Ψ1 +Ψ2 − (ϵP + ζ)(U + v) · ∇θ − (ϵP + ζ)θdivv − Pdivv.

显然, u := U + v, H, ρ := ϵP + ζ 和 θ 是系统 (1.6) 的解. 因此, 如果系统 (2.1) 和 (2.2) 能被解

决, 则系统 (1.6) 的解即可得到. 首先, 给出线性不可压系统 (2.1) 弱解的存在性, 并推导出关于未知

函数 (U,H, P ) 高阶导数的一致估计. 然后, 得到线性可压问题 (2.2) 的弱解存在性, 并建立未知函数

(ζ,v, θ) 的高阶导数的一致估计.

不失一般性, 假设 meas(Ω) = 1, 即 Ω 的测度为 1. 为方便起见, 给出下面的引理和推论.

引理 2.1 (插值不等式, 参见文献 [18, 定理 10.1]) 令 Ω ⊂ Rk, N 为具有 Ck 光滑边界的有界区

域, 并且 u ∈ W k,r(Ω) ∩ Lq(Ω) (1 6 r, q 6 ∞). 对任意的整数 j (0 6 j < k) 和任意的数 α ∈ [ jk , 1], 令
1
p = j

N + α( 1r − j
N ) + (1− α) 1q . 如果 k − j −N/r 不是非负整数, 则

∥Dju∥Lp(Ω) 6 C∥u∥αWk,r(Ω)∥u∥
1−α
Lq(Ω). (2.3)

若 k − j −N/r 是非负整数, 则 (2.3) 只在 α = j/k 时成立. 常数 C 只依赖于 Ω, r, q, k, j 和 α.

引理 2.2 令 Ω ⊂ R3 是带有 C3 光滑边界的有界开区域, 则下面不等式成立:

∥u∥L3(Ω) 6 C∥u∥
1
2

H1(Ω)∥u∥
1
2

L2(Ω), ∥∇2u∥L4(Ω) 6 C∥u∥
3
4

H3(Ω)∥u∥
1
4

H2(Ω),

∥∇u∥L∞(Ω) 6 C∥u∥W 2,4(Ω) 6 C∥u∥
3
4

H3(Ω)∥u∥
1
4

H2(Ω).

2.1 线性不可压方程组

给定 Ũ , H̃ 和 ṽ 满足 Ũ ∈ H4
0,σ, H̃ ∈ H4

0,σ 和 ṽ ∈ H3 ∩H1
0 . 首先考虑如下给定 Ũ 和 ṽ 的 (2.1)的

线性方程组: 

(Ũ + ṽ) · ∇U − µ∆U +∇P = h+ (∇×H)× H̃,

divU = 0,

ν∇× (∇×H) = ∇× (U × H̃) +∇× (ṽ ×H),

divH = 0,

U = 0, H · n = 0, (∇×H)× n = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

Pdx = 0,

(2.4)

5



窦昌胜等: 带有大外力的稳态可压缩磁流体动力学方程边值问题强解的存在性和小 Mach 数极限

其中 h = f + g.

问题 (2.4) 是一个带有任意大外力的 Stokes- 椭圆方程混合问题. 事实上, 当 ṽ 小时, (2.4) 可利用

Lax-Milgram 定理得到如下存在性结果. 对于 Stokes 问题的求解也可参见文献 [4].

引理 2.3 令 h ∈ H−1, Ũ ∈ H1
0,σ, 并且 ṽ ∈ H3 ∩H1

0 . 假设存在一个常数 a0 只依赖于 µ, ν 和 Ω,

使得 ∥ṽ∥3 < a0, 则 (2.4) 存在弱解 (U,P ) ∈ H1
0 × H̄0 满足

∥U∥1 + ∥H∥1 6 C0∥h∥−1, (2.5)

∥P∥0 6 C1∥h∥−1(1 + ∥h∥−1), (2.6)

其中 C0 > 0 和 C1 > 0 是常数, 只依赖于 Ω, µ, ν 和 a0.

证明 首先, 定义双线性型算子 A : (H1
0,σ ×H1

0,σ)× (H1
0,σ ×H1

0,σ) → R 如下:

A((U,H), (V,Φ)) =

∫
((Ũ + ṽ) · ∇U) · V dx− µ

∫
∆U · V dx−

∫
∇×H × H̃ · V dx

+ ν

∫
∇×H · ∇ × Φdx−

∫
∇× (U × H̃) · Φdx

−
∫

∇× (ṽ × H̃) · Φdx, (2.7)

对给定的 (V,Φ) ∈ H1
0,σ ×H1

0,σ. 由 Hölder 不等式和 Sobolev 不等式可知

A((U,H), (V,Φ)) 6 ∥Ũ + ṽ∥L3∥∇U∥0∥V ∥1dx+ µ∥∇U∥0∥∇V ∥0 + C(Ω)∥H∥1∥H̃∥1∥V ∥1

+ ν∥∇ ×H∥0∥∇ × Φ∥0 + C(Ω)∥U∥1∥H̃∥1∥Φ∥1 + C(Ω)∥ṽ∥1∥H̃∥1∥Φ∥1

6 C(Ω)(µ+ ν + ∥H̃∥1 + ∥ṽ∥1) · (∥U∥1 + ∥H∥1) · (∥V ∥1 + ∥Φ∥1), (2.8)

则 A 是连续的. 利用等式 div(a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)、分布积分和边界条件, 可知∫
((∇×H)× H̃) · Udx+

∫
∇× (U × H̃) ·Hdx

=

∫
div[(U × H̃)×H]dx

=

∫
∂Ω

[(U × H̃)×H] · nds

= 0. (2.9)

进而有

A((U,H), (U,H))

= −1

2

∫
divṽ|U |2dx+ µ

∫
|∇U |2dx+ ν

∫
|∇ ×H|2dx−

∫
∇× (ṽ ×H) ·Hdx

> −α1

2
∥divṽ∥0∥U∥21 + µ∥∇U∥20 + ν∥∇ ×H∥20 − α2∥ṽ∥1∥H∥21

> [w(µ, ν,Ω)− a0(α1 + α2)](∥U∥21 + ∥H∥21), (2.10)

其中 α1 和 α2 依赖于 Ω.

取 a0 <
w(µ,ν,Ω)
2(α1+α2)

, 可得

µ∥∇U∥20 + ν∥∇ ×H∥20 > w(µ, ν,Ω)(∥U∥21 + ∥H∥21), (2.11)

6



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

即得到了算子 A 的强制性.

给定 h ∈ H−1, 对算子 A 利用 Lax-Milgram 定理, 可得存在 (U,H) ∈ H1
0,σ ×H1

0,σ, 满足对所有的

(V,Φ) ∈ H1
0,σ ×H1

0,σ, 有

A((U,H), (V,Φ)) = ⟨(h, 0), (V,Φ)⟩. (2.12)

如果令 (V,Φ) = (U,H), 则

w

2
(∥U∥21 + ∥H∥21) 6 A((U,H), (U,H)) = ⟨(h, 0), (U,H)⟩ 6 ∥h∥−1(∥U∥1 + ∥H∥1).

进而有

∥U∥1 + ∥H∥1 6 C0∥h∥−1, (2.13)

其中 C0 = 2
w .

由文献 [47, 性质 1.1 和 1.2] 知, 对上述的 (U,H) ∈ H1
0,σ × H1

0,σ, 存在 P ∈ L2
0, 使得对任意的

(V,Φ) ∈ C∞
σ × C∞

σ , 有

⟨(∇P, 0)(V,Φ)⟩ =
∫
Ω

∇P · V dx = 0.

进一步由 (2.12) 可得

⟨(∇P, 0)(V,Φ)⟩ = −A((U,H), (V,Φ)) + ⟨(h, 0), (V,Φ)⟩,

即

A((U,H), (V,Φ)) + ⟨(∇P, 0)(V,Φ)⟩ = ⟨(h, 0), (V,Φ)⟩.

因此, (U,P,H) 为 (2.4) 的一个弱解, 且 (U,H) 满足 (2.13). 下面利用 L2
0 的对偶基定义

∥P∥0 = sup
{Ψ∈L2

0:∥Ψ∥0=1}
|⟨P,Ψ⟩|.

由 Bogovskii 问题的解存在性定理 (参见文献 [19, 引理 3.17]) 可知, 存在 ϕ ∈ H1
0 满足

divϕ = Ψ 并且 ∥ψ∥1 6 C(Ω)∥Ψ∥0.

利用分部积分可得

∥P∥0 = sup
{ϕ∈H1

0 :∥ϕ∥16C(Ω)}
|⟨P,divϕ⟩| = sup

{ϕ∈H1
0 :∥ϕ∥16C(Ω)}

|⟨∇P, ϕ⟩|,

又因为

|⟨∇P, ϕ⟩| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

[−(Ũ + ṽ) · ∇U + µ∆U + h+ (∇×H)× H̃] · ϕdx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(Ũ + ṽ) · ∇U · ϕdx+

∫
Ω

µ∇U ×∇ϕdx

−
∫
Ω

h×∇ϕdx−
∫
Ω

(∇×H)× H̃ · ϕdx
∣∣∣∣

6 C∥h∥−1(1 + ∥h∥−1)∥ϕ∥1,

所以

∥P∥0 6 C1∥h∥−1(1 + ∥h∥−1),

这里用到了估计 (2.13), 并且常数 C1 > 0 依赖于 Ω, µ, ν 和 C0. 证毕.

7
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对于解的正则性, 需要分别考虑 Stokes 问题
−µ∆U +∇P = h− (Ũ + ṽ) · ∇U + (∇×H)×H,

divU = 0,

U = 0 在 ∂Ω 上

(2.14)

和椭圆方程边值问题 
−µ∇× (∇×H) = −∇× (U × H̃)−∇× (ṽ ×H),

divH = 0,

H · n = 0, (∇×H)× n = 0 在 ∂Ω 上,

(2.15)

则利用类似于文献 [4] 中的靴带引理可得解的正则性定理.

引理 2.4 如果 h ∈ H0, (Ũ , H̃) ∈ H1
0,σ, ṽ ∈ H1

σ 满足引理 2.3, 则

∥U∥2 + ∥H∥2 + ∥∇P∥0 6 C2∥h∥0(∥h∥0 + 1)4. (2.16)

如果 h ∈ H1, (Ũ , H̃) ∈ (H2
0,σ)

2, ṽ ∈ H2 ∩H1
σ 满足 (2.16), 则

∥U∥3 + ∥H∥3 + ∥∇P∥1 6 C3∥h∥1(∥h∥1 + 1)8. (2.17)

如果 h ∈ H2, (Ũ , H̃) ∈ (H1
0,σ)

3, ṽ ∈ H3 ∩H1
σ 满足 (2.17), 则

∥U∥4 + ∥H∥4 + ∥∇P∥2 6 C4∥h∥2(∥h∥2 + 1)12. (2.18)

证明 由 Stokes 问题和椭圆方程边值问题标准的正则性理论可得, 当 m = 0, 1, 2 时,

∥U∥m+2 + ∥∇P∥m 6 C∥∇m(h+ (∇×H)× H̃ − (Ũ + ṽ) · ∇U)∥0, (2.19)

并且

∥H∥m+2 6 C∥∇m(∇× (U × H̃) +∇× (ṽ ×H))∥0, (2.20)

其中 C 依赖于 µ, ν 和 Ω.

由 Sobolev 嵌入不等式、Cauchy 不等式和 Young 不等式可得, 当 m = 0, 1, 2 时,

∥ṽ · ∇m+1w∥0 6 ∥ṽ∥L6∥∇m+1w∥L3 6 C∥ṽ∥1∥w∥
1
2
m+1∥w∥

1
2
m+2

6 1

8
∥w∥m+2 + C∥ṽ∥21∥w∥m+1. (2.21)

当 m = 0 时, 根据不等式 (2.21), 可得不等式

∥(Ũ + ṽ) · ∇U∥0 6 1

8
∥U∥2 + C∥U + ṽ∥21∥U∥1 (2.22)

和

∥∇ ×H × H̃∥0 6 1

8
∥H∥2 + C∥H̃∥21∥H∥1, (2.23)

8
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继续估计可得

∥∇ × (ṽ × H̃)∥0 6 ∥H · ∇ṽ∥0 + ∥ṽ · ∇H̃∥0 6 C∥H∥L∞∥∇ṽ∥L2 + ∥∇H∥L3∥ṽ∥L6

6 1

4
∥H∥2 + C(∥H∥1∥ṽ∥41 + ∥H∥1∥ṽ∥21), (2.24)

并且

∥∇ × (U × H̃)∥0 6 ∥H · ∇U∥0 + ∥U · ∇H̃∥0 6 C∥H∥L∞∥∇U∥L2 + ∥∇H∥L3∥U∥L6

6 1

4
∥H∥2 + C(∥H∥1∥U∥41 + ∥H∥1∥U∥21). (2.25)

因此, (2.16) 可由 (2.5) 和估计式 (2.22)–(2.25) 得到.

当 m = 1 时, 由 (2.16), (2.21) 和引理 2.2 中的插值不等式, 可得

∥u∥L3 6 C∥u∥
1
2

H1∥u∥
1
2

L2 ,

∥∇2u∥L4 6 C∥u∥
3
4

H3∥u∥
1
4

H2 ,

∥∇u∥L∞ 6 C∥u∥W 2,4 6 C∥u∥
3
4

H3∥u∥
1
4

H2 ,

并且可估计

∥∇(∇× (U × H̃))∥0 6 ∥∇(H · ∇U)∥0 + ∥∇(U · ∇H̃)∥0

6 C(∥H∥L6∥∇2U∥L3 + ∥∇H∥L6∥∇U∥L3 + ∥∇2H∥L2∥U∥L∞)

6 1

8
∥U∥3 + C(∥H∥21∥U∥2 + ∥H∥2∥U∥

1
2
2 ∥U∥

1
2
1 + ∥U∥

3
4
2 ∥U∥

1
4
1 ∥H̃∥2)

6 1

8
∥U∥3 + C∥h∥1(∥h∥1 + 1)8. (2.26)

对 ∇(∇×H × H̃) 估计如下:

∥∇(∇×H × H̃)∥0 6 C(∥H∥2∥H̃∥1 + ∥∇H∥L2∥∇H̃∥L2)

6 1

8
∥H∥3 + C∥h∥1(∥h∥1 + 1)8. (2.27)

当 m = 2 时, 由 (2.17), (2.21) 和引理 2.2 的插值不等式, 可得

∥∇2(∇× (U × H̃))∥0

6 ∥∇2(H · ∇U)∥0 + ∥∇2(U · ∇H̃)∥0

6 C(∥H∥L6∥∇3U∥L3 + ∥∇H∥L6∥∇2U∥L3 + ∥∇2H∥L6∥∇U∥L3 + ∥∇3H∥L2∥U∥L∞)

6 1

8
∥U∥4 + C(∥H∥21∥U∥3 + ∥H∥2∥U∥

1
2
3 ∥U∥

1
2
2 + ∥H∥3∥U∥

1
2
2 ∥U∥

1
2
1 + ∥U∥

3
4
2 ∥U∥

1
4
1 ∥H̃∥3)

6 1

8
∥U∥4 + C∥h∥2(∥h∥2 + 1)12, (2.28)

并且对 ∇2(∇×H × H̃) 的估计如下:

∥∇2(∇×H × H̃)∥0 6 C(∥H∥3∥H̃∥1 + ∥∇H∥L2∥∇2H̃∥L2)

6 1

8
∥H∥4 + C∥h∥2(∥h∥2 + 1)12, (2.29)

其他的项可类似估计. 因此, (2.17) 和 (2.18) 可由上述不等式得到.

9
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令 f , g ∈ H2(Ω), 显然 h ∈ H2(Ω). 定义空间 K0 为

K0 := {(U,H) ∈ H4
0,σ(Ω)×H4

0,σ(Ω) : ∥U∥1 + ∥H∥1 6 C1∥h∥1, ∥U∥2 + ∥H∥2 6 C2∥h∥0(∥h∥0+1)4,

∥U∥3 + ∥H∥3 6 C3∥h∥1(∥h∥1 + 1)8, ∥U∥4 + ∥H∥4 6 C4∥h∥2(∥h∥2 + 1)12}. (2.30)

因此, 由引理 2.4 可知, 既然常数 C1, . . . , C4 不依赖于 Ũ , 则对给定的 Ũ ∈ K0, 系统 (2.4) 的解 U

仍然属于 K0.

2.2 线性可压缩方程组

给定 (ṽ, θ̃) ∈ (H3∩H1
0 )×(H3∩H1

0 ),并给定线性不可压缩方程组 (2.4)得到的 (U,H) ∈ H4
0,σ×H4

0,σ,

本小节给出三维系统 (2.2)的线性方程组弱解的存在性和正则性估计,二维情形下可完全类似得到. 利

用 Tikhonov不动点定理, 可进一步得到带有边界条件 (1.7)的方程组 (1.6)的强解存在性. 为此, 对给

定的 (ṽ, θ̃) ∈ (H3 ∩ H1
0 ) × (H3 ∩ H1

0 ), 令 (ζ,v, θ) 为下面线性系统 (2.31) 的唯一解, 其存在性在后面

给出: 

U · ∇ζ + divv

ϵ
+ ṽ · ∇ζ + ζdivṽ = −ϵdiv(P (U + ṽ)),

U · ∇v − µ∆v − (µ+ λ)∇divv +
∇ζ +∇θ

ϵ
+ θ̃∇ζ + ζ∇θ̃ = ϵF̃ − ṽ · ∇ṽ,

U · ∇θ − κ∆θ +
divv

ϵ
+ ζdivṽ = ϵG̃− ṽ · ∇θ̃ − θ̃divṽ,

v = 0, θ = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζ = 0,

(2.31)

其中 (U,P,H) 是第 2.1 小节中系统 (2.4) 的解, 新外力 F̃ 和热源 G̃ 分别为

F̃ = (ϵP + ζ)f − (ϵP + ζ)(U + ṽ) · ∇(U + ṽ)− θ̃∇P − P∇θ̃,

G̃ = Ψ̃1 +Ψ2 − (ϵP + ζ)(U + ṽ) · ∇θ̃ − (ϵP + ζ)θ̃divṽ − Pdivṽ,

并且 Ψ̃1 = 2µD(U + ṽ) : D(U + ṽ) + λ(div(U + ṽ))2, Ψ2 = µ(∇×H)2.

因此, 对给定的 ṽ 和 θ̃, 构造映射 N :

N(ṽ, θ̃) := (v, θ).

为得到映射 N 存在不动点, 需要展示两点: 一是 N 需要将空间映射到自身, 二是映射 N 的弱连续性.

由不动点的存在性进而得到系统 (2.31) 弱解的存在性. 为此, 令

F̃ ′ = ϵPf − ϵP (U + ṽ) · ∇(U + ṽ)− θ̃∇P − P∇θ̃,

G̃′ = Ψ̃1 +Ψ2 − ϵP (U + ṽ) · ∇θ̃ − ϵP θ̃divṽ − P divṽ,

则

F̃ = F̃ ′ + ζf + ζ(U + ṽ) · ∇(U + ṽ), G̃ = G̃′ − ζ(U + ṽ) · ∇θ̃ − ζθ̃divṽ.
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2.2.1 弱解的存在性

线性稳态可压 Navier-Stokes 方程组边值问题弱解的存在性引理如下 (参见文献 [7]).

引理 2.5 令 F̃ ′, G̃′ ∈ H−1, f ∈ H2,并且 (U,P )是引理 2.3确定的系统 (2.4)的解. 若 ∥ṽ∥3+∥θ̃∥3
充分小, 则边值问题 (2.31) 存在唯一的弱解 (ζ,v, θ) ∈ H̄0 ×H1

0 ×H1
0 .

注 2.1 系统 (2.31) 的弱解是通过利用 ϕ ∈ H1, V ∈ H1
0 和 Θ ∈ H1

0 来测试系统 (2.31)1–(2.31)3

得到的.

注 2.2 文献 [42] 利用 Bergman 投影将线性问题简化为传输算子方程的边值问题, 然后证明了

强解的存在性以及当 ω = Re/(γMa2) 趋于 ∞ 时的不可压极限. 本文利用逼近理论、Leray-Schauder

不动点定理、紧性讨论和磨光方法, 得到了弱解的存在唯一性.

证明 证明分为 3 步.

第 1 步 逼近系统强解的构造.

首先假设 F̃ ′, G̃′ ∈ L2 (F̃ ′, G̃′ ∈ H−1 可利用稠密性进行处理). 定义截断函数

1α(ζ) =

1/α, 如果 ζ > 1/α,

ζ, 如果 ζ 6 1/α.

对任意固定的正数 β 和 α, 考虑 (2.31) 的逼近系统

−β∆ζ = −div(Uζ)− divv

ϵ
− div[1α(ζ)ṽ]− ϵdiv(P (U + ṽ)) =: divR1(ζ,v),

−µ∆v − (µ+ λ)∇divv = −∇(ζ + θ)

ϵ
− U · ∇v −∇[θ̃1α(ζ)] + ϵ[F̃ ′ + 1α(ζ)f

+1α(ζ)(U + ṽ) · ∇(U + ṽ)]− ṽ · ∇ṽ

=: R2(ζ,v, θ),

−κ∆θ = −U · ∇θ − divv

ϵ
− 1α(ζ)divṽ + ϵ{G̃′ − 1α(ζ)[(U + ṽ) · ∇θ̃

+ θ̃divṽ]} − ṽ · ∇θ̃ − θ̃divṽ

=: R3(ζ,v, θ),

v = 0, θ = 0,
∂ζ

∂n
= 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζdx = 0,

(2.32)

其中 n 为边界 ∂Ω 的外法线向量. 需要指出截断函数的引进使得下面的重要估计 (2.39) 成立.

接下来, 利用 Leray-Schauder 不动点定理得到 (2.32) 的强可解性. 为此, 首先考虑当 t ∈ [0, 1],

(χ,u, ϑ) ∈ H̄1 ×H1
0 ×H1

0 时以下方程组的边值问题:

−β∆ζ = divR1(tχ, tu),

−µ∆v − (µ+ λ)∇divv = R2(tχ, tu, tϑ),

−κ∆θ = R3(tχ, tu, tϑ),

v = 0, θ = 0,
∂ζ

∂n
= 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζ = 0.

(2.33)

已知由椭圆理论得到的 (Ũ , ṽ, θ̃) ∈ (H4
0,σ)× (H3 ∩H1

0 )× (H3 ∩H1
0 ) 和 1α(ζ) ∈ H1 (参见文献 [39,

引理 4.32 和 4.27]) 可得, 存在唯一的强解 (ζ,v, θ) ∈ H2 满足 (2.33) 并且

∥(ζ, θ,v)∥2 6 C(∥divR1(tχ, tu)∥0 + ∥(R1(tχ, tu), R2(tχ, tu, tϑ), R3(tχ, tu, tϑ))∥0). (2.34)

11



窦昌胜等: 带有大外力的稳态可压缩磁流体动力学方程边值问题强解的存在性和小 Mach 数极限

然后, 推导出问题强解 (ζ,v, θ) 的估计:

−β∆ζ = divR1(tζ, tv),

−µ∆v − (µ+ λ)∇divv = R2(tζ, tv, tθ),

−κ∆θ = R3(tζ, tv, tθ),

v = 0, θ = 0,
∂ζ

∂n
= 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζ = 0, t ∈ [0, 1].

(2.35)

利用 L2 能量估计, 易得关于 (ζ,v, θ) 的不等式∫
(µ|∇v|2 + (µ+ λ)(divv)2)dx

=
1

ϵ

∫
t(ζ + θ)divvdx+

∫
1α(tζ)θ̃divvdx

+

∫
{ϵ[F̃ ′ + 1α(tζ)f + 1α(tζ)(U + ṽ) · ∇(U + ṽ)]− ṽ · ∇ṽ}vdx, (2.36)

β

∫
|∇ζ|2dx+

1

ϵ

∫
ζdivvdx = −ϵ

∫
div(P (U + ṽ))ζdx− 1

2

∫
ζ1α(tζ)divṽdx, (2.37)∫

κ|∇θ|2dx+
1

ϵ

∫
θdivvdx

= ϵ

∫
G̃′θdx− ϵ

∫
(1α(tζ)(U + ṽ) · ∇θ̃ + 1α(tζ)θ̃divṽ)θdx

−
∫
(ṽ · ∇θ̃ + θ̃divṽ)θdx−

∫
1α(tζ)θdivṽdx. (2.38)

因为 t 6 1, ∥1α(ζ)∥20 6 |Ω|/α 和 ∥ζ∥0 6 C∥∇ζ∥0, 对等式 (2.36)–(2.38) 求和, 可得到如下估计:

∥(ζ,v, θ)∥1 < K ≡ K(1 + ∥(F̃ ′, G̃′)∥0 + ∥f∥1 + ∥(U, ṽ, θ̃, P )∥22), (2.39)

其中常数 K 依赖于已知量, 但不依赖于 t.

对给定的 (χ,u, ϑ) ∈ H̄1 ×H1
0 ×H1

0 , 定义算子 Tt 如下:

Tt(χ,u, ϑ) := (ζt,vt, θt) 为 (2.33) 的强解.

则解算子 Tt 满足以下性质 (C 为不依赖于 t 的常数):

• 由 (2.39), 可得

0 ̸∈ (I − Tt)(∂BK), (2.40)

其中

BK =

{
(ζ,v, θ) ∈ H1 ×H1

0 ×H1
0

∣∣∣∣ ∥(ζ,v, θ)∥1 < K,

∫
Ω

ζ = 0

}
.

• 令 B 是 H̄1 ×H1
0 ×H1

0 中以 0 为中心的球, 则对任意的 t ∈ [0, 1], TtB 是 H̄1 ×H1
0 ×H1

0 的预紧

集, 因为由 (2.34) 可得

∥Tt(χ,u, ϑ)∥2 6 C(∥(χ,u, ϑ)∥1 + 1)(1 + ∥(F̃ ′, G̃′)∥0 + ∥f∥1 + ∥(U, ṽ, θ̃, P )∥22).

• 对任意的 t, s ∈ [0, 1], 由椭圆正则性定理 (参见文献 [39, 引理 4.32 和 4.27]) 可得

∥Tt(χ,u, ϑ)− Ts(χ,u, ϑ)∥1 6 C(∥R1(tχ, tu)−R1(sχ, su)∥0

12
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+ ∥(R2(tχ, tu, tϑ), R3(tχ, tu, tϑ))− (R2(sχ, su, sϑ), R3(sχ, su, sϑ))∥−1)

6 C|t− s| ∥(ξ,u, ϑ)∥1(1 + ∥(U, ṽ, θ̃, P )∥22). (2.41)

相应地, 在 (2.33) 上利用 Leray-Schauder 不动点定理 (参见文献 [39, 第 1.4.11.7 小节]) 得到逼近

系统 (2.32) 的强解 (ζ,v, θ). 下文中记这样的强解为 (ζαβ ,v
α
β , θ

α
β ), 用以标记其依赖于 α, β > 0.

第 2 步 关于 (α, β) 的一致估计和极限过程.

因上面构造的强解 (ζαβ ,v
α
β , θ

α
β ) 满足 (2.36)–(2.38) (当 t = 1 时), 并且 |1α(ζαβ )| 6 |ζαβ |, 所以当

∥ṽ∥3 + ∥θ̃∥3 和 ϵ 足够小时, 有

∥vα
β ∥21 + ∥θαβ∥21 + β∥∇ζαβ ∥20 6 C∥ζαβ ∥20[∥θ̃∥2 + ϵ(∥f∥1 + ∥U + ṽ∥42)

+ ϵ∥ṽ∥3 + ϵ∥θ̃∥22(∥U + ṽ∥2H1 + ∥ṽ∥22) + ∥ṽ∥22] + Cϵ∥ζαβ ∥0∥P∥2∥U + ṽ∥2

+ Cϵ(∥F̃ ′∥2−1 + ∥G̃′∥2−1) + C∥ṽ∥41 + C∥ṽ∥21∥θ̃∥21. (2.42)

需注意的是, 在引理 2.3 的证明中, ∥ṽ∥3 + ∥θ̃∥3 和 ϵ 的小性不依赖于 α 和 β.

下面估计 ∥ζαβ ∥0. 根据文献 [42, 第 123 页] 的内容, 当函数 ξ ∈ L2(Ω) 且满足
∫
ξdx = 0 时, 可得

到函数 q ∈ H1
0 (Ω), 使得

div q = ξ, ∥q∥1 6 C(Ω)∥ξ∥0.

用此函数 q 乘以 (2.31)2, 将得到的方程在 Ω 上积分, 可得

1

ϵ

∫
(ζαβ + θαβ )divqdx = −

∫
(ζαβ θ̃)divqdx− ϵ

∫
[F̃ ′ + ζαβ f + ζαβ (U + ṽ) · ∇(U + ṽ)] · qdx

+

∫
ṽ · ∇ṽ · qdx+

∫
(U · ∇v) · qdx+

∫
µ∇v · ∇q + λdivv · divqdx.

取 ξ = ζαβ + θαβ − 1
|Ω|

∫
θαβdx 并利用 Young 不等式, 得到∥∥∥∥ζαβ + θαβ − 1

|Ω|

∫
θαβdx

∥∥∥∥2
0

6 Cϵ(∥vα
β ∥2H1

0
∥U∥21 + ∥ζαβ ∥20∥θ̃∥22 + ∥vα

β ∥22 + ∥ṽ∥42)

+ Cϵ2[∥F̃∥2−1 + ∥ζαβ ∥20(∥f∥21 + ∥U + ṽ∥42)]. (2.43)

易得 ∥∥∥∥ 1

|Ω|

∫
θαβdx

∥∥∥∥2
0

=
1

|Ω|

(∫
θαβdx

)2

6 ∥θαβ∥20. (2.44)

因此, 由 (2.42)–(2.44) 和 Poincaré 不等式可得

∥ζαβ ∥20 6 2∥ζαβ + θαβ∥20 + 2∥θαβ∥20

6
∥∥∥∥ζαβ + θαβ − 1

|Ω|

∫
θαβdx

∥∥∥∥2
0

+

∥∥∥∥ 1

|Ω|

∫
θαβdx

∥∥∥∥2
0

+ 2∥θαβ∥20

6 Cϵ(∥vα
β ∥20∥U∥21 + ∥ζαβ ∥20∥θ̃∥22 + ∥vα

β ∥21 + ∥ṽ∥41)

+ Cϵ2
[
∥F̃∥2−1 + ∥ζαβ ∥20(∥f∥21 + ∥U + ṽ∥42)

]
+ ∥ζαβ ∥20C[∥θ̃∥2 + ϵ(∥f∥1 + ∥U + ṽ∥42) + ϵ∥ṽ∥3

+ ϵ∥θ̃∥22(∥U + ṽ∥21 + ∥ṽ∥22) + ∥ṽ∥22] + Cϵ∥ζαβ ∥0∥P∥2∥U + ṽ∥2

13
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+ Cϵ(∥F̃ ′∥2−1 + ∥G̃′∥2−1) + C∥ṽ∥41 + C∥ṽ∥21∥θ̃∥21. (2.45)

结合 (2.42) 和 (2.45), 可知存在一个小的常数 ϵ1 > 0, 使得对任意的 ϵ 6 ϵ1 和充分小的

∥(ṽ, θ̃)∥3, 有

∥ζαβ ∥2H̄0 + ∥vα
β ∥20 + ∥θαβ∥21 + β∥∇ζαβ ∥0 6 C1, (2.46)

其中 C1 是不依赖于 ϵ, α 和 β 的正常数. 利用 (2.32)1 的椭圆正则性理论, 可知

∥ζαβ ∥2 6 C(β)∥(divR1(ζ
α
β ,v

α
β ), R1(ζ

α
β ,v

α
β ))∥0 6 C ≡ C(β,C1),

其中常数 C 不依赖于 α. 因此, 如果 α 充分小且固定 β, 则由嵌入定理 H2 ↪→ L∞, 可得

1α(ζ
α
β ) = ζαβ .

基于此和一致估计 (2.46), 可取 (2.32) 当 α → 0 时的极限 (同时保持 β 固定) 并利用标准的弱收

敛得到问题 (2.32) 将 1α 换为 1 的一个弱解 (ζβ ,vβ , θβ), 并且由 (2.46) 可知

∥ζβ∥20 + ∥vβ∥21 + ∥θβ∥21 + β∥∇ζβ∥0 6 C1.

利用上述关于 β 的一致估计, 用 1 来替代 (2.32) 中的 1α, 并取 β → 0, 得到原始问题 (2.31) 的一个弱

解 (ζ,v, θ) ((ζβ ,vβ , θβ) 的弱极限), 并满足 (2.46) 的极限估计

∥ζ∥20 + ∥v∥21 + ∥θ∥21 6 C1. (2.47)

注意 (2.47) 中的常数 C1 只依赖于 ∥(F̃ ′, G̃′)∥−1 (见 (2.46)) 并且 L2 在 H−1 中稠密, 则通过稠密性定

理可得, 当 F̃ ′, G̃′ ∈ H−1 时 (2.31) 存在一个弱解 (ζ,v, θ), 并且所得到的解 (ζ,v, θ) 满足 (2.31)1 的弱

形式, 即∫
Ω

[
− div(φU)ζ +

(
divv

ϵ
+ ṽ · ∇ζ + ζdivṽ

)
φ

]
dx = −

∫
Ω

ϵdiv(P (U + ṽ))φdx, ∀φ ∈ H1.

进而, 在 Ω 之外将 (ζ, P, U,v, ṽ) 延拓为 0, 仍定义延拓函数为 (ζ, P, U,v, ṽ), 可知在 R3 中上述等式仍

然成立, 即对任意的 φ ∈ H1(R3), 有∫
R3

[
− div(φU)ζ +

(
divv

ϵ
+ ṽ · ∇ζ + ζdivṽ

)
φ

]
dx = −

∫
R3

ϵdiv(P (U + ṽ))φdx. (2.48)

此为证明解的唯一性重要的一步.

第 3 步 系统 (2.31) 弱解的唯一性.

令 (ζ1,v1, θ1), (ζ2,v2, θ2) ∈ H̄0×H1
0×H1

0 是系统 (2.31)的两个弱解,并且令 ζ = ζ1−ζ2, v = v1−v2,

θ = θ1 − θ2, 可知 (ζ, v, θ) 是下面边值问题的解:

U · ∇ζ + divv

ϵ
+ ṽ · ∇ζ + ζdivṽ = 0,

U · ∇v − µ∆v−(µ+ λ)∇divv +
∇ζ +∇θ

ϵ
+θ̃∇ζ+ζ∇θ̃ = ϵ(ζf+ζ(U+ṽ) · ∇(U+ṽ)),

U · ∇θ − κ∆θ +
divv

ϵ
+ ζdivṽ = ϵ(−ζ(U + ṽ) · ∇θ̃ − ζθ̃divṽ),

v = 0, θ = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

ζ = 0.

(2.49)

14
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用 ζ 测试 (2.49) 并不属于 H1. 为克服此困难, 我们利用磨光技巧, 定义

(w)δ(x) =

∫
Ω

ζδ(x− y)w(y)dy, x ∈ Ω,

其中 ζδ 是 Friedrichs 磨光核.

现在, 取 (2.48) 中的测试函数 φ 作为磨光核光滑化 (2.49)1, 可得

U · ∇(ζ)δ +
(divv)δ

ϵ
+ ṽ · ∇(ζ)δ + (ζdivṽ)δ

= (U · ∇(ζ)δ − (U · ∇ζ)δ) + (ṽ · ∇(ζ)δ − (ṽ · ∇ζ)δ) a.e. 在 Ω 内, (2.50)

其中 U · ∇ζ = div(Uζ)− ζdivU 并且 ṽ · ∇ζ = div(ṽζ)− ζdivṽ.

既然由 Sobolev 嵌入定理知 ζ ∈ L2, 并且 U, ṽ ∈ H1
0 ∩W 1,∞, 则根据文献 [39, 引理 3.1] 中交换子

的 Friedrichs 不等式, 可得

U · ∇(ζ)δ − (U · ∇ζ)δ, ṽ · ∇(ζ)δ − (ṽ · ∇ζ)δ → 0 在 L2(Ω) 中强收敛. (2.51)

这里需指出 (2.51) 在全空间 R3 中也可得到, 即如果将 U , ṽ 和 ζ 在 Ω 的外部延拓为零, 则仍然可得

ζ ∈ L2(R3) 并且 U, ṽ ∈ H1
0 (R3) ∩W 1,∞(R3), 利用文献 [39, 引理 3.1] 进而得到 (2.51).

接着, 分别用 (ζ)δ, v 和 θ 试验 (2.50), (2.49)2 和 (2.49)3, 得到∫
(µ|∇v|2 + (µ+ λ)|∇v|2 + κ|∇θ|2)dx

= ϵ

∫
ζv[f + (U + ṽ) · ∇(U + ṽ)]− ζθ[(U + ṽ) · ∇θ̃ + θ̃divṽ]dx

+

∫ [
1

2
divṽ|(ζ)δ|2 + ζθ̃divv − (ζdivṽ)δ(ζ)δ − ζθdivṽ

]
dx

+

∫ {(
divv

ϵ
ζ − (divv)δ

ϵ
(ζ)δ

)
+ [(U · ∇(ζ)δ − (U · ∇ζ)δ) + (ṽ · ∇(ζ)δ − (ṽ · ∇ζ)δ)](ζ)δ

}
dx.

在上述等式两边取 δ → 0, 利用 (2.51) 并注意到 (参见 (2.51))∫ (
1

2
divṽ|(ζ)δ|2 − (ζdivṽ)δ(ζ)δ +

divv

ϵ
ζ − (divv)δ

ϵ
(ζ)δ

)
dx→ 0,

可有∫
(µ|∇v|2 + (µ+ λ)|∇v|2 + κ|∇θ|2)dx 6 C(∥ζ∥20 + ∥θ∥20)

[
(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥θ̃∥3 + ∥ṽ∥3(1 + ∥θ̃∥2)

]
+ ϵC(∥ζ∥20 + ∥v∥20)(∥f∥2 + ∥U∥2 + ∥ṽ∥2). (2.52)

另外, 对非齐次 Stokes 问题
−µ∆v +

∇ζ +∇θ
ϵ

= −U · ∇v + (µ+ λ)∇divv + ϵ[ζf + ζ(U + ṽ) · ∇(U + ṽ)]− (θ̃∇ζ + ζ∇θ̃),

divv = divv,

v = 0,

15
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得到估计

ϵ∥v∥1 + ∥ζ + θ∥0 6 ϵC{(∥U∥2 + 1)∥v∥1 + ∥v∥1 + ϵ∥ζ∥0[∥f∥2 + (∥U∥2 + ∥ṽ∥2)2] + ∥ζ∥0∥θ̃∥2}. (2.53)

结合 (2.52) 和 (2.53), 利用 Poincaré 不等式, 以及 ϵ, ∥ṽ∥3 和 ∥θ̃∥3 的小性, 得到

∥ζ∥0 + ∥v∥1 + ∥θ∥1 6 0, (2.54)

其蕴涵着 ζ1 = ζ2, v1 = v2 和 θ1 = θ2. 引理 2.3 得证.

为得到 (ζ,v, θ) 关于 ϵ 的一致高阶估计, 需要得到 ∥v∥1 和 ∥θ∥1 的有界性, 如下面定理所示.

引理 2.6 令 (U,P ) 是引理 2.3 给出的 (2.4) 的解, 且 F̃ , G̃ ∈ H−1, 则可得关于 ϵ 的一致估计:

∥v∥21 + ∥θ∥21 6 C5

[
∥ṽ∥3∥ζ∥20 + ϵ2(∥F̃∥2−1 + ∥G̃∥2−1) + ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0

+ ∥ṽ∥41 + ∥ζ∥21∥θ̃∥21 + ∥ṽ∥21(∥θ̃∥21 + ∥ζ∥21)
]
, (2.55)

其中常数 C5 > 0 不依赖于 ϵ.

证明 分别用 ζ, v 和 θ 乘以 (2.31)1, (2.31)2 和 (2.31)3 并积分求和, 得到

C ′(∥v∥21 + ∥θ∥21)

= −1

ϵ

∫
(divv(ζ + θ) + v · (∇ζ +∇θ))dx−

∫
[(U + ṽ) · ∇ζ · ζ + ζ2divṽ + ϵdiv(P (U + ṽ))ζ]dx

+

∫
(ϵF̃ − ṽ · ∇ṽ − θ̃∇ζ − ζ∇θ̃) · vdx+

∫ (
ϵG̃− ṽ · ∇θ̃ − (ζ + θ̃)divṽ

)
θdx

6 1

2
∥ṽ∥3∥ζ∥20 + δ(∥v∥21 + ∥θ∥21) + Cδ[ϵ

2(∥F̃∥2−1 + ∥G̃∥2−1) + ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0

+ ∥ṽ∥41 + ∥ζ∥21∥θ̃∥21 + ∥ṽ∥21(∥θ̃∥21 + ∥ζ∥21)], (2.56)

其中需要用到分部积分、Sobolev 不等式和

−1

ϵ

∫
((ζ + θ)divv + v · (∇ζ +∇θ))dx =

1

ϵ

∫
[(ζ + θ)divv − (ζ + θ)divv]dx = 0.

最后, 取 δ 适当小并利用 Poincaré 不等式, 则由 (2.56) 得到估计 (2.55).

2.2.2 Stokes 问题

本小节将动量方程 (2.31)2 重写为如下非齐次 Stokes 问题:
−µ∆v +

∇ζ +∇θ
ϵ

= ϵF̃ − ṽ · ∇ṽ − θ̃∇ζ − ζ∇θ̃ − U · ∇v + (µ+ λ)∇divv,

div v = div v,

v = 0 在 Ω 上,

(2.57)

进而得到 ∥v∥3 和 ∥∇(ζ+θ)
ϵ ∥1 的有界性.

由稳态 Stokes 问题的一般估计 (参见文献 [19, 第 IV 章])、Sobolev 嵌入公式 H2 ↪→ L∞ 和

∥divv∥21 6 δ∥v∥23 + Cδ∥v∥21, (2.58)

16
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可得

∥v∥2 +
∥∥∥∥∇ζ +∇θ

ϵ

∥∥∥∥
0

6 C(∥ϵF̃∥0 + ∥ṽ · ∇ṽ∥0 + ∥θ̃∇ζ∥0 + ∥ζ∇θ̃∥0 + ∥U · ∇v∥0 + ∥divv∥1), (2.59)

并且

∥v∥3 +
∥∥∥∥∇ζ +∇θ

ϵ

∥∥∥∥
1

6 C(∥ϵF̃∥1 + ∥ṽ · ∇ṽ∥1 + ∥θ̃∇ζ∥1 + ∥ζ∇θ̃∥1 + ∥U · ∇v∥1 + ∥divv∥2). (2.60)

结合 (2.55) 和 (2.58)–(2.61), 可得

∥v∥3 +
∥∥∥∥∇ζ +∇θ

ϵ

∥∥∥∥
1

6 C6(1 + ∥U∥22){ϵ(∥F̃∥1 + ∥G̃∥−1) + ∥ṽ∥23 + ∥θ̃∥3∥ζ∥2 + ∥ṽ∥1/23 ∥ζ∥0

+ [ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0]1/2 + ∥ṽ∥1(∥θ̃∥1 + ∥ζ∥1)}+ ∥∇2divv∥0, (2.61)

其中 C6 是不依赖于 ϵ 的正常数.

2.2.3 ∥∇2divv∥0 的估计

类似文献 [7,28,48] 中的证明, 为了控制 ∥∇2divv∥0, 分别考虑其内部估计和近边界估计. 为此, 需

要仔细考虑 (2.31) 中含有大参数 1/ϵ 的项的估计.

2.2.3.1 内部估计

首先, 利用 (2.59) 估计式得到 ∇2divv 的内部估计. 令 χ0 是 C∞
0 函数, 则有如下引理:

引理 2.7 存在一个正常数 C7 不依赖于 ϵ, 使得

µ∥χ0∇2v∥20 + (µ+ λ)∥χ0∇divv∥20 + κ∥χ0∇2θ∥20
6 C7[(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥21 + ϵ2(∥F̃∥20 + ∥G̃∥20) + ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥1 + ∥ṽ∥42

+ ∥ζ∥22∥θ̃∥22 + ∥U∥3(∥v∥21 + ∥θ∥21) + ∥ṽ∥22(∥θ̃∥21 + ∥ζ∥21) + ∥v∥21] + δ

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
0

. (2.62)

证明 将方程 (2.31) 关于 x 求微分, 可得

U j∂2ijζ +
∂idivv

ϵ
= −ṽj∂2ijζ − ∂i(U

j + ṽj)∂jζ − ṽj∂2ijζ − ∂i(ζdivṽ)−ϵ∂idiv(P (U+ṽ)),

U j∂2ijv
k + ∂iU

j∂jv
k − µ∂3ijjv

k − (µ+ λ)∂2ikdivv +
∂2ikζ + ∂2ikθ

ϵ

= ϵ∂iF̃
k − ∂i(ṽ

j∂j ṽ
k)− ∂2ik(θ̃ζ),

U j∂2ijθ + ∂iU
j∂jθ − κ∂3ijjθ +

∂idivv

ϵ
= ϵ∂iG̃− ∂i(ṽ

j∂j θ̃)− ∂i((ζ + θ̃)divṽ).

(2.63)

将 (2.63)1, (2.63)2 和 (2.63)3 分别乘以 χ2
0∂iζ, χ

2
0∂iv

k 和 χ2
0∂iθ, 并积分求和, 可得

µ∥χ0∂
2
ijv

k∥20 + (µ+ λ)∥χ0∂idivv∥20 + κ∥χ0∂
2
ijθ∥20

= −1

ϵ

∫
[χ2

0∂idivv(∂iζ + ∂iθ) + χ2
0∂iv

k∂k(∂iζ + ∂iθ)]dx

−
∫
(2µχ0∂jχ0∂

2
ijv

k∂iv
k + 2(µ+ λ)χ0∂kχ0∂idivv∂iv

k + 2κχ0∂jχ0∂
2
ijθ∂iθ)dx

−
∫
χ2
0[∂i(U

j + ṽj)∂jζ + (U j + ṽj)∂2jiζ + ∂iζdivṽ + ζ∂idivṽ + ϵ∂idiv(P (U + ṽ))]∂iζdx
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+

∫
χ2
0(ϵ∂iF̃

k − ∂i(ṽ · ∇ṽk)− ∂2ik(θ̃ζ))∂iv
kdx

+

∫
χ2
0(ϵ∂iG̃− ∂i(ṽ

j∂j θ̃)− ∂i((ζ + θ̃)divṽ))∂iθdx.

利用 Sobolev 不等式和 Young 不等式, 以及

− 1

ϵ

∫
[χ2

0∂idivv(∂iζ + ∂iθ) + χ2
0∂iv

k∂k(∂iζ + ∂iθ)]dx

=
1

ϵ

∫
2χ0∂kχ0∂iv

k(∂iζ + ∂iθ)dx+
1

ϵ

∫
[χ2

0∂iv
k∂k(∂iζ + ∂iθ)− χ2

0∂iv
k∂k(∂iζ + ∂iθ)]dx

=
1

ϵ

∫
2χ0∂kχ0∂iv

k(∂iζ + ∂iθ)dx

6 δ

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
0

+ Cδ∥v∥21,

对 i, j 和 k 求和, 得到

µ∥χ0∇2v∥20 + (µ+ λ)∥χ0∇divv∥20 + κ∥χ0∇2θ∥20

6 (∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥21 + δ

(
∥v∥22 + ∥θ∥22 +

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
0

)
+ Cδ[ϵ

2(∥F̃∥20 + ∥G̃∥20) + ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥1 + ∥ṽ∥42 + ∥ζ∥22∥θ̃∥22
+ ∥U∥3(∥v∥21 + ∥θ∥21) + ∥ṽ∥22(∥θ̃∥21 + ∥ζ∥21) + ∥v∥21].

将上式利用 Poincaré 不等式, 并选择适当小的 δ, 则引理得证.

引理 2.8 存在一个正常数 C8 不依赖于 ϵ, 使得

µ∥χ0∇3v∥20 + (µ+ λ)∥χ0∇2divv∥20 + κ∥χ0∇3θ∥20
6 C8[(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥22 + ϵ2(∥F̃∥21 + ∥G̃∥21) + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2 + ∥ṽ∥43

+ ∥ζ∥22∥θ̃∥22 + ∥U∥3(∥v∥22 + ∥θ∥22) + ∥ṽ∥22(∥θ̃∥22 + ∥ζ∥22) + ∥v∥22] + δ

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
1

. (2.64)

证明 对 (2.31) 关于 x 两次微分, 可得

U j∂3iljζ +
∂idivv

ϵ
= −ṽj∂3iljζ − ∂2il(U

j + ṽj)∂jζ − ∂i(U
j + ṽj)∂2jlζ

−∂l(U j + ṽj)∂2ijζ − ∂il(ζdivṽ)− ϵ∂2ildiv(P (U + ṽ)),

U j∂3ijlv
k + ∂lU

j∂2ijv
k + ∂2ilU

j∂jv
k + ∂iU

j∂2ljv
k−µ∂4iljjvk−(µ+λ)∂3ilkdivv+

∂3ilkζ+∂
3
ilkθ

ϵ

= ϵ∂2ilF̃
k − ∂2il(ṽ

j∂j ṽ
k)− ∂3ilk(θ̃ζ),

U j∂3ijlθ + ∂lU
j∂2ijθ + ∂2ilU

j∂jθ + ∂iU
j∂2ljθ − κ∂4iljjθ +

∂2ildivv

ϵ

= ϵ∂2ilG̃− ∂2il(ṽ
j∂j θ̃)− ∂2il((ζ + θ̃)divṽ).

(2.65)

将 (2.65)1, (2.65)2 和 (2.65)3 分别乘以 χ2
0∂

2
ilζ, χ

2
0∂

2
ilv

k 和 χ2
0∂

2
ilθ, 并积分求和, 得到

µ∥χ0∂
3
iljv

k∥20 + (µ+ λ)∥χ0∂
2
ildivv∥20 + κ∥χ0∂

3
iljθ∥20

18
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= −1

ϵ

∫
[χ2

0∂ildivv(∂ilζ + ∂2ilθ) + χ2
0∂

2
ilv

k∂k(∂
2
ilζ + ∂2ilθ)]dx

−
∫

[2χ0∂jχ0(µ∂
3
iljv

k∂2ilv
k + κ∂3iljθ∂

2
ilθ) + 2(µ+ λ)χ0∂kχ0∂ildivv∂ilv

k]dx

−
∫

[U j∂3iljζ + ṽj∂3iljζ + ∂2il(U
j + ṽj)∂jζ + ∂i(U

j + ṽj)∂2jlζ

+ ∂l(U
j + ṽj)∂2ijζ + ∂2il(ζdivṽ) + ϵ∂2ildiv(P (U + ṽ))]χ2

0∂
2
ilζdx

+

∫
[ϵ∂2ilF̃

k − ∂2il(ṽ
j∂j ṽ

k)− ∂3ilk(θ̃ζ)− (U j∂3ijlv
k + ∂lU

j∂2ijv
k

+ ∂2ilU
j∂jv

k + ∂iU
j∂2ljv

k)]χ2
0∂

2
ilv

kdx

+

∫
[ϵ∂2ilG̃− ∂2il(ṽ

j∂j θ̃)− ∂2il((ζ + θ̃)divṽ)− (U j∂3ijlθ + ∂lU
j∂2ijθ

+ ∂2ilU
j∂jθ + ∂iU

j∂2ljθ)]χ
2
0∂ilθdx.

利用分部积分和 Sobolev 不等式, 以及

− 1

ϵ

∫
[χ2

0∂
2
ildivv(∂

2
ilζ + ∂2ilθ) + χ2

0∂
2
ilv

k∂k(∂
2
ilζ + ∂2ilθ)]dx

=
1

ϵ

∫
[χ2

0∂
2
ilv

k∂k(∂
2
ilζ + ∂2ilθ)− χ2

0∂
2
ilv

k∂k(∂
2
ilζ + ∂2ilθ)]dx+

1

ϵ

∫
2χ0∂kχ0∂

2
ilv

k(∂2ilζ + ∂2ilθ)dx

=
1

ϵ

∫
2χ0∂kχ0∂

2
ilv

k(∂2ilζ + ∂2ilθ)dx

6 δ

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
1

+ Cδ∥v∥22,

并对 i, j 和 k 求和推导出

µ∥χ0∇3v∥20 + (µ+ λ)∥χ0∇2divv∥20 + κ∥χ0∇3θ∥20

6 (∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥22 + δ

(
∥v∥23 + ∥θ∥23 +

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
1

)
+ Cδ[ϵ

2(∥F̃∥21 + ∥G̃∥21) + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2 + ∥ṽ∥43 + ∥ζ∥22∥θ̃∥22
+ ∥U∥3(∥v∥22 + ∥θ∥22) + ∥ṽ∥22(∥θ̃∥22 + ∥ζ∥22) + ∥v∥22].

取适当小的 δ 并利用 Poincaré 不等式, 则定理得证.

2.2.3.2 边界估计

利用局部坐标系方法来得到边界附近的 ∇2divv 估计 (参见文献 [7, 28,48,49]). 为完整起见, 引入

局部坐标系. 首先, 利用等温坐标 λ(φ, ϕ) 来构建局部坐标系得到边界估计 (参见文献 [7, 48,49]), 其中

λφ · λφ > 0, λϕ · λϕ > 0, λφ · λϕ = 0.

边界 ∂Ω 可由有限个有界开集覆盖 W k ⊂ R3, k = 1, 2, . . . , L, 使得对任意的 x ∈W k ∩ Ω, 有

x = Λk(φ, ϕ, r) ≡ λk(φ, ϕ) + rn(λk(φ, ϕ)), (2.66)

其中 λk(φ, ϕ) 是等温坐标, 并且 n 是边界 ∂Ω 的单位外法向量.
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在无混淆的情况下, 将忽略每个 W k 的上指标 k. 构建局部坐标系下的正交系统

e1 :=
λφ
|λφ|

, e2 :=
λϕ
|λϕ|

, e3 := e1 × e2 ≡ n(λ). (2.67)

直接计算可得, 对足够小的 r, 有

C2 ∋ J := det JacΛ = det
∂x

∂(φ, ϕ, r)
= Λφ × Λϕ · e3

= |λφ||λϕ|+ r(|λφ|nϕ · e2 + |λϕ|nφ · e1) + r2[(nφ · e1)(nϕ · e2)− (nφ · e2)(nϕ · e1)]

> 0.

并且易推得如下关系: (JacΛ−1) ◦ Λ = (JacΛ)−1 (参见文献 [48]) 给出性质

[∇(Λ−1)1] ◦ Λ = J−1(Λϕ × e3), (2.68)

[∇(Λ−1)2] ◦ Λ = J−1(e3 × Λφ), (2.69)

[∇(Λ−1)3] ◦ Λ = J−1(Λφ × Λϕ) = e3, (2.70)

其中符号 ◦表示算子的复合.设定 y := (φ, ϕ, r),并定义 Di 为局部坐标系中关于 yi 的偏导数. 局部坐

标系中的未知量为

ζ̂(t, y) := ζ(t,Λ(y)), v̂(t, y) := v(t,Λ(y)), θ̂(t, y) := θ(t,Λ(y)),

已知量为

Û(t, y) := U(t,Λ(y)), ˆ̃v(t, y) := ˆ̃v(t,Λ(y)),
ˆ̃
θ(t, y) := θ̃(t,Λ(y)).

则系统 (2.31) 在区域 [0, T ]× Ω̃ (Ω̃ := Λ−1(W ∩ Ω)) 上可重写为

Û jakjDk ζ̂ +
akjDkv̂

j

ϵ
= −ˆ̃vjakjDk ζ̂ − ζ̂akjDk

ˆ̃vj − ϵakjDk(P̂ (Û
j + ˆ̃vj)),

Û jakjDkv̂
i − µakjDk(aljDlv̂

i)− (µ+ λ)akiDk(aljDlv̂
j) +

akiDk(ζ̂ + θ̂)

ϵ

= ϵ ˆ̃F i − ˆ̃vjakjDk
ˆ̃vi − ˆ̃

θakiDk ζ̂ − ζ̂akiDk
ˆ̃
θ,

Û jakjDkθ̂ − κakjDk(aljDlθ̂) +
akjDkv̂

j

ϵ
= ϵ ˆ̃G− ˆ̃vjakjDkθ̃ − ζ̂akjDk

ˆ̃vj − ˆ̃
θakjDk

ˆ̃vj ,

(2.71)

并带有边界条件

v̂(t, y) = 0, θ̂(t, y) = 0 在 ∂Ω̃ 上, (2.72)

其中 aij 是矩阵 Jac(Λ−1) = ∂y
∂x 的第 (i, j) 个分量. 显然, aij 是 C2 函数, 并且由 (2.68)–(2.70) 可知

3∑
j=1

a3ja3j = |n|2 = 1,
3∑

j=1

a1ja3j =
3∑

j=1

a2ja3j = 0. (2.73)

进而, 局部化系统有如下性质 (参见文献 [7, 48]):

命题 2.1 对 j = 1, 2, 3, 有 Di(Jaij) = 0; 在 ∂Ω̃ 上, 有 ςDτ v̂ = 0, ςDτDξv̂ = 0, 其中 τ, ξ = 1, 2

为切线方向, ς ∈ C∞
0 (Λ−1(W )). 类似地, 在 ∂Ω̃ 上, 有 ςDτ θ̂ = 0, ςDτDξ θ̂ = 0.
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因为 Dj =
∑3

i=1 aji∂i, 下面将频繁利用如下关系:

∥Dyv̂∥Lp(Ω) 6 C∥∇xv∥Lp(Ω), ∥D2
yv̂∥Lp(Ω) 6 C∥∇xv∥W 1,p(Ω), 1 6 p 6 ∞. (2.74)

上述不等式应用到 ζ, θ, U , ṽ 和 θ̃ 函数上.

由插值不等式 ∥ · ∥2H2 6 δ∥ · ∥2H3 + Cδ∥ · ∥2H1 , ∥∇2divu∥L2
t (L

2) 的边界估计可简化为估计∫ t

0

∫
Ω̃

Jχ2|D2
y(ajiDjU

i)|dyds

的有界性, 其中 χ 是 C∞
0 (Λ−1(W )) 函数. 所以, 将边界上函数的导数估计分成两部分: 切向上的导数

估计和法向上的导数估计.

(1) 切向上的导数估计. 将 D2
τξ 作用于 (2.71) (τ 和 ξ 是边界 ∂Ω̃ 上的切向变量), 得到

Û jakjD
3
kτξ ζ̂ +

1

ϵ
D2

τξ[akjDkv̂
j ]

= Dξ(Û
jakj)D

2
kτ ζ̂ +D2

τξ(Û
jakj)Dk ζ̂ +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ ζ̂

−D2
τξ[

ˆ̃vjakjDk ζ̂ + ζ̂akjDk
ˆ̃vj + ϵakjDk(P̂ (Û

j + ˆ̃vj))],

Û jakjD
3
kτξ v̂

i −D2
τξ[µakjDk(aljDlv̂

i) + (µ+ λ)akiDk(aljDlv̂
j)] +

1

ϵ
D2

τξ[akiDk(ζ̂ + θ̂)]

= Dξ(Û
jakj)D

2
kτ v̂

i +D2
τξ(Û

jakj)Dkv̂
i +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ v̂

i

+D2
τξ[ϵ

ˆ̃F i − ˆ̃vjakjDk
ˆ̃vi − ˆ̃

θakiDk ζ̂ − ζ̂akiDk
ˆ̃
θ],

Û jakjD
3
kτξ θ̂ − κD2

τξ[akjDk(aljDlθ̂)] +
1

ϵ
D2

τξ[akjDkv̂
j ]

= Dξ(Û
jakj)D

2
kτ θ̂ +D2

τξ(Û
jakj)Dkθ̂ +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ θ̂

+D2
τξ[ϵ

ˆ̃G− ˆ̃vjakjDkθ̃ − ζ̂akjDk
ˆ̃vj − ˆ̃

θakjDk
ˆ̃vj ].

(2.75)

将 (2.75)1, (2.75)2 和 (2.75)3 分别乘以 Jχ2Dτξ ζ̂, Jχ
2Dτξ v̂

i 和 Jχ2Dτξ θ̂, 并积分得到

−
∫
Ω̃

D2
τξ[µakjDk(aljDlv̂

i) + (µ+ λ)akiDk(aljDlv̂
j)] · Jχ2D2

τξ v̂
idy

−
∫
Ω̃

κD2
τξ[akjDk(aljDlθ̂)] · Jχ2D2

τξ θ̂dy

+

∫
Ω̃

Û jakj(D
3
kτξ ζ̂ · Jχ2D2

τξ ζ̂ +D3
kτξ v̂

i · Jχ2D2
τξ v̂

i +D3
kτξ θ̂ · Jχ2D2

τξ θ̂)dy

+
1

ϵ

∫
Ω̃

{D2
τξ[akjDkv̂

j ] · Jχ2D2
τξ ζ̂ +D2

τξ[akiDk(ζ̂ + θ̂)] · Jχ2D2
τξ v̂

i +D2
τξ[akjDkv̂

j ] · Jχ2D2
τξ θ̂}dy

=

∫
Ω̃

{Dξ(Û
jakj)D

2
kτ ζ̂ +D2

τξ(Û
jakj)Dk ζ̂ +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ ζ̂

−D2
τξ[ˆ̃v

jakjDk ζ̂ + ζ̂akjDk
ˆ̃vj + ϵakjDk(P̂ (Û

j + ˆ̃vj))]} · Jχ2D2
τξ ζ̂dy

+

∫
Ω̃

{Dξ(Û
jakj)D

2
kτ v̂

i +D2
τξ(Û

jakj)Dkv̂
i +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ v̂

i

+D2
τξ[ϵ

ˆ̃F i − ˆ̃vjakjDk
ˆ̃vi − ˆ̃

θakiDk ζ̂ − ζ̂akiDk
ˆ̃
θ]} · Jχ2D2

τξ v̂
idy

+

∫
Ω̃

{Dξ(Û
jakj)D

2
kτ θ̂ +D2

τξ(Û
jakj)Dkθ̂ +Dτ (Û

jakj)D
2
kξ θ̂

+D2
τξ[ϵ

ˆ̃G− ˆ̃vjakjDkθ̃ − ζ̂akjDk
ˆ̃vj − ˆ̃

θakjDk
ˆ̃vj ]} · Jχ2D2

τξ θ̂dy. (2.76)
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记 (2.76) 的左手端为 L′
1 + L′

2 + L′
3 + L′

4. 通过分部积分, 并利用边界条件, 可逐一进行如下估计:

L′
1 = −

∫
Ω̃

{D2
τξ(µakj)Dk(aljDlv̂

i) +Dτ (µakj)D
2
kξ(aljDlv̂

i)

+Dξ(µakj)Dk[Dτ (alj)Dlv̂
i + aljD

2
lτ v̂

i] + µakjDkξ[Dτ (alj)Dlv̂
i + aljD

2
lτ v̂

i]

+D2
τξ((µ+ λ)aki)Dk(aljDlv̂

j) +Dτ ((µ+ λ)aki)D
2
kξ(aljDlv̂

j)

+Dξ((µ+ λ)aki)Dk[Dτ (alj)Dlv̂
j + aljD

2
lτ v̂

j ]

+ (µ+ λ)akiD
2
kξ[Dτ (alj)Dlv̂

j + aljDlτ v̂
j ]} · Jχ2D2

τξ v̂
idy,

其中

−
∫
Ω̃

[µakjD
2
kξ(aljD

2
lτ v̂

i) + (µ+ λ)akiD
2
kξ(aljD

2
lτ v̂

j)] · Jχ2D2
τξ v̂

idy

=

∫
Ω̃

[µJχ2akjD
3
kτξ v̂

ialjD
3
lτξ v̂

i + (µ+ λ)Jχ2akiD
3
kτξ v̂

ialjD
3
lτξ v̂

j ]dy

+

∫
Ω̃

[Dk(µJχ
2akj)Dξ(aljDlτ v̂

i) ·D2
τξ v̂

i + µJχ2akjD
3
kτξ v̂

iDξ(alj)D
2
lτ v̂

i

+Dk((µ+ λ)Jχ2aki)Dξ(aljD
2
lτ v̂

i) ·D2
τξ v̂

i + µJχ2akiD
3
kτξ v̂

iDξ(alj)D
2
lτ v̂

j ]dy;

并且

L′
2 =

∫
Ω̃

κJχ2akjD
3
kτξ θ̂aljD

3
lτξ θ̂dy

+

∫
Ω̃

[Dk(κJχ
2akj)Dξ(aljD

2
lτ θ̂)D

2
τξ θ̂ + κJχ2akjD

3
kτξ θ̂Dξ(alj)D

2
lτ θ̂]dy

−
∫
Ω̃

{D2
τξ(κakj)Dk(aljDlθ̂) +Dτ (κakj)D

2
kξ(aljDlθ̂)

+Dξ(κakj)Dk[Dτ (alj)Dlθ̂ + aljD
2
lτ θ̂] + κakjD

2
kξDτ (alj)Dlθ̂} · Jχ2D2

τξ θ̂dy;

另外, 因为 akjDkÛ
j = 0, 所以有

L′
3 = −1

2

∫
Ω̃

Jχ2akjDkÛ
j(|D2

τξ ζ̂|2 + |D2
τξ v̂

i|2 + |Dτξ θ̂|2)dy

− 1

2

∫
Ω̃

Dk(Jχ
2akj)Û

j(|D2
τξ ζ̂|2 + |D2

τξ v̂
i|2 + |D2

τξ θ̂|2)dy

= −1

2

∫
Ω̃

Dk(Jχ
2akj)Û

j(|D2
τξ ζ̂|2 + |D2

τξ v̂
i|2 + |D2

τξ θ̂|2)dy;

至于 L′
4, 根据

1

ϵ

∫
Ω̃

D2
τξ[akiDk(ζ̂ + θ̂)] · Jχ2D2

τξ v̂
idy

= −1

ϵ

∫
Ω̃

Jχ2D2
τξ(akiDkv̂

i)D2
τξ(ζ̂ + θ̂)dy

+
1

ϵ

∫
Ω̃

[D2
τξ(aki)Dk(ζ̂ + θ̂) +Dτ (aki)D

2
kξ(ζ̂ + θ̂) +Dξ(aki)D

2
kτ (ζ̂ + θ̂)] · Jχ2D2

τξ v̂
idy

+
1

ϵ

∫
Ω̃

D2
ξτ (ζ̂ + θ̂)[D2

ξτ (aki)Dkv̂
i +Dτ (aki)Dkξ v̂

i +Dξ(aki)Dkτ v̂
i

−Dk(Jχ
2)akiD

2
τξ v̂

i −Dk(aki)Jχ
2D2

τξ v̂
i]dy,
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可得

L′
4 =

1

ϵ

∫
Ω̃

[D2
τξ(aki)Dk(ζ̂ + θ̂) +Dτ (aki)Dkξ(ζ̂ + θ̂) +Dξ(aki)D

2
kτ (ζ̂ + θ̂)] · Jχ2D2

τξ v̂
idy

+
1

ϵ

∫
Ω̃

D2
ξτ (ζ̂ + θ̂)[D2

ξτ (aki)Dkv̂
i +Dτ (aki)D

2
kξ v̂

i +Dξ(aki)D
2
kτ v̂

i

−Dk(Jχ
2)akiD

2
τξ v̂

i −Dk(aki)Jχ
2D2

τξ v̂
i]dy.

将上述不等式代入 (2.76), 利用 Sobolev 不等式和 Young 不等式及性质 (2.74), 可得∫
Ω̃

µJχ2akjD
3
kτξ v̂

ialjD
3
lτξ v̂

idy +

∫
Ω̃

(µ+ λ)Jχ2akiD
3
kτξ v̂

ialjD
3
lτξ v̂

jdy +

∫
Ω̃

κJχ2akjD
3
kτξ θ̂aljD

3
lτξ θ̂dy

6 C9

[
∥U∥3∥ζ∥22 + ∥ṽ∥3∥ζ∥22 + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2 + ∥U∥23(∥v∥1 + ∥θ∥1)

+ ϵ2(∥F̃∥21 + ∥G̃∥21) + ∥ṽ∥42 + ∥ζ∥22(∥ṽ∥22 + ∥θ̃∥22) + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22

+ (∥v∥21 + ∥θ∥21)
]
+ δ

(
∥v∥23 + ∥θ∥23 +

∥∥∥∥∇ζ +∇θ
ϵ

∥∥∥∥2
1

)
, (2.77)

其中 C9 为常数.

(2) 法向上的导数估计. 将 (2.71)2 乘以 a3i, 得到

− (2µ+ λ)D3(aljDlv̂
j) +

1

ϵ
D3(ζ̂ + θ̂)

= −a3iÛ jakjDkv̂
i + ϵa3i

ˆ̃F
i

− a3i ˆ̃v
j
akjDk

ˆ̃v
i
− ˆ̃
θD3ζ̂ − ζ̂D3

ˆ̃
θ

+ µ[a3iakjDk(aljDlv̂
i)−D3(aljDlv̂

j)], (2.78)

(2.78) 的右手端可重写为

µ[a3iakjDk(aljDlv̂
i)−D3(aljDlv̂

j)]

= µ[D3(a3j)D3v̂
j +D3(aτj)Dτ v̂

j + aτjD
2
3τ v̂

j − a3jD3(a3j)a3iD3v̂
i

− aτja3iDτaljDlv̂
i − aτjaξja3iD

2
τξ v̂

i − a3ja3iD3(aτj)Dτ v̂
i], τ, ξ = 1, 2, (2.79)

其不包括 D33v̂.

(i) 为得到 D2
τ3(aljDlv̂

j) 和 D2
τ3(akjDkθ̂) 的估计, 需要证明下面引理.

引理 2.9 存在一个常数 C10 和一个小的正数 δ > 0, 使得

2µ+ λ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
τ3(aljDlv̂

j)|2dy + κ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
τ3(akjDkθ̂)|2dy

6 C10

{
∥U∥24∥v∥21 + ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ∥22 +

∫
Ω̃

Jχ2|D3
τξyv|2dy

+ [∥U∥3∥ζ∥22 + ∥ṽ∥3∥ζ∥22 + (1 + ∥U∥3)∥θ∥22 + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2

+ ϵ2∥G̃∥21 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22∥ζ∥22]
}
+ δ(∥v∥23 + ∥θ∥23). (2.80)

证明 将 (2.78) 关于 yτ (τ = 1, 2) 进行微分, 然后乘以 −Jχ2Dτ3 (aljDlv̂
j) 并积分, 得到

2µ+ λ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
τ3(aljDlv̂

j)|2dy − 1

ϵ

∫
Ω̃

Jχ2D2
τ3(ζ̂ + θ̂)D2

τ3(aljDlv̂
j)dy
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6 C(∥a3iÛ jakjDkv̂
i∥21 + ϵ2∥ ˆ̃F i∥21 + ∥a3i ˆ̃vjakjDk

ˆ̃vi∥21

+ ∥ ˆ̃θD3ζ̂ + ζ̂D3
ˆ̃
θ∥21) + C

∫
Ω̃

Jχ2|D3
τξyv|2dy

6 C(∥U∥22∥v∥22 + ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ̃∥22) + C

∫
Ω̃

Jχ2|D3
τξyv|2dy. (2.81)

同时, 将算子 Dτ3 作用到 (2.71)3 和 (2.71)1 上, 并将所得的方程分别与 Jχ2D2
τ3θ̂ 和 Jχ2D2

τ3ζ̂ 作对偶

积分并相加, 得到

−
∫
Ω̃

κDτ3[akjDk(aljDlθ̂)] · Jχ2D2
τ3θ̂dy +

1

ϵ

∫
Ω̃

D2
τ3(akjDkv̂

j) · Jχ2(D2
τ3θ̂ +D2

τ3ζ̂)dy

+

∫
Ω̃

[D2
τ3(Û

jakjDk ζ̂) · Jχ2D2
τ3ζ̂ +D2

τ3(Û
jakjDkθ̂) · Jχ2D2

τ3θ̂]dy

= −
∫
Ω̃

D2
τ3{ˆ̃vjakjDk ζ̂ + ζ̂akjDk

ˆ̃vj + ϵakjDk[P̂ (Û
j + ˆ̃vj)]} · Jχ2D2

τ3ζ̂

+

∫
Ω̃

D2
τ3(ϵ

ˆ̃G− ˆ̃vjakjDkθ̃ − ζ̂akjDk
ˆ̃vj − ˆ̃

θakjDk
ˆ̃vj) · Jχ2D2

τ3θ̂dy. (2.82)

令 (2.82) 的左手端为 L′′
1 + L′′

2 + L′′
3 . 为控制 L′′

k (k = 1, 2, 3), 通过分部积分得到

L1
′′ = κ

∫
Ω̃

Jχ2D2
τ3(akjDkθ̂)D

2
τ3(aljDlθ̂)dy

−
∫
Ω̃

κJχ2D2
τ3θ̂(D

2
τ3(akj)Dk(aljDlθ̂) +Dτ (akj)D

2
3k(aljDlθ̂) +D3(akj)D

2
kτ (aljDlθ̂))dy

+ κ

∫
Ω̃

Dk(Jχ
2akj)D

2
τ3(θ̂)D

2
τ3(aljDlθ̂)dy

− κ

∫
Ω̃

Jχ2(D2
τ3(akj)Dkθ̂ +Dτ (akj)D

2
3kθ̂ +D3(akj)D

2
kτ θ̂) ·D2

τ3(aljDlθ̂)dy

和

L3
′′ =

∫
Ω̃

Jχ2D2
τ3ζ̂ · (D2

τ3(Û
jakj)Dk ζ̂ +Dτ (Û

jakj)D
2
k3ζ̂ +D3(Û

jakj)D
2
kτ ζ̂)dy

− 1

2

∫
Ω̃

(Dk(Jχ
2akj)Û

j |D2
τ3ζ̂|2 + Jχ2akjDkÛ

j |D2
τ3|2)dy

+

∫
Ω̃

(D2
τ3(Û

jakj)Dkθ̂ +Dτ (Û
jakj)D

2
k3θ̂ +D3(Û

jakj)D
2
kτ θ̂) · Jχ2D2

τ3θ̂dy

− 1

2

∫
Ω̃

(Dk(Jχ
2akj)Û

j |D2
τ3θ̂|2 + Jχ2akjDkÛ

j |D2
τ3θ̂|2)dy.

将 L′′
1 和 L′′

3 的估计代入 (2.82), 可得

κ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
τ3(akjDkθ̂)|2dy +

1

ϵ

∫
Ω̃

Jχ2D2
τ3(ζ̂ + θ̂)D2

τ3(aljDlv̂
j)dy

6 ∥θ∥22 + δ(∥D2
3k(aljDlθ̂)∥20 + ∥D2

kτ (aljDlθ̂)∥20 + ∥θ∥23)

+ C[∥U∥3∥ζ∥22 + ∥U∥3∥θ∥22 + ∥ṽ∥3∥ζ∥22 + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2

+ ϵ2∥G̃∥21 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22∥ζ∥22]. (2.83)

由 Sobolev 不等式和 Young 不等式, 将 (2.81) 和 (2.83) 求和得到估计 (2.80).
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(ii) 现在需要得到 ∥D2
33(aijDiv̂

j)∥0 的估计. 将算子 D3 作用于 (2.78), 得到

− (2µ+ λ)D2
33(aljDlv̂

j) +
1

ϵ
D2

33(ζ̂ + θ̂)

= D3(a3i)(−Û jakjDkv̂
i + ϵ ˆ̃F i − ˆ̃vjakjDk

ˆ̃vi)− a3iD3(Û
jakjDkv̂

i − ϵ ˆ̃F i + ˆ̃vjakjDk
ˆ̃vi)

−D3(
ˆ̃
θD3ζ̂ + ζ̂D3

ˆ̃
θ) +O(1)(D3

33τ v̂
j +D2

3lv̂
j +Dlv̂

j). (2.84)

将等式 (2.84) 乘以 −Jχ2D2
33(aljDlv̂

j) 并积分, 得到

2µ+ λ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
33(aljDlv̂

j)|2dy − 1

ϵ

∫
Ω̃

Jχ2D2
33(aljDlv̂

j) ·D2
33(ζ̂ + θ̂)dy

6 C(∥U∥22∥v∥22 + ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ̃∥22) + ∥v∥22 + ∥v∥21 +
∫
Ω̃

Jχ2|D3
33τ v̂|2dy. (2.85)

相应地,将算子 D2
33 作用于 (2.71)1 和 (2.71)3,并将得到的方程分别乘以 Jχ2D2

33ζ̂ 和 Jχ2D2
33θ̂ 积分求

和, 得到

κ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
33(akjDkθ̂)|2dy +

1

ϵ

∫
Ω̃

Jχ2D2
33(aljDlv̂

j) ·D2
33(ζ̂ + θ̂)dy

6 C∥θ∥22(1 + ∥U∥3) + δ∥θ∥23 + ∥U∥3∥ζ∥22 + ∥ṽ∥3∥ζ∥22 + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2

+ ϵ2∥G̃∥21 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22∥ζ∥22. (2.86)

结合 (2.85) 和 (2.86), 可得存在一个正常数 C11 和一个小的 δ, 使得

2µ+ λ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
33(aljDlv̂

j)|2dy + κ

2

∫
Ω̃

Jχ2|D2
33(akjDkθ̂)|2dy

6 δ(∥θ∥23 + ∥v∥23) + C11

{
(∥U∥24∥v∥21 + ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ̃∥22)

+

[
∥v∥21 +

∫
Ω̃

Jχ2|D3
33τ v̂|2dy + ∥θ∥21(1 + ∥U∥3) + ∥U∥3∥ζ∥22 + ∥ṽ∥3∥ζ∥22

+ ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2 + ϵ2∥G̃∥21 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22∥ζ∥22
]}
. (2.87)

(iii) 为得到 (2.87) 的右端 D3
33τ v̂ 的估计, 在边界附近区域上原坐标下引入如下辅助的 Stokes

问题: 
−µ∆x[(χDτ v̂) ◦ Λ−1] +

1

ϵ
∇x[(χDτ (ζ̂ + θ̂)) ◦ Λ−1] = G1 在 W ∩ Ω 内,

divx[(χDτ v̂) ◦ Λ−1] = G2 在 W ∩ Ω 内,

(χDτ v̂) ◦ Λ−1 = 0 在 W ∩ Ω 内,

其中

Gi
1 = χDτ [(µ+ λ)akiDk(aljDlv̂

j) + ϵ̂̃F i −ˆ̃vjakjDk̂̃v
i −ˆ̃θakiDk ζ̂ − ζ̂akiDk̂̃θ

− Û jakjDkv̂
i] + o(1)

[
Dlv̂

i +D2
klv̂

i +
1

ϵ
Dk(ζ̂ + θ̂)

]
和

Gi
2 = o(1)(Dτ v̂

j +Dkv̂
j +D2

τkv̂
j),
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其估计如下:

∥G1∥2L2 6 C

(∥∥∥∥∇(ζ + θ)

ϵ

∥∥∥∥2
L2

+

∫
Ω̃

Jχ2|D2
τk(aljDlv̂

j)|2dy
)
+ δ∥v∥23

+ Cδ∥v∥21 + C(ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ̃∥22 + ∥U∥43∥v∥21) (2.88)

并且

∥G2∥2H1 6 δ∥v∥23 + Cδ∥v∥21 + C

∫
Ω̃

Jχ2|Dτk(aljDlv̂
j)|2dy. (2.89)

由 Stokes 问题正则性定理 (参见文献 [19]), 可知∫
W∩Ω

|∆x(χDτ v̂) ◦ Λ−1(x)|2dx 6 C(∥G1∥2L2(W∩Ω) + ∥G2∥2H1(W∩Ω)), (2.90)

其中 (2.90) 的左手端等于∫
W∩Ω

|∆x(χDτ v̂) ◦ Λ−1(x)|2dx

=

∫
Ω̃

J

∣∣∣∣ 3∑
j=1

3∑
k=1

akjDk

( 3∑
l=1

aljDl(χDτ v̂)

)∣∣∣∣2dy
=

∫
Ω̃

Jχ2

∣∣∣∣ 3∑
j,k,l=1

akjaljD
3
klτ v̂

∣∣∣∣2dy + o(1)

∫
Ω̃

(|Dτ v̂|2 + |D2
yτ v̂|2)dy.

并且利用 (2.73) 可得

D3
33τ v̂ =

3∑
j,k,l=1

akjaljD
3
klτ v̂ −

∑
16k,l62

3∑
j=1

akjaljD
3
klτ v̂,

由此以及 (2.88)、(2.89) 和不等式 (2.90) 给出

(C11 + 1)

∫
Ω̃

Jχ2|D3
33τ v̂|2dy

6 C(∥G1∥2L2(W∩Ω) + ∥G2∥2H1(W∩Ω)) + C

∫
Ω̃

Jχ2|D3
τξ(µ+λ)v̂|

2dy + Cδ∥∇v∥2L2 + δ∥v∥23

6 δ∥v∥23 + C12

[
∥v∥21 +

∥∥∥∥∇(ζ + θ)

ϵ

∥∥∥∥2
0

+

∫
Ω̃

Jχ2(|D3
ξτyv̂|2 + |D2

3τ (aljDlv̂
j)|2)dy

+ (ϵ2∥F̃∥21 + ∥ṽ∥42 + ∥θ̃∥22∥ζ∥22 + ∥U∥43∥v∥21)
]
. (2.91)

令

Φχ :=

∫
Ω̃

Jχ2(|D3
τξyv̂|2 + |D2

τ3(aljDlv̂
j)|2 + |D2

33(aljDlv̂
j)|2 + |D3

33τ v̂|2)dy

并且

Ψχ :=

∫
Ω̃

Jχ2(akj |D3
kτξ θ̂|2 + |D2

τ3(akjDkθ̂)|2 + |D2
33(akjDkθ̂)|2)dy,

利用如同估计 (2.59) 的 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式, 由 (2.77), (2.80), (2.87) 和 (2.91) 可

推导出

Φχ +Ψχ 6 ∥U∥3∥ζ∥22 + (∥ṽ∥3 + ∥ṽ∥22)∥ζ∥22 + ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3)∥ζ∥2
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+ C(1 + ∥U∥43)(∥v∥21 + ∥θ∥21) + δ

(
∥v∥23 + ∥θ∥23 +

∥∥∥∥∇(ζ + θ)

ϵ

∥∥∥∥2
1

)
+ Cδ[ϵ

2(∥F̃∥21 + ∥G̃∥21) + ∥ṽ∥42 + (∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22)∥ζ∥22 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22]. (2.92)

将上式与 (2.61)–(2.64) 联合, 可得

∥v∥23 + ∥θ∥23 +
∥∥∥∥∇ζ +∇θ

ϵ

∥∥∥∥2
1

6 C12{∥U∥3∥ζ∥22 + (1 + ∥U∥43)[ϵ∥P∥3(∥U∥3 + ∥ṽ∥3) + (∥θ̃∥22 + ∥ṽ∥22 + ∥ṽ∥3)]∥ζ∥22
+ (1 + ∥U∥43)(∥v∥21 + ∥θ∥21) + (1 + ∥U∥43)[ϵ2(∥F̃∥21 + ∥G̃∥21) + ∥ṽ∥42 + ∥ṽ∥22∥θ̃∥22]}. (2.93)

2.2.4 ζ 的有界性

在下面引理中, 我们得到了 ∥ζ∥1 和 ∥ζ∥2 的上界估计.

引理 2.10 存在一个小的 δ > 0 和两个不依赖于 ϵ 的正常数 C13 和 C14, 使得

∥ζ∥1 6 C13[ϵ
2∥F̃∥0 + ϵ(∥ṽ∥2∥ṽ∥1 + ∥θ̃∥2∥ζ∥2 + ∥U∥2∥v∥2 + ∥divv∥1 + (∥F̃∥−1 + ∥G̃∥−1))

+ ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2) + ∥ṽ∥
1
2
3 ∥ζ∥0 + ∥ṽ∥22 + ∥ζ∥1∥θ̃∥1 + ∥ṽ∥1(∥θ̃∥1 + ∥ζ∥1)] (2.94)

并且

∥ζ∥2 6 C14(1 + ϵ)(1 + ∥U∥22){ϵ(∥F̃∥1 + ∥G̃∥−1) + ∥ṽ∥23 + ∥θ̃∥3∥ζ∥2 + ∥ṽ∥
1
2
3 ∥ζ∥0

+ [ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0]
1
2 + ∥ṽ∥1(∥θ̃∥1 + ∥ζ∥1)}+ ϵ∥v∥3 + δ∥θ∥3. (2.95)

证明 由 (2.59) 可知

ϵ∥v∥2 + ∥∇ζ +∇θ∥0 6 C[ϵ2∥F̃∥0 + ϵ(∥ṽ∥2∥ṽ∥1 + ∥θ̃∥2∥ζ∥2 + ∥U∥2∥v∥2 + ∥divv∥1)].

利用引理 2.6, 由上式可得

∥∇ζ∥1 6 ∥∇ζ +∇θ∥0 + ∥∇θ∥0

6 C[ϵ2∥F̃∥0 + ϵ(∥ṽ∥2∥ṽ∥1 + ∥θ̃∥2∥ζ∥2 + ∥U∥2∥v∥2 + ∥divv∥1)]

+ C[∥ṽ∥3∥ζ∥20 + ϵ2(∥F̃∥2−1 + ∥G̃∥2−1) + ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0

+ ∥ṽ∥41 + ∥ζ∥21∥θ̃∥21 + ∥ṽ∥21(∥θ̃∥21 + ∥ζ∥21)]1/2.

利用 Poincaré 不等式和 Young 不等式, 以及如下事实:

(A1 +A2 + · · ·+An)
1/2 6 A

1/2
1 +A

1/2
2 + · · ·+A1/2

n , 其中 Ai > 0 i = 1, . . . , n, (2.96)

可直接得到估计 (2.94).

另外, 由估计 (2.61) 可得

∥∇ζ∥1 6 ∥∇ζ +∇θ∥1 + ∥∇θ∥1

6 Cϵ(1 + ∥U∥22){ϵ(∥F̃∥1 + ∥G̃∥−1) + ∥ṽ∥23 + ∥θ̃∥3∥ζ∥2 + ∥ṽ∥
1
2
3 ∥ζ∥0

+ [ϵ∥P∥2(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥ζ∥0]
1
2 + ∥ṽ∥1(∥θ̃∥1 + ∥ζ∥1)}+ ϵ∥v∥3 + δ∥θ∥3 + Cδ∥θ∥1,

其结合 Poincaré 不等式、(2.94) 和 (2.96), 上式可蕴涵 (2.95).
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3 非线性问题解的存在性

本节证明非线性问题 (1.6) 解的存在性, 所采用的方法为 Tikhonov 定理 (参见文献 [39]). 为完整

起见, 我们陈述定理如下:

定理 3.1 (Tikhonov 定理, 参见文献 [39, 第 72 页, 第 1.4.11.6 小节]) 令 M 是一个可分自反

Banach 空间 X 的一个非空有界闭凸子集, F :M →M 是一个弱连续映射 (即若 xn ∈M , 在 X 中 xn

弱收敛到 x, 则在 X 中 F (xn) 弱收敛于 F (x)), 则有 F 在 M 中至少存在一个不动点.

定义 Banach 空间 X 如下:

X = H̄1 ×H1
0 ×H1

0 ×H1
0 ,

易证其为可分自反的.

K1(E) 是 X 的一个凸子集, 定义为

K1(E) = {(v, θ) ∈ (H3 ∩H1
0 )× (H3 ∩H1

0 ) | ∥v∥3 + ∥θ∥3 6 E},

其中 E < 1 是一个小的正常数. 根据范数的下半连续性, 易知子集 K1(E) 也是 X 中的闭集.

定义空间

K = K0 ×K1(E),

其中 K0 由 (2.30) 定义, 则 K 是 X 中的非空有界闭凸子集.

定义非线性算子 N , 从 K 映射到 X, 如下:

N(Ũ , ṽ, H̃, θ̃) := (U,v,H, θ),

其中当给定 (Ũ , ṽ, H̃, θ̃) 时, U,H 和 (v, θ) 是 (2.4) 和 (2.31) 的解.

接着, 需要找到在 K 中算子 N 的一个不动点 (U,v, θ), 使得 (U,v, H̃, θ) = N(U,v,H, θ). 利用定

理 2.3 和 2.6 中弱解的存在性, 可得 (U,H, P ) 和 (ζ,v, θ) 分别是 (2.1) 和 (2.2) 的边值问题的解. 因此

(U + v,H, ϵP + ζ, θ)将是系统 (1.6)的解. 为此, 需要得到算子 N 将 K 映射到自身, 并且 N : K → K

是一个弱连续映射.

引理 3.1 存在一个小常数 ϵ0 > 0, 只依赖于 Ω, µ, λ,ν, f 和 g, 使得对任意的 ϵ ∈ (0, ϵ0), K 是 X

中的非空有界闭凸子集, 并且 N(K) ⊂ K.

证明 由定义, 显然 K ⊂ X 是非空有界闭凸子集. 下面证明算子 N 将空间 K 映到自身, 即

N(K) ⊂ K. 为此, 令 (Ũ , ṽ, H̃, θ̃) ⊂ K 并且 (U,v, θ,H) = N(Ũ , ṽ, θ̃, H̃). 由引理 2.3 和 2.4 可知, 对所

有的 (Ũ , H̃) ∈ K0, 有 (U,H) ∈ K0. 因此, 需要推导 (v, θ) ∈ K1(E), 当 (ṽ, θ̃) ∈ K1(E)时. 由 (2.17)和

(2.18), 可得

∥U∥3 + ∥H∥3 + ∥∇P∥1 6 Q1 并且 ∥U∥4 + ∥H∥4 + ∥∇P∥2 6 Q2, (3.1)

其中 Q1 = C3∥h∥1(∥h∥1 + 1)8, Q2 = C4∥h∥2(∥h∥2 + 1)12.

一方面, 根据 F̃ 和 G̃ 的定义, 由 (3.1) 可得

∥F̃∥1 = ∥(ϵP + ζ)f − (ϵP + ζ)(U + ṽ) · ∇(U + ṽ)− θ̃∇P − P∇θ̃∥1

6 C[∥ζ∥2(∥f∥1 + ∥U∥22 + ∥ṽ∥22) + ϵ∥P∥2(∥f∥1 + ∥U∥22 + ∥ṽ∥22 + ∥θ̃∥2)]

6 C∥ζ∥2(∥f∥1 + (Q1 + 1)2) + ϵCQ1(∥f∥1 + (Q1 + 1)2), (3.2)
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∥G̃∥1 = ∥Ψ̃1 + Ψ̃2 − (ϵP + ζ)(U + ṽ) · ∇θ̃ + (ϵP + ζ)θ̃divṽ + Pdivṽ∥1

6 C[ϵ(∥U∥22 + ∥H∥22 + ∥ṽ∥22) + (∥ζ∥2 + ϵ∥P∥2)(∥U∥2 + ∥ṽ∥2)∥θ̃∥2 + ∥P∥2∥ṽ∥2]

6 C∥ζ∥2(Q1 + 1) + C(ϵ(Q1 + 1)2 + (Q1 + 1)). (3.3)

由 Poincaré 不等式和引理 2.6, 可得

∥v∥1 + ∥θ∥1 6 C{(E 1
2 + E)∥ζ∥2 + ϵ[∥ζ∥2(Q1 + 1) + C(∥ζ∥2(∥f∥1 + (Q1 + 1)2)

+ ϵCQ1(∥f∥1 + (Q1 + 1)2) + ϵ(Q1 + 1)2 + (Q1 + 1))]

+ ϵCδ(Q1 + 1)2 + E2}+ δ∥ζ∥2

6 C[E
1
2 + ϵ(∥f∥1 + (Q1 + 1)2)]∥ζ∥2 + ϵ2CQ1(∥f∥1 + (Q1 + 1)2) + CE2

+ δ∥ζ∥2 + ϵCδ(Q1 + 1)2, (3.4)

这里利用了估计 (3.1)–(3.3).

另一方面, 由 Poincaré 不等式、Young 不等式、(3.4) 和 (2.95), 可得

∥ζ∥2 6 C(1 + ϵ)(1 +Q2
1){ϵ[∥ζ∥2(∥f∥1 + (Q1 + 1)2) +Q1(∥f∥1 + (Q1 + 1)2)

+ ∥ζ∥2(Q1 + 1) + (ϵ(Q1 + 1)2 + (Q1 + 1))] +E2 + (E + E
1
2 )∥ζ∥2

+ ϵ
1
2Q

1
2
1 (Q1 + E)

1
2 ∥ζ∥

1
2
2 + E(E + ∥ζ∥2)}+ ϵ∥v∥3 + δ∥θ∥3

6 C15(1 + ϵ)(1 +Q2
1){ϵ[∥f∥1 + (Q1 + 1)2 + (Q1 + 1)] + (E + E

1
2 ) + δ}∥ζ∥2

+ ϵ∥v∥3 + δ∥θ∥3 + C15(1 + ϵ)(1 +Q2
1){ϵ(Q1 + 1)2

+ ϵ[Q1(∥f∥1 + (Q1 + 1)2) + (ϵ(Q1 + 1)2 + (Q1 + 1))] + E2}, (3.5)

其中 C15 是正常数.

结合 (2.93) 和 (3.2)–(3.5), 可知存在一个正常数 C16, 使得

∥v∥3 + ∥θ∥3 + ∥ζ∥2 6 C16(1 +Q1)
5{ϵ[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + (E + E

1
2 ) + δ}∥ζ∥2

+ ϵQ
1
2
1 ∥v∥3 + δQ

1
2
1 ∥θ∥3 + C16(1 +Q1)

5{ϵ(Q1 + 1)2

+ ϵ(1 +Q1)[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + E2}. (3.6)

因此, 取 δ 足够小并选择适当小的 ϵ0 和 E, 可得

C16(1 +Q1)
5{ϵ0[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + (E + E

1
2 )} < 1, ϵ0Q

1
2
1 < 1,

C16(1 +Q1)
5{ϵ0(Q1 + 1)2 + ϵ0(1 +Q1)[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + E2} < E.

由 (3.6) 可推导出, 对所有的 ϵ ∈ (0, ϵ0), 有

∥v∥3 + ∥θ∥3 + ∥ζ∥2 6 E,

由此可直接推导出 ∥v∥3 + ∥θ∥3 6 E. 证毕.

引理 3.2 令 N,X,K0 和 K1(E) 为引理 3.1 所示, 则 N : K → K 是弱连续算子.
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证明 根据弱连续算子的定义 (参见文献 [39, 第 72页,第 1.4.11.6小节]), 需要证明在 X 的范数

意义下 N 在 K 上连续.

令 (Ui,vi, θi,Hi) = N(Ũi, ṽi, θ̃i, H̃i), i = 1, 2. 特别地, 给定 (Ũi, ṽi, θ̃i, H̃i), 令 (Ui, Pi,Hi) ∈
(H4

0,σ)× H̄3 × (H4
0,σ) 和 (ζi,vi, θi) ∈ H̄2 × (H3 ∩H1

0 )× (H3 ∩H1
0 ) 分别是 (2.4) 和 (2.31) 的解, 即

(Ũi + ṽi) · ∇Ui − µ∆Ui +∇Pi = h+ (∇×Hi)× H̃i,

divUi = 0,

ν∇× (∇×Hi) = ∇× (Ui × H̃i) +∇× (ṽi ×Hi),

divHi = 0,

Ui = 0, Hi · n = 0, (∇×Hi)× n = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

Pidx = 0

(3.7)

和 
Ui · ∇ζi +

divvi

ϵ
= −ṽi · ∇ζi − ζidivṽi − ϵdiv(Pi(Ui + ṽi)),

Ui · ∇vi − µ∆vi − (µ+ λ)∇divvi +
∇ζi +∇θi

ϵ
= ϵF̃i − ṽi · ∇ṽi − θ̃i∇ζi − ζi∇θ̃i,

Ui · ∇θi − κ∆θi +
divvi

ϵ
= ϵG̃i − ṽi · ∇θ̃i − ζidivṽi − θ̃idivṽi,

(3.8)

其中新外力 F̃i 和新热源 G̃i 表达式为

F̃i = (ϵPi + ζi)f − (ϵPi + ζi)(Ui + ṽi) · ∇(Ui + ṽi)− θ̃i∇Pi − Pi∇θ̃i,

G̃i = Ψ̃1i + Ψ̃2i − (ϵPi + ζi)(Ui + ṽi) · ∇θ̃i + (ϵPi + ζi)θ̃idivṽi + Pidivṽi.

令

W = U2 − U1, W̃ = Ũ2 − Ũ1, Q = P2 − P1, ξ = ζ2 − ζ1,

w = v2 − v1, w̃ = ṽ2 − ṽ1, M = H2 −H1, M̃ = H̃2 − H̃1,

β = θ2 − θ1, β̃ = θ̃2 − θ̃1, J = F̃2 − F̃1, I = G̃2 − G̃1,

则得到如下系统:

(Ũ1 + ṽ1) · ∇W − µ∆W +∇Q = −(W̃ + w̃) · ∇U2 + (∇×M)× H̃2 + (∇×H1)× M̃,

divW = 0,

ν∇× (∇×M) = ∇× (W × H̃2) +∇× (U1 ×M) +∇× (w̃ ×H2) +∇× (ṽ1 ×M),

divM = 0,

U = 0, M · n = 0, (∇×M)× n = 0 在 ∂Ω 上,

∫
Ω

Qdx = 0

(3.9)

和 

U1 · ∇ξ +
divw

ϵ
= −div(ṽ1ξ + w̃ζ2)− ϵdiv(P1(W + w̃) +Q(U2 + ṽ2))−W · ∇ζ2,

U1 · ∇w − µ∆w − (µ+ λ)∇divw +
∇ξ +∇β

ϵ

= ϵJ − w̃ · ∇ṽ2 − ṽ1 · ∇w̃ −W · ∇v2 −∇(θ̃1ξ + β̃ζ2),

U1 · ∇β − κ∆β +
divw

ϵ

= ϵI − w̃ · ∇θ̃2 − ṽ1 · ∇β̃ −W · ∇θ2 − ξdivṽ1 − ζ2divw̃ − β̃divṽ1 − θ̃2divw̃,

(3.10)

30



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

其中 J 和 I 分别记为

J := (ϵQ+ ξ)f − (ϵQ+ ξ)(U2 + ṽ2) · ∇(U2 + ṽ2)

− (ϵP1 + ζ1)((W + w̃) · ∇(U2 + ṽ2) + (U1 + ṽ1) · ∇(W + w̃))−∇(β̃P1 +Qθ̃2),

I := 2µD(W + w̃) : D(U2 + ṽ2) + 2µD(U1 + ṽ1) : D(W + w̃)

+ λdiv(W + w̃) · div(U2 + ṽ2) + λdiv(U1 + ṽ1) · div(W + w̃) + ν(∇×H2 +∇×H1) · ∇ ×M

− (ϵQ+ ξ)(U2 + ṽ2) · ∇θ̃2 − (ϵP1 + ζ1)((W + w̃) · ∇θ̃2 + (U1 + ṽ1) · ∇β̃)

+ (ϵQ+ ξ)θ̃2divṽ2 − (ϵP1 + ζ1)(β̃divṽ2 + θ̃1divw̃) +Qdivṽ2 + P1divw̃.

J 和 I 可有如下估计:

∥J∥0 6 (ϵ∥Q∥1 + ∥ξ∥1)(∥f∥2 + ∥U2∥22 + ∥ṽ2∥22) + (ϵ∥P1∥2 + ∥ζ1∥2)(∥W∥1 + ∥w̃∥1)

× (∥U2∥2 + ∥ṽ2∥2 + ∥U1∥2 + ∥ṽ1∥2) + ∥θ̃∥2∥Q∥1 + ∥β̃∥1∥P1∥2 (3.11)

和

∥I∥0 6 C{(∥W∥1 + ∥w̃∥1)(∥U1∥2 + ∥U2∥2 + ∥ṽ1∥2 + ∥ṽ2∥2) + ∥M∥1(∥H2∥1 + ∥H1∥1)

+ (ϵ∥Q∥1 + ∥ξ∥1)(∥U2∥2 + ∥ṽ2∥2) · ∥θ̃2∥2 + (ϵ∥P1∥2 + ∥ζ1∥2)[(∥W∥1 + ∥w̃∥1)∥θ̃2∥2

+ ∥U1∥2 + ∥ṽ1∥2∥β∥1] + (ϵ∥P1∥2 + ∥ζ1∥2)(∥β̃∥1∥ṽ2∥2 + ∥θ̃1∥2∥w̃∥1)

+ ∥Q∥1∥ṽ2∥2 + ∥P1∥2∥w̃∥1}. (3.12)

一方面, 将 (3.9)1 和 (3.9)3 分别乘以 W 和 M 并对所得等式在 Ω 上积分, 利用 Poincaré 不等式

可得 (
µ− C∥ṽ1∥3

2

)
∥∇W∥20 + ν∥∇ ×M∥20

6 δ(∥W∥21 + ∥M∥21) + C(∥W̃∥1 + ∥M̃∥1 + ∥w̃∥1)(∥U1∥3 + ∥U2∥3 + ∥H1∥3 + ∥H2∥3),

其中 C 是只依赖于 Ω, µ 和 ν 的正常数. 因此可知

∥W∥1 + ∥M∥1 6 C(∥W̃∥1 + ∥M̃∥1 + ∥w̃∥1), (3.13)

其中 C 只依赖于 Ω, µ, λ, ν,f , E 和 ϵ0.

由 Stokes 方程的经典估计−µ∆W +∇Q = −(W̃ + w̃) · ∇U2 − (Ũ1 + ṽ1) · ∇W + (∇×M)× H̃2 + (∇×H1)× M̃,

divW = 0,

可得

∥W∥2 + ∥∇Q∥0 6 C(∥W̃ + w̃∥1∥U2∥2 + ∥Ũ1 + ṽ1∥2∥W∥1 + ∥M∥1∥H̃2∥1 + ∥H1∥1∥M̃∥1)

6 C(∥W̃∥1 + ∥M̃∥1 + ∥w̃∥1), (3.14)

这里需要用到 (3.13).
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另一方面, 若将 (3.10)1, (3.10)2 和 (3.10)3 分别乘以 ξ, w 和 β 属于 L2, 可得

µ∥∇w∥20 + (µ+ λ)∥divw∥20 + κ∥∇β∥20

= −
∫
[ξdivṽ1 + ζ2divw̃ + ṽ1 · ∇ξ + w̃ · ∇ζ2 + ϵdiv(P1(W + w̃) +Q(U2 + ṽ2)) +W · ∇ζ2]ξdx

+

∫
[ϵJ − w̃ · ∇ṽ2 − ṽ1 · ∇w̃ −W · ∇v2 −∇(θ̃1ξ + β̃ζ2)] · wdx

+

∫
[ϵD − w̃ · ∇θ̃2 − ṽ1 · ∇β̃ −W · ∇θ2 − ξdivṽ1 − ζ2divw̃ − β̃divṽ1 − θ̃1divw̃]βdx

6 C{∥ξ∥20∥ṽ1∥3 + ∥ξ∥1∥w̃∥1∥ζ2∥1 + ϵ∥ξ∥0[∥P1∥2(∥W∥1 + ∥w̃∥1) + ∥Q∥1(∥U2∥2 + ∥ṽ2∥2)]

+ ∥W∥1∥ζ2∥3∥ξ∥1}+ C{ϵ∥J∥20 + ∥w̃∥21(∥ṽ2∥22 + ∥ṽ1∥22) + ∥W∥21∥v2∥22 + ∥θ̃2∥21∥ξ∥21
+ ∥β̃∥21∥ζ∥22}+ C{ϵ∥I∥20 + ∥w̃∥21∥θ̃2∥22 + ∥ṽ1∥22∥β̃∥21 + ∥W∥21∥θ2∥22 + ∥ξ∥21∥ṽ1∥22
+ ∥ζ2∥22∥w̃∥21 + ∥β̃∥21∥ṽ1∥22 + ∥θ̃1∥22∥w̃∥21}+ δ(∥w∥20 + ∥β∥20). (3.15)

由 Stokes 方程也可得−µϵ∆w +∇ξ = ϵ(ϵJ − w̃ · ∇ṽ2 − ṽ1 · ∇w̃ −W · ∇v2 −∇(θ̃1ξ + β̃ζ2) + (µ+ λ)∇divw)−∇β,

divw = divw,

进而得到如下估计:

ϵ∥w∥2 + ∥∇ξ∥0 6 ϵC(∥divw∥2 + ϵ∥J∥0 + ∥w̃∥1(∥ṽ2∥2 + ∥ṽ1∥2) + ∥W∥1∥v2∥2

+ ∥θ̃1∥2∥ξ∥1 + ∥β̃∥1∥ζ2∥2) + C∥β∥1. (3.16)

利用 Poincaré不等式,并将 (3.16)代入 (3.15),结合估计式 (3.11)–(3.14),以及 ϵ0 和 E 的小性,可

推导出

∥W∥1 + ∥M∥1 + ∥w∥1 + ∥β∥1 6 C(∥W̃∥1 + ∥M̃∥1 + ∥w̃∥1 + ∥β̃∥1),

其中 C 是正常数, 只依赖于 Ω, µ, λ, ν,f , E 和 ϵ0. 证毕.

最后, 根据引理 3.1 和 3.2, 利用 Tikhonov 不动点定理得到在 K 中的一个不动点 (U,v,H, θ) =

N(U,v,H, θ). 而且, 压力 P ∈ H̄2 满足

∇P = µ∆U + f + g + (∇×H)×H − (U + v) · ∇U,

并且 (U + v, ϵP + ζ,H, θ) 是 (1.6) 的解. 因此得到如下结论:

命题 3.1 令 f , g ∈ H2(Ω), 则存在 ϵ0 只依赖于 Ω, µ, λ, ν,f 和 g, 使得对所有的 ϵ ∈ (0, ϵ0), (2.1)

和 (2.2) 存在一个解 (U,P,v, ζ,H, θ) ∈ (H4
0,σ)× H̄3 × (H3 ∩H1

0 )× H̄2 × (H4
0,σ)× (H3 ∩H1

0 ), 满足

∥v∥3 + ∥ζ∥2 + ∥θ∥3 6 E,

其中 E 是小的正常数, 只依赖于 Ω, µ, λ, ν,f 和 g. 进而, (U + v, ϵP + ζ,H, θ) 是系统 (1.6) 的一个解.
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4 不可压极限

令 ϵ < ϵ0, (U
ϵ,vϵ,Hϵ, θϵ) ∈ K 是命题 3.1 确定的一个解. 在 (3.6) 中取 v = ṽ = vϵ 和 θ = θ̃ = θϵ

并且 ζ = ζϵ, 可得

∥vϵ∥3 + ∥θϵ∥3 + ∥ζϵ∥2 6 C16(1 +Q1)
5{ϵ[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + (E + E

1
2 ) + δ}∥ζ∥2

+ (ϵQ
1
2
1 + E)∥v∥3 + (δQ

1
2
1 + E)∥θ∥3

+ C16(1 +Q1)
5{ϵ(Q1 + 1)2 + ϵ(1 +Q1)[∥f∥1 + (Q1 + 1)2]}.

则通过利用 ϵ0 和 E 的小性使得

C16(1 +Q1)
5{ϵ[∥f∥1 + (Q1 + 1)2] + (E + E

1
2 )} < 1, ϵQ

1
2
1 + E < 1,

可知

∥vϵ∥3 + ∥θϵ∥3 + ∥ζϵ∥2 6 C16(1 +Q1)
5{ϵ(Q1 + 1)2 + ϵ(1 +Q1)[∥f∥1 + (Q1 + 1)2]},

故当 ϵ→ 0 时,

∥vϵ∥3 + ∥θϵ∥3 + ∥ζϵ∥2 → 0. (4.1)

进而, 由 (2.2)1, 即

U ϵ · ∇ζϵ + divvϵ

ϵ
= −vϵ · ∇ζϵ − ζϵdivvϵ − ϵdiv(P ϵ(U ϵ + vϵ)),

以及 (4.1), 可得当 ϵ→ 0 时,∥∥∥∥divvϵ

ϵ

∥∥∥∥
1

6∥vϵ · ∇ζϵ∥1 + ∥ζdivvϵ∥1 + ∥ϵdiv(P ϵ(U ϵ + vϵ))∥1 + ∥U ϵ · ∇ζϵ∥1 → 0. (4.2)

因为 (4.1) 和

∇ζϵ +∇θϵ

ϵ
= ϵF ϵ − vϵ · ∇vϵ − θϵ∇ζϵ − ζϵ∇θϵ − U ϵ · ∇vϵ + µ∆vϵ + (µ+ λ)∇divvϵ,

其中

F ϵ = (ϵP ϵ + ζϵ)f − (ϵP ϵ + ζϵ)(U ϵ + vϵ) · ∇(U ϵ + vϵ)− θϵ∇P ϵ − P ϵ∇θϵ,

其为 (2.2)2 的变形, 并利用 Poincaré 不等式, 可得∥∥∥∥ζϵ + θϵ

ϵ

∥∥∥∥
2

→ 0, ϵ→ 0. (4.3)

另外, 根据引理 2.4, 观察可知 (U ϵ,Hϵ, P ϵ) 是 (H4 ∩ H1
0 ) × (H4 ∩ H1

0 ) × H̄3 中关于 ϵ 的一致

有界序列. 则存在 (U ϵk ,Hϵk , P ϵk) 的一个子序列, 为简单起见仍记为 (U ϵk ,Hϵk , P ϵk) 和 (Ū , H̄, P̄ ) ∈
(H4 ∩H1

0 )× (H4 ∩H1
0 )× H̄3, 使得当 ϵ→ 0 时,

(U ϵ,Hϵ, P ϵ) 弱收敛到 (Ū , H̄, P̄ ), 在 (H4 ∩H1
0 )× H̄3 上,

并且

(U ϵ,Hϵ, P ϵ) 强收敛到 (Ū , H̄, P̄ ), 在 (H3 ∩H1
0 )× (H3 ∩H1

0 )× H̄2 上.
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因此, 在 (2.1) 和 (2.2) 中取 ϵ→ 0, 可得 (Ū , H̄, P̄ ) 是稳态不可压磁流体动力学方程 (1.8) 的解.

综上所述, 可得

lim
ϵ→0

inf
U,H,P∈L

∥U ϵ + vϵ − U∥3 + ∥Hϵ −H∥3 +
∥∥∥∥P ϵ +

ζϵ + θϵ

ϵ
− P

∥∥∥∥
2

+ ∥θϵ∥3 = 0,

其中 L 如定理 1.1 所示. 故得到了小 Mach 数极限的证明.
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Existence of strong solutions and low Mach number limit for
boundary value problems of steady compressible
magnetohydrodynamic equations with large external forces

Changsheng Dou & Qiangchang Ju

Abstract In this paper, we consider the existence of a strong solution to the boundary value problem for steady
compressible MHD (magnetohydrodynamics) equations with large external forces in a bounded domain Ω ⊂ Rd

(d = 2, 3) when the Mach number is appropriately small, and we show that the strong solutions to the boundary
value problem for steady compressible MHD equations tend to strong solutions to the steady incompressible MHD
equations rigorously as the Mach number goes to zero. In the proof, the equations are decoupled into the steady
incompressible MHD equations with large forces and the steady compressible MHD equations with small forces,
and the uniform a priori estimates in the Mach number are established.

Keywords steady compressible MHD equations, large external forces, Dirichlet boundary condition, exis-

tence of strong solutions, low Mach number limit
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