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摘要 本文应用直接线法求解星型区域上 (几乎) 不可压复合材料问题, 同时本文也研究了其在反问

题上的应用. 通过引入一个合适的曲线坐标, 不正规的星型区域被转化成正规的半无限条形区域. 本

文在角度方向离散 (几乎) 不可压弹性方程并使用直接方法去求解所得到的变分微分方程. 然后给出

此半离散数值解的最优误差估计, 没有闭锁现象且收敛阶不会降低. 对于反问题, 本文通过极小化能

量泛函从测量数据来反演 Lamé 系数, 为了处理可能的奇性和区域的不正规性, 本文将直接线法作为

正问题求解器. 丰富的数值算例证明了此方法对正问题和反问题的有效性与准确性.
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1 引言

复合材料是将多种不同参数的弹性材料通过化学或物理的方法组合在一起所形成的,通常复合材

料的性能会比各组分材料更加优良. 复合材料历史悠久,钢筋混凝土和玻璃钢等都是典型的复合材料,

同时碳纤维、碳化硅纤维等高强度、高模量纤维能与合成树脂、陶瓷、橡胶等非金属基体或镁、铝等

金属基体复合, 构成各具特色的复合材料. 现代高科技的发展也离不开复合材料, 城市建设、纺织、汽

车、飞机、高铁等行业都需要用到不同的复合材料. 在巨大的市场需求下, 复合材料产业将会得到更

广阔的发展, 因此研究复合材料问题意义重大, 这类问题也引起了许多数学家和工程师的关注.

本文主要考虑星型区域上 (几乎) 不可压复合材料的正问题与反问题. 首先假设区域 Ω 为星型

区域: Ω =
∪K

k=1 Ωk, 其中 Ω 代表由 K 种不同弹性材料组成的复合材料, Ωk 表示第 k 种弹性材料.

边界 Γ = ∂Ω 是星型 (即从原点 O 出发的射线与边界只有一个交点) 闭 Lipschitz 曲线并且 Γ 能
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被参数化表示成角度的分片光滑函数 r̃ = r̃(ϕ), 使得 r̃(0) = r̃(2π) 以及对于任意 0 6 ϕ 6 2π 有

r̃(ϕ) > r0 > 0. 不失一般性地, 假设不同材料的界面都交于原点, 每个界面 Ωk−1 ∩ Ωk 是一条线段

Lk = {(r, θ) | θ = θk, 0 6 r 6 r̃(θk)}, k = 1, . . . ,K, 其中 Ω0 = ΩK 并且 θ1 = 0, θK+1 = 2π (如图 1 所

示). 则几乎不可压复合材料问题可以表达成

−∇ · σk = 0, 在 Ωk 中,

1

λk
pk + divuk = 0, 在 Ωk 中,

uk = fk, 在 Γk 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(1.1)

以及

σk
ij = −δijp

k + µk

(
∂uk

i

∂xj
+

∂uk
j

∂xi

)
, 1 6 i, j 6 2, 1 6 k 6 K, (1.2)

其中 k = 1, . . . ,K, Γk = ∂Ωk ∩ ∂Ω, f 是 Γ 上已知的向量值函数并且 f |Γk
= fk = (fk

1 , f
k
2 )

T, u 是 Ω 上

的位移向量并且 u|Ωk
= uk = (uk

1 , u
k
2)

T, p是压力并且 p|Ωk
= pk, σ 是 Ω上的应力张量并且 σ|Ωk

= σk,

单位外法向 nk = (− sin(θk), cos(θk))
T, µ 是分片常数的 Lamé 系数并且 µk > 0, λk 趋于无穷大 (对于

不可压情形, λk = ∞). 几乎不可压复合材料正问题就是: 已知 Lamé 系数 λ 和 µ, 求解 (1.1) 得到位

移向量 u 和压力 p. 我们关心的反问题是: 已知位移向量 u 和压力 p 的一个测量, 去确定区域 Ω 上的

Lamé 系数 µ.

对于复合材料正问题, 第一个困难是在界面交界、物体边缘和裂纹尖端等处方程的解可能会出现

应力奇性. 文献 [10, 14, 45, 49, 50, 58, 61] 研究了复合材料的应力奇性的结构, 发现应力会在界面和裂

纹尖端处存在振荡行为. 从文献 [20, 45, 53] 可知 u ∈ H1(Ω) 但 u /∈ H2(Ω). 因此用传统数值方法 (包

括有限元方法与有限差分方法), 问题的奇性可能导致收敛阶的降低. 过去几十年, 许多数学家和工程

师发展出了许多不同的数值方法来改善数值结果, 如网格细分方法 [3, 41]、无限元方法 [25]、边界元方

法 [39, 48]、利用奇异函数的有限元方法 [15, 40]、有限带方法 [12]、辅助映射方法 [44]、自适应有限元方

法 [9]、自适应间断 Galerkin 有限元方法 [57]、修正拓展的有限元方法 [16]、稳定的广义有限元方法 [24]

和拓展的等几何分析方法 [17] 等. 一般而言, 这些方法对给定的问题可以得到更准确的数值结果,但是
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图 1 星型区域
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每种方法也有各自的限制. 例如, 辅助映射方法和拓展的等几何分析方法等需要对奇异点的奇性结构

有预先的了解.

第二个困难是星型区域通常是不规则且非凸的, 这导致普通的传统方法难以求解问题 (1.1).

最大的困难是由于复合材料是几乎不可压的,普通的有限元方法会发生闭锁现象以及离散稳定性

的损失. 文献 [47] 指出经典有限元方法的误差估计依赖于因子 1
1−2v , 其中 v 是 Poisson 比, 在几乎不

可压弹性材料问题中趋于 0.5, 因此这个因子会趋于无穷大. 随后许多改善的数值方法被提出, 如稳定

化有限元方法 [42, 43]、间断 Galerkin 方法 [7]、最小二乘有限元方法 [33]、几何化有限元方法 [32]、自动

变分稳定有限元方法 [8]、无网格有限元方法 [37]、稳定公式方法 [1] 和混合 FFT-Galerkin (fast Fourier

transform Galerkin) 方法 [56] 以及几种特殊有限元方法 [5, 6, 11,30,34]. 这些方法一般都能得到更精确并

且没有闭锁现象的数值结果, 但是这些有限元空间的构造和分析比较复杂.

本文应用直接线法来求解几乎不可压复合材料问题. 直接线法是一种从线法 [52,60] 发展起来的半

离散方法, 这种方法不需要奇异性的预先知识, 并且能够得到更准确的数值解. 直接线法已经被用于

解决多边形区域的椭圆奇异问题 [28, 29] 和无界区域的边值问题 [26, 27], 近来直接线法又被用于解决星

型区域的带奇性的 Laplace方程 [59] 以及星型区域上可压缩复合材料问题 [63]. 本文通过引入曲线坐标

系, 将不规则的星型区域转化为规则的半无界带状区域. 在角度方向变分将原问题化为一个等价的变

分微分问题, 在角度方向离散此变分微分问题后将得到一个常微分方程组. 这个常微分方程组很容易

用解析的方法求解从而得到原问题的半离散数值解.丰富的数值算例证明了本文的方法可以自然地捕

捉到奇性, 没有闭锁现象并且收敛阶不会降低. 最后给出此半离散方法的最优误差估计.

另外, 弹性反问题在医疗诊断的弹性成像 [13, 21] 和材料特征提取 [2, 22,51] 方面有很成功的应用.

类似正问题, 本文仍然聚焦于星型区域上的几乎不可压复合材料问题. 因为全场测量可以通过许多方

法 (参见文献 [22, 23, 46]) 得到, 所以假设整个区域的位移测量是可以获得的. 反问题的目标就是通

过已知的全场位移测量 u 和压力 p 去确定界面的位置以及每个子区域上的 Lamé 系数 µ. 有很多不

同的反问题框架 [2, 4, 18,19,31,35,36,62] 可以选择, 本文采用文献 [18, 35] 中的最小二乘框架, 因为其极小

化泛函是凸的, 且计算泛函梯度时不需要计算数值解 u 对 Lamé 系数的偏导数. 用分片常数去近似

Lamé 系数, 并用 Adam 算法 [38] 去极小化带全变分正则化的能量泛函. 在每一步迭代中, 都需要求

解几乎不可压复合材料正问题, 因此将直接线法作为正问题求解器, 去处理区域的不正规性以及解的

奇性.

本文余下内容的安排如下. 第 2 节将直接线法用于几乎不可压复合材料正问题, 同时给出最优误

差估计. 第 3 节给出求解几乎不可压复合材料反问题的数值程序. 第 4 节给出正问题与反问题的数值

算例. 第 5 节给出本文结论.

2 几乎不可压复合材料正问题的直接线法

2.1 曲线坐标系

星型区域一般是不正规的, 这导致难以求解 (1.1), 因此引入曲线坐标系

(x, y) = eρ(r̃(ϕ) cos(ϕ), r̃(ϕ) sin(ϕ)), 0 6 ϕ < 2π, −∞ < ρ 6 0. (2.1)

通过这个坐标变换, 将每个子区域 Ωk 变成正规的半无限带状区域, 这样可以处理更一般的区域. 在新

的坐标系下, 应力张量变为
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σk
11 = −pk + 2µk

(
r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ)

eρr̃2
∂uk

1

∂ρ
− r̃ sin(ϕ)

eρr̃2
∂uk

1

∂ϕ

)
,

σk
12 = σk

21

= µk

(
− r̃′ cos(ϕ)− r̃ sin(ϕ)

eρr̃2
∂uk

1

∂ρ
+

r̃ cos(ϕ)

eρr̃2
∂uk

1

∂ϕ

+
r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ)

eρr̃2
∂uk

2

∂ρ
− r̃ sin(ϕ)

eρr̃2
∂uk

2

∂ϕ

)
,

σk
22 = −pk + 2µk

(
− r̃′ cos(ϕ)− r̃ sin(ϕ)

eρr̃2
∂uk

2

∂ρ
+

r̃ cos(ϕ)

eρr̃2
∂uk

2

∂ϕ

)
.

(2.2)

在子区域 Ωk 上, 原问题 (1.1) 变为如下问题:(
(r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ))

∂

∂ρ
− (r̃ sin(ϕ))

∂

∂ϕ

)
σk
11 +

(
(−r̃′ cos(ϕ) + r̃ sin(ϕ))

∂

∂ρ
+ (r̃ cos(ϕ))

∂

∂ϕ

)
σk
12

= 0,(
(r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ))

∂

∂ρ
− (r̃ sin(ϕ))

∂

∂ϕ

)
σk
12 +

(
(−r̃′ cos(ϕ) + r̃ sin(ϕ))

∂

∂ρ
+ (r̃ cos(ϕ))

∂

∂ϕ

)
σk
22

= 0,

(r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ))
∂uk

1

∂ρ
− (r̃ sin(ϕ))

∂uk
1

∂ϕ
+ (−r̃′ cos(ϕ) + r̃ sin(ϕ))

∂uk
2

∂ρ
+ (r̃ cos(ϕ))

∂uk
2

∂ϕ
+

eρr̃2

λk
pk

= 0,

uk|ρ=0 = fk(ϕ), θk−1 < ϕ < θk,

uk−1(ρ, θ−k ) = uk(ρ, θ+k ),σk−1
11 sin(θk)− σk−1

12 cos(θk)

σk−1
21 sin(θk)− σk−1

22 cos(θk)

∣∣∣∣
θ=θ−

k

=

σk
11 sin(θk)− σk

12 cos(θk)

σk
21 sin(θk)− σk

22 cos(θk)

∣∣∣∣
θ=θ+

k

,

当 ρ → −∞ 时, u 有界.

(2.3)

令 L2(Ω) 和 H1(Ω) 是标准 Sobolev 空间, 引入以下空间: H1
p ((0, 2π)) = {v(ϕ) | v(ϕ), v′(ϕ) ∈

L2((0, 2π)), v(0) = v(2π)}, W = H1
p ((0, 2π)) ×H1

p ((0, 2π)), V = {v = (v1(ρ, ϕ), v2(ρ, ϕ))
T | 对固定的 ρ

< 0,有 v, ∂ρv, ∂
2
ρρv ∈ W}, Q = {q(ϕ) | q(ϕ) ∈ L2((0, 2π)), q(0) = q(2π)}, S = {p(ρ, ϕ) | 对固定的 ρ

< 0,有 p ∈ Q}.
(2.3) 等价于以下变分微分问题:

找到 (u, p) ∈ V × S,使得对于任意 −∞ < ρ < 0,都有

d2A2(u, v)

dρ2
+

dA1(u, v)

dρ
+A0(u, v) +

d(eρB1(p, v))

dρ
− eρB0(p, v) = 0, ∀ v ∈ W,

dB1(q, u)

dρ
+B0(q, u) + eρC0(p, q) = 0, ∀ q ∈ Q,

u|ρ=0 = f, 当 ρ → −∞ 时, u 有界,

(2.4)

其中

A2(u, v) =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

uk(ρ, ϕ)TΨk
2v

k(ϕ)dϕ, (2.5)
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A1(u, v) =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

((
∂uk(ρ, ϕ)

∂ϕ

)T

Ψk
1v

k(ϕ)− uk(ρ, ϕ)T(Ψk
1)

T dvk(ϕ)

dϕ

)
dϕ, (2.6)

A0(u, v) = −
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

(
∂uk(ρ, ϕ)

∂ϕ

)T

Ψk
0

dvk(ϕ)

dϕ
dϕ, (2.7)

B1(q, v) =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

−qk(r̃′ sin(ϕ) + r̃ cos(ϕ))vk1 + qk(r̃′ cos(ϕ)− r̃ sin(ϕ))vk2dϕ, (2.8)

B0(q, v) =

K∑
k=1

∫ θk+1

θk

qk(r̃ sin(ϕ))
dvk1
dϕ

+ qk(−r̃ cos(ϕ))
dvk2
dϕ

dϕ, (2.9)

C0(p, q) =

K∑
k=1

∫ θk+1

θk

r̃2

λk
pkqkdϕ, (2.10)

以及

vk = v|[θk,θk+1],

qk = q|[θk,θk+1],

Ψk
2 = µk

 2(r̃′ sin(ϕ)+r̃ cos(ϕ))2+(r̃′ cos(ϕ)−r̃ sin(ϕ))2

r̃2 − (r̃′ sin(ϕ)+r̃ cos(ϕ))(r̃′ cos(ϕ)−r̃ sin(ϕ))
r̃2

− (r̃′ sin(ϕ)+r̃ cos(ϕ))(r̃′ cos(ϕ)−r̃ sin(ϕ))
r̃2

(r̃′ sin(ϕ)+r̃ cos(ϕ))2+2(r̃′ cos(ϕ)−r̃ sin(ϕ))2

r̃2

 ,

Ψk
1 = µk

−2r̃′ sin2(ϕ)−r̃ cos(ϕ) sin(ϕ)−r̃′ cos2(ϕ)
r̃

(r̃′ cos(ϕ)−r̃ sin(ϕ)) sin(ϕ)
r̃

(r̃′ sin(ϕ)+r̃ cos(ϕ)) cos(ϕ)
r̃

−r̃′ sin2(ϕ)+r̃ cos(ϕ)) sin(ϕ)−2r̃′ cos2(ϕ)
r̃

 ,

Ψk
0 = µk

 1 + sin(ϕ)2 − sin(ϕ) cos(ϕ)

− sin(ϕ) cos(ϕ) 1 + cos(ϕ)2

 .

(2.11)

可以得到以下引理.

引理 2.1 以下陈述成立:

(1) Aj(u, v) (j = 0, 1, 2) 是 W ×W 上的有界双线性型;

(2) 在 W ×W 上, A0 和 A2 是对称的, A1 是反对称的;

(3) 令 ∥ · ∥2 是 L2 范数, 存在一个常数 c > 0 使得

−A0(v, v) > c∥v′∥22, A2(v, v) > c∥v∥22, ∀ v ∈ W.

2.2 半离散近似

考虑 (2.4)的数值求解,令 0 = ϕ1 < · · · < ϕM+1 = 2π是 [0, 2π]的一个划分使得每个 {θk}Kk=1 是划

分中的一个点,即对每个 θk,存在一个 ϕj = θk. 令 h = max16j6M |ϕj+1−ϕj |, Wh
1 是H1

p ((0, 2π))的任意

有限维子空间, Qh是 Q的任意有限维子空间. 再令Wh = Wh
1 ×Wh

1 和 V h = {v = (v1(ρ, ϕ), v2(ρ, ϕ))
T |

对任意固定的ρ < 0,有 v, ∂ρv, ∂
2
ρρv ∈ Wh}, Sh = {p(ρ, ϕ) |对任意固定的 ρ < 0,有 p ∈ Qh}. 考虑以下

近似问题:
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找到 (uh, ph) ∈ V h × Sh, 使得对于任意 −∞ < ρ < 0,都有

d2A2(u
h, vh)

dρ2
+

dA1(u
h, vh)

dρ
+A0(u

h, vh)

+
d(eρB1(p

h, vh))

dρ
− eρB0(p

h, vh) = 0, ∀ vh ∈ Wh,

dB1(q
h, uh)

dρ
+B0(q

h, uh) + eρC0(p
h, qh) = 0, ∀ qh ∈ Qh,

uh|ρ=0 = fh(ϕ), 当 ρ → −∞ 时, uh 有界,

(2.12)

其中 fh(ϕ) ∈ Wh 并且 fh(ϕj) = f(ϕj), j = 1, . . . ,M .

选择 Wh
1 是 H1

p ((0, 2π)) 的二次多项式有限元子空间, 即

Wh
1 = {v(ϕ) | v ∈ H1

p ((0, 2π)) ∩ C([0, 2π]), v|[ϕj ,ϕj+1] ∈ P2([ϕj , ϕj+1]), j = 1, . . . ,M}. (2.13)

选择 Qh 是 Q 的线性多项式有限元子空间, 即

Qh = {q(ϕ) | q ∈ Q ∩ C([0, 2π]), q|[ϕj ,ϕj+1] ∈ P1([ϕj , ϕj+1]), j = 1, . . . ,M}. (2.14)

令 N1(ϕ), N3/2(ϕ), N2(ϕ), . . . , NM (ϕ), NM+1/2(ϕ) 是 Wh
1 的基函数并且 {Rj(ϕ)}Mj=1 是 Qh 的基函数

使得

Nj(ϕk) = δkj , 1 6 k, j 6 M,

Nj(ϕk+1/2) = 0, 1 6 k, j 6 M,

Nj+1/2(ϕk) = 0, 1 6 k, j 6 M,

Nj+1/2(ϕk+1/2) = δkj , 1 6 k, j 6 M,

Rj(ϕk) = δkj , 1 6 k, j 6 M.

(2.15)

设

N(ϕ) =

N1(ϕ) · · · NM+1/2(ϕ) 0 · · · 0

0 · · · 0 N1(ϕ) · · · NM+1/2(ϕ)

T

,

R(ϕ) = (R1(ϕ) · · · RM (ϕ))
T.

对于 uh(ρ, ϕ) ∈ V h 和 ph(ρ, ϕ) ∈ Sh, 令 U(ρ) = (uh
1 (ρ, ϕ1), u

h
1 (ρ, ϕ2), . . . , u

h
1 (ρ, ϕM+1/2), u

h
2 (ρ, ϕ1),

uh
2 (ρ, ϕ2), . . . , u

h
2 (ρ, ϕM+1/2))

T 和 P (ρ) = (ph(ρ, ϕ1), . . . , p
h(ρ, ϕM ))T. 则

uh(ρ, ϕ) = NT(ϕ)U(ρ), ph(ρ, ϕ) = RT(ϕ)P (ρ), (2.16)

并且 fh(ϕ) = NT(ϕ)F, 其中 F = (f1(ϕ1), . . . , f1(ϕM+1/2), f2(ϕ1), . . . , f2(ϕM+1/2))
T. 因此 (2.12) 等价

于下列二阶常微分方程组:

A2U
′′(ρ) +A1U

′(ρ) +A0U(ρ) +B1(e
ρP )′ −B0(e

ρP ) = 0, −∞ < ρ < 0,

BT
1 U

′(ρ) +BT
0 U(ρ) + eρC0P (ρ) = 0, −∞ < ρ < 0,

U |ρ=0 = F,

当 ρ → −∞ 时, U 有界,

(2.17)
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其中

A2 =

K∑
k=1

∫ θk+1

θk

N(ϕ)Ψk
2N(ϕ)Tdϕ, (2.18)

A1 =

K∑
k=1

∫ θk+1

θk

(N(ϕ)Ψk
1N

′(ϕ)T −N ′(ϕ)(Ψk
1)

TN(ϕ)T)dϕ, (2.19)

A0 = −
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

N ′(ϕ)Ψk
0N

′(ϕ)Tdϕ. (2.20)

B1 =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

N(ϕ)

−r̃′ sin(ϕ)− r̃ cos(ϕ)

r̃′ cos(ϕ)− r̃ sin(ϕ)

R(ϕ)Tdϕ, (2.21)

B0 =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

N ′(ϕ)

 r̃ sin(ϕ)

−r̃ cos(ϕ)

R(ϕ)Tdϕ, (2.22)

C0 =
K∑

k=1

∫ θk+1

θk

1

λk
R(ϕ)r̃2R(ϕ)Tdϕ, (2.23)

Aj (j = 0, 1, 2)是 3个 4M ×4M 的常数矩阵, Bj (j = 0, 1)是两个 4M ×M 的常数矩阵, C0 是 M ×M

的常数矩阵. 从引理 2.1 可以得到以下引理:

引理 2.2 A2 是对称正定矩阵, A1 是反对称矩阵并且 A0 是半负定矩阵.

下面使用解析方法求解 (2.17). 令

U(ρ) = eργξ, P (ρ) = eρ(γ−1)η, (2.24)

其中 γ 是常数, η ∈ CM 并且 ξ ∈ C4M , 这三者都是待定的. 将 (2.24) 代入 (2.17), 得到以下二次特征

值问题:

[γ2A2 + γA1 +A0]ξ + [γB1 −B0]η = 0,

[γBT
1 +BT

0 ]ξ + C0η = 0. (2.25)

令 ζ = γξ , 则上述二次特征值问题 (2.25) 等价于下列广义特征值问题:
I4M 0 0

0 −A0 B0

0 BT
0 C0



ζ

ξ

η

 = γ


0 I4M 0

A2 A1 B1

0 −BT
1 0



ζ

ξ

η

 , (2.26)

其中 I4M 是 4M × 4M 单位矩阵. 从引理 2.2 和文献 [54] 中的结果, 可知如下引理成立:

引理 2.3 广义特征值问题 (2.26) 有 4M 个非负实部的特征值.

数值求解 (2.26) 之后, 得到 4M 个非负实部特征值 {γh
j }4Mj=1 和相应的特征向量 (ζTj , ξ

T
j , η

T
j )

T,

j = 1, . . . , 4M , 其中至少有两个零特征值, 不妨假定 γh
1 = γh

2 = 0. 同时假定 {γh
j }2mj=1 是升序排列的实

特征值, {γh
j }4Mj=2m+1 是非零虚部的复特征值使得 γh

2j = γh
2j−1, m+ 1 6 j 6 2M . 则

U(ρ) =

2m∑
j=1

αje
ργh

j ξj +

2M∑
j=1+m

(α2j−1Re(e
ργh

2jξ2j) + α2jIm(eργ
h
2jξ2j)) (2.27)
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和

P (ρ) =

2m∑
j=1

αje
ρ(γh

j −1)ηj +

2M∑
j=1+m

(α2j−1Re(e
ρ(γh

2j−1)η2j) + α2jIm(eρ(γ
h
2j−1)η2j)) (2.28)

满足 (2.17). 由于 U(0) = F , 所以

F =
2m∑
j=1

αjξj +
2M∑

j=1+m

(α2j−1Re(ξ2j) + α2jIm(ξ2j)). (2.29)

记

S(ρ) = [eργ
h
1 ξ1, . . . , e

ργh
2mξ2m,Re(eργ

h
2m+2ξ2m+2), Im(eργ2m+2ξ2m+2), . . . ,

Re(eργ
h
4M ξ4M ), Im(eργ

h
4M ξ4M )],

E(ρ) = [eρ(γ
h
1 −1)η1, . . . , e

ρ(γh
2m−1)η2m,Re(eρ(γ

h
2m+2−1)η2m+2), Im(eρ(γ2m+2−1)η2m+2),

. . . ,Re(eρ(γ
h
4M−1)η2M ), Im(eρ(γ

h
4M−1)η4M )],

S(0) = [ξ1, . . . , ξ2m,Re(ξ2m+2), Im(ξ2m+2), . . . ,Re(ξ4M ), Im(ξ4M )],

α = [α1, α2, . . . , α4M ]T.

从 (2.29) 可知

α = S(0)−1F. (2.30)

将 (2.30) 代入 (2.27) 和 (2.28), 得到 (2.17) 的解

U(ρ) = S(ρ)S(0)−1F, P (ρ) = E(ρ)S(0)−1F. (2.31)

从 (2.16) 得到 (2.4) 的半离散数值解

uh(ρ, ϕ) = N(ϕ)TS(ρ)S(0)−1F, ph(ρ, ϕ) = R(ϕ)TE(ρ)S(0)−1F. (2.32)

定理 2.1 令 u 和 p 是问题 (1.1) 的解, 如果按照上述步骤选取有限元子空间并得到数值解 uh

与 ph, 则存在一个与 h 和 λ 无关的正常数 C 使得

∥u− uh∥2⋆ 6 Ch4
K∑

k=1

2∑
j=1

∫∫
Ωk

2µk

(
|∇uk

j |2 +
∑
|β|=2

(x2 + y2)|Dβuk
j |2

)
+

1

λ
|∇pk|2dxdy, (2.33)

其中 β = (β1, β2)
T ∈ N2, |β| = β1 + β2, D

βuj =
∂|β|uj

∂xβ1∂yβ2
, ε(u) = 1

2 (∇u+ (∇u)T),

∥u− uh∥2⋆ =

∫∫
Ω

(2µ∥ε(u− uh)∥2 + λ∥div(u− uh)∥2)dxdy

=

∫∫
Ω

(
2µ∥ε(u− uh)∥2 + 1

λ
∥p− ph∥2

)
dxdy. (2.34)

证明 对于任意 w, v ∈ H1(Ω)×H1(Ω), 设

E(w, v) =
K∑

k=1

∫∫
Ωk

(2µkε(w)ε(v) + λdiv(w) · div(v))dxdy.
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令 H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω), v|Γ = 0}, 显然 ∥v∥⋆ 是 H1

0 (Ω) 的一种范数, 则对于任意 v ∈ (H1
0 (Ω))

2, 都有

E(u, p, v) =
K∑

k=1

∫∫
Ωk

(2µkε(u)ε(v)− pdiv(v))dxdy = 0, (2.35)

E(uh, ph, v) =

∫ 0

−∞

{
d2A2(u

h, v)

dρ2
+

dA1(u
h, v)

dρ
+A0(u

h, v) +
d(eρB1(p

h, v))

dρ
− eρB0(p

h, v)

}
dρ. (2.36)

再令 Πu ∈ V h 是 u 的插值函数使得 Πuj(ρ, ϕi) = uj(ρ, ϕi), 其中 j = 1, 2, i = 1, 3/2, . . . ,M,M + 1/2.

因为 Πu − uh ∈ (H1
0 (Ω))

2 且对固定的 ρ 6 0 有 Πu − uh ∈ Wh, 所以由 (2.36) 和 (2.12) 得到

E(uh,Πu− uh) = 0, 从而 E(u− uh,Πu− uh) = 0. 那么 (本证明中出现的常数 C 与 h 和 λ 无关)

∥u− uh∥2⋆ = E(u− uh, u− uh) = E(u− uh, u−Πu)

6 CE(u− uh, u− uh)
1
2E(u−Πu, u−Πu)

1
2

= C∥u− uh∥⋆∥u−Πu∥⋆. (2.37)

从而得到

∥u− uh∥⋆ 6 C∥u−Πu∥⋆. (2.38)

类似于文献 [29, 定理 4.1] 的证明, 由于选取的是二次元加线性元的混合有限元方法, 所以可以得到∫∫
Ω

(2µ∥ε(u−Πu)∥2)dxdy 6 Ch4
K∑

k=1

2∑
j=1

∫∫
Ωk

2µk

(
|∇uk

j |2 +
∑
|β|=2

(x2 + y2)|Dβuk
j |2

)
dxdy, (2.39)

同时∫∫
Ω

(λ∥div(u−Πu)∥2)dxdy =

∫∫
Ω

(
1

λ
∥p−Πp∥2

)
dxdy 6 Ch4

K∑
k=1

∫∫
Ωk

1

λ
(|∇pk|2)dxdy. (2.40)

综合 (2.38)–(2.40), 定理得证.

注 2.1 如果使用更高次的混合有限元, 且原问题解具有足够高正则性, 则可以得到更高阶的收

敛性. 我们也注意到

∥u− uh∥2H1 6 C

∫∫
Ω

(2µ∥ε(u− uh)∥2)dxdy 6 C∥u− uh∥2⋆. (2.41)

2.3 有体积力的线性弹性问题

如果存在体积力 V p = (V p1, V p2)
T, 则考虑

−∇ · σk = V pk, 在 Ωk 中,

divuk +
1

λk
pk = 0, 在 Ωk 中,

uk = fk, 在 Γk 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(2.42)
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其中 k = 1, . . . ,K 并且 V pk = (V pk1 , V pk2)
T = V p|Ωk

. 采用坐标变换 (2.1), 类似的半离散近似会得到

A2U
′′(ρ) +A1U

′(ρ) +A0U(ρ) +B1(e
ρP )′ −B0(e

ρP ) = G(ρ), −∞ < ρ < 0,

BT
1 U

′(ρ) +BT
0 U(ρ) + eρC0P (ρ) = 0, −∞ < ρ < 0,

U |ρ=0 = F,

当 ρ → −∞ 时, U 有界,

(2.43)

其中

G(ρ) = −
∫ 2π

0

e2ρr̃2(ϕ)N(ϕ)V p(ρ, ϕ)dϕ.

(2.43) 的解可以写成

U(ρ) = UG(ρ) + UP (ρ), P (ρ) = PG(ρ) + PP (ρ),

其中 UG 和 PG 是表达形式为 (2.31) 的基本解, UP 和 PP 是满足 (2.43) 的特解. 一旦找到了 UP 和

PP , 就有 α = S(0)−1(F − UP (0)), 并且

uh(ρ, ϕ) = N(ϕ)T(S(ρ)S(0)−1(F − UP (0)) + UP (ρ)),

ph(ρ, ϕ) = R(ϕ)T(E(ρ)S(0)−1(F − UP (0)) + PP (ρ)).
(2.44)

某些情形 UP 和 PP 容易找到, 如果 V p = V p(ϕ), λ = 2 不是 (2.25) 的特征值, 并且 (ξP , ηP ) 满足4A2 + 2A1 +A0 2B1 −B0

2BT
1 +BT

0 C0

ξP

ηP

 =

G(ρ)/e2ρ

0

 , (2.45)

则

UP (ρ) = e2ρξP , PP (ρ) = eρηP . (2.46)

3 几乎不可压复合材料反问题

本节考虑几乎不可压复合材料反问题, 从位移 u 和压力 p 的一个测量去反演 Lamé 系数 µ. 我们

仍然关注星型区域上的复合材料, 其中不同材料之间的界面是一条连接原点和边界的线段, 我们想要

重构界面位置和每个子区域上的 Lamé 系数. 考虑

−∇ · σ = V p, 在 Ω 中,

divu+
1

λ
p = 0, 在 Ω 中,

u = 0, 在 Γ1 上,

σ · n = g, 在 Γ2 上,

(3.1)

其中 Ω ⊂ R2 是星型区域, ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 并且 Γ1 ∩ Γ2 = ∅, n 是 Γ2 的单位外法向. 令 u[µ] 和 p[µ] 是

(3.1) 对应于 µ 的解. 因为复合材料的 Lamé 系数是跳跃不连续的, 可以采用 TV (total variation) 正

则化, 假设存在常数 C1, C2 > 0 使得

µ ∈ Λ := {µ ∈ L∞(Ω) | C1 6 µ 6 C2,TV(µ) < ∞}, (3.2)
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其中对于任意 v ∈ L1(Ω), TV(v) 是 v 的全变差 (参见文献 [55]), 其定义是

TV(v) = sup

{∫∫
Ω

(v(∇ · w))dxdy
∣∣∣∣w ∈ (C1

0 (Ω))
2, |w(x)| 6 1,∀x ∈ Ω

}
, (3.3)

这里 | · | 是 Euclid 范数.

在全场数据的几乎不可压复合材料反问题中, 给定 u[µ⋆](x, y) 和 p[µ⋆](x, y) 的带噪声的测量数据

ũ(x, y) 和 p̃(x, y), 其中 µ⋆ ∈ Λ 并且 (x, y) ∈ Ω, 我们的目标是从测量数据 ũ 和 p̃ 去估计 µ⋆.

考虑极小化泛函

min
µ∈Λ

J(µ) :=

∫∫
Ω

(
µ|ε(u[µ]− ũ)|2 − (p[µ]− p̃)∇ · (u[µ]− ũ)− 1

2λ
(p[µ]− p̃)2

)
dxdy + ηTV(µ), (3.4)

其中 η > 0 是正则化参数. 设

J0(µ) =

∫∫
Ω

(
µ|ε(u[µ]− ũ)|2 − (p[µ]− p̃)∇ · (u[µ]− ũ)− 1

2λ
(p[µ]− p̃)2

)
dxdy.

此泛函是凸的, 并且计算其梯度时不涉及解 u 和 p 对 µ 的偏导数. 同时根据文献 [36, 定理 2.3] 可以

得到如下定理:

定理 3.1 极小化问题 (3.4) 存在一个解 µ0 ∈ Λ.

我们仍然在曲线坐标系 (2.1) 中考虑此问题, 在复合材料中, 真实 Lamé 系数 µ⋆ 对于固定的 ϕ 在

ρ 方向都是常数, 并且对于固定的 ρ 在 ϕ 方向是分片常数. 设 0 = φ0 < φ1 < · · · < φm = 2π, 定义

Λh = {µh(ρ, ϕ) ∈ Λ | µh 在 (−∞, 0]× [φi, φi+1) 上几乎处处是常数, 对于 i = 0, 1, . . . ,m− 1}, (3.5)

其中 h = max06i<m |φi+1 − φi|. 下面将问题 (3.4) 离散成以下问题:

min
µh∈Λh

J(µh) =

m∑
k=1

∫ 0

−∞

∫ φk

φk−1

{
(µh|ε(u[µh]− ũ)|2 − (p[µh]− p̃)∇ · (u[µh]− ũ)

− 1

2λ
(p[µh]− p̃)2)e2ρr̃(ϕ)2

}
dϕdρ+ ηTV(µh). (3.6)

对于 (3.6) 解的存在性, 有以下定理. Λh 是 Λ 在 L1 度量下的闭子集, 可以根据定理 3.1 给出证明.

定理 3.2 极小化问题 (3.6) 存在一个解 µ0
h ∈ Λh.

下面使用 Adam 算法去求解 (3.6). 假设

µh(ρ, ϕ) = 1(−∞,0](ρ)

m∑
j=1

µj1[φj−1,φj)(ϕ), (3.7)

其中 1 是示性函数. 则

TV(µh) =
m∑
j=1

r̃(φj)|µj+1 − µj |,

其中 µm+1 = µ1. 由于 Adam 算法需要计算 J 的梯度, 所以先计算 TV(µh) 的梯度,

∂TV(µh)

∂µj
= sgn(µj − µj−1)r(θj−1) + sgn(µj+1 − µj)r(θj).
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同时由链式法则可得

∂J0
∂µj

=

∫ 0

−∞

∫ 2π

0

∂J0
∂µh

∂µh

∂µj
e2ρr̃(ϕ)2dϕdρ =

∫ 0

−∞

∫ φj

φj−1

∂J0
∂µh

e2ρr̃(ϕ)2dϕdρ

和 ∂J0

∂µh
= −ε(u[µh] + ũ) · ε(u[µh]− ũ). 因此对于 j = 1, . . . ,m, 有

∂J

∂µj
=

∂J0
∂µj

+ η
∂TV(µh)

∂µj
. (3.8)

从以上的讨论可以看出, 求解 J 和 J 的梯度需要求解正问题. 对于 µh ∈ Λh, 复合材料问题的解 u[µh]

和 p[µh] 在界面交接处可能存在奇性, 并且星型区域一般是不规则的, 所以采用直接线法作为正问题

的求解器.

4 数值算例

4.1 正问题

在以下正问题算例中, 数值解是用二次元加线性元做半离散得到的, 而参考解是用更细网格的三

次元加二次元作半离散得到的.

例 4.1 令 r̃(ϕ) =
√

2 + cos(6ϕ), Ω = {(r, ϕ) | 0 6 r < r̃(ϕ), 0 6 ϕ < 2π}, Ωk = {(r, ϕ) | 0 < r <

r̃(ϕ), θk < ϕ < θk+1}, 其中 k = 1, . . . , 3 并且 θ1 = π/4, θ2 = π, θ3 = 3π/2(−π/2), θ4 = π/4, 如图 2(a)

所示. 考虑

−∇ · σk = V p, 在 Ωk 中,

divuk = 0, 在 Ωk 中,

u = f, 在 Γ 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(4.1)

其中 µ1 = 1, µ2 = 3, µ3 = 9, λ = ∞ 并且 V p = (y, x)T, f = (1, 1)T.

我们在图 3 中展示当 ϕ0 = 5π
4 时

∂u
∂r (r, ϕ0) 的图像. 可以看到, 当 r → 0 时, ∂u1

∂r 和
∂u2

∂r 趋向于

−∞, 揭示了在原点处有应力奇性.

Ω2

O

Ω1

Ω4Ω3

(a) (b)

Ω3

Ω2

Ω1

O

图 2 (a) 例 4.1 中的区域 Ω; (b) 例 4.2 中的区域 Ω
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图 3 (网络版彩图) 例 4.1 中 ∂u1
∂r

(a) 和 ∂u2
∂r

(b) 的值随 r 的变化

令 M 是一个正整数并且给出 [0, 2π]的一个划分 0 = ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕM+1 = 2π, 其中 h = 2π
M 和

ϕj = (j − 1)h, j = 1, 2, . . . ,M + 1. 对于不同的 M , 数值解 uh 的 H1 范数和 ph 的 L2 范数的相对误差

结果如表 1 所示, 可以看到收敛阶是略微超过 2.

例 4.2 令 r̃(ϕ) = 2 + cos(ϕ) + sin(ϕ), Ω = {(r, ϕ) | 0 6 r < r̃(ϕ), 0 6 ϕ < 2π}, Ωk = {(r, ϕ) |
0 < r < r̃(ϕ), θk < ϕ < θk+1}, 其中 k = 1, . . . , 4 并且 θ1 = π/4, θ2 = π/2, θ3 = π, θ4 = 3π/2(−π/2),

θ5 = π/4, 如图 2(b) 所示. 考虑

−∇ · σk = V p, 在 Ωk 中,

divuk +
1

λ
pk = 0, 在 Ωk 中,

u = f, 在 Γ 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(4.2)

其中 µ1 = 2, µ2 = 2.5, µ3 = 1, µ4 = 1.5, λ = 106 并且 V p = (1,−1)T, f = (y2,−x2)T.

我们在图 4中展示当 ϕ0 = 5π
4 时

∂u
∂r (r, ϕ0)的图像.可以看到当 r → 0时, ∂u1

∂r 和
∂u2

∂r 趋向于 −∞,

揭示了在原点处有应力奇性.

令 M 是一个正整数并且给出 [0, 2π] 的一个划分 0 = ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕM+1 = 2π, 其中 h = 2π
M

和 ϕj = (j − 1)h, j = 1, 2, . . . ,M + 1. 对于不同的 M , 数值解 uh 的 H1 范数相对误差结果如表 2 所

示, 可以看到收敛阶是 2.

例 4.3 令 r̃(ϕ) =
√

2 + cos(5ϕ), Ω = {(r, ϕ) | 0 6 r < r̃(ϕ), 0 6 ϕ < 2π}, Ωk = {(r, ϕ) | 0 < r <

表 1 例 4.1 中数值解的相对误差

M
∥u−uh∥

H1+∥p−ph∥
L2

∥u∥
H1+∥p∥

L2
收敛阶

16 2.787E−3

32 3.313E−4 3.073

64 4.227E−5 2.970

128 7.675E−6 2.461
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图 4 (网络版彩图) 例 4.2 中 ∂u1
∂r

(a) 和 ∂u2
∂r

(b) 的值随 r 的变化

表 2 例 4.2 中数值解的相对误差

M
∥u−uh∥

H1

∥u∥
H1

收敛阶

8 7.749E−2

16 2.053E−2 1.916

32 5.684E−3 1.853

64 1.438E−3 1.983

128 3.968E−4 1.858

r̃(ϕ), θk < ϕ < θk+1}, 其中 k = 1, . . . , 5 并且 θ1 = 0, θ2 = π/2, θ3 = π, θ4 = 5π/4, θ5 = 3π/2, θ6 = 2π,

如图 5 所示. 考虑

−∇ · σk = V p, 在 Ωk 中,

divuk +
1

λ
pk = 0, 在 Ωk 中,

u = f, 在 Γ 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(4.3)

其中 µ1 = 4, µ2 = 5, µ3 = 1, µ4 = 2, µ5 = 3, λ = 105 并且 V p = (x2, y2)T, f = (1, 1)T.

我们在图 6 中展示当 ϕ0 = 5π
4 时

∂u
∂r (r, ϕ0) 的图像. 可以看到, 当 r → 0 时, ∂u1

∂r 和
∂u2

∂r 趋向于

−∞, 揭示了在原点处有应力奇性.

令 M 是一个正整数并且给出 [0, 2π] 的一个划分 0 = ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕM+1 = 2π, 其中 h = 2π
M

和 ϕj = (j − 1)h, j = 1, 2, . . . ,M + 1. 对于不同的 M , 数值解 uh 的 H1 范数相对误差结果如表 3 所

示, 可以看到收敛阶超过 2.

4.2 反问题

我们使用 Adam 算法在 µh ∈ Λh 上极小化 (3.6), 其中正则化参数 η = 10−6. 用网格 h = π/32

430



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 2 期

O

Ω
2

Ω
1

Ω
5

Ω
4

Ω
3

图 5 例 4.3 中的区域 Ω
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图 6 (网络版彩图) 例 4.3 中 ∂u1
∂r

(a) 和 ∂u2
∂r

(b) 的值随 r 的变化

表 3 例 4.3 中数值解的相对误差

M
∥u−uh∥

H1

∥u∥
H1

收敛阶

8 3.595E−3

16 1.014E−3 1.826

32 1.646E−4 2.623

64 1.968E−5 3.054

128 2.434E−6 3.015

去离散解空间, 即 µh 离散成 µh = 1(−∞,0](ρ)
∑64

j=1 µj1[(j−1)h,jh)(ϕ). 记 µj 在第 k 步的值为 µk
j , j =

1, . . . , 64. 每步迭代的正问题用网格为 h̃ = π/32 的二次元加线性元的混合有限元方法的直接线法

求解, u[µ⋆] 是用更密的网格的三次元加二次元的混合有限元方法的直接线法获得. 测量在离散点集

Ξ = {(xj , yj)}M1
j=1 ⊂ Ω 上取值, 考虑 Lamé 系数的 L1 相对误差, 记 L1 范数为 ∥ · ∥1.

例 4.4 令 r̃(ϕ) = 2 + cos(ϕ)3, Ω = {(r, ϕ) | 0 6 r < r̃(ϕ), 0 6 ϕ < 2π}, Ωk = {(r, ϕ) | 0 < r <

r̃(ϕ), θk < ϕ < θk+1}, 其中 k = 1, . . . , 3 并且 θ1 = π/4, θ2 = π, θ3 = 3π/2(−π/2), θ4 = π/4, 如图 7(a)
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所示. 考虑

−∇ · σk = V p, 在 Ωk 中,

divuk = 0, 在 Ωk 中,

u = f, 在 Γ 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(4.4)

其中 µ⋆
1 = 2.5, µ⋆

2 = 1, µ⋆
3 = 3, λ = ∞ 并且 V p = (1,−1)T, f = (y2,−x2)T.

设 z|Ξ = u[µ⋆]|Ξ + δξU∥u[µ⋆]∥∞ 是带噪声的测量, 其中 ∥ · ∥∞ 是 L∞ 范数, ξU 是 [−1, 1] 上独立同

分布均匀分布随机向量并且噪声水平 δ = 0.0001 .

初值设为 µ0
1 = · · · = µ0

64 = 2, 131步迭代后停止条件满足. J 的值随迭代步数的变化图像如图 7(b)

所示. 图 8 中的蓝线是 ϕ 方向上数值 Lamé 系数 µ131
h , 红线是准确的 Lamé 系数. 经过 131 步迭代后,

L1 相对误差是 ∥µ131
h − µ⋆∥1/∥µ⋆∥1 = 1.702× 10−2.

例 4.5 令 r̃(ϕ) = 1√
cos(ϕ)4+sin(ϕ)4

, Ω = {(r, ϕ) | 0 6 r < r̃(ϕ), 0 6 ϕ < 2π}, Ωk = {(r, ϕ) | 0 < r <

r̃(ϕ), θk < ϕ < θk+1},其中 k = 1, . . . , 4并且 θ1 = 0, θ2 = π/2, θ3 = π, θ4 = 3π/2, θ5 = 2π, 如图 9(a)所

示. 考虑

−∇ · σk = V p, 在 Ωk 中,

divuk +
1

λ
pk = 0, 在 Ωk 中,

u = f, 在 Γ 上,

uk−1|θ=θ−
k
= uk|θ=θ+

k
,

σk−1 · nk|θ=θ−
k
= σk · nk|θ=θ+

k
,

(4.5)

其中 µ⋆
1 = 3, µ⋆

2 = 2, µ⋆
3 = 1, µ⋆

4 = 2, λ = 106 并且 V p = (1,−1)T, f = (y2,−x2)T.

设 z|Ξ = u[µ⋆]|Ξ + δξU∥u[µ⋆]∥∞ 是带噪声的测量, 其中 ∥ · ∥∞ 是 L∞ 范数, ξU 是 [−1, 1] 上独立同

分布均匀分布随机向量并且 δ 是噪声水平. 初值设为 µ0
1 = · · · = µ0

64 = 2, 对于不同的噪声水平 δ, 迭

O
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图 7 (网络版彩图) (a) 例 4.4 的区域 Ω; (b) 能量泛函的变化图
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代步数和 L1 相对误差如表 4 所示, µ 的反演结果如图 10 所示, 其中蓝线是 ϕ 方向上数值 Lamé 系数

µh, 红线是准确的 Lamé 系数. 从这个例子可以看出, 对于不同的噪声水平, 我们的方法在恢复界面位

置以及子区域上的 Lamé 系数方面依然是有效的.
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图 8 (网络版彩图) 例 4.4 中 ϕ 方向上第 131 步迭代的 Lamé 系数
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图 9 例 4.5 的区域 Ω
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图 10 (网络版彩图) (a) 例 4.5 中 δ = 0.0004 的反演结果; (b) 例 4.5 中 δ = 0.0007 的反演结果; (c) 例 4.5

中 δ = 0.001 的反演结果

表 4 例 4.5 中不同噪声水平的反演结果

δ 迭代步数 ∥µh − µ⋆∥1/∥µ⋆∥1

0.0004 210 1.000E−2

0.0007 211 1.557E−2

0.001 109 5.550E−2
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5 结论

本文将直接线法推广到星型区域上几乎不可压复合材料问题, 并且将其应用到相应的反问题上.

假设区域边界可以被参数化成角度的 C1 函数从而引入曲线坐标系. 在新的坐标系下, 不规则的星型

区域变为规则的半无限带状区域, 原问题转化为一个变分微分问题. 随后将此变分微分问题半离散化

得到一个可以直接求解的常微分方程组. 求解此常微分方程组可以得到原问题的半离散数值解. 本文

的方法可以自然地模拟准确解的奇性, 并且给出最优误差估计. 本文的方法不会发生闭锁现象且保持

最优收敛阶, 数值算例验证了此方法的有效性与准确性.

考虑几乎不可压复合材料反问题. 通过 Adam 算法极小化一个带全变差正则化的能量泛函, 从而

反演出 Lamé 系数. 在每一步迭代中, 本文将直接线法作为正问题求解器. 大量数值算例说明了本文

的方法可以成功重构界面位置和每个子区域上 Lamé 系数的值.
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22 Grédiac M. The use of full-field measurement methods in composite material characterization: Interest and limitations.

Compos Part A Appl Sci Manuf, 2004, 35: 751–761
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31 Hubmer S, Sherina E, Neubauer A, et al. Lamé parameter estimation from static displacement field measurements in

the framework of nonlinear inverse problems. SIAM J Imag Sci, 2018, 11: 1268–1293

32 Hughes T J R, Cottrell J A, Bazilevs Y. Isogeometric analysis: CAD, finite elements, NURBS, exact geometry and

mesh refinement. Comput Methods Appl Mech Engrg, 2005, 194: 4135–4195

33 Li R, Yang F. A least squares method for linear elasticity using a patch reconstructed space. Comput Methods Appl

Mech Engrg, 2020, 363: 112902

34 Liao Y, Ming P, Xu Y. Taylor-Hood like finite elements for nearly incompressible strain gradient elasticity problems.

J Sci Comput, 2023, 95: 4

35 Jadamba B, Khan A A, Raciti F. On the inverse problem of identifying Lamé coefficients in linear elasticity. Comput
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The direct method of lines for forward and inverse problems of
nearly-incompressible composite materials in star-shaped
domains

Xiaopeng Zhu & Zhongyi Huang

Abstract In this paper, the direct method of lines is extended to (nearly) incompressible composite materials
problems in star-shaped domains. We also study its application in inverse elasticity problems. By introducing
a suitable curvilinear coordinate, the irregular star-shaped domains are transformed into regular semi-infinite
stripes. The (nearly) incompressible elastic equations are discretized in the angular variable and we resolve the
resulting semi-discrete approximation using the direct method. Then we present an optimal error estimate for the
nearly-incompressible composite materials problem. There is no rise to the “locking effect” and the convergence
order will not reduce. For the inverse problems, we determine the Lamé coefficient from the measured data by
minimizing the regularized energy functionals. We apply the direct method of lines as a forward solver to deal
with the irregularity of the domain and the possible singularity in the forward problem. The effectiveness and
accuracy of this method for forward and inverse problems are verified by abundant numerical examples.

Keywords composite material, nearly-incompressible, inverse elasticity problem, star-shaped domain,

method of line
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