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摘要 群集运动生物经常会展现有序的运动方向切换行为. 经典的 Vicsek 模型在一定程度上能够模

拟这一行为, 但未能充分考虑个体在速度大小与运动方向之间的权衡、社会相互作用及时滞等因素叠

加所带来的复杂效应. 本文提出一个数学框架, 以计算包含速度大小 - 方向权衡的时滞系统中运动方

向的平均切换时间, 并利用该框架分析时滞及社会相互作用对群集运动的影响. 理论与数值结果表明,

存在最优速度大小 - 方向权衡及社会相互作用强度, 可使系统的运动方向切换更加有序.

关键词 方向切换 速度大小 - 方向权衡 时滞 Vicsek 模型 Fokker-Planck 方程
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1 引言

生物群体通过个体相互作用展现出的群集行为在自然界中无处不在,受生物群体启发的多智能体

系统也广泛应用于工程领域 [13, 32,44,45]. 例如, 鸟群 [10]、鱼群 [9, 17,26,28]、蚁群 [2, 16,25] 等在觅食、迁徙

过程中都表现出丰富的群集行为. 在工程应用领域, 机器人 [12, 27,31,49,52] 以及航天器 [4] 的编队和协同

也是群集行为的重要应用.

在群体运动过程中, 生物群体往往会突然改变其运动方向. 例如, 鱼群既可高度有序地运动, 也能

突然改变方向. 在某些情况下, 群体运动方向的切换是对外部环境的响应, 例如, 当捕食者出现时, 猎

物可能会改变方向.然而,对蝗虫群 [5] 和鸽群 [7, 35] 的研究揭示,生物群体也可以自发地切换运动方向.

研究指出, 群体密度和内在噪声是影响动物和细菌群运动方向切换的关键因素 [2, 6, 15,28,50], 群体密度

增大会抑制方向切换的发生, 内在噪声可以诱导有序的方向切换. 特别地, 在噪声环境下的双稳态系
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统中, 当群体密度较大且随机波动较小时, 平均切换时间 (meaning switching time, MST) 对群体密度

的依赖性并不显著 [29].

在真实世界中, 个体之间的信息传递速度有限, 且每个个体都需要一定的时间处理信息. 因此, 在

研究群集行为时考虑时滞效应显得尤为重要, 众多模型已经引入了时滞因素 (参见文献 [1, 3, 8, 14, 23,

33, 36, 41, 42, 46]). Olfati-Saber 和 Murray [36] 首次探究了时滞对多智能体系统一致性的影响. Holubec

等 [23] 进一步发现适度增加时滞可以促进 Vicsek 模型的一致性, 但过度增加时滞则可能导致这一趋

势逆转. 同时, Blum 等 [3] 则专注于研究群集振子系统中时滞相互作用的影响, 并发现了两种由时滞

产生的长期群集状态. 另外, 部分模型同时结合多种时滞研究其群集行为, 如蝗虫群和鸽群的方向切

换 [33, 41,42], 以及鱼群的持久性 - 响应性自适应模型 [8]. 这些研究共同表明时滞在理解及预测群集行

为方面的重要作用.

事实上, 鸽群、鱼群等群体中个体的行为倾向于与其建立密切社会联系的个体保持一致 [22,35,38].

最近, Xiao 等 [47, 48] 利用降维方法 [19] 在 Erdős-Rényi 网络中探讨了社会相互作用如何影响方向切换

行为.而不同群体在社会关系构建方面存在差异,例如,蝗虫群中个体引导群体运动的能力在各个体之

间分布较均匀 [15], 相比之下, 在灵长类动物群体和鸽群中, 个体的社会地位显著影响其在群体运动中

的相互作用 [35,40]. 为此, 研究群体运动的方向切换行为有必要考虑社会相互作用的影响.

上述对方向切换的研究主要关注邻域内个体速度方向对群体运动状态的影响,却鲜少强调速度大

小 - 方向权衡的影响 [42,43,48]. 已有研究表明速度的大小和方向都是影响群集行为的重要因素. 例如,

基于 Czirók 等 [11] 提出的一维连续模型, Escudero 等 [15] 和 Yates 等 [50] 进一步发展了更具普适性的

包含速度大小与方向的模型, 得出内在噪声诱导系统的 MST 并应用粗粒度方法识别了实验数据和理

论之间的关键差异. 然而相关研究都尚未考虑到时滞对方向切换的影响, 这主要是由于计算时滞运动

群体的 MST 具有理论挑战性. 因此, 有必要提出新的数学框架计算时滞系统的 MST 并分析速度大

小 - 方向权衡以及社会相互作用对群集行为的影响.

本文首先在 Vicsek 模型中引入个体对运动速度大小 - 方向的权衡. 然后, 对带有速度权衡的

Vicsek 模型, 分别探讨信息处理及传递时滞对方向切换行为的影响. 随后, 基于降维及 Fokker-Planck

方程的延迟近似法等方法简化局部与社会相互作用的复杂性,计算群体状态的稳态概率密度以及方向

的平均切换时间, 揭示运动速度大小 - 方向的权衡、时滞以及社会相互作用对运动方向切换行为的影

响. 本文不仅强调在方向切换行为研究中, 综合考虑速度大小 - 方向的权衡、社会相互作用以及时滞

效应的重要性, 其研究成果还将为群体智能设备的设计提供理论支撑.

2 预备知识

引理 2.1 [20] 考虑一维扩散过程

dX(t) = h(X(t))dt+
√
QdW (t), (2.1)

其中漂移项 h(X(t)) 与时间无关, 扩散项
√
Q 表示与噪声相关的常数, W (t) 表示标准 Brown 运动. 其

对应的 Fokker-Planck 方程可表示为

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
(h(x)P (x, t)) +

1

2
Q
∂2P (x, t)

∂x2
, (2.2)
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其中 P (x, t) 是扩散过程 (2.1) 的概率密度. 此时, 系统的稳态概率分布 (stationary probability distri-

bution, SPD) 为

Pst(x) =
1

Z
exp(−ϕ(x)), (2.3)

其中 ϕ(x) = −2V (x)/Q, V (x) 为 h(x) 的原函数, Z 为归一化常数. 假设个体在时间 t = 0 的初始位置

为 x, 边界条件为 h′(a) = 0, h(b) = 0, 且 a 6 x 6 b, 则 x 在区间 (a, b) 内的停留时间为

T (x) =
2

Q

∫ b

x

exp(ϕ(y))dy

∫ y

a

exp(−ϕ(z))dz. (2.4)

引理 2.2 [18] 考虑一维时滞扩散过程

dX(t) = h(X(t), X(t− τ))dt+
√
QdW (t), (2.5)

其中, τ > 0表示系统的时延, xτ = x(t− τ)表示 t− τ 时刻系统的状态, 漂移项 h(X(t), X(t− τ))与时

间无关, 扩散项
√
Q 表示与噪声相关的常数, W (t) 是标准 Brown 运动. 其对应的时滞 Fokker-Planck

方程可表示为

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x

∫
h(x, xτ )P (x, t;xτ , t− τ)dxτ

+
Q

2

∂2

∂x2

∫
P (x, t;xτ , t− τ)dxτ , (2.6)

其中 P (x, t;xτ , t− τ) 是 x 和 xτ 的联合概率分布. 此时, 系统的一阶近似 SPD 可由以下形式给出:

P
(1)
st (x) =

1

Z
exp(−ϕ(x)), (2.7)

其中 Z 是归一化常数, ϕ(x) = −2Ueff(x)/Q, Ueff(x) 定义为

Ueff(x) =

√
1

2πQτ

∫ x

−∞
dx′

∫ ∞

−∞
dxτh(x

′, xτ )× exp

(
− (xτ − x′ − h(0)(x′)τ)2

2Qτ

)
, (2.8)

这里 h(0)(x′) 表示非时滞情况下的 h(x, xτ ).

3 信息处理时滞诱导的方向切换

3.1 具有局部相互作用的群集系统的方向切换

时滞对于调控生物行为具有重要意义,因此引入这一因素对揭示生物群体运动方向切换行为的内

在机理极为关键 [37]. 生物群体的运动经常受到信息处理和传递两种时滞的影响 [34,36], 信息处理时滞

代表个体接收到信息后处理并调整状态所需要的时间,个体接收其邻居信息而需要的时间称为信息传

递时滞. 接下来分别研究这两种时滞对群体运动方向切换行为的影响.

本文首先研究信息处理时滞诱导的具有局部相互作用的群集系统的方向切换行为.假设信息的传

递是瞬时的, 并假设每个个体在接收到邻居的速度信息后, 需要时间 τ 调整自身的速度. 因此, 在信息

处理时滞系统中, 第 i 个个体根据相邻个体在 t− τ 时刻的速度更新自身在 t 时刻的速度.

假设 N 个个体沿着圆移动, 该圆由区间 Ω = [0, 1) 表示. 在周期边界条件下, 设 Xi≡Xi(t) ∈ Ω

和 Vi≡Vi(t), i = 1, . . . , N 分别表示个体 i 的位置及速度, 相互作用邻域集定义为 Ji,R(t) = {j ∈

3
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{1, . . . , N} | min(dij , 1− dij) 6 R}, 其中 dij 为个体 i 与 j 之间的物理距离, R 为相互作用半径. 群体

中的个体速度演化为

dVi = [G(V local
i (t− τ))− Vi(t− τ)]dt+ ηdWi, (3.1)

其中 η > 0 表示噪声强度, dWi 表示标准白噪声, V local
i (t) = (1/|Ji,R(t)|)

∑
jϵJi,R(t) Vj(t) 表示个体 i 在

邻域内的平均速度. 鉴于群体运动同时受到速度大小与方向的影响 [11, 15,50], 本文引入一个权衡函数

G(x) =
1

1 + β
(βx+ sign(x)) (3.2)

以描述运动群体中个体间相互作用的速度大小 -方向权衡,此权衡函数不仅同时考虑速度大小与方向,

且反对称函数 G(x) 使得当 x > 0 时, 有 G(x) > 0, 而当 x < 0 时有 G(x) < 0, 这使得自驱动粒子模

型有可能自发涌现对称性破缺. 此外, 若 0 < x < 1, 则有 G(x) > x, 表现为对个体运动的加速作用;

若 x > 1, 则有 G(x) < x, 表现为对个体运动的减速阻尼, 这种特性确保了函数的有界性. 该函数中

β/(1 + β) 表示速度大小的权重, 1/(1 + β) 表示速度方向的权重, 其中 β ∈ [0,+∞) 表示速度大小 - 方

向的权衡参数, 它反映了邻域内个体速度更倾向于保持大小还是方向一致的偏好, β 越大则越倾向于

大小一致.当 β = 1时, G(x) = (x+sign(x))/2表示速度大小与方向对群体的影响几乎一致,此时该相

互作用函数与文献 [11] 中函数一致. β = 0 表示速度方向是主要影响因素, 此时该相互作用函数与文

献 [48] 中函数一致. 将相互作用函数 (3.2) 代入模型 (3.1), 得到

dVi =

(
β

1 + β
V local
i (t− τ) +

1

1 + β
sign(V local

i (t− τ))− Vi(t− τ)

)
dt+ ηdWi, (3.3)

假设相互作用半径足够大. 所以 (3.3) 中的局部平均速度 V local
i (t) 变成全局平均速度

V (t) = (1/N)
N∑
j=1

Vj(t).

因此, (3.3) 变为

dVi =

(
β

1 + β
V (t− τ) +

1

1 + β
sign(V (t− τ))− Vi(t− τ)

)
dt+ ηdWi, (3.4)

由 (3.4) 得全局平均速度 V (t) 满足的 Itô 型随机微分方程

dV =
1

1 + β

[
sign(V (t− τ))− V (t− τ)

]
dt+

η√
N
dW. (3.5)

下面对模型 (3.1)进行数值模拟以探究各因素对群体方向切换的影响.所有形如 (3.3)的随机微分

方程均采用标准二阶随机 Runge-Kutta格式求解 [39],其中时间步长∆t = 0.01,相互作用半径 R = 0.35,

个体的初始位置在区间 [0, 1] 内均匀取值, 初始速度呈均值为 0、方差为 1 的正态分布. 群体的平均速

度 V 随时间的演化如图 1 所示, 从图中可以发现, 在外部环境没有任何变化的情况下, 群体的运动方

向会突然切换到相反的方向. 分析图 1(a) 发现, 尽管存在邻域内个体速度大小的相互作用, 但是密度

低的群体比密度高的群体更频繁地改变方向,这与已有结论一致 (参见文献 [5]). 图 1(b)为速度大小 -

方向权衡参数对群体平均速度的影响, 由图 1(b) 可知, 方向切换行为不仅与群体密度有关, 还与邻域

内个体相互作用的速度大小 - 方向的权衡有关. 接下来运用理论分析各因素对方向切换的影响.

4



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

(a) (b)

图 1 (网络版彩图) 模型 (3.1) 中各因素对群体平均速度的影响. (a) 群体密度, 其中 β = 1; (b) 速度大小 - 方向

权衡参数, 其中 N = 30; 其他参数为 τ = 0.8, η = 2, R = 0.35

定理 3.1 当 N ≫ 1 且 0 6 τ < 1 时, 考虑扩散过程

dV = [aV (t− τ) + bsign(V (t− τ))− (a+ b)V (t)]dt+
η√
N
dW, (3.6)

其中 a 和 b 为常数, τ > 0 表示系统的时延, η/
√
N 表示与状态无关的噪声强度, W (t) 是标准 Brown

运动. 系统的一阶近似 SPD 为

P
(1)
st (v) =

kτe
2k2τ (|v|−v

2/2)

2
√
πek

2
τ

, (3.7)

其中 kτ =
√
N(b(aτ + 1))/η2.

证明 设 P (v, t) 表示扩散过程 (3.6) 的概率密度, 则 P (v, t)dv 表示在 V (t) ∈ [v, v + dv] 的全局

平均速度的概率, Pst(v) 表示 v(t) 的 SPD, P
(1)
st (v) 表示 SPD 的一阶近似. 根据引理 2.2, 可得

P
(1)
st (v) =

1

Z
exp(−ϕ(v)),

其中 Z 是归一化常数, 势函数 ϕ(v) = −2NUeff(v)/η
2, Ueff(v) =

√
N/2πη2τ

∫ v
0
heff(v

′)dv′. 计算可得

heff(v
′) =

∫ +∞

−∞
(avτ + bsign(vτ )− cv′) exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

= a

∫ +∞

−∞
vτ exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

+ b

∫ +∞

−∞
sign(vτ ) exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

− c

∫ +∞

−∞
v′ exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

, I1 + I2 − I3,

5
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此处 a+ b = c, ψ(v′) = v′ + τ(av′τ + bsign(v′τ )− cv′). 令 µ = vτ − ψ(v′), p = µ/
√
2η2τ/N , 可得

I1 =

∫ ∞

−∞
aµ exp

(
− µ2

2η2τ/N

)
dµ+ aψ(v′)

∫ ∞

−∞
exp

(
− µ2

2η2τ/N

)
dµ

= aψ(v′)

∫ ∞

−∞
exp

(
− µ2

2η2τ/N

)
dµ

= a
√
2η2τ/Nψ(v′)

∫ ∞

−∞
exp(−p2)dp

= a
√
2πη2τ/Nψ(v′).

对于 I3, 通过计算可得

I3 = cv′
√
2η2τ/N

∫ ∞

−∞
exp(−p2)dp = cv′

√
2πη2τ/N

以及

I2 = b

∫ +∞

−∞
sign(vτ ) exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

= −b
∫ 0

−∞
exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

+ b

∫ +∞

0

exp

(
− (vτ − ψ(v′))2

2η2τ/N

)
dvτ

, I4 + I5.

计算 I4 和 I5, 可得

I4 = −b
∫ −ψ(v′)

−∞
exp

(
− µ2

2η2τ/N

)
dµ

= −b
√
2η2τ/N

(∫ 0

−∞
exp(−p2)dp+

∫ − ψ(v′)√
2η2τ/N

0

exp(−p2)dp
)
,

I5 = b

∫ +∞

−ψ(v′)
exp

(
− µ2

2η2τ/N

)
dµ

= b
√
2η2τ/N

(∫ 0

− ψ(v′)√
2η2τ/N

exp(−p2)dp+
∫ ∞

0

exp(−p2)dp
)
.

因此

I2 = I4 + I5 = b
√

2η2τ/N

(
−
∫ − ψ(v)√

2η2τ/N

0

exp(−p2) dp+
∫ 0

− ψ(v′)√
2η2τ/N

exp(−p2)dp
)

= b
√
2η2τ/N

∫ ψ(s′)√
2η2τ/N

− ψ(s′)√
2η2τ/N

exp(−p2)dp

= b
√
2πη2τ/Nerf

(
ψ(v′)√
2η2τ/N

)
.

6
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因此, 通过上述公式, 得到

heff(v
′) =

√
2πη2τ/N

[
aψ(v′) + berf

(
ψ(v′)√
2η2τ/N

)
− cv′

]
,

当 v′ > 0 时, ψ(v′)/
√
2η2τ/N = +∞, erf(+∞) = 1. 由此可知, 当 N ≫ 1 且 0 6 τ < 1 时,∫ v

0

erf

(
ψ(v′)√
2η2τ/N

)
dv′ ≈ |v|,

所以

Ueff(v) = b(1 + aτ)|v|+ (1 + aτ)(a− c)
v2

2
.

又因为 c = a+ b, 最后可得

P
(1)
st (v) =

1

Z
exp

(
2Nb(1 + aτ)

η2

(
|v| − v2

2

))
. (3.8)

借助归一化方法可对 Z 进行求解. 设 kτ =
√
N(b(aτ + 1))/η2, 由于 P

(1)
st (v) 是概率密度函数, 因

此
∫ +∞
−∞ P

(1)
st (v)dv = 1, 即∫ +∞

−∞

1

Z
e2k

2
τ (|v|−v

2/2)dv =
2

Z

∫ +∞

0

e2k
2
τ (|v|−v

2/2)dv = 1.

令 m = kτ (v − 1), 可得

Z = 2ek
2
τ

∫ +∞

−kτ
e−m

2

· 1

kτ
dm =

2ek
2
τ

kτ

(√
π

2
erf(+∞)−

∫ kτ

0

e−m
2

dm

)
=

2ek
2
τ

kτ

(√
π

2
−

√
π

2
erf(−kτ )

)
=

√
πek

2
τ

kτ
(1 + erf(kτ )).

将 Z 代入 (3.8), 得到完整的 P
(1)
st (v) 表达式

P
(1)
st (v) =

kτe
2k2τ (|v|−v

2/2)

ek
2
τ
√
π(1 + erf(kτ ))

, (3.9)

当 N ≫ 1 且 0 6 τ < 1 时, kτ → +∞, erf(kτ ) ≈ 1, (3.9) 简化为

P
(1)
st (v) =

kτe
2k2τ (|v|−v

2/2)

2
√
πek

2
τ

.

证毕.

对于模型 (3.5), 运用定理 3.1, 当 a = −1/(1 + β), b = 1/(1 + β) 时, 群体平均速度的一阶近似

SPD 为

P
(1)
st (v) =

kτe
2k2τ (|v|−v

2/2)

2
√
πek

2
τ

, (3.10)

7
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其中

kτ =

√
N(1 + β − τ)

η2(1 + β)2
, (3.11)

显然, 在 v = ±1 时, P
(1)
st (v) 有两个全局最大值, 且其概率分布近似于

P
(1)
st (v = ±1) =

kτ
2
√
π
. (3.12)

由 (3.11) 可得, 随着群体密度 N 的增加以及噪声强度 η 和信息处理时滞 τ 的减小, P
(1)
st (v = ±1)

增大, 可以更加清楚地分辨出系统的稳态为 v = ±1, 表明系统的方向切换变得有序. 这些结论都与

图 1(a) 所示的数值模拟相吻合, 验证了模型 (3.5) 理论结果的有效性. 同时, (3.11) 也表明速度大小 -

方向的权衡会影响群体的速度分布. 分析可得, 当 0 < τ 6 0.5 时, β 增大导致 P
(1)
st (v = ±1) 减少, 表

明较小的信息处理时滞情况下, 相互作用中速度大小权重增大不利于群体一致性的产生, 增大了方向

切换的频率; 而当 0.5 < τ < 1 时, P
(1)
st (v = ±1) 在临界点 βc = 2τ − 1 时最大, 随后随着速度大小 - 方

向权衡参数增加开始减小. 这表明, 在信息处理时滞系统中, 系统对速度大小 - 方向权衡的依赖并非

固定不变, 而是随着信息处理时滞的变化而发生相应的动态调整. 且与普遍认知不同, 系统存在一个

最优的速度大小 - 方向权衡参数 βc 使方向切换最有序. 分析临界点发现最优权衡参数 βc ∈ (0, 1), 即

虽然速度大小会影响群体的一致性, 但速度方向仍为群体保持稳态的主要影响因素.

尽管如此, P
(1)
st (v) 只是群体平均速度分布的理论结果, 在现实生活中很难与真实的群体数据进行

对比验证. 因此, 本文进一步计算模型 (3.5) 中的 MST 从而证明 τ 和 β 等多种因素对群体运动方向

切换行为的影响, 其中 MST 的定义为 T (v) = T (−1 → 1) = T (+1 → −1), 即对于小时滞, 个体从一个

稳态到另一个稳态的 MST. 接下来引入非时滞系统刻画时滞系统的 MST.

定理 3.2 对于时滞系统 (3.6), 存在相应的非时滞系统

dv = −ξ′(v)dt+
√
2ϵτdW, (3.13)

其中 ξ(v) = v2/2− |v|, ϵτ =
√
η2/2(b(aτ + 1))N , 使得时滞系统 (3.6) 与非时滞系统 (3.13) 从一个稳态

v = −1 到另一个稳态 v = +1 的 MST 相同.

证明 根据引理 2.1, 非时滞系统的 SPD 为

Pst =
1

Z
exp(−ξ(v)/ϵτ ). (3.14)

忽略近似项, 由 (3.8) 和 (3.14) 易得, 时滞系统 (3.6) 与非时滞系统 (3.13) 都具有相同的平均速度

SPD,所以它们的动力学都可近似地由 (3.13)描述,因此,对于时滞系统 (3.6)与非时滞系统 (3.13),从

一个稳态 v = −1 到另一个稳态 v = +1 的 MST 相同.

由定理 3.2可知,信息处理时滞 τ 也反映在非时滞系统 (3.13)的扩散项 ϵτ 中,从而能够分析信息

处理时滞对群体运动方向切换行为的影响. 接下来, 计算非时滞系统 (3.13) 的 MST.

定理 3.3 对于非时滞系统 (3.13), 其 MST 可以近似的表示为

T = exp(1/2ϵτ )×
√
2πϵτ . (3.15)

证明 假设个体的初始状态为 v ̸= 0 (即 Pst(v ̸= 0) = 1), 其中边界条件为 T (0) = 0 与

limv→−∞ T ′(v) = 0. 在 y = 0 附近对函数 ξ(y) 进行一阶 Taylor 展开为 ξ(y) ≃ y, 在 z = −1 附

8
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近对函数 ξ(z) 进行二阶 Taylor 展开得到 ξ(z) ≃ ((z + 1)2 − 1)/2. 于是, 根据引理 2.1, 在小扰动 (即

ϵτ → 0) 时, 最小值 v = −1 附近的个体从一个稳态切换到另一个稳态的 MST 可以近似为

T =
1

ϵ τ

∫ 0

−1

exp(ξ(y)/ϵτ )dy

∫ y

−∞
exp(−ξ(z)/ϵτ )dz

≈ 1

ϵ τ

∫ 0

−1

exp(ξ(y)/ϵτ )dy

∫ 0

−∞
exp(−ξ(z)/ϵτ )dz

≈ 1

ϵ τ

∫ 0

−1

exp(y/ϵτ )dy

∫ 0

−∞
exp(−((z + 1)2 − 1)/2ϵτ )dz

≈ 1

ϵ τ

∫ 0

−∞
exp(y/ϵτ )dy

∫ +∞

−∞
exp(−((z + 1)2 − 1)/2ϵτ )dz

= exp(1/2ϵτ )×
√
2πϵτ .

证毕.

运用定理 3.3, 最后得到模型 (3.5) 的 MST

T (N, τ) =

√
πη2(1 + β)2

N(1 + β − τ)
exp

(
N(1 + β − τ)

η2(1 + β)2

)
. (3.16)

由 (3.16) 可知, 当 β→0 时, MST 近似为 T (N, τ) ≃
√
πη2/N(1− τ) exp(N(1 − τ)/η2), 其结论与

文献 [41] 一致. 图 2(a) 表明 MST 为群体密度 N 的指数增长函数, 该结果说明, 随着群体密度的增

加, 群体可以涌现更有序的方向切换行为.数值模拟结果表明,定理 3.3能够较为准确表征高密度群体

方向切换过程中的 MST, 从而有效验证了模型 (3.1) 的理论预测能力. 图 2(b) 绘制了不同延迟值下

MST作为速度大小 -方向权衡参数的曲线.图中结果与前文通过分析一阶近似 SPD得到的结论一致,

即速度大小 - 方向权衡对 MST 的影响在不同大小的信息处理时滞下呈现不同趋势. 在信息处理时滞

系统中, 当 0 < τ 6 0.5 时, MST 随 β 的增加而单调减小, 这意味着越高的速度大小权重使群体的方

向切换变得越频繁; 而当 0.5 < τ < 1 时, MST 随 β 增加先变增大后减小, 呈现非单调性, 表明可以通

过调整速度大小和方向之间的权衡, 使系统的方向切换最有序. 观察图 2(c) 可以发现, 虽然群体密度

不同, 但速度大小 - 方向权衡参数在某个特定值时使群体的 MST 达到最大, 且临界点为 βc = 2τ − 1,

即速度大小 - 方向的权衡对方向切换趋势的影响与群体密度无关, 且随着群体密度的增加, 个体的无

(a) (c)(b)

图 2 (网络版彩图) 模型 (3.5) 中 MST 关于各因素的函数. (a) 群体密度, 其中 β = 1, η = 2, τ = 0.1;

(b) 速度大小 - 方向的权衡参数, 其中 N = 50, η = 0.5; (c) 速度大小 - 方向的权衡参数, 其中 τ = 1, η = 0.5

9
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序运动会转变为有序的群体运动.上述结论都揭示了信息处理时滞的大小在决定速度大小 -方向的权

衡对方向切换的影响中起着至关重要的作用.

3.2 具有社会相互作用的群集系统的方向切换

然而, 不仅存在通过物理距离影响相互作用的群体, 有些群体还倾向于将它们与具有更高社会地

位的个体联系在一起, 如鱼群的游动及鸽群的飞行 [22, 35,38]. 基于此, 对于具有社会相互作用的信息处

理时滞系统, 个体的速度应满足 [48]

dVi =

N∑
j=1

Aij [G(Vj(t− τ))− Vi(t− τ)]dt+
η√
N
dWi(t), (3.17)

其中矩阵 A表示个体间的社会相互作用矩阵. 如果存在从个体 i到个体 j 的社交联系,则 Aij = 1,否

则 Aij = 0. 为了量化社会相互作用对方向切换的影响, 引入降维算子 L, 其定义为

L(V ) = 1TAV/1TA1 = ⟨soutj Vj⟩/⟨soutj ⟩, (3.18)

其中节点 i的入度表示为 sini =
∑N
j=1Aij , 节点 j 的出度表示为 soutj =

∑N
i=1Aij , 且 1 = (1, 1, . . . , 1)T,

V = (V1, V2, . . . , VN )T. 假设社会网络的平均度较小, 个体的邻居速度等于群体的有效平均速度, 即∑N
j=1AijG(Vj(t)) ≈

∑N
j=1AijG(L(V )(t)). 因此, (3.17) 简写为

dV = sin ◦ [G(L(V )(t− τ))1− V (t− τ)]dt+
η√
N
dW (t), (3.19)

其中 sin = (sin1 , s
in
2 , . . . , s

in
n )

T, W = (W,W2, . . . ,WN )T, ◦ 表示 Hadamard 积. 假设 L(a ◦ b) ≈ L(a)L(b),
将等式两边同时作用线性算子 L, 可得

dL(V ) = L(sin) ◦ L[G(L(V )(t− τ))1− V (t− τ)]dt+
η√
N
dL(W (t)), (3.20)

令 Veff = L(V ) 表示群体的有效平均速度, αeff = L(sin) 表示社会相互作用的综合效应. 假设群体的社

会网络为 Erdős-Rényi 随机网络, 则 αeff = ⟨s⟩+1, 其中 ⟨s⟩ 表示网络的平均度. αeff 越大, 表示群体的

社会相互作用越强. 将它们代入上式计算得

dVeff =
αeff

1 + β
[sign(Veff(t− τ))− Veff(t− τ)]dt+

η√
N
dW. (3.21)

运用定理 3.1 可得, 当 a = −αeff/(1 + β), b = αeff/(1 + β) 时, 模型 (3.21) 的有效平均速度在

veff = ±1 时一阶近似 SPD 最大, 表示为

P
(1)
st (veff = ±1) =

kτ
2
√
π
, (3.22)

其中

kτ =

√
Nαeff(1 + β − αeffτ)

η2(1 + β)2
. (3.23)

接下来, 对具有社会相互作用的模型 (3.17) 进行数值模拟, 并进一步与 (3.22) 对比. 速度大小 -

方向权衡参数对方向切换的影响如图 3(a) 所示, 从中观察到与模型 (3.1) 一致的现象, 即速度大小 -

10
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(a) (b)

图 3 (网络版彩图) (a) 模型 (3.17) 中速度大小 - 方向的权衡参数对有效平均速度的影响, 其中 N = 100,

τ = 0.12, η = 8, ⟨s⟩ = 4; (b) 模型 (3.17) 中有效平均速度的一阶近似 SPD, 其中 τ = 0.15, β = 1, η = 10,

⟨s⟩ = 3

方向的权衡在方向切换中表现出非单调特性. 图 3(b)则通过对比不同群体密度下的 P
(1)
st (veff)的理论

值和模拟值, 从另一种角度验证了模型 (3.17) 的有效性, 其中实心点为模拟值, 黑色线条为理论值. 从

中可以看出, 模拟值与理论值可以很好地对应, 且群体密度越大, 一阶近似 SPD 的最大值越大, 即方

向切换越有序.

由 kτ 表达式可得, 对于社会相互作用, 当 αeff 增大时, P
(1)
st (veff = ±1) 先增至峰值, 然后随着 αeff

的进一步增加而减小, 这个临界点位于 αc
eff = (1 + β)/2τ . 这表明, 在信息处理时滞系统中, 社会相互

作用也会对系统产生复杂影响. 此外, 当 0 < αeffτ 6 0.5 时, 随着 β 的增加, 群体的 P
(1)
st (veff = ±1) 减

小; 然而, 当 0.5 < αeffτ 时, 在临界点 β = 2αeffτ − 1, P
(1)
st (veff = ±1)达到最大值. 此时, 社会相互作用

和信息处理时滞共同决定速度大小 - 方向权衡对有效平均速度分布的影响.

更进一步地, 由定理 3.2 和 3.3 知, 在最小值 veff = −1 的附近, 与速度大小 - 方向的权衡参数 β、

社会相互作用 αeff 等因素相关的 MST 为

T (N, τ) =

√
πη2(1 + β)2

αeff(1 + β − αeffτ)N
exp

(
αeff(1 + β − αeffτ)N

η2(1 + β)2

)
. (3.24)

当 (3.24) 中 β→0 时, 其结果类似于文献 [48] 中具有社会相互作用的离散 Vicsek 模型的 MST.

图 4刻画了群体的 MST对权衡参数 β 及社会相互作用 αeff 等的依赖关系.通过图 4(a)可以发现, 由

于社会相互作用的存在, MST呈现先增加后减少的趋势,当 αc
eff = (1 + β)/2τ 时 MST最大,这意味着

社会相互作用强度在一定程度上可以先抑制再促进方向的切换. 除此之外, 观察图 4(b) 可以发现, 在

0 < αeffτ 6 0.5 时, MST 为随速度大小 - 方向权衡参数增加而减小的函数, 从而使群体的转向率变高;

在 0.5 < αeffτ 时, MST 随速度大小 - 方向权衡参数增加先变大后变小, 且临界点是 βc = 2αeffτ − 1,

这也再次论证了某些情况下相互作用中速度大小权重对群体运动方向切换行为的影响呈非单调性. 最

后, 同时分析图 4(b) 和 4(c) 可得, MST 随速度大小 - 方向权衡参数的变化趋势由社会相互作用 αeff

和信息处理时滞 τ 共同决定, 而与群体密度 N 无关.

11



王佳怡等: 速度大小 - 方向权衡诱导的时滞群集系统的方向切换行为研究

(a) (c)(b)

图 4 (网络版彩图) 模型 (3.17) 中 MST 关于各因素的函数. (a) 社会相互作用, 其中 β = 0.5, τ = 0.15,

η = 5; (b) 速度大小 - 方向权衡参数, 其中 αeff = 3, N = 100, η = 5; (c) 速度大小 - 方向权衡参数, 其中

αeff = 6, τ = 0.15, η = 5

4 信息传递时滞诱导的方向切换

除模型 (3.1) 和 (3.17) 中引入的信息处理时滞外, 信息传递时滞对系统的影响也不容忽视, 它源

于个体之间信息传递速度有限这一实际约束. 因此, 本文研究具有社会相互作用的信息传递时滞模型

dVi =
N∑
j=1

Aij [G(Vj(t− ω))− Vi(t)]dt+
η√
N
dWi(t), (4.1)

其中 ω > 0 表示信息传递时滞, 代表每个个体接收其邻居速度信息所需要的时间. 在不考虑调整时间

的情况下, 第 i 个个体根据其自身在 t 时刻的速度和其邻居在 t − ω 时刻的速度来更新其速度. 代入

速度权衡函数 (3.2) 及降维算子 (3.18), 可得

dVeff = αeff

[
β

1 + β
Veff(t− ω) +

1

1 + β
sign(Veff(t− w))− Veff(t)

]
dt+

η√
N
dW. (4.2)

根据定理 3.1, 当 a = αeffβ/(1 + β), b = αeff/(1 + β) 时, 同样可以计算其有效平均速度在最大值

veff = ±1 附近的一阶近似 SPD

P
(1)
st (veff = ±1) =

kω
2
√
π
, (4.3)

其中

kω =

√
Nαeff

(
1 + αeffw + β

(1 + β)2η2

)
. (4.4)

分析 kω 的理论结果可知, β 越小, αeff 越大, 则 P
(1)
st (veff = ±1) 越大, 呈现单调性, 即群体的一致

性越高,越不容易发生方向切换.根据定理 3.2和 3.3,通过引入非时滞系统,计算具有社会相互作用的

信息传递时滞模型的 MST, 得到

T (N,ω) =

√
πη2(1 + β)2

Nαeff(1 + αeffω + β)
exp

(
Nαeff(1 + αeffω + β)

η2(1 + β)2

)
. (4.5)

最后, 本文模拟了具有信息传递时滞系统的有效平均速度的一阶近似 SPD 以及不同因素下的

MST. 图 5(a) 展示了速度大小 - 方向权衡参数 β 取不同值时有效平均速度 Veff 的一阶近似 SPD,
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(a) (b)

图 5 (网络版彩图) (a) 模型 (4.1) 中有效平均速度的一阶近似 SPD, 其中 N = 100, ω = 0.05, ⟨s⟩ = 3,

η = 10; (b) 模型 (4.1) 中 MST 作为速度大小 - 方向权衡参数的函数, 其中 N = 150, w = 0.15, η = 10

其中数值结果与理论分析相吻合, 并且可以发现无论信息传递时滞大小, 系统的一阶近似 SPD 都在

veff = ±1 时最大, 且概率分布都随速度大小 - 方向权衡参数增加而减小, 表明在信息传递时滞系统中,

随着速度大小 - 方向权衡参数增大, 群体的方向会发生快速的切换. 图 5(b) 为对于不同社会相互作用

条件下群体的 MST 作为 β 的函数. 可以发现, 与信息处理时滞系统不同, 信息传递时滞系统的 MST

分别是速度大小 - 方向权衡参数和社会相互作用的单调递减和递增函数, 这表明, 在信息传递时滞系

统中, 社会相互作用通常会促进群体运动的一致性. 据此, 同时对比信息处理和传递时滞系统, 可以发

现时滞相互作用的类型也是决定各因素对调节有序方向切换行为的关键因素.

5 结论

本文研究了群集的方向切换行为,综合分析了速度大小 -方向权衡以及社会相互作用对不同时滞

系统中运动方向切换行为的影响. 首先, 在 Vicsek 模型中引入速度大小 - 方向权衡, 并在假设相互作

用半径足够大的情况下, 运用 Fokker-Planck 理论计算信息处理时滞以及速度大小 - 方向权衡等因素

对群体平均速度的一阶近似 SPD 和 MST 的影响, 从而量化了各因素对群体运动方向切换行为的影

响. 本文提出的时滞系统的 MST 计算框架, 能够有效分析信息处理及传递时滞以及社会相互作用对

群体运动方向切换行为的影响, 理论分析与数值模拟结果吻合较好.

本文的研究表明, 方向切换不仅依赖于群体密度、噪声强度、时滞相互作用, 还依赖于运动个体

速度大小 - 方向权衡以及个体间社会相互作用. 除此之外, 本文还揭示了时滞相互作用的类型和大小

对于决定各因素如何影响群体运动的方向切换发挥重要作用. 值得一提的是, 我们还计算出在特定时

滞条件下, 系统存在一个使方向切换频率最低的速度大小 - 方向权衡值以及社会相互作用强度值. 具

体而言, 在信息处理时滞和社会相互作用都较小的情况下, 速度大小 - 方向权衡参数越大, MST 越小,

即速度大小权重增大会促进方向切换的发生; 当这两种相互作用较大时, 权衡参数的增大对方向切换

的发生呈现先抑制后促进的复杂效应,且在临界点时系统最有序.不同于信息处理时滞系统,无论信息

13
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传递时滞大小如何,增大速度大小权重都会加快方向切换的频率.除此之外,本文发现信息处理时滞系

统中 MST 随社会相互作用的增加先增大后减小, 在临界点处, 群体的转向率最低; 而社会相互作用增

加反而导致信息传递时滞系统的 MST 延长.

本研究的发现不仅加深了我们对群集行为的理解,还为多智能体系统的应用提供了重要的理论指

导. 在现实中, 生物群体之间的相互作用并非固定不变, 因此将本文中使用的方法进一步扩展到具有

时变拓扑 [21, 24,30,51,53] 的情况将是未来需要研究的一些课题.

致谢 作者谨向审稿人提出的宝贵与建设性意见致谢, 这些意见深入完善了本文. 同时, 对所有在研究过程中给予支

持与帮助的同仁深表谢意.
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Directional switches in time-delay swarming systems induced by
speed-direction trade-off

Jiayi Wang, Wang Li, Xiangxin Yin, Donghua Zhao & Yongzheng Sun

Abstract Collective motion in biological systems often exhibits emergent orderly directional switching behavior.
The classical Vicsek model can partially simulate this behavior but fails to fully account for the complex effects
arising from the interplay of individual trade-off between speed and movement direction, social interactions, and
time delays. In this paper, we propose a mathematical framework to compute the average directional switching
time in a time-delay system that incorporates speed-direction trade-offs. Using this framework, we analyze the
effects of time delay and social interactions on collective motion. Theoretical and numerical results indicate the
existence of an optimal speed-direction trade-off and social interaction strength that maximize the orderliness of
directional switching in the system.
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