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摘要 本文研究 (
∑

ℓp)ℓq 单位球面间的满相位等距延拓问题. 令 S(
∑

ℓp)ℓq
= {x ∈ (

∑
ℓp)ℓq : ∥x∥ = 1}

为 (
∑

ℓp)ℓq 的单位球面, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为相位等距, 即

{∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥} = {∥x+ y∥, ∥x− y∥}, ∀x, y ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
.

本文证明, 当 1 < p < q = ∞, 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞ 时, 每个满射 f 都可以

延拓为 (
∑

ℓp)ℓq 到其自身的满相位等距 f̃ , 且 f̃ 相位等价于一个线性满等距.

关键词 相位等距 线性等距 Wigner 定理 Tingley 问题

MSC (2020) 主题分类 46B04, 46B20

1 引言

设 X 和 Y 是实 Banach空间, SX 和 SY 为其单位球面. 称映射 f : X → Y 为等距 (保度量映射),

若其满足

∥f(x)− f(y)∥ = ∥x− y∥, ∀x, y ∈ X. (1.1)

如果 f 将 X 中的原点映成 Y 中的原点, 即 f(0) = 0, 则称 f 是标准的.

经典的 Mazur-Ulam 定理 [10] 断言: 每个标准的满等距映射 f : X → Y 都是线性的. 该定理揭示

了一个深刻的事实: Banach空间之间的映射保持度量不变的前提是保持线性结构不变.该结论在不同

方向上都获得了极大的推广, 其中之一为球面上的等距延拓问题, 也称之为 Tingley 问题 [17]:

问题 1.1 对任意的两个 Banach 空间 X 和 Y , 是否每个满等距 f : SX → SY 都可以延拓为全

空间上的线性满等距?
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Tingley问题的意义在于,一旦该问题有肯定的回答,就意味着单位球面上的度量结构能够决定整

个空间的线性结构. 经过众多数学家的努力, 在大量的 Banach 空间上, 人们对 Tingley 问题都得到了

肯定的回答 (参见文献 [4, 11]).

作为等距的一种推广, Banach 空间上的相位等距也引起了人们的关注. 设 X 和 Y 是实 Banach

空间, 称映射 f : X → Y 为相位等距, 若其满足

{∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥} = {∥x+ y∥, ∥x− y∥}, ∀x, y ∈ X. (1.2)

设 f, g : X → Y 为两个映射, 若存在一个相位函数 ε : X → {−1, 1} 使得 g = ε · f , 则称 f 和 g 是

相位等价的. 显然, 相位等价于线性等距的 f 为相位等距, 且每个相位等距都是标准的. 然而, 相位

等距与等距并不相容. 例如, 定义 f : R → R, f(x) = |x|, ∀x ∈ R, 则 f 为相位等距但不是等距; 定义

f : R → ℓ2∞, f(x) = (x, |x|), ∀x ∈ R, 则 f 为标准的等距但不是相位等距.

尽管二者互不相容, 但从几何角度来看二者又有着紧密的联系. 给定 X 中两个线性无关的向量 x

和 y, 其所生成的平行四边形的两条对角线分别为 x − y 和 x + y. 向量 x 和 y 在映射 f 下的像分别

为 f(x) 和 f(y) (不妨假定 f(x) 与 f(y) 也是线性无关的), 由其生成的平行四边形的两条对角线分别

为 f(x) − f(y) 和 f(x) + f(y). 由 (1.1) 知等距映射 f 保持了平行四边形一条特定的对角线 x − y 与

像空间中平行四边形所对应的对角线 f(x) − f(y) 长度不变, 由 (1.2) 知相位等距映射 f 则保持了原

空间中两条对角线 x− y, x+ y 与像空间中两条对角线 f(x)− f(y), f(x) + f(y) 长度不变, 但对角线

之间的对应关系并没有限制. 因此, 有如下一个自然的问题:

问题 1.2 是否对每个相位等距 f : X → Y , 都存在一个相位函数 ε : X → {−1, 1} 使得 ε · f :

X → Y 为等距?

相位等距的研究来源于经典的 Wigner 定理, 由于描述了量子态的对称性, 该定理在量子力学中

起着重要作用 (参见文献 [19,20]). Wigner 定理有多种表现形式, 其中之一刻画了复 Hilbert 空间之间

保内积模长不变的映射: 设 H 和 K 是复 Hilbert 空间, 若映射 f : H → K 满足

|⟨f(x), f(y)⟩| = |⟨x, y⟩|, ∀x, y ∈ H, (1.3)

则存在一个函数 ε : H → C, 满足 |ε(x)| = 1, 使得 ε · f 为一个线性等距或共轭线性等距. 注意到当 H

和 K 为实 Hilbert 空间时, 若 f 满足 (1.3), 自然满足 (1.2). Maksa 和 Páles [9] 利用内积空间的极化恒

等式证明了当 f 满足 (1.2)时, (1.3)也成立. 进而由Wigner定理知,两个实 Hilbert空间之间的相位等

距一定相位等价于一个线性等距. 同时他们提出,实 Banach空间之间的相位等距 f : X → Y 何时会相

位等价于一个线性等距? 受 Mazur-Ulam 定理的启发, 人们从具体空间之间满的相位等距入手进行研

究, 并得到了一系列正面结果. Huang和 Tan [6] 及 Li和 Tan [8] 证明了原子 Lp- 空间和 Tsirelson空间

等空间上满的相位等距相位等价于一个线性满等距. 对一般的 Banach 空间, Wang 和 Bugajewski [18]

证明了当 X 为二维空间或者是严格凸空间时,从 X 到任意 Banach空间 Y 的每个满相位等距都相位

等价于线性满等距. Tan 和 Huang [14] 对光滑空间 X 得到了同样的结论. 最终, Ilǐsević 等 [7] 将上述结

果推广到了任意的 Banach 空间, 给出了一个 Mazur-Ulam 型定理:

定理 1.1 设 X 和 Y 为两个 Banach 空间, f : X → Y 为满的相位等距, 则 f 相位等价于一个

线性满等距.

该结果在满相位等距情形下, 对问题 1.2 给出了肯定的回答. 受 Tingley 问题启发并结合上述讨

论, 有如下自然的问题:

2



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

问题 1.3 对任意的两个 Banach 空间 X 和 Y , 是否每个满的相位等距 f : SX → SY 都可以延

拓为全空间上的满相位等距 f̃ , 且 f̃ 相位等价于一个线性满等距?

文献 [5, 13,15,16] 在原子 Lp- 空间 (0 < p < ∞), L∞(Γ)- 空间、连续函数空间及 CL- 空间上对上

述问题给出了正面的回答.

本文研究 (
∑

ℓp)ℓq 空间单位球面上的满相位等距的延拓问题. 我们证明当 1 < p < q = ∞,

1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞ 时, 每个满的相位等距 f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

都可

延拓为全空间上的满相位等距 f̃ , 且 f̃ 相位等价于一个线性满等距.

为阅读方便起见, 首先给出一些符号说明. 设 X 为 Banach 空间, SX 为其单位球面. 定义序列空

间 ℓp (1 6 p 6 ∞) 的 ℓq- 直和为

(∑
ℓp

)
ℓq

=


{
x = (xn)

∞
n=1 : xn ∈ ℓp,

∑
n

∥xn∥q < ∞
}
, 1 6 q < ∞,{

x = (xn)
∞
n=1 : xn ∈ ℓp, sup

n
∥xn∥ < ∞

}
, q = ∞,

并赋予范数

∥x∥ =


(∑

n

∥xn∥q
) 1

q

, 1 6 q < ∞,

sup
n

∥xn∥, q = ∞.

对 xn = (x(n,j))
∞
j=1 ∈ ℓp, x(n,j) 表示 xn 的第 j 个元素. 对于任意 n, j ∈ N, 令

en = {(ξi)i∈N : ξn = 1; ξi = 0, i ̸= n, i ∈ N},

e(n, j) = {(ξ(n′, j′))n′,j′∈N : ξ(n, j) = 1; ξ(n′, j′) = 0, (n′, j′) ̸= (n, j), n′, j′ ∈ N}.

显然, en ∈ Sℓp , e
(n, j) ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

. 对 x = (xn)
∞
n=1 ∈ ℓp 或 x = (xn)

∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓq , supp(x) = {n ∈ N :

xn ̸= 0} 表示 x 的支撑集. “± ” 表示 “ + ” 或 “− ” 二者成立其一.

2 指标为 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞ 的情形

下述结果来自文献 [13], 为阅读方便, 给出其证明.

引理 2.1 设 X 和 Y 为实赋范空间, f : SX → SY 为满相位等距, 则 f 为单射, 并满足

f(−x) = −f(x), ∥f(x)∥ = ∥x∥, ∀x ∈ SX .

证明 任取 x ∈ SX , 由 f 是满射知, 存在 y ∈ SX 使得 f(y) = −f(x). 因为 f 是相位等距, 所

以有

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥} = {0, ∥f(x)− f(y)∥}.

若 ∥x − y∥ = 0, 则 x = y. 此时 f(x) = 0, 与 f(x) ∈ SY 矛盾. 因此, ∥x + y∥ = 0, 即 y = −x 且

f(−x) = −f(x). 类似地, 可证明 f 为单射. 令 y = x, 由 (1.2) 可知 ∥f(x)∥ = ∥x∥. 证毕.

下述结果来自文献 [1], 为方便使用, 本文对其进行了一些修改:
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引理 2.2 设 1 6 p < ∞, 则对任意的 x, y ∈ ℓp, 有

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p 6 2(∥x∥p + ∥y∥p), ∀ 1 6 p < 2,

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p > 2(∥x∥p + ∥y∥p), ∀ 2 6 p < ∞.

证明 注意到

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p − 2(∥x∥p + ∥y∥p) =
∑
n∈N

(|xn + yn|p + |xn − yn|p − 2|xn|p − 2|yn|p).

由不等式

|ξ + η|p + |ξ − η|p 6 2(|ξ|p + |η|p), ∀ ξ, η ∈ R, 1 6 p < 2,

|ξ + η|p + |ξ − η|p > 2(|ξ|p + |η|p), ∀ ξ, η ∈ R, p > 2

可知, 当 1 6 p < 2 时,

|xn + yn|p + |xn − yn|p 6 2(|xn|p + |yn|p);

当 p > 2 时,

|xn + yn|p + |xn − yn|p > 2(|xn|p + |yn|p).

因此, 当 1 6 p < 2 时,

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p 6 2(∥x∥p + ∥y∥p);

当 p > 2 时,

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p > 2(∥x∥p + ∥y∥p).

证毕.

设 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 若 supp(x) ∩ supp(y) = ∅, 则称 x 与 y 正交, 记为 x ⊥ y.

引理 2.3 设 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 则 x ⊥ y 当且仅当

∥x− y∥q + ∥x+ y∥q = 2(∥x∥q + ∥y∥q).

证明 “⇒” 设 x⊥y, 则

∥x− y∥q + ∥x+ y∥q

=
∑
n∈N

(∥xn − yn∥q + ∥xn + yn∥q)

=
∑

n∈supp(x)

(∥xn∥q + ∥xn∥q) +
∑

n∈supp(y)

(∥ − yn∥q + ∥yn∥q)

= 2(∥x∥q + ∥y∥q).
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“⇐” 采用反证法. 假设存在 m ∈ supp(x) ∩ supp(y). 设 a, b > 0, 令

f(p) =

(
ap + bp

2

) 1
p

, g(p) = (ap + bp)
1
p , ∀ p ∈ (1,∞).

计算

f ′(p) =
ap ln ap + bp ln bp − (ap + bp) ln(a

p+bp

2 )

p2(ap + bp)
e

ln( ap+bp

2
)

p

=
ap ln( 2ap

ap+bp ) + bp ln( 2bp

ap+bp )

p2(ap + bp)
e

ln( ap+bp

2
)

p .

注意到当 t > 0 时, ln t 6 t− 1. 因此

ap ln

(
2ap

ap + bp

)
+ bp ln

(
2bp

ap + bp

)
= −

(
ap ln

(
ap + bp

2ap

)
+ bp ln

(
ap + bp

2bp

))
> −

(
ap
(
ap + bp

2ap
− 1

)
+ bp

(
ap + bp

2bp
− 1

))
= 0.

从而 f ′(p) > 0, f 是单调递增的. 计算

g′(p) =
ap ln ap + bp ln bp − (ap + bp) ln(ap + bp)

p2(ap + bp)
e

ln(ap+bp)
p < 0.

这意味着 g 是严格单调递减的.

当 1 < q < p 6 2 时, 由 f 单调递增、g 严格单调递减以及引理 2.2, 可知

∥xm − ym∥q + ∥xm + ym∥q

2
6

(
∥xm − ym∥p + ∥xm + ym∥p

2

) q
p

6 (∥xm∥p + ∥ym∥p)
q
p

< ∥xm∥q + ∥ym∥q.

再由引理 2.2, 可知

∥x− y∥q + ∥x+ y∥q =
∑
n∈N

(∥xn − yn∥q + ∥xn + yn∥q)

=
∑
n̸=m

(∥xn − yn∥q + ∥xn + yn∥q) + (∥xm − ym∥q + ∥xm + ym∥q)

< 2
∑
n̸=m

(∥xn∥q + ∥yn∥q) + 2(∥xm∥q + ∥ym∥q)

= 2(∥x∥q + ∥y∥q).

矛盾.

当 2 6 p < q < ∞ 时, 再次由 f 单调递增、g 严格单调递减以及引理 2.2, 可得

∥xm − ym∥q + ∥xm + ym∥q

2
>

(
∥xm − ym∥p + ∥xm + ym∥p

2

) q
p

5
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> (∥xm∥p + ∥ym∥p)
q
p

> ∥xm∥q + ∥ym∥q.

由引理 2.2, 有

∥x− y∥q + ∥x+ y∥q =
∑
n∈N

(∥xn − yn∥q + ∥xn + yn∥q)

=
∑
n̸=m

(∥xn − yn∥q + ∥xn + yn∥q) + (∥xm − ym∥q + ∥xm + ym∥q)

> 2
∑
n̸=m

(∥xn∥q + ∥yn∥q) + 2(∥xm∥q + ∥ym∥q)

= 2(∥x∥q + ∥y∥q).

矛盾. 证毕.

注 2.1 当 1 < p < q 6 2或 2 6 q < p < ∞时,引理 2.3不一定成立. 例如,令 x = (x1, x2, 0, . . .),

y = (y1, y2, 0, . . .), 其中 x1 = (1, 1, 0, . . .), x2 = (1, 1, 0, . . .), y1 = (1, 0, 0, . . .), y2 = (0,−1, 0, . . .). 显然,

supp(x) ∩ supp(y) ̸= ∅, 这意味着 x ̸⊥ y. 注意到

∥x∥q = 2
q
p+1, ∥y∥q = 2, ∥x+ y∥q = ∥x− y∥q = (2p + 1)

q
p + 1.

但是, 存在指标 p 和 q 满足 1 < p < q 6 2 或 2 6 q < p < ∞, 使得等式 ∥x − y∥q + ∥x + y∥q =

2(∥x∥q + ∥y∥q) 成立.

引理 2.4 设 1 = q < p < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓ1
→ S(

∑
ℓp)ℓ1

为满相位等距, x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈

S(
∑

ℓp)ℓ1
, 则 ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ 当且仅当对任意的 m ∈ supp(x)∩ supp(y), 都存在某个 λm > 0, 使得

ym = λmxm.

证明 “⇐” 设 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 并且对任意的 m ∈ supp(x) ∩ supp(y), 都存

在某个 λm > 0 满足 ym = λmxm. 则

∥x+ y∥ =
∑

n∈supp(x+y)

∥xn + yn∥

=
∑

n∈supp(x)\supp(y)

∥xn∥+
∑

n∈supp(y)\supp(x)

∥yn∥+
∑

n∈supp(x)∩supp(y)

∥xn + yn∥

=
∑

n∈supp(x)\supp(y)

∥xn∥+
∑

n∈supp(y)\supp(x)

∥yn∥+
∑

n∈supp(x)∩supp(y)

(∥xn∥+ λn∥xn∥)

= ∥x∥+ ∥y∥.

“⇒” 设 x = (xn)
∞
n=1 和 y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ1

满足 ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥, 则∑
n∈N

∥xn + yn∥ = ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ =
∑
n∈N

(∥xn∥+ ∥yn∥),

由 ∥xn + yn∥ 6 ∥xn∥ + ∥yn∥ 知 ∥xn + yn∥ = ∥xn∥ + ∥yn∥. 注意到 ℓp 是严格凸的, 对任意的 m ∈
supp(x) ∩ supp(y), 都存在 λm > 0, 使得 ym = λmxm. 证毕.
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注 2.2 令 q = 1. 当 p = 1 或 p = ∞ 时, 由下例可知引理 2.4 不再成立.

设 p = 1, 令 x = (xn)
∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 = ((y(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1, 其中

x(n,j) =



1

2
, (n, j) = (1, 1),

1

2
, (n, j) = (1, 2),

0, 其他,

y(n,j) =



1

3
, (n, j) = (1, 1),

2

3
, (n, j) = (1, 2),

0, 其他.

则 x, y ∈ S(
∑

ℓ1)ℓ1
, ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ 并且 1 ∈ supp(x) ∩ supp(y). 但并不存在 λ > 0 使得 y1 = λx1.

设 p = ∞, 令 x = (xn)
∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 = ((y(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1, 其中

x(n,j) =


1, (n, j) = (1, 1),

1

2
, (n, j) = (1, 2),

0, 其他,

y(n,j) =


1, (n, j) = (1, 1),

1

2
, (n, j) = (1, 3),

0, 其他.

则 x, y ∈ S(
∑

ℓ∞)ℓ1
, ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ 并且 1 ∈ supp(x)∩ supp(y). 但并不存在 λ > 0 使得 y1 = λx1.

引理 2.5 设 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为满相

位等距, 则 x⊥y 当且仅当 f(x)⊥f(y).

证明 “⇒” 当 1 = q < p < ∞ 时, 由 x ⊥ y 知 ∥x + y∥ = ∥x − y∥ = ∥x∥ + ∥y∥. 由相位等距的定
义知

∥f(x) + f(y)∥ = ∥f(x)− f(y)∥ = ∥f(x)∥+ ∥f(y)∥.

假设存在 m ∈ supp(f(x)) ∩ supp(f(y)), 由引理 2.4 知存在 λm1 , λm2 > 0, 使得

f(y)m = λm1f(x)m, f(y)m = −λm2f(x)m,

矛盾. 因此 supp(f(x)) ∩ supp(f(y)) = ∅, 即 f(x) ⊥ f(y).

当 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞ 时, 由 x ⊥ y 及引理 2.3 知

∥x− y∥q + ∥x+ y∥q = 2(∥x∥q + ∥y∥q).

由 f 是相位等距及引理 2.1 知

∥f(x)− f(y)∥q + ∥f(x) + f(y)∥q = 2(∥f(x)∥q + ∥f(y)∥q).

由引理 2.3 可得 f(x) ⊥ f(y).

“⇐”由引理 2.1知 f 为双射,注意到 f−1 也是满相位等距,由类似上述讨论可得 x ⊥ y. 证毕.

引理 2.6 设 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为满相

位等距. 则存在双射 τ : N → N 使得对每个满足 ∥xn∥ = 1 或 ∥xn∥ = 0 的 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 有

∥xn∥ = ∥f(x)τ(n)∥.

7
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证明 任取 n ∈ N, 首先证明, 存在 m ∈ N 使得对任意满足 ∥xn∥ = 1 的 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

都有

∥f(x)m∥ = 1.

采用反证法. 假设存在 m1 ̸= m2 ∈ supp(f(x)). 注意到, ∥xn∥ = 1 当且仅当 supp(x) = {n}. 取
h, h′ ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

满足 ∥hm1∥ = ∥h′
m2

∥ = 1, 则 h ⊥ h′, h ̸⊥ f(x), h′ ̸⊥ f(x). 由引理 2.5 知, f−1(h) ⊥
f−1(h′), f−1(h) ̸⊥ x, f−1(h′) ̸⊥ x,与 supp(x)是单点集矛盾. 因此,存在某个 m ∈ N使得 supp(f(x)) =

{m}.
我们断言 m与 x的选择无关.假设 x = (xn)

∞
n=1 和 y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

满足 ∥xn∥ = ∥yn∥ = 1.

由上述讨论知, 存在 m1,m2 ∈ N 使得 ∥f(x)m1∥ = ∥f(y)m2∥ = 1. 由于 x ̸⊥ y, 所以由引理 2.5 知

f(x) ̸⊥ f(y), 这意味着 m1 = m2. 定义

τ(n) = m, ∀n ∈ N.

则 τ : N → N 为良定义的.

下面证明 τ 为双射. 假设存在 n1 ̸= n2 ∈ N满足 τ(n1) = τ(n2) = m. 对任意满足 ∥xn1∥ = ∥yn2∥ =

1 的 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 有 ∥f(x)m∥ = ∥f(y)m∥ = 1. 注意到 x ⊥ y, 由引理 2.5 知

f(x) ⊥ f(y), 矛盾. 因此 τ 为单射.

注意到 f−1 为满相位等距, 对任意的 m ∈ N, 由上述讨论可知, 存在 n ∈ N 使得对任意满足
∥ym∥ = 1 的 y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 有

∥f−1(y)n∥ = 1.

由 τ 的定义, 有 ∥yτ(n)∥ = ∥f(f−1(y))τ(n)∥ = 1. 注意到 ∥y∥ = 1, 由 ∥ym∥ = ∥yτ(n)∥ = 1 知 τ(n) = m.

因此 τ 为满射.

对任意满足 xn = 0 的 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 选取 y = (yn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

满足 ∥yn∥ = 1, 则

x ⊥ y. 由引理 2.5 知 f(x) ⊥ f(y). 注意到 supp(f(y)) = {τ(n)}, 因此 f(x)τ(n) = 0. 证毕.

利用文献 [5, 定理 2.6] 和 [1–3] 中的等距表示定理 (可参见文献 [12, 引理 2.3]), 可得下述结果.

引理 2.7 设 1 6 p 6 ∞, f : Sℓp → Sℓp 为满相位等距. 则存在双射 µ : N → N 使得对任意的
x = (xn)

∞
n=1 ∈ Sℓp 有

xn = ±f(x)µ(n), ∀n ∈ N.

引理 2.8 设 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为满相

位等距. 则存在双射 τ, µi(i ∈ N) : N → N 使得对任意的 x = (xn)
∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 有

x(n,j) = ±f(x)(τ(n),µn(j)), ∀n, j ∈ N.

证明 由引理 2.6 知, 存在双射 τ : N → N 使得对每个满足 ∥xn∥ = 1 或 ∥xn∥ = 0 的 x =

(xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 有

∥xn∥ = ∥f(x)τ(n)∥.

8
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给定 i ∈ N, 对 z ∈ Sℓp , 令

gi(z)n =

0, n ̸= i,

z, n = i,

则 gi(z) = (gi(z)n)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 并且 gi : Sℓp → S(
∑

ℓp)ℓq
是良定义的.

对 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 令

Pi(x) = xi.

则 Pi : S(
∑

ℓp)ℓq
→ Sℓp 是良定义的.

注意到 f 为满射, 由 τ 的定义, 容易验证 fi ≡ Pτ(i) ◦ f ◦ gi : Sℓp → Sℓp 为满相位等距. 由引理 2.7

可知, 存在双射 µi : N → N 使得

zj = ±fi(z)µi(j), ∀ z = (zj)
∞
j=1 ∈ Sℓp , j ∈ N.

对满足 ∥xn∥ = 1 的 x = (xn)
∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 由上式及 fi 的定义知,

x(n,j) = ±fn(xn)µn(j) = ±f(x)(τ(n),µn(j)), ∀ j ∈ N. (2.1)

接下来证明对任意的 x = (xn)
∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

, 都有

x(n,j) = ±f(x)(τ(n),µn(j)), ∀n, j ∈ N.

对于任意的 n0 ∈ N, 由引理 2.6 知, 若 xn0 = 0, 则 f(x)τ(n0) = 0. 假设 xn0 ̸= 0 ∈ ℓp, 令

yn =


xn0

∥xn0
∥
, n = n0,

0, n ̸= n0,

则 y = (yn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

且 ∥yn0∥ = 1. 令

zn =


f(x)τ(n0)

∥f(x)τ(n0)∥
, n = τ(n0),

0, n ̸= τ(n0),

则 z = (zn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

且 ∥zτ(n0)∥ = 1. 注意到,

∥x− y∥ > min{min{∥x− u∥, ∥x+ u∥} : u ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
, ∥un0∥ = 1}

= min

{( ∑
n ̸=n0

∥xn∥q + (min{∥xn0 − un0∥, ∥xn0 + un0∥})q
) 1

q

: u ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
, ∥un0∥ = 1

}

>
( ∑

n̸=n0

∥xn∥q + (1− ∥xn0∥)q
) 1

q

= ∥x− y∥,

9
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即

min{min{∥x− u∥, ∥x+ u∥} : u ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
, ∥un0∥ = 1} = ∥x− y∥.

同理可得

min{min{∥f(x)− f(u)∥, ∥f(x) + f(u)∥} : u ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
, ∥un0∥ = 1} = ∥f(x)− z∥.

由于 f 是满相位等距, 对任意满足 ∥un0∥ = 1 的 u ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
, 都有

{∥x− u∥, ∥x+ u∥} = {∥f(x)− f(u)∥, ∥f(x) + f(u)∥}.

因此 ∥x− y∥ = ∥f(x)− z∥. 另外,

∥x− y∥q =
∑
n̸=n0

∥xn∥q + ∥xn0 − yn0∥q = 1− ∥xn0∥q + (1− ∥xn0∥)q.

同理,

∥f(x)− z∥q = 1− ∥f(x)τ(n0)∥
q + (1− ∥f(x)τ(n0)∥)

q. (2.2)

因此,

(1− ∥xn0∥)q − ∥xn0∥q = (1− ∥f(x)τ(n0)∥)
q − ∥f(x)τ(n0)∥

q.

当 1 6 q < ∞ 时, 函数 g(t) = (1− t)q − tq 在 [0,∞) 上严格单调递减, 因此 ∥xn0∥ = ∥f(x)τ(n0)∥.
由于 ∥yn0

∥ = 1, 由引理 2.6 知 ∥f(y)τ(n0)∥ = 1. 由 ∥x− y∥ = ∥f(x)− z∥ 和 ∥x− y∥ < ∥x+ y∥ 知

min{∥f(x)− f(y)∥, ∥f(x) + f(y)∥} = ∥f(x)− z∥. (2.3)

注意到

min{∥f(x)− f(y)∥q, ∥f(x) + f(y)∥q}

= min{∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥
q, ∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥

q}+ 1− ∥f(x)τ(n0)∥
q. (2.4)

结合 (2.2)–(2.4), 可知

min{∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥, ∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥} = 1− ∥f(x)τ(n0)∥ = ∥f(y)τ(n0)∥ − ∥f(x)τ(n0)∥.

由于 ℓp 是严格凸的, 所以 f(y)τ(n0) = ± f(x)τ(n0)

∥f(x)τ(n0)∥
. 因此对任意的 n0, j ∈ N, 由 (2.1) 和 ∥xn0∥ =

∥f(x)τ(n0)∥ 可得

x(n0,j) = ∥xn0∥
x(n0,j)

∥xn0
∥

= ∥xn0∥y(n0,j)

= ±∥xn0∥f(y)(τ(n0),µn0 (j))

= ±∥xn0∥
f(x)(τ(n0),µn0 (j))

∥f(x)τ(n0)∥

= ±f(x)(τ(n0),µn0 (j))
.

注意 n0 是任意的, 证毕.
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引理 2.9 设 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为满相

位等距. 若 x, y ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
且 supp(x) ∩ supp(y) = ∅, 则存在 α, β ∈ R 满足 |α| = |β| = 1, 使得对于任

意满足 ax+ by ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
的 a, b > 0, 都有

f(ax+ by) = αaf(x) + βbf(y).

证明 设 x, y ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
满足 supp(x) ∩ supp(y) = ∅, a, b > 0 满足 ax + by ∈ S(

∑
ℓp)ℓq

. 由引理

2.8 知

f(ax+ by)(τ(n),µn(j)) = (±af(x)± bf(y))(τ(n),µn(j)). (2.5)

注意到 supp(x) ∩ supp(y) = ∅, 由引理 2.8 和 (2.5) 可知{ ∑
n∈supp(x)

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q +
∑

n∈supp(y)

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q,

∑
n∈supp(x)

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q +
∑

n∈supp(y)

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q
}

= {∥f(ax+ by) + f(x)∥q, ∥f(ax+ by)− f(x)∥q}

= {∥ax+ by + x∥q, ∥ax+ by − x∥q}

= {(1 + a)q + bq, |1− a|q + bq}.

注意到, ∑
n∈supp(y)

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q =
∑

n∈supp(y)

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q

=
∑

n∈supp(y)

∥(ax+ by)n∥q = bq.

则

max

{ ∑
n∈supp(x)

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q,
∑

n∈supp(x)

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q
}

= (1 + a)q =
∑

n∈supp(x)

(∥(ax+ by)n∥+ ∥xn∥)q

=
∑

n∈supp(x)

(∥f(ax+ by)τ(n)∥+ ∥f(x)τ(n)∥)q. (2.6)

注意到,

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q 6 (∥f(ax+ by)τ(n)∥+ ∥f(x)τ(n)∥)q,

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q 6 (∥f(ax+ by)τ(n)∥+ ∥f(x)τ(n)∥)q.

由 (2.6) 知, 对任意的 n ∈ supp(x), 有

max{∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥, ∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥} = ∥f(ax+ by)τ(n)∥+ ∥f(x)τ(n)∥.
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进而, 对每个固定的 n ∈ supp(x), 由 (2.5) 知

max

{∑
j∈N

|(f(ax+ by) + f(x))(τ(n),µn(j))|
p,
∑
j∈N

|(f(ax+ by)− f(x))(τ(n),µn(j))|
p

}
= max{∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥p, ∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥p}

= (∥f(ax+ by)τ(n)∥p + ∥f(x)τ(n)∥)p

= ∥f(ax+ by)τ(n)∥p + ∥f(x)τ(n)∥p

=
∑
j∈N

(|f(ax+ by)(τ(n),µn(j))|
p + |f(x)(τ(n),µn(j))|

p).

这意味着, 对任意的 j ∈ N, 或者

sgn(f(ax+ by)(τ(n),µn(j))) = sgn(f(x)(τ(n),µn(j)))

或者

sgn(f(ax+ by)(τ(n),µn(j))) = sgn(−f(x)(τ(n),µn(j))).

否则,

max

{∑
j∈N

|(f(ax+ by) + f(x))(τ(n),µn(j))|
p,

∑
j∈N

|(f(ax+ by)− f(x))(τ(n),µn(j))|
p

}
<

∑
j∈N

(|f(ax+ by)(τ(n),µn(j))|
p + |f(x)(τ(n),µn(j))|

p).

矛盾. 因此存在 αn ∈ N 满足 |αn| = 1, 由 (2.5) 知

f(ax+ by)(τ(n),µn(j)) = αnaf(x)(τ(n),µn(j)), j ∈ N.

这意味着

f(ax+ by)τ(n) = αnaf(x)τ(n).

我们断言, 对所有的 n ∈ supp(x), αn 的符号都相同, 记为 α. 此时,

f(ax+ by)τ(n) = αaf(x)τ(n), n ∈ supp(x).

否则

max

{ ∑
n∈supp(x)

∥(f(ax+ by) + f(x))τ(n)∥q,
∑

n∈supp(x)

∥(f(ax+ by)− f(x))τ(n)∥q
}

<
∑

n∈supp(x)

(∥f(ax+ by)τ(n)∥+ ∥f(x)τ(n)∥)q,

与 (2.6) 矛盾. 同理, 对任意的 n ∈ supp(y), 存在 β ∈ N 满足 |β| = 1 使得 f(ax+ by)τ(n) = βbf(y)τ(n).

因此,

f(ax+ by) = αaf(x) + βbf(y).

证毕.
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定理 2.1 设 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 或 2 6 p < q < ∞, f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

为满相

位等距. 则 f 可以延拓为从 (
∑

ℓp)ℓq 到其自身的满相位等距 f̃ , 并且 f̃ 相位等价于一个线性满等距.

证明 令

f̃(x) =


∥x∥f

(
x

∥x∥

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

下面证明 f̃ 即为所要求的映射. 容易看到 f̃ 是保范的. 我们证明 f̃ 是 f 的齐次延拓, 且对任意满足

supp(x) ∩ supp(y) = ∅ 的 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 都存在 α, β ∈ R 满足 | α |=| β |= 1, 使得

f̃(x+ y) = αf̃(x) + βf̃(y). (2.7)

任取 0 ̸= x ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 0 ̸= λ ∈ R, 由引理 2.1 知

f̃(−x) = ∥x∥f
(
−x

∥x∥

)
= −∥x∥f

(
x

∥x∥

)
= −f̃(x).

当 λ > 0 时, f̃(λx) = ∥λx∥f( x
∥x∥ ) = λf̃(x); 当 λ < 0 时, f̃(λx) = ∥λx∥f( −x

∥x∥ ) = λf̃(x). 这意味着对任

意的 λ ∈ R, 都有

f̃(λx) = λf̃(x), ∀x ∈
(∑

ℓp

)
ℓq

.

对于任意满足 supp(x) ∩ supp(y) = ∅ 的 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 由引理 2.9 知, 存在 α, β ∈ R 满足
|α| = |β| = 1, 使得

f̃(x+ y) = ∥x+ y∥f
(

x+ y

∥x+ y∥

)
= ∥x+ y∥f

(
∥x∥

∥x+ y∥
x

∥x∥
+

∥y∥
∥x+ y∥

y

∥y∥

)
= ∥x+ y∥

(
α

∥x∥
∥x+ y∥

f

(
x

∥x∥

)
+ β

∥y∥
∥x+ y∥

f

(
y

∥y∥

))
= αf̃(x) + βf̃(y).

这意味着 (2.7) 成立. 我们断言存在 γ ∈ R 满足 |γ| = 1, 使得

f̃(x− y) = γ(αf̃(x)− βf̃(y)). (2.8)

由上述讨论知, 存在 α′, β′ ∈ R 满足 |α′| = |β′| = 1, 使得

f̃(x− y) = α′f̃(x) + β′f̃(−y) = α′f̃(x)− β′f̃(y).

当 x = 0 或 y = 0 或 x = −y 时, 由 f̃ 定义知 (2.8) 显然成立. 若 x, y ̸= 0 且 x ̸= −y, 采用反证法, 假

设 αβ = −α′β′, 则 f̃(x+ y) = f̃(x− y) 或 f̃(x+ y) = f̃(y − x). 由 f̃ 定义可知

f

(
x+ y

∥f̃(x+ y)∥

)
= f

(
x− y

∥f̃(x+ y)∥

)
或 f

(
x+ y

∥f̃(x+ y)∥

)
= f

(
y − x

∥f̃(x+ y)∥

)
.

根据引理 2.1, f 是单射, 则 x = 0 或 y = 0, 矛盾. 这说明 (2.8) 成立.

13
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下面证明, 对任意的 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓq , 若存在 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(x) ∪ supp(y), 则

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}.

若 ∥x∥ = ∥y∥, 则

{∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}

=

{
∥x∥

∥∥∥∥f( x

∥x∥

)
+ f

(
y

∥y∥

)∥∥∥∥ , ∥x∥∥∥∥∥f( x

∥x∥

)
− f

(
y

∥y∥

)∥∥∥∥}
= {∥x+ y∥, ∥x− y∥}.

若 ∥x∥ < ∥y∥, 令 t = (∥y∥q − ∥x∥q)
1
q , 则 ∥x+ te(h,h)∥ = ∥y∥. 由 (2.7) 知, 存在 α, β ∈ {−1, 1}, 使得

f̃(x+ te(h,h)) = αf̃(x) + βf̃(te(h,h)).

由 (2.7), (2.8) 及 f̃ 的保范性, 有

{∥x+ y∥q + ∥te(h,h)∥q, ∥x− y∥q + ∥te(h,h)∥q}

= {∥x+ te(h,h) + y∥q, ∥x+ te(h,h) − y∥q}

= {∥f̃(x+ te(h,h) + y)∥q, ∥f̃(x+ te(h,h) − y)∥q}

= {∥f̃(x+ te(h,h)) + f̃(y)∥q, ∥f̃(x+ te(h,h))− f̃(y)∥q}

= {∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h)) + f̃(y)∥q, ∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h))− f̃(y)∥q}

= {∥f̃(x) + f̃(y)∥q + ∥f̃(te(h,h))∥q, ∥f̃(x)− f̃(y)∥q + ∥f̃(te(h,h))∥q}.

因此,

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}.

同理可证, 当 ∥x∥ > ∥y∥ 时, 有 {∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}.
对 x = (xn)

∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓq , 令

M(x, y) := {n ∈ N : ∥xn + yn∥ ≠ ∥xn − yn∥}.

固定 m ∈ N, 令

z(x,m)n =

xm, n = m,

0, n ̸= m,

则 z(x,m) = (z(x,m)n)
∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓq .

接下来证明 f̃ 为满相位等距, 由 f 为满射易知 f̃ 为满射. 任取 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈

(
∑

ℓp)ℓq . 由引理 2.6 及 f̃ 定义知, 对任意的 n ∈ N, 若 xn = 0, 则

f̃(x)τ(n) = 0 = f̃(z(x, n))τ(n).

14
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若 xn ̸= 0, 但 x = z(x, n), 此时

f̃(x)τ(n) = f̃(z(x, n))τ(n).

若 xn ̸= 0, 且 x ̸= z(x, n), 此时

τ(n) ∈ supp

(
f

(
z(x, n)

∥z(x, n)∥

))
= supp(f̃(z(x, n)))

且

τ(n) ̸∈ supp

(
f

(
x− z(x, n)

∥x− z(x, n)∥

))
= supp(f̃(x− z(x, n))).

结合 (2.7) 可知, 存在 α(x, τ(n)), β(x, τ(n)) ∈ R 满足 |α(x, τ(n))| = |β(x, τ(n))| = 1, 使得

f̃(x)τ(n) = (α(x, τ(n))f̃(z(x, n)) + β(x, τ(n))f̃(x− z(x, n)))τ(n) = α(x, τ(n))f̃(z(x, n))τ(n).

因此, 存在一列 α(x, n) ∈ R 满足 |α(x, n)| = 1, 使得

f̃(x) =
∑
n∈N

α(x, n)f̃(z(x, n)).

同理, 存在一列 α(y, n) ∈ R 满足 |α(y, n)| = 1, 使得

f̃(y) =
∑
n∈N

α(y, n)f̃(z(y, n)).

注意到, 对任意的 n ∈ N, 都存在某个 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(z(x, n)) ∪ supp(z(y, n)), 由上述讨论知

{∥z(x, n) + z(y, n)∥, ∥z(x, n)− z(y, n)∥} = {∥f̃(z(x, n)) + f̃(z(y, n))∥, ∥f̃(z(x, n))− f̃(z(y, n))∥}.

因此存在 β(x, y, n) ∈ {−1, 1} 使得 ∥z(x, n) + z(y, n)∥ = ∥f̃(z(x, n)) + β(x, y, n)f̃(z(y, n))∥.
下面证明存在 θ(x, y) ∈ {−1, 1} 使得

α(x, n)α(y, n)β(x, y, n) = θ(x, y), ∀n ∈ M(x, y). (2.9)

采用反证法. 假设存在 m1,m2 ∈ M(x, y) 使得

α(x,m1)α(y,m1)β(x, y,m1) = −α(x,m2)α(y,m2)β(x, y,m2).

令 x′ = z(x,m1) + z(x,m2)和 y′ = z(y,m1) + z(y,m2). 由 (2.7)知, 存在 α(x′,mi), α(y
′,mi) ∈ {−1, 1},

i = 1, 2, 使得

f̃(x′) = α(x′,m1)f̃(z(x,m1)) + α(x′,m2)f̃(z(x,m2)),

f̃(y′) = α(y′,m1)f̃(z(y,m1)) + α(y′,m2)f̃(z(y,m2)).

我们断言 α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2). 否则,

α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = −α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2).

15
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注意到存在某个 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(x′) ∪ supp(y′), 由上述讨论知

{∥x′ + y′∥, ∥x′ − y′∥} = {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥},

且对任意的 n ∈ M(x, y), α ∈ {−1, 1}, 有

∥f̃(z(x, n))τ(n) + αf̃(z(y, n))τ(n)∥ = ∥f̃(z(x, n)) + αf̃(z(y, n))∥. (2.10)

因此,

{∥xm1 + ym1∥q + ∥xm2 + ym2∥q, ∥xm1 − ym1∥q + ∥xm2 − ym2∥q}

= {∥x′ + y′∥q, ∥x′ − y′∥q}

= {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥q, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥q}

= {∥α(x′,m1)f̃(z(x,m1))τ(m1) + α(y′,m1)f̃(z(y,m1))τ(m1)∥
q

+ ∥α(x′,m2)f̃(z(x,m2))τ(m2) + α(y′,m2)f̃(z(y,m2))τ(m2)∥
q,

∥α(x′,m1)f̃(z(x,m1))τ(m1) − α(y′,m1)f̃(z(y,m1))τ(m1)∥
q

+ ∥α(x′,m2)f̃(z(x,m2))τ(m2) − α(y′,m2)f̃(z(y,m2))τ(m2)∥
q}

= {∥α(x′,m1)f̃(z(x,m1)) + α(y′,m1)f̃(z(y,m1))∥q

+ ∥α(x′,m2)f̃(z(x,m2)) + α(y′,m2)f̃(z(y,m2))∥q,

∥α(x′,m1)f̃(z(x,m1))− α(y′,m1)f̃(z(y,m1))∥q

+ ∥α(x′,m2)f̃(z(x,m2))− α(y′,m2)f̃(z(y,m2))∥q}

= {∥f̃(z(x,m1)) + α(x′,m1)α(y
′,m1)f̃(z(y,m1))∥q

+ ∥f̃(z(x,m2)) + α(x′,m2)α(y
′,m2)f̃(z(y,m2))∥q,

∥f̃(z(x,m1))− α(x′,m1)α(y
′,m1)f̃(z(y,m1))∥q

+ ∥f̃(z(x,m2))− α(x′,m2)α(y
′,m2)f̃(z(y,m2))∥q}

= {∥f̃(z(x,m1)) + β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥q + ∥f̃(z(x,m2))− β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥q,

∥f̃(z(x,m1))− β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥q + ∥f̃(z(x,m2)) + β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥q}

= {∥xm1 + ym1∥q + ∥xm2 − ym2∥q, ∥xm1 − ym1∥q + ∥xm2 + ym2∥q}. (2.11)

注意m1,m2 ∈ M(x, y),这意味着 (2.11)不可能成立. 不妨设 ∥xm1+ym1∥ > ∥xm1−ym1∥, ∥xm2+ym2∥ >

∥xm2 − ym2∥, 则

∥xm1 + ym1∥q + ∥xm2 + ym2∥q > max{∥xm1 + ym1∥q + ∥xm2 − ym2∥q, ∥xm1 − ym1∥q + ∥xm2 + ym2∥q},

与 (2.11) 矛盾. 剩余情况可以类似讨论. 因此, 有

α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2).

由 (2.7) 及上述讨论知, 存在 α0, α1 ∈ {−1, 1}, 使得

f̃(x) =
∑

n̸=m1,m2

α(x, n)f̃(z(x, n)) + α0f̃(x
′), f̃(y) =

∑
n̸=m1,m2

α(y, n)f̃(z(y, n)) + α1f̃(y
′).
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因此

α(x,m1) = α0α(x
′,m1), α(x,m2) = α0α(x

′,m2),

α(y,m1) = α1α(y
′,m1), α(y,m2) = α1α(y

′,m2).

从而 α(x,m1)α(y,m1)β(x, y,m1) = α(x,m2)α(y,m2)β(x, y,m2), 与假设矛盾, (2.9) 成立.

由 (2.9) 和 (2.10) 知

{∥f̃(x) + f̃(y)∥q, ∥f̃(x)− f̃(y)∥q}

=

{∥∥∥∥∑
n∈N

α(x, n)f̃(z(x, n)) +
∑
n∈N

α(y, n)f̃(z(y, n))

∥∥∥∥q,∥∥∥∥∑
n∈N

α(x, n)f̃(z(x, n))−
(∑

n∈N

α(y, n)f̃(z(y, n))

)∥∥∥∥q}
=

{ ∑
n∈M(x,y)

∥α(x, n)f̃(z(x, n)) + α(y, n)f̃(z(y, n))∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q,

∑
n∈M(x,y)

∥α(x, n)f̃(z(x, n))− α(y, n)f̃(z(y, n))∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q
}

=

{ ∑
n∈M(x,y)

∥β(x, y, n)θ(x, y)f̃(z(x, n)) + f̃(z(y, n))∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q,

∑
n∈M(x,y)

∥β(x, y, n)θ(x, y)f̃(z(x, n))− f̃(z(y, n))∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q
}

=

{ ∑
n∈M(x,y)

∥z(x, n) + z(y, n)∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q,

∑
n∈M(x,y)

∥z(x, n)− z(y, n)∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q
}

=

{ ∑
n∈M(x,y)

∥xn + yn∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q,

∑
n∈M(x,y)

∥xn − yn∥q +
∑

n/∈M(x,y)

∥xn + yn∥q
}

= {∥x+ y∥q, ∥x− y∥q}.

因此 f̃ 为满相位等距. 由定理 1.1 可知 f̃ 相位等价于一个线性满等距. 证毕.

3 指标为 1 < p < q = ∞ 的情形

令 1 < p < q = ∞, x ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
, 定义

A(x) := {y ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
: max{∥x− y∥, ∥x+ y∥} = 2}.

引理 3.1 设 x ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
, 则存在唯一的 n ∈ N 使得 ∥xn∥ = 1 且不存在序列 {mi}, mi → ∞

使得 limi→∞ ∥xmi∥ = 1 当且仅当对于任意的 y, z ∈ A(x) 有 y ∈ A(z).

17
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证明 “⇒”假设 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

,存在唯一的 n ∈ N使得 ∥xn∥ = 1且不存在序列 {mi},
mi → ∞ 使得 limi→∞ ∥xmi∥ = 1.

对任意的 y, z ∈ A(x), 存在 m1,m2 ∈ N, 使得 ∥xm1 ± ym1∥ = ∥xm2 ± zm2∥ = 2. 由 ℓp 严格凸

性知 xm1 = ±ym1 和 xm2 = ±zm2 . 根据 ∥xm1∥ = ∥xm2∥ = 1 和 n 为唯一指标使得 ∥xn∥ = 1, 可知

m1 = m2 = n. 因此 xn = ±yn = ±zn, 从而 y ∈ A(z).

“⇐” 采用反证法. 分两种情形讨论.

情形 1 假设存在 n1 = n2 ∈ N 使得 ∥xn1∥ = ∥xn2∥ = 1. 令 yn = xn1 , n = n1; yn = 0, n ̸= n1;

zn = xn2 , n = n2; zn = 0, n ̸= n2. 则 y = (yn)
∞
n=1 ∈ A(x), z = (zn)

∞
n=1 ∈ A(x), 但 y /∈ A(z). 矛盾.

情形 2 假设存在序列 {mi}, mi → ∞ 使得 limi→∞ ∥xmi∥ = 1. 令 yn = xm2i , n = m2i; yn = 0,

n ̸= m2i; zn = xm2i+1 , n = m2i+1; zn = 0, n ̸= m2i+1. 则 y = (yn)
∞
n=1 ∈ A(x), z = (zn)

∞
n=1 ∈ A(x), 但

y /∈ A(z). 矛盾. 证毕.

引理 3.2 设 f : S(
∑

ℓp)ℓ∞
→ S(

∑
ℓp)ℓ∞

为满相位等距, 则存在双射 τ, µi(i ∈ N) : N → N 使得对
任意的 x = (xn)

∞
n=1 = ((x(n,j))

∞
j=1)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 都有

x(n,j) = ±f(x)(τ(n),µn(j)), ∀n, j ∈ N.

证明 固定 n ∈ N. 设 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 满足 n 为唯一指标使得 ∥xn∥ = 1 且不存在序列

{mi}, mi → ∞ 使得 limi→∞ ∥xmi∥ = 1. 由引理 3.1 知, 对任意的 y, y′ ∈ A(x), 有 y ∈ A(y′). 注意到 f

为双射, 则 f(A(x)) = A(f(x)). 因此对任意的 z, z′ ∈ A(f(x)), 有 z ∈ A(z′). 再由引理 3.1 知, 存在唯

一的 m ∈ N 使得 ∥f(x)m∥ = 1 且不存在序列 {ki}, ki → ∞ 使得 limi→∞ ∥f(x)ki∥ = 1.

下面证明 m 与 x 的选择无关. 设 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 存在唯一的 n ∈ N
使得 ∥xn∥ = ∥yn∥ = 1 且不存在序列 {mi} 和 {m′

i}, mi → ∞, m′
i → ∞ 使得 limi→∞ ∥xmi∥ = 1,

limi→∞ ∥ym′
i
∥ = 1. 由上述讨论知存在唯一的 m1,m2 ∈ N 使得 ∥f(x)m1∥ = ∥f(y)m2∥ = 1 且不存在序

列 {ki} 和 {k′i}, ki → ∞, k′i → ∞ 使得 limi→∞ ∥f(x)ki∥ = 1, limi→∞ ∥f(y)k′
i
∥ = 1.

采用反证法. 假设 m1 ̸= m2. 给定 n0 ∈ N, x0 ∈ Sℓp , 令

N(n0, x0) := {x ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
: xn0 = ±x0}.

由 A(x) 和 N(n, xn) 定义知

A(x) = N(n, xn), A(f(x)) = N(m1, f(x)m1).

由 f(A(x)) = A(f(x)) 知 f(N(n, xn)) = N(m1, f(x)m1). 同理可知,

f(N(n, yn)) = N(m2, f(y)m2).

因此,

1 < max{∥xn − yn∥, ∥xn + yn∥}

= inf{max{∥x′ − y′∥, ∥x′ + y′∥} : x′ ∈ N(n, xn), y
′ ∈ N(n, yn)}

= inf{max{∥z − z′∥, ∥z + z′∥} : z ∈ N(m1, f(x)m1), z
′ ∈ N(m2, f(y)m2)}

= 1.
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矛盾. 因此 m1 = m2, m 与 x 的选择无关. 定义

τ(n) = m,

则 τ : N → N 为良定义的. 由 f 为双射知 τ 为双射. 下面证明, 对任意的 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

,

xn0 = 0 当且仅当 f(x)τ(n0) = 0. 假设 xn0 = 0, 取 y = (yn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

满足 ∥yn0∥ = 1, 且

yn = 0, n ̸= n0. 因此

max{∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥, ∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥}

6 max{∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥}

6 max{∥x+ y∥, ∥x− y∥}

= 1.

注意到 ∥f(y)τ(n0)∥ = 1, 若

min{∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥, ∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥} < 1,

则

max{∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥, ∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥} > 1,

矛盾. 因此 ∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥ = ∥f(x)τ(n0) − f(y)τ(n0)∥ = 1. 这说明

∥f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0)∥+ ∥f(y)τ(n0) − f(x)τ(n0)∥ = 2∥f(y)τ(n0)∥.

由 ℓp 是严格凸的可知, 存在常数 t, 使得 f(x)τ(n0) + f(y)τ(n0) = t(f(y)τ(n0) − f(x)τ(n0)). 由上述讨论

知 t = 1, 可得 f(x)τ(n0) = 0. 反之, 当 f(x)τ(n0) = 0 时, 由 f 为双射知 xn0 = 0.

给定 z ∈ Sℓp , i ∈ N, 令 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 其中, xn = z, n = i; xn = 0, n ̸= i. 令

fi(z) = f(x)τ(i),

则 fi : Sℓp → Sℓp 为良定义的. 由 f 为单射知 fi 为单射. 任取 z ∈ Sℓp , 令 y = (yn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

,

其中 yτ(i) = z; yn = 0, n ̸= τ(i). 由 f 为满射及上述讨论可知, 存在 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 满足

xi ∈ Sℓp ; xn = 0, n ̸= i, 使得 f(x) = y. 由 fi 的定义知

fi(xi) = f(x)τ(i) = yτ(i) = z.

这说明 fi 为满射. 任取 z, z′ ∈ Sℓp , 令 x = (xn)
∞
n=1, x

′ = (x′
n)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 其中 xi = z, x′
i = z′;

xn = x′
n = 0, n ̸= i. 注意到

f(N(i, z)) = f(A(x)) = A(f(x)) = N(τ(i), f(x)τ(i)) = N(τ(i), fi(z)).

同理, f(N(i, z′)) = N(τ(i), fi(z
′)). 可得

min{∥z − z′∥, ∥z + z′∥}

= inf{∥u− v∥ : u ∈ N(i, z), v ∈ N(i, z′)}
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= inf{∥u′ − v′∥ : u′ ∈ N(τ(i), fi(z)), v
′ ∈ N(τ(i), fi(z

′))}

= min{∥fi(z)− fi(z
′)∥, ∥fi(z) + fi(z

′)∥},

max{∥z − z′∥, ∥z + z′∥}

= inf{∥u+ v∥ : ∥u− v∥ = min{∥z − z′∥, ∥z + z′∥}, u ∈ N(i, z), v ∈ N(i, z′)}

= inf{∥u′ + v′∥ : ∥u′ − v′∥ = min{∥z − z′∥, ∥z + z′∥}, u′ ∈ N(τ(i), fi(z)), v
′ ∈ N(τ(i), fi(z

′))}

= max{∥fi(z)− fi(z
′)∥, ∥fi(z) + fi(z

′)∥}.

这意味着 fi 为双射相位等距. 由引理 2.7 知, 存在双射 µi : N → N 使得

zj = ±fi(z)µi(j), ∀ z = (zj)
∞
j=1 ∈ Sℓp , j ∈ N.

令 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

. 对于任意的 n0 ∈ N, 若 xn0 = 0, 则由以上讨论知 f(x)τ(n0) = 0. 若

xn0 ̸= 0, 令 y = (yn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 其中 yn0 =
xn0

∥xn0∥
; yn = 0, n ̸= n0. 注意到

f(N(n0, yn0)) = f(A(y)) = A(f(y)) = N(τ(n0), f(y)τ(n0)) = N(τ(n0), fn0(yn0)),

则

1 + ∥xn0∥ = max{∥yn0 − xn0∥, ∥yn0 + xn0∥}

= inf{max{∥x− u∥, ∥x+ u∥} : u ∈ N(n0, yn0)}

= sup
z∈Sℓp

inf{max{∥x− u∥, ∥x+ u∥} : u ∈ N(n0, z)}

= sup
fn0 (z)∈Sℓp

inf{max{∥f(x)− v∥, ∥f(x) + v∥} : v ∈ N(τ(n0), fn0(z))}

=

∥∥∥∥f(x)τ(n0) +
f(x)τ(n0)

∥f(x)τ(n0)∥

∥∥∥∥ = 1 + ∥f(x)τ(n0)∥.

因此 ∥xn0∥ = ∥f(x)τ(n0)∥. 注意到

1 + ∥f(x)τ(n0)∥ = inf{max{∥x− u∥, ∥x+ u∥} : u ∈ N(n0, yn0)}

= inf{max{∥f(x)− v∥, ∥f(x) + v∥} : v ∈ N(τ(n0), fn0(yn0))}

= max{∥f(x)τ(n0) − fn0(yn0)∥, ∥f(x)τ(n0) + fn0(yn0)∥}.

由 ℓp 的严格凸性知 fn0(yn0) = ± f(x)τ(n0)

∥f(x)τ(n0)∥
. 因此

x(n0,j) = ∥xn0∥y(n0,j) = ±∥xn0∥fn0(yn0)µn0 (j)
= ±∥xn0∥

(
f(x)τ(n0)

∥f(x)τ(n0)∥

)
µn0 (j)

= ±f(x)(τ(n0),µn0 (j))
.

由 n0 的任意性知, 对任意的 n, j ∈ N, 都有

x(n,j) = ±f(x)(τ(n),µn(j)).

证毕.
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引理 3.3 设 f : S(
∑

ℓp)ℓ∞
→ S(

∑
ℓp)ℓ∞

为满相位等距,若 x, y ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
且 supp(x)∩ supp(y) =

∅, 则存在 α, β ∈ R 满足 |α| = |β| = 1, 使得对于任意满足 ax+ by ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
的 a, b > 0, 都有

f(ax+ by) = αaf(x) + βbf(y).

证明 任取 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 令 ex = ((ex)n)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 其中

(ex)n =
xn

∥xn∥
, n ∈ supp(x); (ex)n = 0, n /∈ supp(x).

设 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

满足 supp(x) ∩ supp(y) = ∅. 下面证明, 对任意满足

ax+ by ∈ S(
∑

ℓp)ℓ∞
的 a, b > 0, 总存在 α1, β1 ∈ R 满足 |α1| = |β1| = 1, 使得

f(eax+by) = α1af(e
x) + β1bf(e

y).

给定 n ∈ N, 0 ̸= z ∈ Sℓp , 令 e(n, z) = (ξi)
∞
i=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, 其中 ξn = z
∥z∥ ; ξi = 0, i ̸= n. 任取 n ∈

supp(x), 则 e(n, xn)n = (ex)n = (ex+y)n. 由引理 3.2, 有

2 = max{∥e(n, xn)− ex∥, ∥e(n, xn) + ex∥}

= max{∥f(e(n, xn))− f(ex)∥, ∥f(e(n, xn)) + f(ex)∥}

= max{∥f(e(n, xn))τ(n) − f(ex)τ(n)∥, ∥f(e(n, xn))τ(n) + f(ex)τ(n)∥},

2 = max{∥e(n, xn)− ex+y∥, ∥e(n, xn) + ex+y∥}

= max{∥f(e(n, xn))− f(ex+y)∥, ∥f(e(n, xn)) + f(ex+y)∥}

= max{∥f(e(n, xn))τ(n) − f(ex+y)τ(n)∥, ∥f(e(n, xn))τ(n) + f(ex+y)τ(n)∥}.

由 ℓp 的严格凸性可知 f(e(n, xn))τ(n) = ±f(ex)τ(n) 和 f(e(n, xn))τ(n) = ±f(ex+y)τ(n). 因此,

f(ex+y)τ(n) = ±f(ex)τ(n), ∀n ∈ supp(x).

下面证明存在 α1 ∈ {−1, 1} 使得

f(ex+y)τ(n) = α1f(e
x)τ(n), ∀n ∈ supp(x).

采用反证法. 假设存在 n1 ̸= n2 ∈ supp(x) 使得 f(ex+y)τ(n1) = f(ex)τ(n1), f(e
x+y)τ(n2) = −f(ex)τ(n2).

则有

{2, 2} = {∥f(ex+y)− f(ex)∥, ∥f(ex+y) + f(ex)∥}

= {∥ex+y − ex∥, ∥ex+y + ex∥}

= {1, 2},

矛盾. 因此存在 α1 满足 |α1| = 1 使得 f(ex+y)τ(n) = α1f(e
x)τ(n), ∀n ∈ supp(x). 同理, 对任意的

n ∈ supp(y), 存在 β1 满足 |β1| = 1 使得 f(ex+y)τ(n) = β1f(e
y)τ(n), ∀n ∈ supp(y). 因此

f(eax+by) = f(ex+y) = α1f(e
x) + β1f(e

y). (3.1)
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任取 x = (xn)
∞
n=1 ∈ S(

∑
ℓp)ℓ∞

, n ∈ supp(x). 令 y = e(n, xn), 则 yn = (ex)n = xn

∥xn∥ . 由引理 3.2, 有

1 + ∥xn∥ = max{∥yn − xn∥, ∥yn + xn∥}

= max{∥y − x∥, ∥y + x∥}

= max{∥f(y)− f(x)∥, ∥f(y) + f(x)∥}

= max{∥f(y)τ(n) − f(x)τ(n)∥, ∥f(y)τ(n) + f(x)τ(n)∥},

2 = max{∥yn − (ex)n∥, ∥yn + (ex)n∥}

= max{∥y − ex∥, ∥y + ex∥}

= max{∥f(y)− f(ex)∥, ∥f(y) + f(ex)∥}

= max{∥f(y)τ(n) − f(ex)τ(n)∥, ∥f(y)τ(n) + f(ex)τ(n)∥}.

由 ℓp 的严格凸性知 f(y)τ(n) = ± f(x)τ(n)

∥f(x)τ(n)∥
= ±(ef(x))τ(n) 和 f(y)τ(n) = ±f(ex)τ(n). 因此,

(ef(x))τ(n) = ±f(ex)τ(n), ∀n ∈ supp(x).

下面证明 ef(x) = ±f(ex). 采用反证法, 假设存在 m1 ̸= m2 ∈ supp(f(x)) 使得

(ef(x))m1 = f(ex)m1 , (ef(x))m2 = −f(ex)m2 .

则有

1 < min
{
sup
n∈N

∥f(x)τ(n) − f(ex)τ(n)∥, sup
n∈N

∥f(x)τ(n) + f(ex)τ(n)∥
}

= min{∥f(x)− f(ex)∥, ∥f(x) + f(ex)∥}

= min{∥x− ex∥, ∥x+ ex∥}

= 1− inf ∥xn∥.

矛盾. 因此

ef(x) = ±f(ex). (3.2)

一方面, 由 (3.1) 和 (3.2) 可知, 存在 α, β ∈ R 满足 |α| = |β| = 1, 使得

ef(ax+by) = αef(x) + βef(y) = eαf(x)+βf(y) = eαaf(x)+βbf(y).

另一方面, 由引理 3.2 及 supp(x) ∩ supp(y) = ∅ 知

|(αaf(x) + βbf(y))(τ(n),µn(j))| = |(ax+ by)(n,j)| = |f(ax+ by)(τ(n),µn(j))|, ∀n, j ∈ N.

因此 ∥(αaf(x) + βbf(y))τ(n)∥ = ∥f(ax+ by)τ(n)∥, 从而有

f(ax+ by) = αaf(x) + βbf(y).

证毕.
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定理 3.1 设 f : S(
∑

ℓp)ℓ∞
→ S(

∑
ℓp)ℓ∞

为满相位等距. 则 f 可以延拓为从 (
∑

ℓp)ℓ∞ 到其自身

的满相位等距 f̃ , 并且 f̃ 相位等价于一个线性满等距.

证明 令

f̃(x) =


∥x∥f

(
x

∥x∥

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

下面证明 f̃ 即为所要求的映射. 容易看到 f̃ 是保范的. 与定理 2.1 的证明类似, 利用引理 3.3, 可以验

证 f̃ 是 f 的齐次延拓, 且对任意满足 supp(x) ∩ supp(y) = ∅ 的 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓ∞ , 都存在 α, β, γ ∈ R 满
足 |α| = |β| = |γ| = 1, 使得

f̃(x+ y) = αf̃(x) + βf̃(y), (3.3)

f̃(x− y) = γ(αf̃(x)− βf̃(y)). (3.4)

接下来证明, 对任意的 x, y ∈ (
∑

ℓp)ℓ∞ , 若存在 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(x) ∪ supp(y), 则

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}.

令 t > ∥x∥+ ∥y∥, 则 ∥x+ te(h,h)∥ = ∥y + te(h,h)∥ = t. 由 (3.3) 知, 存在 α, β, α′, β′ ∈ {−1, 1}, 使得

f̃(x+ te(h,h)) = αf̃(x) + βf̃(te(h,h)),

f̃(y + te(h,h)) = α′f̃(y) + β′f̃(te(h,h)).

由 (3.3), (3.4) 及 f̃ 的保范性, 有

{2t, ∥x− y∥}

= {∥x+ y + 2te(h,h)∥, ∥x− y∥}

=

{
t

∥∥∥∥f̃(x+ te(h,h)

t

)
+ f̃

(
y + te(h,h)

∥t∥

)∥∥∥∥, t∥∥∥∥f̃(x+ te(h,h)

∥t∥

)
− f̃

(
y + te(h,h)

∥t∥

)∥∥∥∥}
= {∥f̃(x+ te(h,h)) + f̃(y + te(h,h))∥, ∥f̃(x+ te(h,h))− f̃(y + te(h,h))∥}

= {∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h)) + α′f̃(y) + β′f̃(te(h,h))∥, ∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h))− α′f̃(y)− β′f̃(te(h,h))∥}

= {∥f̃(x)− αβα′β′f̃(y)∥, 2t},

{2t, ∥x+ y∥}

= {∥x− y + 2te(h,h)∥, ∥x+ y∥}

=

{
t

∥∥∥∥f̃(x+ te(h,h)

t

)
+ f̃

(
y − te(h,h)

∥t∥

)∥∥∥∥, t∥∥∥∥f̃(x+ te(h,h)

∥t∥

)
− f̃

(
y − te(h,h)

∥t∥

)∥∥∥∥}
= {∥f̃(x+ te(h,h)) + f̃(y − te(h,h))∥, ∥f̃(x+ te(h,h))− f̃(y − te(h,h))∥}

= {∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h)) + α′f̃(y)− β′f̃(te(h,h))∥, ∥αf̃(x) + βf̃(te(h,h))− α′f̃(y) + β′f̃(te(h,h))∥}

= {∥f̃(x) + αβα′β′f̃(y)∥, 2t}.

因此,

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}.

23



孙龙发等: (
∑

ℓp)ℓq 单位球面间的相位等距延拓

对 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓ∞ , 固定 m ∈ N, 令

z(x,m)n =

xm, n = m,

0, n ̸= m,

则 z(x,m) = (z(x,m)n)
∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓ∞ .

下面证明 f̃ 为满相位等距,由 f 为满射易知 f̃ 为满射. 任取 x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ (

∑
ℓp)ℓ∞ ,

由引理 3.2 及 f̃ 定义知, 对任意的 n ∈ N, 若 xn = 0, 则

f̃(x)τ(n) = 0 = f̃(z(x, n))τ(n).

若 xn ̸= 0, 但 x = z(x, n), 此时

f̃(x)τ(n) = f̃(z(x, n))τ(n).

若 xn ̸= 0, 且 x ̸= z(x, n), 此时

τ(n) ∈ supp

(
f

(
z(x, n)

∥z(x, n)∥

))
= supp(f̃(z(x, n)))

且

τ(n) ̸∈ supp

(
f

(
x− z(x, n)

∥x− z(x, n)∥

))
= supp(f̃(x− z(x, n))).

结合 (3.3) 可知, 存在 α(x, τ(n)), β(x, τ(n)) ∈ R 满足 |α(x, τ(n))| = |β(x, τ(n))| = 1, 使得

f̃(x)τ(n) = (α(x, τ(n))f̃(z(x, n)) + β(x, τ(n))f̃(x− z(x, n)))τ(n) = α(x, τ(n))f̃(z(x, n))τ(n).

因此, 存在一列 α(x, n) ∈ R 满足 |α(x, n)| = 1, 使得

f̃(x) =
∑
n∈N

α(x, n)f̃(z(x, n)).

同理, 存在一列 α(y, n) ∈ R 满足 |α(y, n)| = 1, 使得

f̃(y) =
∑
n∈N

α(y, n)f̃(z(y, n)).

注意到, 对任意的 n ∈ N, 都存在某个 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(z(x, n)) ∪ supp(z(y, n)), 由上述讨论知

{∥z(x, n) + z(y, n)∥, ∥z(x, n)− z(y, n)∥} = {∥f̃(z(x, n)) + f̃(z(y, n))∥, ∥f̃(z(x, n))− f̃(z(y, n))∥}.

因此存在 β(x, y, n) ∈ {−1, 1} 使得 ∥z(x, n) + z(y, n)∥ = ∥f̃(z(x, n)) + β(x, y, n)f̃(z(y, n))∥.
若 ∥x− y∥ = ∥x+ y∥, 则存在 m ∈ N, 使得

∥x− z(x,m) + y − z(y,m)∥ = ∥x+ y∥,

∥x− z(x,m)− y + z(y,m)∥ = ∥x− y∥.

令 w1 = x− z(x,m), w2 = y − z(y,m). 由 (3.3) 知存在 α(x), β(x), α(y), β(y) ∈ {−1, 1} 使得

f̃(x) = α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m)),
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f̃(y) = α(y)f̃(w2) + β(y)f̃(z(y,m)).

注意到 m ̸∈ supp(w1) ∪ supp(w2), 因此

{∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}

= {∥α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m)) + α(y)f̃(w2) + β(y)f̃(z(y,m))∥,

∥α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m))− α(y)f̃(w2)− β(y)f̃(z(y,m))∥}

= {max{∥α(x)f̃(w1) + α(y)f̃(w2)∥, ∥β(x)f̃(z(x,m)) + β(y)f̃(z(y,m))∥},

max{∥α(x)f̃(w1)− α(y)f̃(w2)∥, ∥β(x)f̃(z(x,m))− β(y)f̃(z(y,m))∥}}

= {∥w1 + w2∥, ∥w1 − w2∥}

= {∥x− y∥, ∥x+ y∥}.

因此假设 ∥x− y∥ ≠ ∥x+ y∥, 不妨设 ∥x+ y∥ > ∥x− y∥, ∥x+ y∥ < ∥x− y∥ 的情况可以类似讨论.

下面分两种情形进行说明.

情形 1 存在 m ∈ N 满足 ∥xm + ym∥ 6 ∥x− y∥ 并且

∥x+ y − z(x,m)− z(y,m)∥ = ∥x+ y∥, ∥x− y − z(x,m) + z(y,m)∥ = ∥x− y∥.

令 w1 = x− z(x,m), w2 = y − z(y,m). 由 (3.3) 知存在 α(x), β(x), α(y), β(y) ∈ {−1, 1} 使得

f̃(x) = α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m)),

f̃(y) = α(y)f̃(w2) + β(y)f̃(z(y,m)).

注意到 m ̸∈ supp(w1) ∪ supp(w2), 因此

{∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}

= {∥α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m)) + α(y)f̃(w2) + β(y)f̃(z(y,m))∥,

∥α(x)f̃(w1) + β(x)f̃(z(x,m))− α(y)f̃(w2)− β(y)f̃(z(y,m))∥}

= {max{∥α(x)f̃(w1) + α(y)f̃(w2)∥, ∥β(x)f̃(z(x,m)) + β(y)f̃(z(y,m))∥},

max{∥α(x)f̃(w1)− α(y)f̃(w2)∥, ∥β(x)f̃(z(x,m))− β(y)f̃(z(y,m))∥}}

= {∥w1 + w2∥, ∥w1 − w2∥}

= {∥x− y∥, ∥x+ y∥}.

情形 2 不存在 m ∈ N 满足 ∥xm + ym∥ 6 ∥x− y∥ 并且

∥x+ y − z(x,m)− z(y,m)∥ = ∥x+ y∥, ∥x− y − z(x,m) + z(y,m)∥ = ∥x− y∥.

令

A := {n ∈ N : ∥xn + yn∥ > ∥x− y∥},

B := {n ∈ N : ∥xn − yn∥ = ∥x− y∥ 且 ∥xn + yn∥ < ∥x− y∥},

C := {n ∈ N : ∥xn + yn∥ = ∥xn − yn∥ = ∥x− y∥}.

25



孙龙发等: (
∑

ℓp)ℓq 单位球面间的相位等距延拓

由假设可知, 对任意的 n ∈ N, 若 ∥xn − yn∥ ≠ ∥x− y∥, 则 ∥xn + yn∥ > ∥x− y∥. 因此 A ∪B ∪ C = N.
我们断言 B 中至多存在一个元素.假设存在 n0, n1 ∈ B,则 ∥xn0 + yn0∥ < ∥x− y∥ < ∥x+ y∥. 因此

∥x+ y − z(x, n0)− z(y, n0)∥ = ∥x+ y∥.

另外, 由 n1 ∈ B 可知

∥x− y − z(x, n0) + z(y, n0)∥ = ∥xn1 − yn1∥ = ∥x− y∥.

与情形 2 的假设矛盾.

下面证明

α(x,m)α(y,m)β(x, y,m) = α(x, n)α(y, n)β(x, y, n), ∀m,n ∈ A. (3.5)

任取 m1,m2 ∈ A, 令 x′ = z(x,m1) + z(x,m2), y
′ = z(y,m1) + z(y,m2). 由 (3.3) 知存在 α(x′,mi),

α(y′,mi) ∈ {−1, 1}, i = 1, 2, 使得

f̃(x′) = α(x′,m1)f̃(z(x,m1)) + α(x′,m2)f̃(z(x,m2)),

f̃(y′) = α(y′,m1)f̃(z(y,m1)) + α(y′,m2)f̃(z(y,m2)).

我们断言 α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2), 否则

α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = −α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2).

注意到存在某个 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(x′) ∪ supp(y′), 由以上讨论知

{∥x′ + y′∥, ∥x′ − y′∥} = {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥}.

因此

{max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 + ym2∥},max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 − ym2∥}}

= {∥x′ + y′∥, ∥x′ − y′∥}

= {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥}

=

{∥∥∥∥ ∑
i=1,2

α(x′,mi)f̃(z(x,mi)) + α(y′,mi)f̃(z(y,mi))

∥∥∥∥,∥∥∥∥ ∑
i=1,2

α(x′,mi)f̃(z(x,mi))− α(y′,mi)f̃(z(y,mi))

∥∥∥∥}
=

{
max
i=1,2

{∥f̃(z(x,mi)) + α(x′,mi)α(y
′,mi)f̃(z(y,mi))∥},

max
i=1,2

{∥f̃(z(x,mi))− α(x′,mi)α(y
′,mi)f̃(z(y,mi))∥}

}
= {max{∥f̃(z(x,m1)) + β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥, ∥f̃(z(x,m2))− β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥},

max{∥f̃(z(x,m1))− β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥, ∥f̃(z(x,m2)) + β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥}}

= {max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 − ym2∥},max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 + ym2∥}}
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= {∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 + ym2∥}. (3.6)

注意 m1,m2 ∈ A, 这意味着 (3.6) 不可能成立. 由 A 定义知

∥xm1 + ym1∥ > max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 − ym2∥},

∥xm2 + ym2∥ > max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 − ym2∥}.

与 (3.6) 矛盾. 因此, 有

α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2).

由 (3.3) 及以上讨论知, 存在 α0, α1 ∈ {−1, 1}, 使得

f̃(x) =
∑

n ̸=m1,m2

α(x, n)f̃(z(x, n)) + α0f̃(x
′),

f̃(y) =
∑

n ̸=m1,m2

α(y, n)f̃(z(y, n)) + α1f̃(y
′).

因此

α(x,m1) = α0α(x
′,m1), α(x,m2) = α0α(x

′,m2),

α(y,m1) = α1α(y
′,m1), α(y,m2) = α1α(y

′,m2).

从而 α(x,m1)α(y,m1)β(x, y,m1) = α(x,m2)α(y,m2)β(x, y,m2), (3.5) 成立.

注意到 B 中至多存在一个元素. 下面证明, 若 m1 ∈ B ̸= ∅, 则

α(x,m)α(y,m)β(x, y,m) = α(x,m1)α(y,m1)β(x, y,m1), ∀m ∈ A. (3.7)

假设 m1 ∈ B, 由 B 定义知

∥xm1 − ym1∥ = ∥x− y∥, ∥xm1 + ym1∥ < ∥x− y∥.

我们断言, 对 n ∈ A, 都有 ∥xn − yn∥ < ∥x− y∥. 否则存在 n0 ∈ A, 使得 ∥xn0 − yn0∥ = ∥x− y∥. 进
而 ∥xm1 + ym1∥ 6 ∥x− y∥ 且

∥x+ y − z(x,m1)− z(y,m1)∥ = ∥x+ y∥, ∥x− y − z(x,m1) + z(y,m1)∥ = ∥x− y∥,

与假设矛盾.

由以上讨论知, 任取 m2 ∈ A, 有

∥xm2 − ym2∥ < ∥x− y∥, ∥xm2 + ym2∥ > ∥x− y∥.

令 x′ = z(x,m1) + z(x,m2), y
′ = z(y,m1) + z(y,m2). 由 (3.3) 知, 存在 α(x′,mi), α(y

′,mi) ∈ {−1, 1},
i = 1, 2, 使得

f̃(x′) = α(x′,m1)f̃(z(x,m1)) + α(x′,m2)f̃(z(x,m2)),

f̃(y′) = α(y′,m1)f̃(z(y,m1)) + α(y′,m2)f̃(z(y,m2)).
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我们断言 α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2), 否则

α(x′,m1)α(y
′,m1)β(x, y,m1) = −α(x′,m2)α(y

′,m2)β(x, y,m2).

注意到存在 h ∈ N 使得 h ̸∈ supp(x′) ∪ supp(y′), 由以上讨论知

{∥x′ + y′∥, ∥x′ − y′∥} = {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥}.

因此

{∥xm2 + ym2∥, ∥x− y∥}

= {max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 + ym2∥},max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 − ym2∥}}

= {∥x′ + y′∥, ∥x′ − y′∥}

= {∥f̃(x′) + f̃(y′)∥, ∥f̃(x′)− f̃(y′)∥}

=

{∥∥∥∥ ∑
i=1,2

α(x′,mi)f̃(z(x,mi)) + α(y′,mi)f̃(z(y,mi))

∥∥∥∥,∥∥∥∥ ∑
i=1,2

α(x′,mi)f̃(z(x,mi))− α(y′,mi)f̃(z(y,mi))

∥∥∥∥}
=

{
max
i=1,2

{∥f̃(z(x,mi)) + α(x′,mi)α(y
′,mi)f̃(z(y,mi))∥},

max
i=1,2

{∥f̃(z(x,mi))− α(x′,mi)α(y
′,mi)f̃(z(y,mi))∥}

}
= {max{∥f̃(z(x,m1)) + β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥, ∥f̃(z(x,m2))− β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥},

max{∥f̃(z(x,m1))− β(x, y,m1)f̃(z(y,m1))∥, ∥f̃(z(x,m2)) + β(x, y,m2)f̃(z(y,m2))∥}}

= {max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 − ym2∥},max{∥xm1 − ym1∥, ∥xm2 + ym2∥}}

= {max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 − ym2∥}, ∥xm2 + ym2∥}.

这与 max{∥xm1 + ym1∥, ∥xm2 − ym2∥} < ∥x− y∥ 矛盾.

根据 (3.3), 可知存在 α0, α1 ∈ {−1, 1}, 使得

f̃(x) =
∑

n ̸=m1,m2

α(x, n)f̃(z(x, n)) + α0f̃(x
′),

f̃(y) =
∑

n ̸=m1,m2

α(y, n)f̃(z(y, n)) + α1f̃(y
′).

因此

α(x,m1) = α0α(x
′,m1), α(x,m2) = α0α(x

′,m2), α(y,m1) = α1α(y
′,m1), α(y,m2) = α1α(y

′,m2),

(3.7) 成立.

由 (3.5) 和 (3.7) 知

{∥f̃(x) + f̃(y)∥, ∥f̃(x)− f̃(y)∥}

=
{

sup
n∈A∪B∪C

∥α(x, n)f̃(z(x, n)) + α(y, n)f̃(z(y, n))∥,
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sup
n∈A∪B∪C

∥α(x, n)f̃(z(x, n))− α(y, n)f̃(z(y, n))∥
}

=
{
max

{
sup

n∈A∪B
∥α(x, n)f̃(z(x, n)) + α(y, n)f̃(z(y, n))∥, ∥x− y∥

}
,

max
{

sup
n∈A∪B

∥α(x, n)f̃(z(x, n))− α(y, n)f̃(z(y, n))∥, ∥x− y∥
}}

,

=
{
max

{
sup

n∈A∪B
∥β(x, y, n)f̃(z(x, n)) + f̃(z(y, n))∥, ∥x− y∥

}
,

max
{

sup
n∈A∪B

∥β(x, y, n)f̃(z(x, n))− f̃(z(y, n))∥, ∥x− y∥
}}

=
{
max

{
sup

n∈A∪B
∥z(x, n) + z(y, n)∥, ∥x− y∥

}
,max

{
sup

n∈A∪B
∥z(x, n)− z(y, n)∥, ∥x− y∥

}}
= {∥x+ y∥, ∥x− y∥}

因此 f̃ 为满相位等距. 由定理 1.1 可知 f̃ 相位等价于一个线性满等距. 证毕.

下述问题仍待解决:

问题 3.1 当 p = 1 且 q = ∞, q = 1 且 p = ∞, 1 < p < q 6 2 或 2 6 q < p < ∞ 时, 任意的满相

位等距 f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

是否可以延拓为从 (
∑

ℓp)ℓq 到它自身的满相位等距 f̃?
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On extension of phase-isometries between the unit spheres of
(
∑

ℓp)ℓq

Longfa Sun, Yipeng Zhang & Yinghua Sun

Abstract In this paper, we study the problem of extending surjective phase-isometries between the unit spheres
of (

∑
ℓp)ℓq . Let S(

∑
ℓp)ℓq

= {x ∈ (
∑

ℓp)ℓq : ∥x∥ = 1} be the unit sphere of (
∑

ℓp)ℓq , and f : S(
∑

ℓp)ℓq
→ S(

∑
ℓp)ℓq

be a phase-isometry, i.e.,

{∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥} = {∥x+ y∥, ∥x− y∥}, ∀x, y ∈ S(
∑

ℓp)ℓq
.

When 1 < p < q = ∞, 1 = q < p < ∞, 1 < q < p 6 2 or 2 6 p < q < ∞, we prove that every surjective
phase-isometry f : S(

∑
ℓp)ℓq

→ S(
∑

ℓp)ℓq
can be extended to a surjective phase-isometry f̃ from (

∑
ℓp)ℓq onto

itself, and f̃ is phase-equivalent to a linear surjective isometry.
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