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摘要 本文基于 Grabisch等 2010年提出的社交网络影响力博弈模型展开研究.在一个强连通网络中,

称每个顶点为一个 (社交网络) 成员, 每个成员都有一个位于 [0, 1] 中的数字表示该成员的初始观点,

并且该观点可以动态演变.博弈在两个局中人之间展开,其分别具有固定的观点 0和 1; 他们分别选择

一个成员作为自己的影响目标, 使得其影响力通过网络中成员之间的相互作用而传播, 从而影响整个

社交网络中所有成员的观点. 局中人的目标是使全体成员的平均观点 (值) 尽可能接近自己的固有观

点 (0 或 1). 本文引入一个新的影响力传播矩阵来刻画局中人对成员的影响作用, 当两个局中人具有

相同影响力时,给出 Nash均衡存在的充分条件,并证明在具有均匀权重的双向树网络中 Nash均衡一

定存在. 对网络实例特别是随机网络的模拟实验结果显示: 与 Grabisch 等的模型相比, 新的影响力传

播矩阵放宽了一系列网络中 Nash 均衡的存在性条件.

关键词 社交网络 影响力博弈 重归一化 Nash 均衡

MSC (2020) 主题分类 91A05, 91A43, 91D30

1 引言

社交网络在人们的日常生活中扮演着重要的角色, 如信息交换、知识分享和沟通交流等, 其相关

问题引起了人们的广泛关注和研究.其中一个重要问题是观点 (或称意见)是如何形成的, 被简称为观

点形成问题, 其聚焦于社交网络中成员观点的动态演化.
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Degroot [7] 针对观点形成问题提出了一个简单易行的模型, 被广泛应用于后续相关研究. 基于

Degroot 模型, Grabisch 等 [17] 通过对社交网络引入两个局中人, 定义了一种非合作博弈, 称为策略影

响博弈.在该博弈中, n个成员 1, 2, . . . , n作为强连通有向图 G (即社交网络)中的顶点,其中每个成员

i和它的出邻居 j 通过从 i到 j 的弧,即有向边 (i, j)连接. 在 0时刻,每个成员都有一个初始观点,用

区间 [0, 1] 中的数字表示. 在这 n 个成员之外, 有两个局中人 p0 和 p1, 他们分别有固定的 “对立” 观

点 0 和 1. 两个局中人分别选择一个成员作为自己的影响目标, 其影响力通过网络中成员之间的相互

作用而传播, 从而影响整个社交网络中所有成员的观点. 两个局中人的目标都是使全体 n 个成员的平

均观点尽可能接近自己的固有观点 0 或 1. 每个局中人 ph (h = 0, 1) 都具有一个正影响因子 fh, 表示

他的影响强度; 影响因子越大则其目标成员越容易受其影响.

成员的观点会受到其出邻居的观点的影响而发生动态演变, 由于成员之间的相互作用, 局中人的

影响力会在网络中扩散. 观点更新的过程遵循 Degroot 模型 [7]. 具体而言, 每个成员 i 会吸收采纳其

出邻居的观点, 即仅当 (i, j) 为网络 G 中的一条弧时成员 j 的观点才能直接影响到成员 i. 图 G 的每

条弧 (i, j) 都具有一个正的权重 wij , 它表示成员 i 在形成新观点时听取出邻居 j 观点 (意见) 的程度,

称 i 对 j (的观点) 赋予了权重 wij . 成员 i 可能对自己也赋予权重, 即他现有观点会影响其新观点, 此

时, i也是他自己的一个出邻居,即 (i, i)是 G中的一个自环.权重是归一化的,即每个成员的出弧的总

权重等于 1. 在博弈中,每个局中人选择了他的影响目标,因而局中人被当作他目标成员的一个新添加

的出邻居, 即从目标成员到局中人的一条弧被添加到网络中. 因此, 目标成员的出弧权重需要根据局

中人的影响因子进行重归一化, 使总权重保持为 1. 在每个时刻 t = 1, 2, . . . , 每个成员 i 更新其观点:

第 t 步的观点等于该成员所有出邻居在第 t− 1 步的观点的加权和, 其中每个出邻居 v 贡献了他在第

t − 1 步的观点值乘以弧 (i, v) 的 (重归一化的) 权重. 需要注意的是, v 可能是局中人之一, 他在任何

时刻的观点都固定为他的初始观点 0 或 1. 图 G 的强连通性确保更新过程收敛到一个唯一的稳定状

态, 在这个状态下, 每个成员都达到其极限观点—该观点再次更新保持不变 (参见文献 [17] 或 [24, 命

题 1]). 注意到所有的极限观点值仍然在 [0, 1] 中, 它们的和代表了局中人对网络影响的成功程度. 拥

有观点 1 的局中人 p1 希望总和尽可能大, 而拥有观点 0 的局中人 p0 则希望总和尽可能小. 因此, 一

个自然的做法是, 将局中人 p1 的收益定义为所有 n个成员的极限观点总和,将 p0 的收益定义为 n减

去该总和.不同的目标选择会产生不同的稳定状态,因此也会产生不同的收益.两个局中人都试图选择

自己的目标成员来最大化自己的收益.

本文研究的博弈模型与 Grabisch 等 [17] 的博弈模型都同属于上述基本框架. 不同之处在于目标

成员的出弧权重的重归一化方式 (由重归一化矩阵指定) 不同. 假设局中人 ph 选择成员 i 作为他的目

标, 简单地令弧 (i, ph) 的权重等于该局中人影响因子 fh (> 0) 显然会破坏权重的归一化属性, 因此 i

的出弧权重必须重归一化, 以使它们的总和恰好为 1. 本文提出的策略影响力博弈 (strategic influence

game, SIG) 模型, 采用了最直接的归一化方法, 称其为直接重归一化. 在这种方式下, 成员 i 在更新自

己的观点时, 如果 i 被局中人 ph 选中而没有被 p1−h 选中作为目标, 则出弧 (i, ph) 的权重为
fh

1+fh
, 其

他出弧 (i, j) 的权重为 wij

1+fh
; 如果 i 被两个局中人同时选择, 则出弧 (i, ph) 和 (i, p1−h) 的权重分别为

fh
1+f0+f1

和 f1−h

1+f0+f1
, 而其他出弧 (i, j) 的权重为 wij

1+f0+f1
. 这一归一化背后暗含的假设是, 不管成员在

原始网络有多少个出邻居 (不包括局中人), 他的出邻居对他的总影响是一个固定值, 且每个成员的该

固定值相等; 此外, 一个成员听取越多人的观点, 则每个人对他的影响就越小. 相比之下, Grabisch 等

使用了不同的基于度的重归一化, 在他们的模型中 (缩写为 SIGd), 若一个成员的出邻居较少, 则他可

能更容易受到局中人的影响. 具体而言, 如果具有 di 个出邻居的成员 i 被局中人 ph 而非 p1−h 选择,

则出弧 (i, ph)的权重为
fh

di+fh
, 而其他出弧 (i, j)的权重为 diwij

di+fh
. Grabisch等 [17] 研究了 SIGd 博弈模
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型中的 (纯策略) Nash 均衡, 在 Nash 均衡状态下, 局中人单方面偏离自己当前选择 (即改变其所选择

的目标成员)不会给自己带来更高的收益. Grabisch等对 Nash均衡进行了刻画, 并证明了如果两个局

中人的影响因子相等, 则一些依赖于网络结构的充分条件可以保证 Nash 均衡的存在性; 如果不相等,

则博弈只有混合策略 Nash 均衡.

本文结果 本文研究了上述直接重归一化方式下的策略影响博弈 SIG. 当两个局中人具有相等的

影响因子 f0 = f1 时, 对 (纯策略) Nash 均衡存在性给出一个依赖于网络结构 G 的充分条件. 如果 G

中的途径 (walk) 具有不同起点和终点, 则称其为开的, 否则称为闭的. 定义一条途径的权重是它所有

弧的权重的乘积. 本文证明, 在影响因子相等的情形下, “两个局中人选择相同成员 i” 是一个 Nash 均

衡当且仅当, 对于任意 j ̸= i, 某些特定开途径的权重差至少是某些特定闭途径的权重差的 n
f0
倍. 具

体而言, 前者的差值是包含 i且结束于 j 的所有开途径的总权重减去包含 j 且结束于 i的所有开途径

的总权重, 而后者的差值是包含 j 且只经过 i 一次的所有闭途径的总权重减去包含 i 且只经过 j 一

次的所有闭途径的总权重 (详见定理 3.1). 而对于 SIGd 博弈模型, Grabisch 等 [17] 给出的 “两个局中

人选择相同的成员 i” 是 Nash 均衡的充分条件则依赖于 i 和任意 j ̸= i 的出度. 此外, 本文还证明了

对于等影响因子的 SIG 博弈, 如果 “一人选择 i、另一人选择 j” 是 Nash 均衡, 则 “两人都选择 i” 和

“两人都选择 j” 也是 Nash 均衡, 这与文献 [17] 对 SIGd 博弈的结果一致.

对于特殊网络中的 SIG, 本文重点考虑了一类基本网络—双向树, 它是将无向树的每条 (无向) 边

用一对具有相同端点方向相反的弧代替得到的有向图. 当每个成员对其出邻居有相等的信任程度时

(即所有出弧的权重相等), 本文证明了在双向树中具有相等影响因子的 SIG至少存在一个 Nash均衡.

该证明是本文主要的技术上的贡献.

本文对策略影响博弈 SIG 和 SIGd 中 Nash 均衡的存在性进行了比较研究. 若干实例表明, 在某

些情形下, SIG 的直接重归一化比 SIGd 的基于度的重归一化允许更多的 Nash 均衡存在. 此外, 针对

3种随机网络—Erdős-Renyi随机图 [14]、Watts-Strogatz模型生成的小世界网络 [28] 和 Barabási-Albert

模型生成的无标度网络 [4]—进行了实验研究, 比较了两种博弈模型的均衡存在性方面的表现. 在所有

测试的实例中, 当局中人的影响因子都为 1 时, SIG 和 SIGd 的 Nash 均衡总存在; 而当影响因子变得

不均匀时, Nash 均衡存在的频率将会迅速下降. 对于 Nash 均衡不存在的一种可能解释是, 高影响力

局中人希望选择与低影响力局中人相同的目标成员, 以抑制低影响力局中人对成员的影响; 而低影响

力局中人则希望选择与高影响力局中人的目标不同的成员, 以逃避抑制. 在对小世界和无标度网络所

随机生成的 1,000 个测试实例中, SIG 允许 Nash 均衡存在的概率显著高于 SIGd, 在一定程度上表明

在现实世界社交网络中 SIG 比 SIGd 更具有优势.

相关工作 社交网络中的用户互动通常被模拟为观点的传播. Acemoglu 和 Ozdaglar [1] 综述了社

交网络中观点形成或更新问题的研究工作,并根据是否在观点更新过程中使用 Bayes方法来将模型分

为 Bayes 和非 Bayes 两类.

在本文和文献 [17] 的研究中, 观点更新遵循 Degroot [7] 的非 Bayes 动态模型, 其中每个成员更

新其观点为他的出邻居观点的加权平均值. Degroot 模型还有许多变体 [2, 8, 10,11,15], 其中 Acemoglu

等 [2] 研究了两类成员: 常规成员 (他们与邻居交换信息)和强势成员 (他们在不同程度上影响他人,但

自己的观点保持固定); 该模型在网络信息传播方面突出了主体成员的影响,在相关研究中发挥了重要

作用.

Degroot 模型及其变体被广泛用于研究网络中的影响力博弈. 在 Degroot 模型的基础上, Grabisch

等 [17] 引入了双人博弈 SIGd, 这是与本文的 SIG最相关的模型. 模型方面唯一的区别是, SIGd 使用了

前面提到的基于顶点度的重归一化. Grabisch等给出了两名局中人在任意给定策略下的收益函数表达
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式. 在影响因子相等时, 他们给出了 “两名局中人选择相同的目标成员” 是 Nash 均衡的一个 (依赖于

网络结构的) 充分条件, 并证明了如果 “一人选择 i、另一人选择 j” 是 Nash 均衡, 则 “两人都选择 i”

和 “两人都选择 j” 也是 Nash 均衡. 对于极不均匀的影响因子, SIGd 则只有混合策略的 Nash 均衡.

与之相比, 本文对 SIG 模型同样给出了收益函数表达式, 给出了等影响因子情形下两人选择相同目标

成员是 Nash均衡的充分必要条件;也证明了如果两人选择不同成员是 Nash均衡,则两人选择其中同

一个成员必定也是 Nash 均衡.

Rusinowska 和 Taalaibekova [23] 引入了具有 1/2 观点值的第三个局中人, 并研究了当所有局中

人具有相同影响因子时纯策略 Nash 均衡的存在性及其刻画. Mandel 和 Venel [20] 介绍了一类相似

于 SIGd 的双人博弈—两名局中人通过动态目标进行竞争. Degroot 模型的其他一些应用可参见文

献 [12, 21,26,27].

影响力传播的一个相关优化问题是, 在不考虑任何策略性竞争的情形下, 选取社交网络中合适

的目标成员施加初始影响以实现影响力最大化 (参见文献 [3, 6, 18, 22]), 如最大化客户的产品采用

率 [9, 19,25]. 当存在两个或多个个体或阵营相互竞争、争夺势力影响范围时, 该问题通常被认为是一

个策略博弈,而非纯优化问题. Bimpikis等 [5] 提出了两家公司通过社交网络进行营销竞争的博弈模型.

他们的研究表明, 在 Nash 均衡中, 企业在定向广告上的投资都是低效的, 而且低效程度随企业所选取

目标成员的网络中心性增强而增加. Goyal等 [16] 研究了一类博弈,其中两家公司竞相利用它们的资源

以最大限度地提高社交网络中消费者对其产品的采用率. 企业收益的衡量指标是, 通过竞争性随机扩

散影响, 其产品在网络中最终被采用的数量. Fazeli 和 Jadbabaie [13] 考虑了一个类似的模型, 其中消

费者根据与其同伴的局部协调博弈的结果来决定采用哪种产品.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节给出 Degroot 模型 [7]、策略影响博弈 SIG 和 SIGd 的严格数学

描述. 第 3节研究两个局中人具有相等影响因子的 SIG,给出 Nash均衡存在的充分条件,并证明在双

向树网络中存在至少一个 Nash 均衡. 第 4 节介绍比较实验中, SIG 和 SIGd 在 Nash 均衡存在性方面

的差异, 并总结论文. 部分证明细节和实验结果见附录.

2 策略影响博弈模型

首先在第 2.1 小节中介绍 DeGroot 模型 [7], 它展示了社交网络中成员的观点是如何更新的. 然后

在第 2.2 小节中, 基于该模型, 引入持固定对立观点的两个局中人, 描述本文研究的 SIG 博弈模型.

2.1 DeGroot传播模型

设 G = (V,A)是一个由顶点集 V 和弧集 A组成的加权有向网络,其中 V = {1, . . . , n}由 n (> 2)

个非策略的成员组成, 弧集 A 允许自环但不允许有同一方向上的平行弧, 每条弧 (i, j) ∈ A 有正权重

wij . 网络 G 可被表示为其权重矩阵 W = [wij ], 它是一个非负 n × n 随机矩阵 (每一行之和为 1), 满

足: wij > 0 当且仅当 (i, j) ∈ A, 即 j 是 i 的出邻居, 并且 wij 是 (i, j) 的权重.

每个成员 i ∈ V 在时刻 (步长) 0 处有一个初始观点 xi(0) ∈ [0, 1], 并且在每个时刻 t = 1, 2, . . . 更

新他的观点. 对于任意 j ∈ V , 权重 wij 表示 i 在 t 时刻将自己的观点更新为 xi(t) 时会在多大程度上

考虑 j 在 t− 1 时刻的观点. 设 xV (t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T 表示成员在时刻 t 的观点向量. 观点更新

过程可以描述为

xV (t) = WxV (t− 1) = W txV (0),
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其中 W t = [w
(t)
ij ] 是矩阵 W 的 t 次幂.

从成员 i 到成员 j 的途径, 或者简称 i-j 途径, 是一个从 i 开始到 j 结束的、成员和弧交替出现

的序列, 其中每条弧都是从它的前驱成员指向它的后继成员. 在全文中, 假设 G 是强连通的, 即对于

任意 1 6 i, j 6 n, G 中存在 i-j 途径. 容易看出, W t 中的元 w
(t)
ij 是正的当且仅当 G 包含恰好有 t 条

弧的 i-j 途径. 由于 G 是强连通的, 所以权重矩阵 W 是不可约的, 即对于任意 1 6 i, j 6 n, 存在整

数 t (其大小可能依赖于 i 和 j) 使得 w
(t)
ij > 0. 矩阵 W 的不可约性保证了更新过程的收敛性 (参见文

献 [24]).

2.2 SIG 博弈模型

局中人与策略集 基于 Degroot 传播模型, 在策略影响博弈 SIG 中, 对网络 G = (V,A) 进行如下

拓展: 添加两个策略性局中人 (顶点) ph (h = 0, 1) 和带有权重 1 的自环 (ph, ph). 局中人 ph 具有固定

观点 h 和正影响因子 fh, 他只选择一个成员 h˜ ∈ V 作为他的目标, 并影响 h˜ 的观点. 相应地, 加入一

条弧 (h˜, ph), h = 0, 1; 从而 h˜ 的观点不仅受到原来图 G 中出邻居的影响, 而且也受到了新加入的局中

人 ph 影响.

信息传播方式 设 ⟨0˜, 1˜⟩ 表示局中人 p0 和 p1 的策略组合. 将 fh 视作弧 (h˜, ph) 的权重, 对于扩

展网络, SIG 采用 n× n 对角矩阵即直接重归一化矩阵

Λf (0˜, 1˜) = diag

{
1

1 + f0δ1,0˜+ f1δ1,1˜ , . . . ,
1

1 + f0δn,0˜+ f1δn,1˜
}

进行重归一化, 其中, 如果 i = h˜, 则 δi,h˜ = 1; 否则 δi,h˜ = 0. 矩阵 Λf (0˜, 1˜) 的第 i 个对角元展示

了成员 i 对他的出邻居在重归一化之后赋予了多大的权重. 更具体地, 弧 (h˜, ph) 重归一化后的权重fh
1+fh+f1−hδh˜,1−h˜ 是下列矩阵的 (h˜, (h+ 1)) 元, 即第 h+ 1 列的唯一非零元:

L = Lf (0˜, 1˜) = Λf (0˜, 1˜)[f0e0˜, f1e1˜], (2.1)

其中 eh˜ (h = 0, 1) 是 n 维单位列向量, 在第 h˜ 行有唯一的非零元素 1, 因而矩阵 L 是 n 行两列的. 弧

(i, j) ∈ A 的重归一化权重是下面矩阵的 (i, j) 元:

R = Rf (0˜, 1˜) = Λf (0˜, 1˜)W. (2.2)

结合 L 和 R, 拓展网络的重归一化弧权重形成如下 (n+ 2)× (n+ 2) 行随机矩阵, 称为相互作用

矩阵:

M = Mf (0˜, 1˜) =


1 0

0 1

0T

0T

Lf (0˜, 1˜) Rf (0˜, 1˜)

 , (2.3)

其行、列从上到下、从左到右分别依次对应于局中人 p0, p1 和成员 1, 2, . . . , n, 并且 0 为 n 维零向量.

设 x(t) = (0, 1,xT
V (t))

T 为 p0, p1, 1, . . . , n 在 t 时刻的观点向量. 观点更新的动态如下:

x(t) = Mx(t− 1) = M tx(0), t = 1, 2, . . . (2.4)

更新动态的收敛性由下面的命题保证. 其特别表明, 每个成员的稳态观点是两个局中人观点的线性组

合, 它与成员们的初始观点无关.

203



陈旭瑾等: 社交网络影响力博弈的均衡存在性

命题 2.1 给定策略组合 ⟨0˜, 1˜⟩ ∈ V 2 和初始观点向量 x(0) = (0, 1,xT
V (0))

T, 设

x̃V = (I −R)−1L(0, 1)T,

这里 L 和 R 分别为 (2.1) 和 (2.2) 定义, 则 SIG 中的动态收敛于稳态观点向量

x̃ := lim
t→∞

M tx(0) = (0, 1, x̃T
V )

T.

这个命题的正确性已经在文献 [17, 附录 A.1] 被证明, 它是基于 (I − R)−1 =
∑∞

k=0 R
k 的标准结

果被推导出的 (参见文献 [24]) . 接下来, 通过示例来展示说明 SIG 模型的信息传播方式.

例 2.1 设网络 G 如图 1(a) 所示, 其中权重矩阵为

W =



1
2 0 1

2 0

1
3

2
3 0 0

0 1
4

1
2

1
4

0 1
2 0 1

2

 .

假设局中人 p0 和 p1 分别选择 0˜ = 1 和 1˜ = 2 作为目标成员. 拓展网络中的交互如图 1 所示. 相应

地, 有

L =



f0
1+f0

0

0 f1
1+f1

0 0

0 0

 和 R =



1
2(1+f0)

0 1
2(1+f0)

0

1
3(1+f1)

2
3(1+f1)

0 0

0 1
4

1
2

1
4

0 1
2 0 1

2

 .

设 f0 = 2 和 f1 = 1, 则得到稳态观点向量 x̃ = (0, 1, 3
19 ,

15
19 ,

15
19 ,

15
19 )

T. 可以观察到, 虽然局中人 p0 的

影响因子 f0 大于局中人 p1 的影响因子 f1, 但成员的最终观点更接近于 p1 的观点 1. 原因是 p1 的

目标成员 2 (其在 G 中) 从他人那里得到的 “信任” 1
4 + 1

2 比 p0 的目标成员 1 从他人那里得到的 “信

任” 1
3 多.

注 2.1 策略影响博弈 SIG 中 Λf (0˜, 1˜) 的直接重归一化与 SIGd 中基于度的重归一化不同, 后者

采用对角重归一化矩阵

∆f (0˜, 1˜) = diag

{
d1

d1 + f0δ1,0˜+ f1δ1,1˜ , . . . ,
dn

dn + f0δn,0˜+ f1δn,1˜
}

(a) (b)

图 1 策略影响博弈 SIG 的示例. (a) 原始网络; (b) 局中人加入后的拓展网络
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对扩展网络中的弧权进行重归一, 其中 di (1 6 i 6 n) 为社交网络 G 中成员 (顶点) i 的出度. 在 SIGd

中, 对于 h = 0, 1, 弧 (h˜, ph) 重归一化的权重为 fh
dh˜+fh+f1−hδh˜,1−h˜ .

博弈模型 SIGd 定义重归一化矩阵 ∆f (0˜, 1˜) 的直观解释在于假定局中人更容易 (或更快) 去影响

那些较少听取其他人观点的成员. 然而, 在实践中并非总是如此: 出邻居的数量不一定是成员容易受

影响程度的指标. 因而, 本文转而使用直接重归一化矩阵 Λf (0˜, 1˜), 这大致意味着每个潜在目标同样地
容易受到局中人的影响. 稍后将比较这两种重归一化方式对于 Nash 均衡存在性的影响. 为方便起见,

分别使用 I 和 Id 来表示博弈 SIG 和 SIGd 的实例.

局中人收益 本文除非另有说明, 考虑具有直接重归一化矩阵 Λf (0˜, 1˜) 的 SIG 实例 I. 给定策略
组合 ⟨0˜, 1˜⟩, 局中人 p1 (其具有固定观点 1) 的收益定义为

πf (0˜, 1˜) := 1T · x̃V = 1T · (I −Rf (0˜, 1˜))−1Lf (0˜, 1˜)(0, 1)T, (2.5)

即 G 中所有成员稳态观点之和. 注意到, 局中人 p0 (其具有固定观点 0) 的收益等于 n − πf (0˜, 1˜). 两
个局中人都以最大化自己的收益为目的. 如果局中人 p0 和 p1 都不想偏离当前所选择的目标成员, 则

称策略组合 ⟨0˜, 1˜⟩ 是实例 I 的一个 Nash 均衡, 即对于每个 i ∈ V 都有 n − πf (i, 1˜) 6 n − πf (0˜, 1˜) 和
πf (0˜, i) 6 πf (0˜, 1˜) 成立.

为了 (稍后在命题 2.2 中) 对收益函数 πf (0˜, 1˜) 给出关于策略组合 ⟨0˜, 1˜⟩ 和网络参数更具体的
表示, 需要对图结构定义更多符号. 对于任意 i, j ∈ V , 图 G 最多包含一条从 i 到 j 的弧. 因此,

给定 G 中的任意途径 K, 可以将其写成一个序列 K = (i0, i1, . . . , iℓ), 将 K 理解为一条按照顺序

i0, (i0, i1), i1, (i1, i2), . . . , (iℓ−1, iℓ), iℓ 依次通过的 i0-iℓ 途径. 序列中弧的个数 ℓ (计数弧重复出现的次

数) 就是 K 的长度. 如果 K = (i0) 没有弧, 则称 K 为平凡的, 并设其权重 w(K) 为 1. 对于非平凡途

径 K, 它的权重 w(K) 定义为其弧的权重的乘积, 即 w(K) :=
∏ℓ−1

g=0 wigig+1 ; 该权重可以被看作 K 在

G 的随机途径中出现的概率, 这里随机途径的概率转移矩阵是 W . 如果 K 是非平凡的并且 i0 ̸= iℓ,

则称途径 K 是开的 (否则是闭的). 如果 i0, i1, . . . , iℓ 是不同的, 则 K 被称为 i0-iℓ 路. 如果一条起始

于成员 i 的闭途径 K 只经过 i 一次, 则称 K 是围绕 i 的. 对于任意成员 i, j ∈ V , 因为 W 是不可约

的, 所以沿着随机途径从 i 到 j 的概率为 1, 即所有 i-j 开途径的权重和为 1. 关于 (原) 网络 G 及 (未

重归一化的) 权重 w, 定义符号如下:

– 令 τ(i,K) 表示途径 K 包含 i 的出弧的数量;

– 令 Oi 表示起始于 V 中某个成员结束于 i, 且满足 τ(i,K) = 0 的所有开途径 K 组成的集合;

– 设 oi :=
∑

K∈Oi
w(K);

– 设 oji :=
∑

K∈Oi:j∈K w(K);

– 令 Ci 表示所有围绕 i 的闭途径组成的集合;

– 设 ci :=
∑

K∈Ci
w(K);

– 设 cji :=
∑

K∈Ci:j∈K w(K);

– 设 Ki,j 为所有 i-j 途径组成的 (无限) 集合 (注意, 平凡途径 (i) 属于 Ki,i);

– 令 Oi,j 表示所有满足 τ(j,K) = 0 的 i-j 开途径 K 组成的集合.

通过与文献 [17]类似的分析 (以下呈现大致梗概) ,将文献 [17]中基于度的重归一化矩阵 ∆f (0˜, 1˜)
替换为 Λf (0˜, 1˜), 可以立即得到局中人 p1 的收益表达式如下面命题所述.

命题 2.2 对于任意不同的 i, j ∈ V , 局中人 p1 在 SIG 实例 I 中的收益满足

πf (i, i) =

( ∑
k∈V

∑
K∈Kk,i

w(K)

(1 + f0 + f1)τ(i,K)

)
f1

1 + f0 + f1
(2.6a)
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=
f1(1 + oi)

1 + f0 + f1 − ci
=

nf1
f0 + f1

, (2.6b)

πf (i, j) =

( ∑
k∈V

∑
K∈Kk,j

w(K)

(1 + f0)τ(i,K)(1 + f1)τ(j,K)

)
f1

1 + f1
(2.7a)

=
f1(f0o

j
i + ncji )

f0cij + f1c
j
i + f0f1

. (2.7b)

证明 从命题 2.1 中很容易看出, (2.5) 所定义的收益 πf (0˜, 1˜) = 1T · x̃V , 其中 ⟨0˜, 1˜⟩ 等于 ⟨i, i⟩ 或
⟨i, j⟩, 可以改写为 (2.6a) 或 (2.7a) 中的和. 这个和表示在重归一化的扩展网络中通过所有途径传递的

总影响力, 而 (回顾 (2.2)–(2.4) 可知) 该扩展网络为 Λf (0˜, 1˜)W 所表达. 每当途径 K 经过从目标成员

发出的弧 (其权重已使用乘数 1
1+f0+f1

或 1
1+f0

或 1
1+f1

重归一化) 时, 原始权重 w(K) 应使用相同的

乘数重新加权, 以应对相应局中人的影响. 对于任意正整数 d, 在文献 [17] 中已经证明( ∑
k∈V

∑
K∈Kk,i

w(K)

((d+ f0 + f1)/d)τ(i,K)

)
f1

d+ f0 + f1
=

f1(1 + oi)

d+ f0 + f1 − cid
=

nf1
f0 + f1

,

这暗含了 (2.6b) 的正确性. 而 (2.7b) 的有效性可逐字改编 [17] 中定理 1(ii) 的证明来建立—用 1 代替

了那里的 bi 和 bj .

命题 2.2 与 Grabisch 等 [17] 用基于度的重归一化矩阵 ∆f (0˜, 1˜) 给出的表达式相比, 不同之处出现

在 p0 和 p1 选择不同目标成员时. Grabisch 等证明了 SIGd 实例 Id 中策略组合 ⟨i, j⟩ 下局中人 p1 的

收益满足 πf (i, j) =
f1(f0o

j
i+ndic

j
i )

f0djcij+f1dic
j
i+f0f1

. 观察到,在这个表达式中,目标成员 i (或者 j)的度 di (或者 dj)

与 cji (或者 cij) 一起出现, 而 (2.7b) 中对应的位置处的数值都等于 1. 主要原因是 SIG 中使用的直接

重归一化矩阵 Λf (0˜, 1˜) 将成员出邻居对其的总影响归一化为 1, 与其邻居数量无关; 而基于度的重归

一化矩阵 ∆f (0˜, 1˜) 假设成员拥有的出邻居越多, 它们对该成员的影响就越大.

3 等影响因子下的博弈均衡

本节考虑策略影响博弈 SIG 实例 I, 其中两个局中人具有相同的影响因子 (即 f0 = f1). 本节给

出 Nash 均衡存在的充分条件, 然后证明如果网络是双向树, 则 SIG 的 Nash 均衡总是存在的.

3.1 Nash 均衡存在的充分条件

根据命题 2.2, 当 f0 = f1 时, 局中人 p1 在策略组合 ⟨i, j⟩ 下的收益是

πf (i, j) =


n

2
, i = j,

f1o
j
i + ncji

cij + cji + f1
, i ̸= j.

(3.1)

由此得到以下定理.

定理 3.1 给定影响因子 f0 = f1 相等的 SIG 实例 I, 对于任意 i, j ∈ V , 以下性质成立:

(i) πf (i, j) + πf (j, i) = n;

(ii) ⟨i, i⟩ 是 Nash 均衡当且仅当对所有的 k ∈ V \ {i}, 满足 f1(o
i
k − oki ) > n(cki − cik);

(iii) 若 ⟨i, j⟩ 是 Nash 均衡, 则 ⟨i, i⟩ 和 ⟨j, j⟩ 也是 Nash 均衡.
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证明 由 W 的不可约性可知, 到从任意成员出发, 经过 i 到 j 结束或者经过 j 到 i 结束的

所有开途径的权重和为 1. 共有 n 个成员可以作为出发点, 所以所有这样经过 i 到 j 结束或者经

过 j 到 i 结束的开途径的总权重为 n, 给出 oji + oij = n (该等式的另外一个复杂一些的证明参见文

献 [17, 引理 2]). 此等式与 (3.1) 联立可推导出 (i). 对于 (ii), 注意到 ⟨i, i⟩ 是 Nash 均衡当且仅当

πf (i, k) 6 πf (i, i) =
n
2 6 πf (k, i)对所有 k ∈ V \{i}成立. 由 (i)可知,这个条件等价于 πf (k, i) > n

2 . 注

意到 oki + oik = n, 由 (3.1) 可知 πf (k, i) > n
2 等价于 (ii) 中的条件. 为了证明 (iii), 观察到在 Nash 均衡

⟨i, j⟩下,双方局中人的收益正好是 n
2 (否则,收益较小的一方会偏离现在的目标成员,通过选择与另一

方相同的目标成员, 而获得大于 n
2 收益). 由于 p0 和 p1 都不能从偏离中获益, 因此对于任意 k ∈ V ,

有 n − πf (k, j) 6 n
2 和 πf (i, k) 6 n

2 . 考虑策略 ⟨i, i⟩, 在该策略下, 两个局中人都获得了 n
2 的收益. 显

然,局中人 p1 没有偏离的动机.假设 p0 可以通过偏离并选择成员 k 而将收益增加到 n− πf (k, i) >
n
2 ,

从 (i) 中得出 πf (i, k) >
n
2 , 矛盾. 因此, ⟨i, i⟩ 是 I 的 Nash 均衡. 使用对称的论证可证明 ⟨j, j⟩ 也是一

个 Nash 均衡.

上面的证明可以被视为文献 [17]中相应部分的改编. 对于博弈模型 SIGd, Grabisch等[17]证明了上

述定理中的 (i)和 (iii)对任意实例 Id 也成立,而 (ii)中的条件则需要变为 f1(o
i
k−oki ) > n(dic

k
i −dkc

i
k).

这种差异是由 I 和 Id 中收益函数的表达式不同造成的. 具体而言,对于 I 和 Id, ⟨i, i⟩是一个 Nash均

衡当且仅当 πf (i, k) 6 πf (i, i) =
n
2 6 πf (k, i) 对所有的 k ∈ V \ {i} 成立, 其中对于 I 和 Id, 用 πf (i, j)

表示局中人 p1 在策略组合 ⟨i, j⟩ 下的收益. 注意到, 对于 I 和 Id 都有 πf (i, i) =
n
2 ; 而在 Id 中, 收益

函数 πf (i, j) 中的 dic
j
i (或者 djc

i
j) 对应于 I 中的 cji (或者 cij), 导致了 (ii) 的不同.

3.2 双向树网络中的 Nash 均衡

在本小节中, 策略影响博弈 SIG 具有等影响因子的实例 I 在双向树网络上展开. 所谓双向树就

是通过将 (无向) 树的每条无向边替换为连接该边两个端点的两条相反方向的弧而得到的有向图. 用

Tw = (V,A) 表示双向树, 并假设任意弧 (i, j) ∈ A 的权重 wij 等于 i 的出度的倒数. 因此, 每个成员将

在 Tw 中对其出邻居赋予均匀权重 (信任). 为了证明 Tw 中博弈 SIG 的 Nash 均衡存在, 核心思想是

证明局中人的一系列最佳应对 (best response) 最终收敛于 Nash 均衡.

首先介绍一些讨论所需的定义和符号. 设 n × n 矩阵 S 表示策略矩阵, 其第 i 行第 j 列元为策

略组合 ⟨i, j⟩ ∈ V 2. S 的每个对角元 ⟨i, i⟩ 称为一个对角策略组合. (策略组合) 链是一个序列 ς =

(⟨i00, i01⟩, ⟨i10, i11⟩, ⟨i20, i21⟩, . . .) 使得, 对于每一个 g ∈ Z+,

– ⟨ig0, i
g
1⟩ ∈ ς 是一个策略组合, 其中局中人 ph (h = 0, 1) 以成员 igh 为选择目标 (为了方便, 经常将

策略组合写成无序对 {ig−i; i
g
h});

– 基于 ⟨ig0, i
g
1⟩, 两个局中人的正好其中之一 ph 改变其选择, 从 igh 偏离到 ig+1

h , 导致策略组合由

⟨ig0, i
g
1⟩ 变为 ⟨ig+1

0 , ig+1
1 ⟩ = {ig+1

h ; ig1−h} (称 ph 是策略组合 ⟨ig0, i
g
1⟩ 的偏离者, 而 ⟨ig+1

0 , ig+1
1 ⟩ 是由 ph 偏

离达到的).

如果链上的偏离没有让偏离者的收益减少, 则称该偏离为合理的.

令 ς = (⟨i00, i01⟩, ⟨i10, i11⟩, . . . , ⟨im0 , im1 ⟩) 为一条长度为 m 的有限链, 如果 ⟨i00, i01⟩ = ⟨im0 , im1 ⟩ 并且
⟨i10, i11⟩, . . . , ⟨im0 , im1 ⟩ 是两两不同的, 则称它是一个回路. 注意到每个回路的长度都是偶数, 即它由偶数

个不同的策略组合组成.

对角回路是指形式为 (⟨i, i⟩, ⟨i, j⟩, ⟨j, j⟩, . . . , ⟨k, k⟩, ⟨k, i⟩, ⟨i, i⟩)的回路,其中两个局中人交替成为偏

离者, ph (或 p1−h)的偏离总是使策略组合离开 (或返回)策略矩阵 S 的对角线,每个偏离都是合理的,
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并且偏离者的收益至少在一次偏离中发生严格的增加. 图 2 给出了对角回路的一个说明性示例.

根据 (3.1), 在任意对角策略组合 ⟨i, i⟩ 下, 双方局中人的收益正好是 n
2 . 在下面的引理 (其证明见

附录 B) 中, 证明对于双向树 Tw 上的博弈, 没有对角回路. 结合两个局中人之间的对称性, 这意味着

没有合理的交替偏离序列可以从一个对角策略组合出发并返回到它自身.

引理 3.1 对于 Tw 上影响因子相等的策略影响博弈 SIG, 不存在对角回路.

为方便起见, 用 Πh(i, j) 表示策略组合 ⟨i, j⟩ 下局中人 ph 的收益. 任给策略组合链 ς = (⟨i00, i01⟩,
⟨i10, i11⟩, . . .), 如果对于所有 g ∈ Z+, 设 ph 是 ⟨ig0, i

g
1⟩ 的偏离者 (这里 h = 0 或 h = 1), 均有

Πh(i
g+1
0 , ig+1

1 ) > Πh(i
g
0, i

g
1), ig+1

h = argmax
ih∈V

{Πh(i0, i1) : i1−h = ig1−h = ig+1
1−h},

则称 ς 是完全改进链. 完全改进链是由短视偏离者产生的—每个偏离者都尽最大可能地寻求提高自己

当前的收益, 对另一位局中人的当前选择作出最佳响应. 显然, 在这样的策略组合链中, 局中人 p0 和

p1 交替偏离. 下面的引理表明, 无论图结构如何, 从每个完全改进回路都可以推导出一个对角回路.

引理 3.2 对于 Tw 上影响因子相等的策略影响博弈 SIG, 如果有一条完全改进回路存在, 则也

有一条对角回路存在.

证明 令 ς = (⟨i00, i01⟩, ⟨i10, i11⟩, . . . , ⟨im0 , im1 ⟩)为一条完全改进回路,对此不失一般性地假设 ⟨i, j⟩是
初始策略组合,局中人 p0首先偏离 (选择 i10),然后两个局中人交替偏离生成链 ς. 需要注意的是 ς 由偶

数 m 个策略组合组成, 最后一个偏离者必然是 p1, 其在 ⟨im−1
0 , im−1

1 ⟩ 处偏离而导致 ⟨im0 , im1 ⟩ = ⟨i00, i01⟩,
并且对于每个 g = 0, . . . ,m, 策略组合 ⟨ig0, i

g
1⟩ 是由 p1 的偏离达到的当且仅当 g 是偶数. 由于每个局

中人在任何对角线上都可以获得收益 n
2 (根据 (3.1)), 因此偏离者 ph 的收益在偏离后至少为

n
2 , 而非

偏离者 p1−h 的收益则至多为
n
2 . 想要从 ς 推导出一个对角回路, 基本思路是在不改变链的始端和末

端策略组合的前提下, 将 ς 中的每个 2- 长链转化为 4- 长链, 并将它们组合成一个对角回路.

考虑 ς 的任一条 2- 长子链

ςg := (⟨ig0, i
g
1⟩, ⟨i

g+1
0 , ig+1

1 ⟩, ⟨ig+2
0 , ig+2

1 ⟩) = (⟨ig0, i
g
1⟩, ⟨i

g+2
0 , ig1⟩, ⟨i

g+2
0 , ig+2

1 ⟩) = (⟨i, j⟩, ⟨k, j⟩, ⟨k, l⟩),

其中 g 是偶数. 显然, p0 的收益满足 Π0(i, j) 6 n
2 (因为 ⟨i, j⟩ 是通过 p1 的偏离达到的), Π0(k, j) > n

2

(因为 ⟨k, j⟩是通过 p0 的偏离达到的)和 Π0(⟨k, l⟩) 6 n
2 (因为 ⟨k, l⟩是通过 p1 的偏离达到的). 相应地,

p1 的收益满足 Π1(i, j) > n
2 , Π1(k, j) 6 n

2 和 Π1(k, l) > n
2 . 令 ςg+ = (⟨i, j⟩, ⟨j, j⟩, ⟨j, k⟩, ⟨k, k⟩, ⟨k, l⟩) 表示

一条拓展的 4-长链,它具有与 ςg = (⟨i, j⟩, ⟨k, j⟩, ⟨k, l⟩)相同的始端和末端策略组合,但额外包含两个对

角线策略 ⟨j, j⟩和 ⟨k, k⟩. ςg+可能包含重复的策略组合.通过定理 3.1(i)可知 Π1(j, k) = n−Π1(k, j) > n
2 ,

因而容易看出拓展链 ςg+ 上的每个偏离都是合理的, 即每次偏离时偏离者的收益不会减小.

图 2 (⟨i, i⟩, ⟨i, j⟩, ⟨j, j⟩, ⟨j, k⟩, ⟨k, k⟩, ⟨k, i⟩, ⟨i, i⟩) 是对角回路. 矩阵 S 的对角线用虚线表示
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将完全改进回路 ς 分解为 m
2 条 2- 长度链的序列 ς0, ς2, ς4, . . . , ςm, 其形如 (⟨i, j⟩, ⟨k, j⟩, ⟨k, l⟩), 接

着将每条 2-长链 ςg, g = 0, 2, . . . ,m拓展至如上所述的 4-长链 ςg+. 然后将这
m
2 个拓展的 4-长链串联

在一起, 形成一条回路 ς+ = (. . . , ⟨ig0, i
g
1⟩, ⟨i

g
1, i

g
1⟩, ⟨i

g
1, i

g+2
0 ⟩, ⟨ig+2

0 , ig+2
0 ⟩, . . .), 其中每次偏离都是合理的.

对于 ς+ 中的每一对重复的策略组合 (如果有的话) , 去掉其中的一个和它们之间的所有策略组合, 这

样就得到了一条对角回路.

定理 3.2 对于具有均匀权重的双向树网络中的策略影响博弈 SIG, 任意影响因子相等的实例 I
都具有 Nash 均衡.

证明 将引理 3.1 和 3.2 结合在一起, 可以立即推导出不存在完全改进回路. 由于策略组合的数

量是有限的, 所以任何完全改进链的长度必然是有限的, 进而必然存在一个策略组合 (作为某个完全

改进链的末端), 其中任何局中人都不能通过单方面偏离来提高自己的收益,这表明该策略组合是一个

Nash 均衡.

此外, 根据定理 3.1(iii), Tw 中的策略影响博弈 SIG 必定具有对角 Nash 均衡.

推论 3.1 任给具有均匀权重的双向树网络 (V,A), 若 (V,A) 中策略影响博弈 SIG 具有相等影

响因子, 则存在某个 i ∈ V 使得 ⟨i, i⟩ 是该博弈的一个 (对角) Nash 均衡.

注意, 附录 C 证明了博弈 SIGd 有与推论 3.1 类似的结论.

4 结论

社交网络中的影响力传播是一类重要的实际问题,尤其是网络成员观点的动态演化频频出现在很

多实际应用中. 本文基于 Degroot 模型, 研究了一类二人策略影响博弈: 两个局中人具有对立的观点,

分别从网络中选择一个成员作为自己的影响目标,从而通过网络传播动态尽可能地扩散自己的影响力.

本文提出了新的重归一化来定义传播影响动态. 当两个局中人具有相等的影响因子时, 本文对纯策略

Nash 均衡的存在性给出了一个依赖于网络结构的充分条件, 对一类特殊网络—具有均匀权重的双向

树—证明了该博弈具有至少一个纯策略 Nash均衡. 此外,通过实验 (详见附录 D),对随机网络中的均

衡存在性进行了模拟分析. 结果表明, 模型 SIG 和 SIGd 的均衡存在性条件之间没有相互蕴含的关系,

对于不同类型的网络各有优势. 虽然在 Erdös-Renyi 随机图 [14] 这种分布比较均匀的网络中, SIGd 表

现较好,但对于小世界 [28] 和无标度 [4] 这些更能反映真实社交网络的结构, SIG的优势明显,具有更多

的 Nash 均衡, 可能更具实用价值.

未来的研究方向包括: (1) 研究均衡的唯一性、稳定性以及不同参数对均衡的影响; (2) 考虑具有

至少 3 个局中人的策略影响博弈, 其中多个局中人分属两个对立阵营的情形可以作为研究的出发点.
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附录

附录 A 研究双向树网络的结构性质, 附录 B 考虑双向树中的 SIG 博弈, 附录 C 考虑双向树中的

SIGd 博弈, 附录 D 通过示例和实验来比较 SIG 和 SIGd 两个模型在 Nash 均衡存在性方面的表现.

附录 A 双向树结构性质

本节研究具有均匀权重的双向树 Tw = (V,A)的参数化结构性质. 设每个成员 i ∈ V 的出度为 di,

则每条弧(i, j) ∈ A 的权重为 wij = 1
di
. 对于不同的 i, j ∈ V , 设 c̄ji :=

∑
K∈Ci:j /∈K w(K) 为所有围绕 i

且不经过 j 的闭途径的总权重, 下面引理陈述的事实是由文献 [17, 引理 1 和 2] 及其证明观察到的.

引理 A.1 [17] 对于 V 中不同的 i 和 j, 有 ci = 1, c̄ji + cji = 1 和 oji + oij = n.

特别地, 上面的 ci = 1 是由权重矩阵 W 的不可约性保证的, 这大致意味着通过某些 (闭) 途径

从 i 出发并返回 i 的概率等于 1. 如果途径中任何顶点不重复出现, 则称该途径为路. 令 disi,j 表示

Tw = (V,A) 中唯一 i-j 路的长度 (即其弧的数目), 也通常被称为 i 和 j 之间的距离. 接下来, 在引

理 A.2 和 A.3 中建立双向树 Tw 的相关参数 cji 和 oji 的一些性质.
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引理 A.2 对于 V 中不同的 i 和 j, 有 cji =
1
di

· 1
disi,j

.

证明 一条围绕 i 的闭途径 (i, i′, . . . , i) 只有当 i′ 包含在 Tw 的唯一 i-j 路中时, 该途径才能通

过 j. 因此, Ci 中包含 j 的所有途径的第二个成员是 i 的同一个出邻居, 设为 i′. 由 Tw 的均匀权重设

置可知, Tw 中随机途径离开 i到达 i′ 的概率为 1
di
. 因此,只需考虑 di = 1时的情形,并证明 cji =

1
disi,j

.

假设 disi,j = ℓ− 1, 需要证明 cji =
1

ℓ−1 . 根据 cji + c̄ji = 1 这个事实 (参见引理 A.1), 只需证明 c̄ji =
ℓ−2
ℓ−1 .

不失一般性, 假设 i = 1, j = ℓ, 且唯一 i-j 路是 (1, 2, . . . , ℓ− 1, ℓ). 对于 2 6 g 6 ℓ − 1, 令

ωg =
∑

K∈Cg :g−1,ℓ/∈K w(K) 表示所有围绕 g 且不经过 g − 1 的闭途径的总权重. 从树结构中可注意到,

所有这些途径都不经过 1, 因为它们不经过 g − 1.

为了求 c̄ji = c̄ℓ1 的值, 考虑一个随机途径, 它从 1 开始, 不经过 ℓ, 一旦回到 1 就终止于 1. 因为

d1 = 1, 所以途径离开起始成员 1 后, 先到达成员 2. 之后, 它以 1
d2
的概率直接返回到 1, 以 ω2

d2
的概

率先形成一个围绕 2 的闭子途径 (中途不经过 1 和 ℓ), 然后返回到 1, 以此类推下去. 因此, 当 ℓ > 3

时, 有

c̄ji = c̄ℓ1 =
∑

K∈C1:ℓ/∈K

w(K) =
1

d2
(1 + ω2 + ω2

2 + · · · ) = 1

d2(1− ω2)
. (A.1)

当 ℓ > 4 时, 类似地有 ∑
K∈C2:1,ℓ/∈K∋3

w(K) =
1

d2
· 1 + ω3 + ω2

3 + · · ·
d3

=
1

d2d3(1− ω3)
.

因为成员 3 在 Tw 的唯一 1-ℓ 路上, 所以可得到∑
K∈C2:1,ℓ,3/∈K

w(K) =
∑

K∈C2:1,3/∈K

w(K) =
d2 − 2

d2
, (A.2)

其中第二个等式由引理 A.1 得到. 为说明这一点, 考虑从 Tw 中移除成员 1 和 3 后包含 2 的连通分

支. 在该分支中, 成员 2 的每条出弧的权重从 1
d2
变为 1

d2−2 , 并且每个围绕 2 的途径都恰好包含成员

2 的一条出弧. 引理 A.1 中的第一个等式应用于修改权重后的分支, 给出
∑

K∈C2:1,3/∈K
d2

d2−2w(K) = 1.

因此,

ω2 =
∑

K∈C2:1,ℓ/∈K∋3

w(K) +
∑

K∈C2:1,ℓ,3/∈K

w(K) =
1

d2d3(1− ω3)
+

d2 − 2

d2
. (A.3)

将 (A.3) 代入 (A.1), 得到

c̄ji =
1

2− 1
d3(1−ω3)

. (A.4)

与 (A.3) 相似, 对于每一个 g = 3, . . . , ℓ− 2, 有

ωg =
∑

K∈Cg :g−1,ℓ/∈K∋g+1

w(K) +
∑

K∈Cg :g−1,ℓ,g+1/∈K

w(K) =
1

dgdg+1(1− ωg+1)
+

dg − 2

dg
.

将上面关于 ωg, g = 3, . . . , ℓ− 2 的表达式迭代地代入 (A.4), 得到

c̄ji =
1

2− 1

...
2− 1

2− 1
dℓ−1(1−ωℓ−1)

,
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其中, 等号右边总共有 ℓ− 2 个分数线. 与 (A.2) 类似, 容易看出 ωℓ−1 = dℓ−1−2
dℓ−1

. 这样就得到 c̄ji =
ℓ−2
ℓ−1 ,

完成证明.

给定任意不同的 i, j ∈ V , 令 V̄ i
j 表示使得 Tw 中唯一 k-j 路不经过 i 的所有成员 k 组成的集合.

对每个 g = 1, . . . ,disi,j − 1, 集合 V g
ij 由满足如下性质的所有成员 k ∈ V 组成: k-i 路和 k-j 路都经过

i-j 路上与 i 距离为 g 的成员.

引理 A.3 对于不同成员 i, j ∈ V , 有 oji = |V̄ i
j | −

∑disi,j−1
g=1

disi,j−g
disi,j

· |V g
ij |.

证明 不失一般性, 假设在 Tw 中唯一 i-j 路是 (i, 1, 2, . . . , ℓ − 1, j), 其中 ℓ = disi,j . 对于任意

k ∈ V , 由 W 的不可约性可知
∑

K∈Ok,i
w(K) = 1. 设 o∗k =

∑
K∈Ok,i:j∈K w(K) 表示所有通过 j 且只访

问 i 一次的 k-i 开途径的总权重. 值 o∗k 可以被解释为沿着 Ok,i 中某条途径从 k 出发到达 i 且其间经

过 j 的概率. 如果不存在这样的途径, 则定义 o∗k 为 0. 由于 oji =
∑

k∈V o∗k, 下面对于所有 k 计算 o∗k.

显然对于所有 k /∈ V̄ i
j , 在 Ok,i 中没有 k-i 途径可以经过 j, 这意味着 o∗k = 0. 更进一步地, 对于每

一个 k ∈ V̄ i
j \(V 1

ij ∪ · · · ∪ V ℓ−1
ij ), 所有 k-i 途径都必须经过 j, 且 o∗k =

∑
K∈Ok,i

w(K) 等于 Tw 中从 k 出

发到达 i 的概率, 也就是 1. 下面还需要对于 k ∈ V 1
ij ∪ · · · ∪ V ℓ−1

ij 计算 o∗k.

对于任意成员 k ∈ V g
ij , 1 6 g 6 ℓ− 1, 根据 V g

ij 的定义以及 i-j 路的顶点标号方式, 在 Ok,i 中每条

包含 j 的 k-i 途径必须先经过成员 g, 然后再经过 j. 由此可得 o∗k = o∗g. 接下来还需对 1 6 g 6 ℓ − 1

计算 o∗g.

首先, 通过对 ℓ 进行归纳来证明 o∗1 = 1
ℓ . 如果 ℓ = 1, 则结论是平凡的. 当 ℓ = 2 时, 用与证明

(A.2) 的第二个等式类似的论证, 有

c :=
∑

K∈C1:i,j ̸∈K

w(K) =
d1 − 2

d1
和 o∗1 = 1−

∑
K∈O1,i:j ̸∈K

w(K) = 1− 1

d1

∞∑
g=0

cg =
1

2
,

即为所需.假设 o∗1 = 1
ℓ 对 ℓ = 1, 2, . . . ,m成立,其中m > 2. 当 ℓ = m+1时,设 o :=

∑
K∈O2,1:j∈K w(K).

通过归纳假设, 有 o = 1
m . 现在计算 O1,i 中不经过 j 的所有途径的总权重, 其等于从 1 开始的随机途

径在到达 j 之前到达 i 的概率, 即

1− o∗1 =
∑

K∈O1,i:2/∈K

w(K) +
∑

K∈O1,i:j /∈K∋2

w(K)

=
1

d1

∞∑
g=0

cg + Pr[随机 1-i 途径在到达 i 之前到达 2]
∑

K∈O2,i:j ̸∈K

w(K)

=
1

d1

∞∑
g=0

cg +

(
1− 1

d1

∞∑
g=0

cg
)
·
( ∑

K∈O2,1:j /∈K

w(K)

)
·
( ∑

K∈O1,i:j /∈K

w(K)

)

=
1

2
+

1

2
(1− o)(1− o∗1).

由上述等式可得到 o∗1 = 1
m+1 . 因此, o∗1 = 1

ℓ 对所有 ℓ > 1 都成立.

现在对于 g = 2, . . . , ℓ− 1 考虑 o∗g. 应用 o∗1 的结果, 得到

1− o∗g =
∑

K∈Og,i:j /∈K

w(K)

=

( ∑
K∈Og,g−1:j /∈K

w(K)

)
·
( ∑

K∈Og−1,g−2:j /∈K

w(K)

)
· · ·

( ∑
K∈O1,i:j /∈K

w(K)

)
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=

(
1− 1

ℓ− g + 1

)(
1− 1

ℓ− g + 2

)
· · ·

(
1− 1

ℓ

)
=

ℓ− g

ℓ
.

由此可得 o∗g = g/ℓ.

综上所述,

oji =
∑
k∈V

o∗k =
∑

k∈V̄ i
j \

∪ℓ−1
g=1 V g

ij

o∗k +
∑

k∈
∪ℓ−1

g=1 V g
ij

o∗k = |V̄ i
j | −

ℓ−1∑
g=1

|V g
ij |+

ℓ−1∑
g=1

g

ℓ
· |V g

ij | = |V̄ i
j | −

ℓ−1∑
g=1

ℓ− g

ℓ
· |V g

ij |,

从而证明了引理成立.

对于不同的 i, j ∈ V , 令 ϖ(i, j) :=
disi,j ·n

2 − disi,j · |V̄ i
j |+

∑disi,j−1
g=1 g · |V g

ji|.
引理 A.4 对于不同的 i, j, k ∈ V , 有 ϖ(i, j) +ϖ(j, k) = ϖ(i, k).

证明 为了表示方便, 不失一般性假设 i, j 和 k 分别为 1, 2 和 3; 对于任意 a, b ∈ V , 用 ℓab 表示

disa,b. 需要证明 ϖ(1, 2) +ϖ(2, 3) = ϖ(1, 3), 即

(ℓ12 + ℓ23 − ℓ13) ·
n

2
= ℓ23|V̄ 2

3 |+ ℓ12|V̄ 1
2 | − ℓ13|V̄ 1

3 | −
( ℓ23−1∑

g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

)
. (A.5)

下面基于成员 1, 2 和 3 相对位置分 4 种情形来讨论.

情形 1 Tw 中唯一 1-2 途径、2-3 途径和 3-1 途径相交于 V \ {1, 2, 3} 中的唯一成员, 记作 4. 注

意到 ℓ23 = ℓ34 + ℓ24, ℓ
2
4 − ℓ34 = ℓ12 − ℓ13 以及

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

= ℓ34|V
ℓ34
32 | − ℓ34|V

ℓ34
31 |+

( ℓ23−1∑
g=ℓ34+1

g|V g
32|+

ℓ24−1∑
g=1

g|V g
21|

)
+ ℓ24|V

ℓ24
21 |+

( ℓ12−1∑
g=ℓ24+1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=ℓ34+1

g|V g
31|

)

=

ℓ23−1∑
g=ℓ34+1

(ℓ34 + ℓ24)|V
g
32|+

ℓ13−1∑
g=ℓ34+1

(ℓ24 − ℓ34)|V
g
31|+ ℓ34|V

ℓ34
32 | − ℓ34|V

ℓ34
31 |+ ℓ24|V

ℓ24
21 |

= ℓ23

ℓ23−1∑
g=ℓ34+1

|V g
32|+ (ℓ12 − ℓ13)

ℓ13−1∑
g=ℓ34+1

|V g
31|+ ℓ34(|V

ℓ34
32 | − |V ℓ34

31 |) + ℓ24|V
ℓ24
21 |. (A.6)

观察到, 对于每个 g = 1, 2, 3, V̄ 4
g 的元素恰好是当从 Tw 中删除 4 时与 g 在同一连通分支中的成

员. 而且,集合 V̄ 2
3 是 V g

32, g = ℓ34+1, . . . , ℓ23−1和 V \V̄ 4
2 的不交并. 集合 V̄ 1

3 是 V̄ g
31, g = ℓ34+1, . . . , ℓ13−1

和 V \ V̄ 4
1 的不交并. 集合 V̄ 1

2 是 V̄ g
21 = V̄ g

31, g = ℓ34 + 1, . . . , ℓ13 − 1 和 V \ V̄ 4
1 不交并. 所以有

ℓ23−1∑
g=ℓ34+1

|V g
32| = |V̄ 2

3 | − |V \ V̄ 4
2 | 和

ℓ13−1∑
g=ℓ34+1

|V g
31| = |V̄ 1

3 | − |V \ V̄ 4
1 | = |V̄ 1

2 | − |V \ V̄ 4
1 |. (A.7)

于是得到

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|
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= ℓ23(|V̄ 2
3 | − |V \ V̄ 4

2 |) + (ℓ12 − ℓ13)(|V̄ 1
3 | − |V \ V̄ 4

1 |) + ℓ34(|V
ℓ34
32 | − |V ℓ34

31 |) + ℓ24|V
ℓ24
21 |

和

(A.5) 的右边 = ℓ23|V \ V̄ 4
2 |+ (ℓ12 − ℓ13)|V \ V̄ 4

1 | − ℓ34(|V
ℓ34
32 | − |V ℓ34

31 |)− ℓ24|V
ℓ24
21 |.

令 U = V \
∪3

g=1 V̄
4
g , 其成员 l ∈ U 满足: 对于所有 g = 1, 2, 3, 树中的 l-g 路经过 4. 注意到

n = |V \ V̄ 4
2 |+ |V ℓ34

31 | − |U |, |V \ V̄ 4
2 | = |V ℓ24

21 |+ |V ℓ34
32 | − |U | 和 |V \ V̄ 4

1 | = |V ℓ24
21 |+ |V ℓ34

31 | − |U |. 由此可见,

(A.5) 的右边 = ℓ23(|V
ℓ24
21 |+ |V ℓ34

32 | − |U |) + (ℓ12 − ℓ13)(|V
ℓ24
21 |+ |V ℓ34

31 | − |U |)− ℓ34(|V
ℓ34
32 | − |V ℓ34

31 |)− ℓ24|V
ℓ24
21 |

= (ℓ23 + ℓ12 − ℓ13 − ℓ24)|V
ℓ24
21 |+ (ℓ12 − ℓ13 + ℓ34)|V

ℓ34
31 |+ (ℓ23 − ℓ34)|V

ℓ34
32 |+ (ℓ13 − ℓ23 − ℓ12)|U |

= ℓ24(|V
ℓ24
21 |+ |V ℓ34

31 |+ |V ℓ34
32 | − 2|U |)

= ℓ24n.

因为 ℓ12 + ℓ23 − ℓ13 = ℓ14 + ℓ24 + ℓ24 − ℓ14 = 2ℓ24, 所以 (A.5) 成立.

情形 2 成员 2 包含在 1-3 路中. 注意 ℓ13 = ℓ23 + ℓ12, V̄
1
2 = V̄ 1

3 以及 (A.5) 的左边等于 0. 现在有

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

=

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

( ℓ23−1∑
g=1

g|V g
31|+ ℓ23|V

ℓ23
31 |+

ℓ13−1∑
g=ℓ23+1

g|V g
31|

)

=

( ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32| −

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
31|

)
+

( ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=ℓ23+1

g|V g
31|

)
− ℓ23|V

ℓ23
31 |

= −ℓ23

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21| − ℓ23|V

ℓ23
31 |

和

(A.5) 的右边 = ℓ23|V̄ 2
3 |+ (ℓ12 − ℓ13)|V̄ 1

3 |+ ℓ23

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21|+ ℓ23|V

ℓ23
31 | = ℓ23

(
|V̄ 2

3 | − |V̄ 1
3 |+

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21|+ |V ℓ23

31 |
)
.

观察到 V̄ 1
3 是 V̄ g

21 (g = 1, . . . , ℓ12 − 1), V
ℓ23
31 和 V̄ 2

3 的不交并. 所以 (A.5) 的右边为 0, 等于 (A.5) 的左边.

情形 3 成员 3 包含在 1-2 路中. 注意 ℓ12 = ℓ13 + ℓ23, V̄
1
2 = V̄ 1

3 以及 (A.5) 的左边等于 ℓ23 · n. 现
在有

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ12−1∑
g=1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

=

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

( ℓ23−1∑
g=1

g|V g
21|+ ℓ23|V

ℓ23
21 |+

ℓ12−1∑
g=ℓ23+1

g|V g
21|

)
−

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

=

( ℓ23−1∑
g=1

g|V g
32|+

ℓ23−1∑
g=1

g|V g
21|

)
+ ℓ23|V

ℓ23
21 |+

( ℓ12−1∑
g=ℓ23+1

g|V g
21| −

ℓ13−1∑
g=1

g|V g
31|

)
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= ℓ23

ℓ23−1∑
g=1

|V g
21|+ ℓ23|V

ℓ23
21 |+ ℓ23

ℓ12−1∑
g=ℓ23+1

|V g
21|

= ℓ23

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21|

和

(A.5) 的右边 = ℓ23|V̄ 2
3 |+ (ℓ12|V̄ 1

2 | − ℓ13|V̄ 1
3 |)− ℓ23

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21| = ℓ23

(
|V̄ 2

3 |+ |V̄ 1
2 | −

ℓ12−1∑
g=1

|V g
21|

)
= ℓ23 · n.

因此, (A.5) 的右边等于 (A.5) 的左边.

情形 4 成员 1 包含在 2-3 路中. 注意情形 4 中成员 1 和 3 与成员 2 的相对位置对称于情形 3

中的相对位置. 通过交换情形 3 的证明中成员 1 和 3 的位置, 得到 (A.5) 的左边和右边在情形 4 中都

等于 ℓ12 · n.

附录 B 双向树中的等影响力博弈 SIG

本节关注具有均匀权重的双向树 Tw = (V,A) 上的策略影响博弈 SIG, 其中两个局中人的影响因

子相等, 每个成员 i ∈ V 的出度为 di, 每条弧 (i, j) ∈ A 的权重为 wij =
1
di
. 首先在引理 B.1 中给出关

于局中人收益的一些性质, 然后证明引理 B.2: 对于双向树, 对角回路不存在, 即证明引理 3.1.

引理 B.1 对于不同的 i, j ∈ V , 下列结论成立:

(i) πf (i, j) > n
2 当且仅当 ϖ(i, j) 6 n

2f1
( 1
di

− 1
dj
);

(ii) πf (i, j) >
n
2 当且仅当 ϖ(i, j) < n

2f1
( 1
di

− 1
dj
).

证明 由 (3.1)和引理 A.1中的 oji +oij = n,得到 πf (i, j) =
f1(n−oij)+ncji

cij+cji+f1
. 因此由引理 A.2和 A.3,

πf (i, j) > n
2 等价于

disi,j · |V̄ j
i | 6

disi,j · n
2

+
n

2f1

(
1

di
− 1

dj

)
+

disi,j−1∑
g=1

(disi,j − g) · |V g
ji|.

注意到 V g
ij , g = 1, . . . ,disi,j − 1 是 V̄ j

i 的不相交子集, 且 V̄ j
i −

∪disi,j−1
g=1 V g

ij = V − V̄ i
j . 由上面的不等式

可以得出 πf (i, j) > n
2 等价于 ϖ(i, j) 6 n

2f1
( 1
di

− 1
dj
), 这建立了 (i). (ii) 的证明类似, 这里省略.

引理 B.2 (引理 3.1) 对于 Tw, 不存在对角回路.

证明 假设 ς 是一条对角回路. 不失一般性地假设

ς = (⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 3⟩, . . . , ⟨m− 1,m⟩, ⟨m,m⟩, ⟨m, 1⟩, ⟨1, 1⟩),

并且前 2(m − 1) 次偏离中至少有一个会导致偏离者收益的严格增加. 回顾 (3.1), 在每个对角策略组

合下, 两个局中人的收益都是 n
2 . 如果偏离者的收益增加发生在他从非对角策略组合 ⟨i, i+1⟩偏离时,

则这个偏离者一定是局中人 p0, 而且在 ⟨i, i+ 1⟩ 下 p0 的收益小于
n
2 , 因而局中人 p1 在 ⟨i, i+ 1⟩ 下的

收益大于 n
2 . 这说明 p1 在从 ⟨i, i⟩ 偏离到 ⟨i, i+ 1⟩ 时增加了他的收益. 因此, 存在 1 6 i∗ 6 m− 1, 使

得从对角策略组合 ⟨i∗, i∗⟩ 到非对角策略组合 ⟨i∗, i∗ + 1⟩ 的偏离给偏离者 p1 带来严格增加的收益.

对于局中人 p1 从对角 ⟨i, i⟩ 到非对角 ⟨i, i+ 1⟩ 的每一次偏离 (i = 1, . . . ,m− 1), 从对角回路的定

义可推导出: 偏离者 p1 在 ⟨i, i⟩ 下的收益 πf (i, i) =
n
2 是其在 ⟨i, i + 1⟩ 下收益 πf (i, i + 1) 的下界, 并
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且当 i = i∗ 时此下界不是紧的. 因此, 对于 i = 1, . . . ,m− 1 有 πf (i, i+ 1) > n
2 , 且 πf (i

∗, i∗ + 1) > n
2 .

接下来, 定理 3.1(i) 对于 i = 1, . . . ,m− 1 给出 πf (i+ 1, i) 6 n
2 和πf (i

∗ + 1, i∗) < n
2 . 由引理 B.1 可知

ϖ(i+ 1, i) > n
2f1

( 1
di+1

− 1
di
) 和 ϖ(i∗ + 1, i∗) > n

2f1
( 1
di∗+1

− 1
di∗

). 迭代地应用引理 A.4, 得到

m−1∑
i=1

ϖ(i+ 1, i) = ϖ(2, 1) +ϖ(3, 2) +
m−1∑
i=3

ϖ(i+ 1, i) = ϖ(3, 1) +
m−1∑
i=3

ϖ(i+ 1, i) = · · · = ϖ(m, 1).

所以

ϖ(m, 1) =
m−1∑
i=1

ϖ(i+ 1, i) >
m−1∑
i=1

n

2f1

(
1

di+1
− 1

di

)
=

n

2f1

(
1

dm
− 1

d1

)
.

现在由引理 B.1 得到 πf (m, 1) < n
2 . 由此可见, 当局中人 p0 从 ⟨m, 1⟩ 偏离到 ⟨1, 1⟩ 时, 他的收益从

n − πf (m, 1) > n
2 减小到了

n
2 . 这与 ς 的对角回路性质相矛盾. 这说明所加上的对角回路 ς 不可能

存在.

附录 C 双向树中的等影响力博弈 SIGd

本节研究双向树网络中的博弈 SIGd, 证明在均匀权重和相等影响因子下 Nash 均衡存在. 首先,

给出均衡存在的充分条件如下.

引理 C.1 给定均匀权重的双向树网络 Tw = (V,A), 设 Id 是 Tw 中影响因子相等的 SIGd 实例.

如果从 Tw 中删除 i 后不存在超过 n
2 个顶点的连通分支, 则 ⟨i, i⟩ 为 Id 的 Nash 均衡.

证明 文献 [17, 定理 2(i)]证明了策略组合 ⟨i, i⟩是 Nash均衡当且仅当它对所有 j ∈ V \{i}成立

f1(o
j
i − oij) > n(djc

i
j − dic

i
i). (C.1)

引理 A.2 给出了对于所有不同的 i, j ∈ V , 都有 cji = 1
di

· 1
disi,j

, 这意味着 (C.1) 的右边等于 0. 注意对

于所有 j ̸= i, 都有 oji 6 |V̄ i
j | 和 oij > n− |V̄ i

j |. 因此, 当 |V̄ i
j | 6 n

2 时, oji − oij > 0. 引理得证.

定理 C.1 任给均匀权重双向树网络中等影响因子的实例 Id , 存在某个 i ∈ V 使得对角策略组

合 ⟨i, i⟩ 是 Id 的 Nash 均衡.

证明 由引理 C.1, 只需证明对于任何树 T = (V,A), 存在某个顶点 i ∈ V , 称其为平衡顶点, 使得

从 T 中除去 i 后, 不存在顶点数大于 n
2 的连通分支.

下面通过对 |V | 进行归纳来证明这一论断. 如果 |V | = 2, 结论显然成立. 假设该论断对 |V | = k

成立, 考虑|V | = k + 1 的情形. 令 T ′ = T \ {v} 表示从 T 中去掉一个叶子顶点 v 后得到的树. 根据归

纳假设, 在 T ′ 中存在某个平衡顶点 u. 如果 u 也是 T 的平衡顶点, 则证明完成. 否则, T \ {u} 的包含
v 的连通分支 (其顶点集为 V̄ u

v ) 包含至少 k+1
2 个顶点. 用 u′ 表示 u 在唯一 u-v 路上的邻居. 接下来

证明 u′ 是 T 的一个平衡顶点. 注意到在 T 中有 V̄ u′

u = V \ V̄ u
u′ 成立. 由 V̄ u

u′ = V̄ u
v 和 |V̄ u

v | > k+1
2 , 可

知 T \ {u′} 中包含 u 的连通分支 (其顶点集为 V̄ u′

u ) 的大小满足

|V̄ u′

u | = |V | − |V̄ u
u′ | 6 n− k + 1

2
=

k + 1

2
.

其他连通分支的顶点总数等于

|V | − 1− |V̄ u′

u | = |V̄ u
u′ | − 1 6

(
k

2
+ 1

)
− 1 =

k

2
,

其中不等式成立是因为 u 是 T ′ 的平衡顶点. 这意味着其中的每个连通分支的顶点数不超过 k
2 . 因此,

u′ 是 T 的一个平衡顶点.
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附录 D 实验比较分析

在本节中, 将实验分析比较 SIG 和 SIGd 这两个策略影响博弈模型在 Nash 均衡存在性方面的表

现, 讨论这两类博弈实例 I 和 Id 中 Nash 均衡的存在性条件. 首先, 使用例 D.1 和 D.2 从直观上说明

差异. 然后, 分别以 Erdős-Renyi 随机图 [14]、Watts-Strogatz 模型生成的小世界网络 [28] 和 Barabási-

Albert 模型生成的无标度网络 [4] 这三类随机图来模拟社交网络 G, 探讨 Nash 均衡在 I 和 Id 中存在

的概率.

局中人 p1 在 I 和 Id 中的收益可分别由命题 2.2 和文献 [17, 定理 1] 计算, 从而得到收益矩阵

Π = [πij ], 其中 πij 是局中人 p1 在策略 ⟨i, j⟩ 下的收益. 注意策略 ⟨i, j⟩ 是一个 Nash 均衡当且仅当

πij是 Π 第 i 行的最大值, 第 j 列的最小值. 因此, 一旦收益矩阵 Π 给定, 就可以确定其对应的博弈是

否具有 Nash 均衡. 在下面的例子中, 考虑一个双向链网络和一个双向星网络.

例 D.1 令双向链网络 G 如图 D1 所示, Id 和 I 中 Nash 均衡的存在情形见表 D1. 对比条件不

难看出, 为了保证该网络中 Nash 均衡存在, Id 对影响因子 f0 和 f1 的比值要求更为严格.

表 D1 中数据的具体计算过程如下: 网络 G 的权重矩阵 W 为

W =


0 1 0

1/2 0 1/2

0 1 0

 .

对应的参数如下表 D2 所示, 将参数代入到命题 2.2 和文献 [17, 定理 1] 给出的局中人 p1 的收益函数,

得到局中人 p1 在 Id 和 I 中的收益, 如表 D3 所示. 注意到, 策略组合 ⟨i, j⟩ 是 Nash 均衡, 当且仅当

p1 的收益 πf (i, j) 对所有 k ̸= j 和 h ̸= i 都满足 πf (i, k) 6 πf (i, j) 6 πf (h, j). 然后将表 D3 中的收益

代入条件, 得到表 D1 中的结果.

例 D.2 令双向星网络 G 如图 D2 所示, Id 和 I 中 Nash 均衡的存在情形见表 D4. 再次表明,

I 对影响因子 f0 和 f1 的比值要求较 Id 更弱的条件, 以保证该网络中存在 Nash 均衡.

2 3

1

1

2

1

2

1

图 D1 例 D.1 中的双向链网络 G

表 D1 例 D.1 中双向链网络的 Nash 均衡存在情形

条件 Nash 均衡

Id 中 Nash 均衡的存在情形 f0
f1

< 1
2

无
f0
f1

= 1
2

⟨1, 2⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨3, 2⟩
1
2
< f0

f1
< 2 ⟨2, 2⟩

f0
f1

= 2 ⟨2, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 3⟩
f0
f1

> 2 无

I 中 Nash 均衡的存在情形 f0
f1

< 1
2
− 3

4f1
无

f0
f1

= 1
2
− 3

4f1
(即, f1

f0
= 2 + 3

2f0
) ⟨1, 2⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨3, 2⟩

1
2
− 3

4f1
< f0

f1
< 2 + 3

2f1
⟨2, 2⟩

f0
f1

= 2 + 3
2f1

(即, f1
f0

= 1
2
− 3

4f0
) ⟨2, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 3⟩

f0
f1

> 2 + 3
2f1

无
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表 D4 中数据的具体计算过程如下: 网络 G 的权重矩阵 W 为

W =


0 1/3 1/3 1/3

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

 .

表 D5 和 D6 分别给出了网络参数和局中人 p1 在不同策略组合下的收益.

接下来,进一步探讨了不同随机网络下 I 和 Id 中 Nash均衡存在的概率.在以下三类无向网络中

检验 Nash均衡在不同影响程度下的存在性: Erdős-Renyi随机图 [14]、Watts-Strogatz模型生成的小世

界网络 [28] 和 Barabási-Albert 模型生成的无标度网络 [4]. 这三类网络一般都是无向图. 为了契合第 2

节所介绍的有向网络博弈环境, 可以将每条无向边想象 (替代) 成一对具有相反方向的弧 (两条弧的

权重与对应无向边的相同).为了符合惯例及叙述方便,下文对网络结构和参数的表述仍然按无向图处

理. 假设网络中的每个成员对其邻居赋予均匀 (即相同的) 权重, 在连通的网络中测试 Nash 均衡的存

在性,其中连通性保证了相应有向网络权重矩阵的不可约性. 对于每一类网络,生成 1,000个具有不同

表 D2 例 D.1 中网络的参数

(i, j) (1,2) (1,3) (2,1) (2,3) (3,1) (3,2)

α
[−i]
jj 2 2 1 1 2 2∑

k ̸=i,j α
[−i]
kj 2 1 0 0 1 2

cij
1
2

1
2

1 1 1
2

1
2

oij 1 3
2

2 2 3
2

1

表 D3 例 D.1 中局中人 p1 在不同策略组合下的收益

策略 ⟨i, j⟩ 在 Id 中 p1 的收益 在 I 中 p1 的收益

⟨1, 1⟩ 3f1
f0+f1

3f1
f0+f1

⟨1, 2⟩ f1(f0+3)
f0+f1+f0f1

f1(2f0+3)
1
2
f0+f1+f0f1

⟨1, 3⟩ f1(
3
2
f0+

3
2
)

1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(
3
2
f0+

3
2
)

1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨2, 1⟩ f1(2f0+3)
f0+f1+f0f1

f1(f0+
3
2
)

f0+
1
2
f1+f0f1

⟨2, 2⟩ 3f1
f0+f1

3f1
f0+f1

⟨2, 3⟩ f1(2f0+3)
f0+f1+f0f1

f1(f0+
3
2
)

f0+
1
2
f1+f0f1

⟨3, 1⟩ f1(
3
2
f0+

3
2
)

1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(
3
2
f0+

3
2
)

1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨3, 2⟩ f1(f0+3)
f0+f1+f0f1

f1(2f0+3)
1
2
f0+f1+f0f1

⟨3, 3⟩ 3f1
f0+f1

3f1
f0+f1

4

3

3

3

图 D2 例 D.2 中的双向星网络 G
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参数的网络. 具体而言,

• 对于 Erdős-Renyi 随机图, 1,000 个网络通过 10 次独立随机采样来生成, 该随机图有 n 个顶

点, 每条边产生的概率为 p, 其中 n 的取值为 N = {64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92, 96, 100}, 且 p 取值为

P = {0.09, 0.18, 0.27, 0.36, 0.45, 0.54, 0.63, 0.72, 0.81, 0.9};
•对于小世界网络, 1,000个网络由Watts-Strogatz模型下 2次独立采样生成,每个网络是有 n个

顶点的正则图,平均度为 k,重新连接概率为 p,其中 n取值于 N , k 取值于 {2, 4, 6, 8, 10}, p取值于 P ;

表 D4 例 D.2 中双向星型网络的 Nash 均衡存在情形

条件 Nash 均衡

Id 中 Nash 均衡的存在情形 f0
f1

< 1
3

无
f0
f1

= 1
3

⟨1, 1⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 1⟩, ⟨4, 1⟩
1
3
< f0

f1
< 3 ⟨1, 1⟩

f0
f1

= 3 ⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨1, 4⟩
f0
f1

> 3 无

I 中 Nash 均衡的存在情形 f0
f1

< 1
3
− 8

9f1
无

f0
f1

= 1
3
− 8

9f1
(即 f1

f0
= 3 + 8

3f0
) ⟨1, 1⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 1⟩, ⟨4, 1⟩

1
3
− 8

9f1
< f0

f1
< 3 + 8

3f1
⟨1, 1⟩

f0
f1

= 3 + 8
3f1

(即 f1
f0

= 1
3
− 8

9f0
) ⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨1, 4⟩

f0
f1

> 3 + 8
3f1

无

表 D5 例 D.2 中网络的参数

(i, j) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,3) (2,4) (3,1) (3,2) (3,4) (4,1) (4,2) (4,3)

α
[−i]
jj 1 1 1 3 2 2 3 2 2 3 2 2∑

k ̸=i,j α
[−i]
kj 0 0 0 6 2 2 6 2 2 6 2 2

cij 1 1 1 1
3

1
2

1
2

1
3

1
2

1
2

1
3

1
2

1
2

oij 3 3 3 1 2 2 1 2 2 1 2 2

表 D6 例 D.2 中局中人 p1 在 Id 和 I 中不同策略组合下的收益
策略 ⟨i, j⟩ 在 Id 中 p1 的收益 在 I 中 p1 的收益

⟨1, 1⟩ 4f1
f0+f1

4f1
f0+f1

⟨1, 2⟩ f1(3f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(f0+
4
3
)

f0+
1
3
f1+f0f1

⟨1, 3⟩ f1(3f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(f0+
4
3
)

f0+
1
3
f1+f0f1

⟨1, 4⟩ f1(3f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(f0+
4
3
)

f0+
1
3
f1+f0f1

⟨2, 1⟩ f1(f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(3f0+4)
1
3
f0+f1+f0f1

⟨2, 2⟩ 4f1
f0+f1

4f1
f0+f1

⟨2, 3⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨2, 4⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨3, 1⟩ f1(f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(3f0+4)
1
3
f0+f1+f0f1

⟨3, 2⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨3, 3⟩ 4f1
f0+f1

4f1
f0+f1

⟨3, 4⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨4, 1⟩ f1(f0+4)
f0+f1+f0f1

f1(3f0+4)
1
3
f0+f1+f0f1

⟨4, 2⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨4, 3⟩ f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

f1(2f0+2)
1
2
f0+

1
2
f1+f0f1

⟨4, 4⟩ 4f1
f0+f1

4f1
f0+f1
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表 D7 在变化的 f1 且 f0 = 1 的条件下, Id 中纯策略 Nash 均衡的占比

f1 0.25 0.33 0.5 0.67 0.8 1 1.25 1.5 2 3 4

% ER 随机图的 Nash 均衡 64.2 68.2 74.2 81.5 89.2 99.8 86.3 75.9 55.5 32.6 16.8

% 小世界的 Nash 均衡 0 0 0.4 1.5 8.0 100 7.9 1.0 0.2 0 0

% 无标度的 Nash 均衡 0 0.4 1.9 8.7 28.0 100 30.6 10.5 1.1 0.3 0

表 D8 在变化的 f1 且 f0 = 1 的条件下, I 中纯策略 Nash 均衡占比

f1 0.25 0.33 0.5 0.67 0.8 1 1.25 1.5 2 3 4

% ER 随机图的 Nash 均衡 0.1 0.3 0.9 2.3 7.8 96.8 7.4 1.2 0.1 0 0

% 小世界的 Nash 均衡 0 0 1.0 6.2 24.6 100 22.3 2.7 0.5 0 0

% 无标度的 Nash 均衡 2.3 4.4 12.7 30.8 50.1 100 50.0 24.6 5.5 0.7 0.1

•对于无标度网络, 1,000个网络由 Barabási-Albert模型的 5次独立采样生成,具有 n个顶点, m0

个初始顶点, 每个新顶点连接 m 个现有顶点, 其中 n 取值于 N , m0 取值于 {4, 5, 6, 7, 8}, m 取值于
{1, 2, 3, 4}.

Nash均衡存在的网络所占百分比如表 D7和 D8所示. 结果表明,在 SIGd 和 SIG两种博弈中,当

影响因子相等时, 几乎始终存在 Nash 均衡, 当影响因子变得不均匀时, Nash 均衡的存在频率迅速下

降. 一种可能的解释是, 高影响力局中人希望选择与低影响力局中人相同的成员以抑制低影响力局中

人对目标成员的影响, 而低影响力局中人则希望规避高影响力局中人的抑制, 因此偏向于选择与高影

响力局中人不同的目标成员. 此外, 可以看出 Id 在 Erdös-Renyi 随机图中表现良好, 而在小世界和无

标度网络中, I 允许更多的 Nash 均衡. 这可能与这两个现实世界网络中枢纽的形成和较短的平均链

长有关. 当然, 新的重归一化和这些性质如何影响 Nash 均衡的存在性是一个值得进一步探究的问题.

Grabisch 等在文献 [17, 第 3.5 小节] 中给出了 i ̸= j 时计算 oij 和 cij 的直接方法. 对于任意权

重矩阵 W 以及不同成员 i 和 j, 设 W [−i] 为从 W 中删除第 i 行和第 i 列得到的矩阵, α
[−i]
kj 是矩阵

(I −W [−i])−1 的第 k 行第 j 列的元素, 则有 cij =
1

α
[−i]
jj

和 oij = n− 1−
∑

k ̸=i,j

α
[−i]
kj

α
[−i]
jj

.

The equilibrium existence of strategic influence games in social
networks

Xujin Chen, Xiaodong Hu, Yingying Song, Chenhao Wang & Xiaoying Wu

Abstract We study the game model proposed by Grabisch et al. in 2010. Given a set of (nonstrategic) agents in
a strongly connected network each of whom has an initial opinion expressed by a number in [0, 1], two (strategic)
players with fixed opinions 0 and 1, respectively, compete for the support of the agents. Each player chooses
one agent and influences the agent’s opinion with an influence factor. Such influence may spread due to the
interactions among agents in the network. The objective of each player is to make the sum of the resulting agents’
opinions as close to their own (0 or 1) as possible. We develop the model by introducing a new renormalization
matrix to evaluate the influence strength of players and exemplify that it relaxes the conditions for the existence
of Nash equilibrium (NE) in a range of networks. For the new setting, when the two players have equal influence
strength, we give a sufficient condition for NE existence and prove that there exists at least one equilibrium in
bidirectional tree networks with uniform weights.
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