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摘要 本文介绍 Hörmander 向量场的背景和性质, 并给出一类次椭圆 Dirichlet 边值问题的相关研究

结果.对于这类问题,在次临界增长的情形下,本文对多重解和多重变号解的存在性分别给出两种充分

条件, 并揭示这两种条件在不同退化情形下各有其优势. 我们最新的研究结果表明, 较之经典椭圆方

程的边值问题, 退化椭圆方程边值问题在解的存在性研究方面具有本质性区别, 这方面依赖于算子的

退化点是正则的还是奇异的. 此外, 本文还讨论具临界增长条件下, 一般情形的 Baouendi-Grushin 型

拟线性次椭圆边值问题, 给出其非负解及 Brezis-Nirenberg 型问题正解的存在性和正则性结果.
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1 引言

20 世纪 60 年代, 瑞典著名数学家 Hörmander 在研究具有非负特征形式的变系数微分算子时, 引

入了一类由光滑向量场生成的二阶退化椭圆算子, 这类算子后来被称为 Hörmander 型退化椭圆算子

(也称为次椭圆算子). 在其开创性工作中, Hörmander [33]建立了著名的亚椭圆性定理 (也称 Hörmander

定理), 并提出了这类退化椭圆算子满足亚椭圆性的充分条件 (即 Hörmander 条件).

Hörmander 算子是一类非常广泛的有限阶退化椭圆算子, 其理论在偏微分方程、随机微分方程、

次 Riemann 几何和复几何等领域均具有深远应用 (参见文献 [1, 9, 27, 41, 52, 54]). 例如, 在偏微分方程

(PDE) 领域, Hörmander 的亚椭圆性定理为研究弱解的正则性和先验估计提供了强有力的工具; 在随

机微分方程 (SDE) 领域, 尤其是在 Malliavin 随机分析中, Hörmander 条件确保了扩散过程的光滑性,

从而推动了随机动力系统理论在金融数学、物理学和生物系统随机建模中的广泛应用. 在次 Riemann

几何中, Hörmander 算子涵盖了次 Riemann 流形上的 sub-Laplace 算子, 为研究由非完整分布定义的

次 Riemann 结构 (如 Heisenberg 群和分层 Lie 群) 提供了重要工具. 同时, Hörmander 条件在几何上
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也称为 Chow-Rashevskii 条件, 对次 Riemann 流形上的测地 Hamilton 流和切触几何上的 Reeb 向量

场的研究具有重要意义. 此外, 在复几何中, Hörmander 算子与 ∂̄-Neumann 算子及 Cauchy-Riemann

(CR) 流形的研究密切相关, 充分展现了其丰富的理论价值与广泛的应用前景.

自 20世纪 60年代以来, Hörmander算子的研究吸引了 Bony[8], Folland[26], Fefferman和 Phong[24],

Fefferman 和 Sánchez-Calle [25], Rothschild [58], Rothschild 和 Stein [59], Nagel 等 [53], Kohn [40], Olĕinik

和 Radkevich [54], Métivier [51], Jerison 和 Sánchez-Calle [38], Jerison [36], Varopoulos 等 [66], Xu [70] 等诸

多数学家的广泛关注. 他们在该领域建立了包括向量场的提升逼近理论、最优次椭圆估计、Carnot-

Carathéodory 度量球体积估计、退化 Poincaré 不等式和 Sobolev 不等式、特征值估计、拟基本解的局

部估计, 以及热核的 Gauss 上下界等一系列重要基本定理, 这些结果极大地丰富了退化椭圆方程的理

论框架. 但是, 由于 Hörmander 算子具有高度的抽象性, 与经典的椭圆算子相比, 其相关理论尚显得

很不完备.

本文介绍次椭圆边值问题的相关结果,包括具次临界增长情形的半线性次椭圆边值问题和具临界

增长情形的 Baouendi-Grushin 型拟线性次椭圆边值问题.

2 Hörmander 向量场和次椭圆算子

设 U ⊂ Rn 为开区域, 其中 n > 2. 令 X = (X1, . . . , Xm) 为一组定义在 U 上的实光滑向量场, 其

满足如下 Hörmander 条件:

条件 2.1 (Hörmander条件) 存在一个最小的正整数 r 使得向量场 X1, . . . , Xm 及其长度不超过

r 的交换子在 U 的每一点 x 处都能张成切空间 Tx(U). 这个最小的正整数 r 称为向量场 X 在区域 U

上的 Hörmander 指标.

对任意 x ∈ U , 记 Vk(x) 为由 X1, X2, . . . , Xm 及其长度不超过 k 的交换子在点 x 处张成的切空

间的子空间, 定义如下逐点齐性维数:

ν(x) :=

r∑
j=1

j(dimVj(x)− dimVj−1(x)) (dimV0(x) = 0). (2.1)

注意到各层向量空间的维数 (dim V1(x), . . . ,dim Vr(x)) 通常与点 x 的选取有关. 1976 年, 法国数

学家 Métivier [51] 提出了如下的一致性条件:

条件 2.2 (Métivier 条件) 对任意 x ∈ U , 存在一个开邻域 Ux, 使得 dimVj(y) (1 6 j 6 r) 在

y ∈ Ux 为定常不变的.

在此条件下,逐点齐性维数 ν(x)在 U 上为固定的常数 ν,该常数在 PDE上被称为 Métivier指标,

在次 Riemann几何上被称为齐性维数 (或 Hausdorff维数). 在次 Riemann几何领域,满足 Métivier条

件也称为满足等度正则假设 (参见文献 [1]). 若流形 U 不满足 Métivier 条件, 则也称为非等度正则的,

这时 ν(x) 依赖点 x 的选取而非常值. 对任意有界开集 Ω ⊂⊂ U , 定义

ν̃ = max
x∈Ω

ν(x) (2.2)

为广义 Métivier 指标, 它在几何上也称为 Ω 的非各向同性维数 (non-isotropic dimension).

在 Métivier 条件下, 向量场的退化点称为正则的退化点, 而不满足此条件时 (即非等度正则的情

形), 退化点称为奇异的退化点. Métivier 条件在许多基本结果的证明中发挥了至关重要的作用. 例如,
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Métivier [51]首次给出了 Hörmander算子特征值的Weyl型首项渐近式, Rothschild [58]建立了 Rockland

算子的极大亚椭圆性, Montgomery [52] 证明了 Popp测度是次 Riemann流形上固有的体积形式. 然而,

虽然 Métivier 条件涵盖了许多退化算子 (如 Carnot 群上的 sub-Laplace 算子), 但对一般 Hörmander

算子而言, 其适用性仍存在很大的局限性. 例如, 在复几何中研究弱拟凸 CR 流形, 以及在次 Riemann

几何中研究 Grushin 算子和 Martinet 算子等这些常见的退化椭圆算子时, 经常会遇到 Métivier 条件

不成立的非等度正则情形. 在此情形下, 各层向量空间的维数可能在某些退化点处出现不连续的突变

现象. 含有这类奇异退化点的流形被称为非等度正则次 Riemann 流形. 值得注意的是, 在奇异退化点

附近, 由 Hörmander 向量场诱导的次 Riemann 结构失去了一致性, 这为许多问题的研究带来了极大

的困难与挑战, 这方面还有许多基本的结果目前仍是空白.

除了等度正则情形外,在Hörmander向量场中还存在一个非常广泛的子类,即所谓的齐性Hörman-

der 向量场. 特别地, 令 X = (X1, X2, . . . , Xm) 为定义在 Rn 上的向量场并满足以下条件.

(H.1) 存在一族非各向同性的伸缩变换 {δt}t>0, 其形式为

δt : Rn → Rn, δt(x) = (tα1x1, . . . , t
αnxn),

使得 X1, . . . , Xm 是 δt- 齐 1 次的, 其中 1 = α1 6 · · · 6 αn 为正整数. 具体而言, 对于任意 t > 0 和

f ∈ C∞(Rn), 有

Xi(f ◦ δt) = t(Xif) ◦ δt, ∀ 1 6 i 6 m.

(H.2) 作为线性微分算子, 向量场 X1, . . . , Xm 在 X(Rn) 中是线性无关的, 并且在 0 ∈ Rn 处满足

Hörmander 条件, 即

dim{Y (0) | Y ∈ Lie(X)} = n,

这里 X(Rn) 表示 Rn 中所有光滑向量场的集合, Lie(X) 是包含 X = (X1, . . . , Xm) 的 X(Rn) 的最小

Lie 子代数, Y (0) 是向量场 Y 在原点处的值.

对于齐性 Hörmander 向量场 X, 令

Q :=
n∑

j=1

αj

为对应的齐性维数. 由条件 (H.1) 和 (H.2) 可证明 X 在 Rn 上满足 Hörmander条件, 并且 Hörmander

指标 r = αn, 齐性维数 Q = maxx∈Rn ν(x) = ν(0) (参见文献 [13]).

例 2.1 (Baouendi-Grushin 型向量场) 设

Xi =


∂xi , 1 6 i 6 N1,

(α+ 1)

( N1∑
j=1

x2
j

)α
2

∂xi , N1 + 1 6 i 6 N1 +N2,
(2.3)

其中 1 6 i 6 n, α 为正偶数且 n = N1 + N2. 此时, X = (X1, . . . , Xn) 为 Rn 上的光滑的 Baouendi-

Grushin 型向量场, 其满足条件 (H.1) 和 (H.2) 但并不满足 Métivier 条件, 且 Q = N1 + (α + 1)N2, 故

为非等度正则情形下的齐性 Hörmander 向量场.

Hörmander 向量场 X 可定义广义 (或称带权的) Sobolev 空间 [14,70]

W 1,p
X (U) = {u ∈ Lp(U) | Xiu ∈ Lp(U), 1 6 i 6 m},
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其中 1 6 p < +∞. 该空间在范数 ∥u∥W 1,p
X (U) = ∥u∥Lp(U) + ∥Xu∥Lp(U) 下为一个 Banach 空间. 特别

地, 若 p = 2, 记 H1
X(U) := W 1,2

X (U). 显然, H1
X(U) 为 Hilbert 空间. 此外, 若 Ω ⊂⊂ U 为有界开集, 记

W 1,p
X,0(Ω) 为 C∞

0 (Ω) 在 W 1,p
X (U) 中的完备化空间. 当 p = 2 时, 令 H1

X,0(Ω) := W 1,2
X,0(Ω).

齐性 Hörmander 向量场 X 在 Rn 上满足如下 Sobolev 不等式 [15]:

C

(∫
Rn

|u|p
∗
Qdx

) p
p∗
Q 6

∫
Rn

|Xu|pdx, ∀u ∈ C∞
0 (Rn), (2.4)

其中 1 6 p < Q, p∗Q := pQ
Q−p 为对应于齐性维数 Q 的临界 Sobolev 指标, C > 0 为正常数. 记

c0 := inf
u∈Mp,Q

X,0 (Rn), ∥u∥
L
p∗
Q (Rn)

=1

∫
Rn

|Xu|pdx > 0 (2.5)

为最佳 Sobolev 常数, 其中 Mp,Q
X,0 (Rn) 为 C∞

0 (Rn) 在范数 ∥u∥Mp,Q
X (Rn) := ∥u∥

L
p∗
Q (Rn)

+ ∥Xu∥Lp(Rn) 下

的完备化空间.

对 x, y ∈ U , δ > 0, 令 C(x, y, δ) 为一簇绝对连续的曲线 φ : [0, 1] → Rn 构成的集合, 其满足

φ(0) = x, φ(1) = y 和 φ′(t) =
∑m

i=1 ai(t)Xi(φ(t)) 且对几乎处处的 t ∈ [0, 1], 有
∑m

k=1 |ak(t)|2 6 δ2. 借

助该集合, 可定义 Carnot-Carathéodory 度量 [9, 53]

d(x, y) := inf{δ > 0 |存在 φ ∈ C(x, y, δ) 满足 φ(0) = x, φ(1) = y}.

对任意 u ∈ L∞(Ω) 和 0 < α < 1, 可定义广义 Hölder 空间 [14, 70]

Sα(Ω) := {u ∈ L∞(Ω) | [u]α < +∞},

其中 [u]α := supx ̸=y, x,y∈Ω
|u(x)−u(y)|

d(x,y)α , ∥u∥Sα = ∥u∥L∞ + [u]α 为 Hölder 范数.

对 Hörmander 向量场 X = (X1, . . . , Xm), 定义

△X := −
m∑
i=1

X∗
i Xi

为对应的 Hörmander 算子, 其中 X∗
i 表示 Xi 的伴随算子. 此外, 对齐性 Hörmander 向量场 X =

(X1, . . . , Xm), 其对应的 p-sub-Laplace 算子定义为

△p,Xu :=
m∑
i=1

Xi(|Xu|p−2Xiu),

其中 1 < p < Q.

3 具次临界增长情形的半线性次椭圆边值问题

本节对一般的 Hörmander 算子, 考虑如下的半线性次椭圆 Dirichlet 边值问题:−△Xu = f(x, u) + g(x, u), x ∈ Ω,

u ∈ H1
X,0(Ω),

(3.1)

其中 Ω ⊂⊂ U 为有界开区域, f ∈ C(Ω×R) 为连续函数, 扰动项 g : Ω×R → R 为 Carathéodory 函数.
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3.1 解的多重性问题

假设函数 f 和 g 满足如下条件.

(F.1) f 关于 u 是奇函数, 即 f(x,−u) = −f(x, u).

(F.2) 存在 2 < p < 2∗ν̃ := 2ν̃
ν̃−2 和正常数 C > 0 使得对任意的 x ∈ Ω 和 u ∈ R, 有

|f(x, u)| 6 C(1 + |u|p−1),

其中广义 Métivier 指标 (即 non-isotropic dimension) ν̃ > n+ r − 1 > 3, r > 2 为 Hörmander 指标.

(F.3) 存在 µ > 2 和 R0 > 0 使得对任意 x ∈ Ω 以及满足 |u| > R0 的任意实数 u, 有

0 < µF (x, u) 6 f(x, u)u,

其中 F (x, u) =
∫ u

0
f(x, v)dv 为 f(x, u) 的原函数.

(G.1) 存在 0 6 σ < µ− 1 和 β > 0 使得对任意的 x ∈ Ω 和 u ∈ R, 有

|g(x, u)| 6 α(x) + β|u|σ,

其中 α(x) ∈ L
µ

µ−1 (Ω) 为非负函数.

值得注意的是, 扰动项 g(x, u) 并不一定关于 u 是奇对称的, 从而破坏了相应泛函的对称性.

3.1.1 经典椭圆情形的相关结果

若 X = (∂x1 , . . . , ∂xn), 则 △X 即为经典的 Laplace 算子 △, 此时广义 Métivier 指标 ν̃ 等于空间

的拓扑维数 n. 在此情形下, 半线性椭圆方程 (3.1) 从 20 世纪 80 年代至今已经有了较为深入的研究.

在 1981 年, Bahri 和 Berestycki [4] 对 f(x, u) = |u|p−2u 和 g(x, u) = g(x) ∈ L2(Ω) 的特殊情形, 证

明了若条件

2 < p <
5n− 2 +

√
9n2 − 4n+ 4

4(n− 1)
<

2n

n− 2
(3.2)

成立, 则方程 (3.1)存在无穷多个弱解. 条件 (3.2)表明, 对次临界增长的半线性椭圆边值问题,若加上

一个扰动项, 则需要对非线性项的增长阶距离临界的情形附加更强的条件才能得到解的存在性结果.

此外, 当 2 < p < 2n
n−2 时, Bahri [3] 证明了对 H−1(Ω) 中一个残差集内的 g, 方程 (3.1) 有无穷多个

弱解. 同时, Struwe [63] 及 Dong 和 Li [21] 利用对称山路引理的思想也得到了类似多重性结果. 接着,

Rabinowitz [55, 56] 利用对称性扰动方法研究了方程 (3.1) 并给出了如下一般性结果:

定理 3.1 [55, 56] 假设 f 满足条件 (F.1)–(F.3), g(x, u) = g(x) ∈ L2(Ω), 若条件

2 < p <
µn+ (µ− 1)(n+ 2)

µn+ (µ− 1)(n− 2)
+ 1 <

2n

n− 2
(3.3)

成立, 则边值问题 (3.1) 在 H1
0 (Ω) 存在一个无界的弱解序列.

值得指出的是, 指标 p 的范围 (3.3) 源自能量泛函的某一特定的极小 - 极大值的下界估计, 该估

计依赖于 Laplace 算子的第 k 个 Dirichlet 特征值 λk 的下界估计: λk > Ck
2
n .

随后, Bahri 和 Lions [5] 借助 Cwikel-Lieb-Rozenblum 不等式以及对相应临界点的 Morse 指标的

估计, 在 f(x, u) = |u|p−2u 情形下给出了极小 - 极大值的精确估计, 从而改进了 Rabinowitz 的多重解

的存在性结果. 具体而言, 他们证明了如下结果:
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定理 3.2 [5] 假设 f(x, u) = |u|p−2u, g 满足条件 (G.1), 若

2 < p <
2n− 2σ − 2

n− 2
, (3.4)

则边值问题 (3.1) 在 H1
0 (Ω) 存在一个无界的弱解序列.

特别地, 当 f(x, u) = |u|p−2u 和 g(x, u) = g(x) ∈ L2(Ω) 时, 有 µ = p 和 σ = 0. 此时, (3.4) 给出的

指标 p 的范围是

2 < p <
2n− 2

n− 2
<

2n

n− 2
. (3.5)

此时由 (3.2) 和 (3.3) 给出的 p 的范围相同, 但小于 (3.5) 所给的范围, 因为当 n > 3 时, 有

5n− 2 +
√
9n2 − 4n+ 4

4(n− 1)
<

2n− 2

n− 2
.

该结果表明, 在研究经典次临界增长情形的半线性椭圆 Dirichlet 边值问题 (3.1) 的多重解时, 采用

Morse 指标的方法来估计极小 - 极大值的下界, 较之用特征值的下界估计, 对非线性项的增长阶 p 的

限制通常能得到更为宽泛的结果 (即用 Morse 指标方法会优于用特征值的下界估计方法). 关于带扰

动项的半线性椭圆方程的相关多重性结果, 可参见文献 [6, 62, 64,65] 及其中的参考文献.

3.1.2 一般退化椭圆情形的相关结果

近年来, 次 Riemann 流形上的非线性退化椭圆方程逐渐成为偏微分方程和几何分析领域的热点.

在退化情形下, △X 是一个次椭圆算子, 其广义 Métivier 指标 ν̃ > n > 2. 在 Métivier 条件下 (即

Hörmander 向量场的退化点是正则的), 关于 Hörmander 向量场的非线性退化椭圆方程的弱解存在性

和多重性问题得到了 Jerison和 Lee [37], Garofalo和 Lanconelli [30], Xu [71–73], Xu和 Zuily [74], Citti [19],

Maalaoui 和 Martino [50], Loiudice [46] 和 Venkatesha Murthy [68] 等的关注.

在 Métivier 条件不成立的非等度正则情形下, Hörmander 向量场有奇异的退化点, 这时 Rellich-

Kondrachov 紧嵌入和 Hörmander 算子 Dirichlet 特征值精确下界的缺失给方程 (3.1) 的研究带来了

很多新的困难. 长期以来, 在此情形下的次椭圆边值问题的结果非常有限. Luyen 和 Tri [49] 曾对一些

特殊的 Grushin 型算子研究了其弱解的多重性. 随后, 文献 [18] 建立了退化的 Rellich-Kondrachov 紧

嵌入结果, 将 Rabinowitz [55, 56] 的经典结果推广到一般的 Hörmander 算子, 并给出了对自由扰动项

g(x, u) = g(x) ∈ L2(Ω) 情形下的多重性结果.

定理 3.3 [18] 假设区域 Ω 的边界 ∂Ω 为 C∞ 光滑的, 且对向量场 X = {X1, . . . , Xm} 是非特征
的 (即对任意的 x0 ∈ ∂Ω, 至少存在一个向量场 Xj0 (1 6 j0 6 m) 使得 Xj0(x0) /∈ Tx0(∂Ω)), f 满足条

件 (F.1)–(F.3), 且 g(x, u) = g(x) ∈ L2(Ω). 若

2 < p <
µν̃ + (µ− 1)(ν̃ + 2)

µν̃ + (µ− 1)(ν̃ − 2)
+ 1 <

2ν̃

ν̃ − 2
, (3.6)

则边值问题 (3.1) 在 H1
X,0(Ω) 中存在一个无界的弱解序列.

值得指出的是, (3.6) 中指标 p 的范围依赖于文献 [11] 中得到的 Hörmander 算子 △X 的第 k 个

Dirichlet特征值 λk 的显式下界 λk > Ck
2
ν̃ 估计 (此下界在 Métivier条件成立时是精确的). 但定理 3.3

中要求边界是 C∞ 光滑并对向量场 X 是非特征的, 这对区域的要求会造成较大的局限性. 例如, 若取

X = {X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn} 为 Heisenberg 群上的 2n 个左不变向量场, Ω 为 Heisenberg 群上的单位

球, 则该球边界上的北极点和南极点均是该向量场的特征点. 另外, 对缺少 Métivier 条件的一般退化

6



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

情形, Hörmander 算子 Dirichlet 特征值的 Weyl 渐近公式尚不得而知, 上述 λk 的下界在某些退化情

形下可能并不精确. 例如, 文献 [13] 证明了对于一般区域上的齐性 Hörmander 算子, 其 Dirichlet 特征

值 λk 在 k → +∞ 时具有渐近行为 λk ≈ k
2
ϑ (ln k)−

2d
ϑ , 其中 n 6 ϑ 6 ν̃ 是一个正有理数, 0 6 d 6 n− 1

是一个整数.

最近, 文献 [16] 对一般有界区域 Ω 建立了关于 Hörmander 向量场的 Friedrichs-Poincaré 型不等

式. 利用该结论, 我们可以去掉区域边界关于向量场的非特征假设. 再结合文献 [13], 我们将文献 [18]

中结果推广到了如下更一般的情形:

定理 3.4 [16] 设 λk 为 Hörmander算子 −△X 在区域 Ω上的第 k 个 Dirichlet特征值,并对充分

大的 k 满足如下的下界估计:

λk > Ck
2
ϑ (ln k)−κ, (L)

其中 n 6 ϑ 6 ν̃, κ > 0, C > 0 为依赖 X 和 Ω 的常数. 若 (3.1) 中的函数 f 和 g 满足条件 (F.1)–(F.3)

和 (G.1), 并且

2p

ϑ(p− 2)
− ν̃

ϑ
>

µ

µ− σ − 1
, (A1)

则边值问题 (3.1) 在 H1
X,0(Ω) 中存在一个无界的弱解序列.

注 3.1 由文献 [13] 中结果可知, 对齐性 Hörmander 算子, 特征值的下界估计条件 (L) 成立. 而

齐性 Hörmander 算子蕴涵了许多具有几何和物理背景的退化算子, 如 Grushin 算子、Bony 算子和

Martinet 算子等, 这些次椭圆算子均具有奇异的退化点.

注 3.2 定理 3.4 中的不等式 (A1) 等价于

2 < p <
ϑµ+ (ν̃ + 2)(µ− σ − 1)

ϑµ+ (ν̃ − 2)(µ− σ − 1)
+ 1 <

2ν̃

ν̃ − 2
. (3.7)

由 n 6 ϑ 6 ν̃ 可知

ν̃µ+ (ν̃ + 2)(µ− σ − 1)

ν̃µ+ (ν̃ − 2)(µ− σ − 1)
6 ϑµ+ (ν̃ + 2)(µ− σ − 1)

ϑµ+ (ν̃ − 2)(µ− σ − 1)
.

因此, 定理 3.4 中的结果较之文献 [18, 49] 中的结果对指标 p 给出了更为宽泛的范围.

其次, 利用 Morse 指标理论以及退化的 Cwikel-Lieb-Rozenblum 不等式, 在没有条件 (L) 的情况

下, 可以得到如下结果:

定理 3.5 [16] 若 (3.1) 中的函数 f 和 g 满足条件 (F.1)–(F.3) 和 (G.1), 并且

2p

ν̃(p− 2)
>

µ

µ− σ − 1
, (A2)

则边值问题 (3.1) 在 H1
X,0(Ω) 中存在一个无界的弱解序列.

注 3.3 不等式 (A2) 等价于

2 < p <
µν̃ + 2(µ− σ − 1)

µν̃ − 2(µ− σ − 1)
+ 1 <

2ν̃

ν̃ − 2
. (3.8)

由于 n 6 ϑ 6 ν̃, 比较 (3.7) 和 (3.8) 可得

ϑµ+ (ν̃ + 2)(µ− σ − 1)

ϑµ+ (ν̃ − 2)(µ− σ − 1)
− µν̃ + 2(µ− σ − 1)

µν̃ − 2(µ− σ − 1)

7
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=
4(µ− σ − 1)((σ + 1)ν̃ − ϑµ)

(ϑµ+ (ν̃ − 2)(µ− σ − 1))(µν̃ − 2(µ− σ − 1))
. (3.9)

若 (σ + 1)ν̃ < ϑµ (例如, 在 Métivier 条件成立时的情形, 这时估计式 (L) 中 ϑ = ν̃ 和 κ = 0),

(3.9) 意味着定理 3.5 给出的指标 p 的范围比定理 3.4 中的更为宽泛, 因为 (3.8) 中 p 的上界更接近

于临界指标 2ν̃
ν̃−2 . 在这种情况下, 定理 3.5 改进了定理 3.4, 也改进了文献 [18, 49] 中的结果, 这表明当

Hörmander向量场的退化点为正则点时,次临界增长情形下的次椭圆边值问题的可解性研究与经典的

椭圆情形是类似的, 用 Morse 指标方法均会优于用特征值的下界估计方法 [5, 55,56].

然而,当 Hörmander向量场的退化点为奇异点时,会发生一些满足 (σ+1)ν̃ > ϑµ的退化例子 (见

下文中例 3.1). (3.7) 给出的指标 p 的范围会比 (3.8) 中 p 的范围更为宽泛, 因而定理 3.5 中的结果并

不能涵盖定理 3.4 中结果 (在这种情形下, 从特征值的下界估计得到的结果会优于用 Morse 指标方法

得到的结果). 这表明对退化椭圆算子边值问题的研究, 当退化点为奇异点时, 会有与经典的椭圆算子

边值问题完全不同的现象产生. 这也是具奇异退化点时次椭圆边值问题与具正则退化点时的情形 (以

及与经典的椭圆边值问题情形) 相比, 在本质上的不同所在.

例 3.1 设 X = (∂x1 , x1∂x2) 为定义在 R2 上的 Grushin 向量场. 其对应的 Grushin 算子为

△X :=
∂2

∂x2
1

+ x2
1

∂2

∂x2
2

.

假设 Ω ⊂ R2 为包含 0 点的有界开区域. 易知, X 满足 Hörmander 条件但不满足 Métivier 条件, 其 Ω

上的广义 Métivier指标 ν̃ = 3 > n = 2. 令 λk 为 −△X 在 Ω上的第 k 个 Dirichlet特征值,由文献 [11,

例 8.4] 可知, 对充分大的 k 有

λk > C

(
k

ln k

) 2
ν̃−1

= C

(
k

ln k

)
. (3.10)

这表明在定理 3.4 的条件 (L) 中, 参数 (ϑ, κ) = (2, 1).

令

f(x, u) = u|u|p−2

和

g(x, u) = |u|σ,

其中

σ =
3

4
p− 1

满足

0 6 σ < µ− 1 = p− 1.

容易验证 f(x, u) 满足条件 (F.1)–(F.3), 并且 p = µ > 2. 此外, g(x, u) 满足条件 (G.1) 以及

(σ + 1)ν̃ =
9p

4
> 2p = ϑµ,

这表明对于指标 p, 不等式 (A1) 给出的范围比不等式 (A2) 给出的范围更宽泛.

8
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3.2 变号解的存在性问题

为研究半线性次椭圆方程 (3.1) 的变号解, 设 f 满足条件 (F.1)–(F.3) 及如下的两个条件:

(F.4) limu→0
f(x,u)

u = 0 关于 x ∈ Ω 一致成立;

(F.5) 对任意的 (x, u) ∈ Ω× R, 有 f(x, u)u > 0.

此外, 设 g 满足如下的三个条件:

(G.2) limu→0
g(x,u)

u = 0 关于 x ∈ Ω 一致成立;

(G.3) 存在 0 < σ < µ− 1 和 C > 0 使得

|g(x, u)| 6 C(1 + |u|σ), ∀ (x, u) ∈ Ω× R;

(G.4) 对任意的 (x, u) ∈ Ω× R, 有 g(x, u)u > 0.

变号解相较于正负解体现出更为复杂的几何性质, 如节点域的数量和形状以及节点集的测度. 因

此, 对变号解的研究在数学上具有重要的意义.

3.2.1 经典椭圆情形的相关结果

对于经典椭圆情形下的方程 (3.1), 其变号解的存在性最早是在对称情形下考虑的, 相关结果可参

见 Bartsch 等 [7] 及 Li 和 Wang [43] 的研究. 在非对称情形下, Schechter 和 Zou [60] 结合不变集和临界

点理论对该问题进行了研究, 得到了如下结果:

定理 3.6 [60] 设 f 满足条件 (F.1)–(F.5), g 满足条件 (G.2)–(G.4). 若

2p

n(p− 2)
− 1 >

µ

µ− σ − 1
, (3.11)

则方程 (3.1) 在 H1
0 (Ω) 中存在一列无界的变号解.

随后, Ramos 等 [57] 改进了上述结果, 并证明了如下定理:

定理 3.7 设 f 满足条件 (F.1)–(F.5), g 满足条件 (G.2)–(G.4). 若

2p

n(p− 2)
>

µ

µ− σ − 1
, (3.12)

则方程 (3.1) 在 H1
0 (Ω) 中存在一列无界的变号解.

通过分析文献 [57, 60] 中的证明可知, 条件 (3.11) 同样依赖于 Laplace 算子的第 k 个 Dirichlet 特

征值 λk 的下界估计 λk > Ck
2
n ,而条件 (3.12)是通过对相关变号临界点的 Morse指标估计得到的. 这

与第 3.1.1 小节中所述的解的多重性结果类似. 因此, 在经典椭圆情形下, Morse 指标方法能提供更宽

泛的充分条件, 使得方程 (3.1) 存在一列变号解. 关于经典椭圆方程变号解的相关结果还可参见文献

[44, 45,61].

3.2.2 一般退化情形的相关结果

最近, 我们在退化情形下对方程 (3.1) 的变号解问题进行了研究, 得到了如下结果:

定理 3.8 [17] 设 f 满足条件 (F.1)–(F.5), g 满足条件 (G.2)–(G.4), 且特征值 λk 满足定理 3.4 中

的下界估计条件 (L). 若定理 3.4 中的条件 (A1) 成立, 则边值问题 (3.1) 在 H1
X,0(Ω) 中存在一个无界

的变号解序列.

9
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为证明定理 3.8, 我们结合了 Rabinowitz [56] 的对称扰动方法以及 Ramos 等 [57] 在限制锥中的流

不变技术. 然而, 与经典椭圆情形相比, Hörmander 算子的抽象性和退化性造成了许多本质上的困难.

例如, 在构造变号临界点的极小 - 极大值时, 我们需要一个在变号框架下的相交引理. 在经典椭圆情

形下, 此相交引理可由 Castro 和 Clapp [10] 的奇连续延拓得到, 而该方法无法应用于变系数的退化椭

圆算子. 受 Liu 等 [44] 的启发, 我们在退化框架下建立了相应的相交引理并定义了与变号临界点相关

的极小 - 极大值. 因此, 在特征值的下界条件 (L) 下, 扰动方法对于方程 (3.1) 的变号解问题仍然是有

效的.

在没有特征值的下界条件 (L) 的情形下, 基于 Bartsch 等 [7] 的工作, 通过相对亏格引入能够刻画

变号临界点的极小 - 极大值. 接着, 利用 Marino-Prodi 扰动技巧 [45], 选取具有有限个非退化变号临界

点的扰动泛函. 然后, 结合 Morse-Palais 引理以及 Lazer 和 Solimini [42] 提出的变换, 我们为这些变号

临界点上的增广 Morse 指标 (the augmented Morse index) 建立了一个显式下界. 最后, 通过将 Morse

指标类型的估计与退化 Cwikel-Lieb-Rozenblum 不等式相结合, 得到如下结果:

定理 3.9 [17] 设 f 满足条件 (F.1)–(F.5), g 满足条件 (G.2)–(G.4). 若定理 3.5 中的条件 (A2) 成

立, 则边值问题 (3.1) 在 H1
X,0(Ω) 中存在一个无界的变号解序列.

注 3.4 定理 3.8 和 3.9 分别推广了先前由 Schechter 和 Zou [60] 及 Ramos 等 [57] 建立的关于变

号解的经典结果. 特别地, 如果向量场 X = (∂x1 , . . . , ∂xn) 为梯度场, 则算子 △X = △ 且 ν̃ = n. 在此

经典椭圆情形下, 条件 (A1) 与条件 (3.11) 一致, 而条件 (A2) 则与条件 (3.12) 一致.

与第 3.1.2 小节中对条件 (A1) 和 (A2) 的比较讨论类似, 对等度正则情形 (即 Hörmander 向量场

的退化点为正则的),这时 ϑ = ν̃, 定理 3.9的结果可以涵盖定理 3.8的结果,这表明 Morse指标方法会

优于特征值下界估计方法; 而对非等度正则情形 (即 Hörmander向量场的退化点为奇异的), 会发现上

述结果会反转过来. 下面的例子说明定理 3.9 的结果并不能涵盖定理 3.8 的结果, 这也表明具奇异退

化点时次椭圆边值问题的研究与具正则退化点时的情形 (以及与经典的椭圆边值问题的情形) 的研究

相比有着本质上的不同.

例 3.2 设 X = (X1, X2) = (∂x1 , ∂x2 + x2
1∂x3) 是定义在 R3 上的 Martinet 型向量场, 其生成的

Martinet 算子为

△M := ∂2
x1

+ (∂x2 + x2
1∂x3)

2.

假设 Ω ⊂ R3 是一个包含原点的光滑有界开区域. 易知, X 在 R3 中满足 Hörmander 条件, 但在 Ω 上

不满足 Métivier 条件. 此时 ν̃ = 5 > 3 = n. 由文献 [13] 可知, 对于充分大的 k, 特征值 λk 满足

λk > C

(
k

ln k

) 2
ν̃−1

= C

(
k

ln k

) 1
2

.

因此, 特征值的下界估计条件 (L) 中的参数 (ϑ, κ) = (4, 1
2 ).

考虑方程 (3.1), 其中非线性项 f(x, u) = u|u|p−2 满足条件 (F.1)–(F.5), 且 p = µ > 2. 另设

g(x, u) =

u|u|, |u| < 1,

u|u|σ−1, |u| > 1,
(3.13)

其中 σ = 9
10p− 1 满足

0 6 σ < µ− 1 = p− 1.

由此可见 g(x, u) 满足条件 (G.2)–(G.4). 此时,

(σ + 1)ν̃ =
9

2
p > 4p = ϑµ,

10
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定理 3.9 的结果并不能涵盖定理 3.8 的结果. 进一步计算条件 (A1), 可见

p

2(p− 2)
− 5

4
>

µ

µ− σ − 1
= 10,

而对条件 (A2) 也有

2p

5(p− 2)
>

µ

µ− σ − 1
= 10.

若取

p =
1

2

(
25

12
+

90

43

)
=

2155

1032
∈
(
2,

2ν̃

ν̃ − 2

)
,

则

p

2(p− 2)
− 5

4
=

3855

364
>

µ

µ− σ − 1
= 10,

但是

2p

5(p− 2)
=

862

91
<

µ

µ− σ − 1
= 10.

这表明参数组 (p, µ, σ) = (p, p, 9
10p− 1) 满足条件 (A1) 但不满足条件 (A2).

4 具临界增长情形的 Baouendi-Grushin 型拟线性次椭圆边值问题

本节考虑 Baouendi-Grushin 型拟线性次椭圆边值问题
−△p,Xu = |u|p

∗
Q−2u+ g(x, u), x ∈ Ω,

u > 0,

u ∈ W 1,p
X,0(Ω),

(4.1)

其中 X = (X1, . . . , Xn) 为例 2.1 中的 Baouendi-Grushin 向量场, Q 为齐性维数, 1 < p < Q, Ω ⊂ Rn

为有界开集且 Ω ∩Π ̸= ∅, 其中

Π :=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ N1∑
j=1

x2
j = 0

}
表示向量场的奇异退化点集. 方程 (4.1) 中的函数 g ∈ C(Ω× R) 是一个满足以下条件的低阶扰动.

(C.1) 对于任意的 ε > 0, 存在一个函数 aε ∈ L∞(Ω) 使得对几乎处处的 z ∈ Ω 和任意 s ∈ R 满足

|g(z, s)| 6 aε(z) + ε|s|p
∗
Q−1.

(C.2) 原函数 G(z, s) =
∫ s

0
g(z, t)dt 对几乎处处的 z ∈ Ω 和任意 s ∈ R 满足 G(z, s) > 0.

(C.3) 存在一个开子集 Ω0 ⊂ Ω 且 Ω0 ∩ Π ̸= ∅, 以及常数 δ > 0, µ > 0, 0 < a < b 和 σ ∈ (0, λ1),

使得

G(z, s) 6 1

p
(λ1 − σ)|s|p 对于几乎处处的 z ∈ Ω 和任意的 |s| 6 δ 成立,

11
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并且 G(z, s) > µ 对几乎处处的 z ∈ Ω0 和任意 s ∈ [a, b] 成立, 其中 λ1 表示 Dirichlet 特征值问题−△p,Xu = λ|u|p−2u 于 Ω,

u ∈ W 1,p
X,0(Ω)

(4.2)

的第一个特征值. 由 Sobolev 不等式 (2.4) 可知 λ1 > 0.

(C.4) lims→+∞
G(z,s)

sβ
= +∞ 在 Ω0 上一致成立, 其中 β := p(Qp+p−2Q)

(p−1)(Q−p) , 并且 Ω0 是条件 (C.3) 中

给出的开集.

若 α = 0, X = {∂x1 , . . . , ∂xn} 为梯度场, 这时 Q = n, 方程 (4.1) 中的算子 △p,X 即为经典的

p-Laplace 算子. 对于这类拟线性椭圆方程, 目前已有了较多的研究结果 (参见文献 [2, 29,32]).

在 Carnot 群的框架下 (这时 Métivier 条件成立, 向量场为等度正则的), 具有临界 Sobolev 指数

和一般幂次型非线性项的次椭圆方程得到了广泛关注 (参见文献 [19, 30, 31, 46]). 对于拟线性的情形,

Vassilev [67] 研究了如下临界拟线性退化椭圆边值问题:

−△p,Gu = |u|p
∗
Q−2u, u ∈ Ẇ p,Q

X,0 (G), (4.3)

其中 △p,G 是 Carnot 群 G 上的 p-sub-Laplace 算子, Ω ⊂ G 为开子集, Ẇ p,Q
X,0 (G) 为齐性 Sobolev 空间.

文献 [67] 证明了如下结果:

定理 4.1 [67] 设 G 为一个 Carnot 群, 临界拟线性退化椭圆边值问题 (4.3) 存在一个非平凡的非

负解 u ∈ Ẇ p,Q
X,0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

随后, Loiudice [47] 进一步对 G 上方程 −△p,Gu = |u|p
∗
Q−2u 的正解, 证明了解的渐近行为满足

u(x) ≈ 1

∥x∥
Q−p
p−1

G

, 当 ∥x∥G → +∞ 时, (4.4)

其中 ∥ · ∥G 为 Carnot 群 G 上的齐性范数. 这一衰减估计对于建立 p-sub-Laplace 算子的 Brezis-

Nirenberg 型问题的存在性结果起着至关重要的作用, 尤其是在对应的 Sobolev 极值函数缺乏显式表

达式的情形下. 基于 Vassilev [67] 的存在性结果以及该衰减估计 (4.4), Loiudice [48] 进一步证明了拟线

性次椭圆方程 (4.1) 的解的存在性, 此结果推广了文献 [2] 中的经典椭圆情形. 关于 Carnot 群上拟线

性方程的相关结果, 可参见文献 [20, 22,28,39].

对 p-sub-Laplace 算子的研究也进一步延伸到了非等度正则情形, 如由 Baouendi-Grushin 型向量

场生成的拟线性次椭圆方程 (4.1), 这方面的结果可参见文献 [23, 34, 35, 69]. 最近, 我们得到了如下

结果:

定理 4.2 [12] 假设条件 (C.1)–(C.3) 成立, 则当以下三个条件之一成立时, 临界拟线性退化椭圆

边值问题 (4.1) 存在一个非平凡的非负解:

(1) 1 < p2 < Q;

(2) p2 = Q 且条件 (C.3) 中的 µ 充分大;

(3) 1 < p < Q < p2 且条件 (C.4) 成立.

特别地, 我们还对 Brezis-Nirenberg 型问题得到了如下的存在性和正则性结果:

定理 4.3 [12] 若条件

(1) 1 < p2 6 Q, p = q 且 0 < λ < λ1,

(2) 1 < p2 < Q, p < q < p∗Q 且 λ > 0,

12
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(3) 1 < p < Q < p2, p = q 且 λ1 − c0|Ω|−
p
Q < λ < λ1

中有一个成立, 则临界拟线性退化椭圆边值问题−△p,Xu = |u|p
∗
Q−2u+ λ|u|q−2u 于 Ω,

u ∈ W 1,p
X,0(Ω)

(4.5)

存在一个正解 u ∈ W 1,p
X,0(Ω) ∩ Sα(Ω), 其中 α ∈ (0, 1), Sα(Ω) 为广义 Hölder 空间, c0 为 (2.5) 中定义的

最佳 Sobolev 常数.

注 4.1 定理 4.2 和 4.3 推广了椭圆情形的经典结果 [2, 29]. 但是否能像研究次临界增长情形下的

退化椭圆边值问题那样将这方面的研究推广到更一般的非等度正则情形下的具临界增长的半线性或

拟线性退化椭圆边值问题, 目前仍有许多问题有待研究.
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Recent developments in subelliptic Dirichlet boundary value
problems

Hua Chen & Hongge Chen

Abstract In this paper, we introduce the background and properties of Hörmander vector fields and present
relevant research results for a class of subelliptic Dirichlet boundary value problems. For the subcritical growth
case, we propose two distinct sufficient conditions for the multiplicity of weak solutions and sign-changing solutions,
respectively. Our findings reveal that these two conditions each have their own advantages in different degenerate
cases. Our latest research findings indicate that for the boundary value problems of degenerate elliptic equations,
there are essential differences in the study of the existence of solutions compared with those of classical elliptic
equations. This aspect depends on whether the degeneracy points of the operators are regular or singular.
Furthermore, we discuss quasilinear subelliptic boundary value problems of the Baouendi-Grushin type with
critical growth, establishing existence and regularity results for non-negative solutions and for positive solutions
to Brezis-Nirenberg type problems.

Keywords degenerate elliptic equation, Hörmander condition, boundary value problem
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