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摘要 本文介绍锥乘子的起源、主要结果以及锥乘子与调和分析中一些猜想的联系.
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1 锥乘子的起源

通过 Fourier 变换, 众所周知 n+ 1 维 Euclid 空间上的波方程∂2ttu(x, t) − ∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Rn × (0,∞),

u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x), (x, t) ∈ Rn × {t = 0}

的解可表示为

u(x, t) =

ˆ
Rn

[
f̂(ξ) cos(2πt|ξ|) +

ĝ(ξ)

2π|ξ|
sin(2πt|ξ|)

]
e2πix·ξdξ,

其中 f̂(ξ) =
´
Rn f(x)e−2πix·ξdξ 为 f 在 Rn 上的 Fourier 变换. 若引入记号

eit
√
−∆f(x) =

ˆ
Rn

e2πit|ξ|f̂(ξ)e2πix·ξdξ =

ˆ
Rn

f̂(ξ)e2πi(x,t)·(ξ,|ξ|)dξ,

则 u(x, t)可表示为形如 e±it
√
−∆f(x)的有限和.作为 (x, t)的函数, eit

√
−∆f(x)的 Fourier支集为光锥

Γ := {(ξ, τ) ∈ Rn × R : |ξ| = |τ |},
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因此与光锥相关的调和分析结论便成为了研究波方程的有力工具. 鉴于波方程在物理学和偏微分方程

中的重要地位, 光锥上的调和分析因而也成为了当代调和分析的重要研究对象, 其中的典型例子包括

锥乘子的有界性、锥上的限制性估计和波方程的局部光滑估计等问题.

高维 Fourier级数的点态收敛性是调和分析最核心的问题之一,也是调和分析中最困难的问题.由

其衍生的一个经典问题为 Bochner-Riesz 猜想. Bochner-Riesz 乘子的定义为

m̃α(ξ) = (1 − |ξ|2)α+,

其中 α > 0, t+ = max{t, 0}. Bochner-Riesz 算子 (也称为 Bochner-Riesz 平均) 的定义为

Bα(f)(x) =

ˆ
Rn

m̃α(ξ)f̂(ξ)e2πix·ξdξ.

Bochner-Riesz 猜想的具体表述如下:

猜想 1.1 (Bochner-Riesz 猜想) Bα(f) 在 Lp(Rn) 上有界当且仅当 α > max{n|12 − 1
p | −

1
2 , 0}.

这一问题与限制性猜想、Kakeya 猜想等重要问题联系密切 (参见文献 [15, 42]), 例如, Tao [42] 证

明了这一猜想可推导出 Stein 限制性猜想. 对于这一系列问题的深入研究极大地推动了当代调和分析

的发展 (参见文献 [22,24,45,46]). 文献 [35]对于这些著名猜想之间的关联关系以及相关的技术手段进

行了详尽的介绍.

锥乘子的研究最早由 Stein [41] 发起. 作为经典 Bochner-Riesz 乘子在锥面上的推广, 其定义为

mα(ξ) =

(
1 − |ξ′|2

|ξn|2

)α

+

,

其中 ξ = (ξ′, ξn) ∈ Rn. 这一乘子的奇异性集中于锥面 Γ. mα 相应的算子即为

Tα(f)(x) =

ˆ
Rn

f̂(ξ)mα(ξ)e2πix·ξdξ.

根据 deLeeuw 定理 [12], 若 Tα 在 Lp(Rn) 上有界, 则 (n− 1)- 维 Bochner-Riesz 算子 Bα 在 Lp(Rn−1)

上有界. 基于此观察, Stein [41] 于 1979 年猜想 Rn 中 Tα 的有界范围与 Rn−1 中 Bα 的有界范围

一致:

猜想 1.2 (锥乘子猜想) Tα(f) 在 Lp(Rn) 上有界当且仅当 α > max{(n− 1)| 12 − 1
p | −

1
2 , 0}.

类似于 Bochner-Riesz 猜想与限制性猜想等重要问题的关系, 锥乘子猜想也与锥面上的其他调和

分析问题联系密切.

设 g 为支撑在截段锥面 Γ0 = {ξ ∈ Rn+1 : |ξ′| = ξn+1 ∈ [1, 2]} 上的函数, 可以定义 Fourier 扩张算

子 (Fourier extension operator)

EΓ0
(g)(x) :=

ˆ
Γ0

g(ξ)e2πix·ξdσ(ξ),

其中 σ 为 Γ0 上的 n- 维 Hausdorff 测度. 锥上的限制性猜想主要关心 EΓ0 的有界性. 具体地, 人们

猜想

∥EΓ0(g)∥Lq(Rn+1) 6 C∥g∥Lp(Γ0)

等价于 q > 2n
n−1 且

1
p′ > n+1

n−1
1
q . 对 EΓ0 有界性的研究等价于考虑算子

E(f)(x) :=

ˆ
Rn

f(ξ)e2πix·(ξ,|ξ|)dξ = eixn+1

√
−∆(f̂)(x′)
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的有界性, 其中 f 为支撑在 Bn(0, 1) := {ξ ∈ Rn : |ξ| 6 1} 的函数. 锥上的限制性估计可以被用于改

进锥乘子的有界性 (参见文献 [2, 13, 43, 44]), 用于研究锥乘子的观察也可被用于推动锥面上的限制性

猜想的研究 (参见文献 [49]).

波方程的局部光滑猜想是另一与锥面相关的重要猜想. 1991 年, Sogge [40] 在研究圆环极大函数时

提出了这一猜想:

猜想 1.3 (局部光滑猜想) 设 n > 2, p > 2. 定义

α(p) =


(n− 1)

(
1

2
− 1

p

)
− 1

p
, p > 2n

n− 1
,

0, p ∈
[
2,

2n

n− 1

]
.

当 s > α(p) 时, 有 (ˆ 2

1

∥eit
√
−∆f∥pLp(Rn)dt

)1/p

6 C∥f∥Lp
s(Rn),

其中 ∥f∥Lp
s(Rn) := ∥(f̂(ξ)(1 + |ξ|2)s/2)∨∥Lp(Rn) 为 Sobolev 范数.

这一猜想可以推导出 Bochner-Riesz 猜想 (参见文献 [42]) 等重要猜想. 虽然目前尚不明确锥乘子

猜想是否与波方程的局部光滑猜想等价,但用于建立锥乘子有界性的方法往往可被用于改进局部光滑

估计 (参见文献 [25]). 关于局部光滑猜想的研究, 可参见文献 [17–19,37,38].

2 锥乘子的历史

本节简述锥乘子的发展历史, 并在以下几节就部分结果进行详细介绍.

Mockenhaupt [36] 系统地研究了锥乘子的有界性. 在这一工作中, Mockenhaupt将锥乘子猜想归结

为锥面反向平方函数估计 (见 (3.2)),建立了这一问题与局部光滑猜想的联系,并证明了当 α > 1
8 时 Tα

在 L4(R3)上有界. Bourgain [2]引入了双线性方法,通过建立双线性 Kakeya估计,改进了Mockenhaupt

的结论. Tao 和 Vargas [43, 44] 发展了双线性方法, 证明了当 α > 1
8 − 1

476 时 Tα 的 L4(R3) 有界性.

Wolff [48] 引入了锥面的解耦不等式 (decoupling不等式)来研究锥乘子和局部光滑估计,证明了当

p > 74 时 R3 中锥乘子的最佳有界范围. 此后,  Laba 和 Wolff [31] 将文献 [48] 中的方法推广到了高维.

Garrigós和 Seeger [20] 改进了锥面的 decoupling不等式,拓宽了锥乘子的有界范围,还研究了球面上的

decoupling 不等式. Heo [26] 利用锥面的限制性估计和 Calderón-Zygmund 分解改进了高维锥乘子的有

界性.

Bennett 等 [1] 证明了多线性限制性猜想 (猜想 4.1) 的所有非端点估计. Bourgain 和 Guth [4] 引入

Broad-Narrow 方法, 成功地将线性限制性估计归结为多线性估计, 从而改进了经典的限制性估计. Lee

和 Vargas [34] 利用 Broad-Narrow 方法证明了当 p = 3 时 R3 中锥乘子的最佳有界性. Lee [32] 利用文

献 [34] 中的方法建立了当 α > 1
16 时 R3 中锥乘子的 L4 有界性.

Guth 等 [25] 引入了高低频方法 (high-low 方法), 证明了 3 维空间中锥面上的反向平方函数估计,

从而成功解决了 R3 中的锥乘子猜想和局部光滑猜想. Chen等 [7] 研究了极大锥乘子,通过建立锥面上

的迹定理, 得到了当 α > max{n| 1p − 1
2 |, 0} 时 Rn 中锥乘子的点态收敛性. Fang 等 [13] 利用密度算子

将极大锥乘子的有界性归结为一类与锥面相关的 Lp 混合范数估计, 并利用关联几何部分地证明了这

一估计, 改进了高维空间中锥乘子和极大锥乘子的 Lp 有界范围.
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锥乘子的其他类型有界性也得到了大量研究. Hong [30] 建立了当 p < 1 时锥乘子的 Hp-Lp,∞ 估

计. Lee [33] 建立了 α < 0 时 R3 中锥乘子 Tα 的 Lp-Lq 有界性. Heo 等 [27] 建立了当 n > 5 时 T (n−2)/2

的弱 (1, 1) 有界性. Heo 等 [28] 研究了径向 Fourier 乘子的有界性, 并在文献 [29] 中利用其建立了当

n > 5 时锥乘子的部分弱有界性.

3 L4 方法

Mockenhaupt [36] 于 1993 年发展了 Fefferman [16] 和 Cordoba [10] 的 L4 方法以及文献 [14] 中的方

法, 建立了锥乘子有界性研究的初步框架. Mockenhaupt 主要建立了如下两个结论.

定理 3.1 若对于 p ∈ [1, p0] 均有限制性估计

∥EΓ0(f)∥Lp′ (Rn) 6 C∥f∥L2(Bn−1(0,1)),

则当 α > n|12 − 1
p | −

1
2 且 p ∈ [1, p0] 时, 有

∥Tα(f)∥Lp(Rn) 6 C∥f∥Lp(Rn).

定理 3.1 建立了锥上的 (Stein-Tomas 型) 限制性估计与锥乘子有界性的联系.

定理 3.2 若 α > 1
8 , 则 Tα 在 L4(R3) 上有界.

下面简述定理 3.2 的证明. 对于 mα, 根据 ξ 与锥面的距离作二进分解, 可以将 Tα 的有界性归结

为建立估计

∥Tδ(f)∥Lp(R3) 6 Cp(δ)∥f∥Lp(R3), (3.1)

其中 Tδ 为与 mδ(ξ) := φδ( |ξ′|2
ξ23

)ψ(ξ3) 相关的线性算子. 这里 φδ ∈ C∞
c (R) 满足 spt φδ ⊂ [1 − δ, 1 + δ]

且 |(φδ)(k)| 6 Ckδ
−k, ψ ∈ C∞

c (R) 满足 spt ψ ⊂ [ 12 , 4] 且 ψ(t) = 1, t ∈ [1, 2]. mδ 的支集为

Γ0(δ) := {ξ ∈ R3 : dist (ξ,Γ0) 6 δ}.

利用 mδ 的支集信息,可以对 mδ 进行合适的单位分解. 首先将 Sδ := {ξ′ ∈ R2 : |ξ′| ∈ [1−δ, 1+δ]}
分解为 {θ}, 其中每个 θ 与一个尺度为

√
δ × δ 的长方形类似. 进而有相应的光滑分解 φδ(|ξ′|2) =∑

θ φ̃θ(ξ′), 其中 supp φ̃θ ⊂ 2θ. 相应地, 有如下的光滑化单位分解:

mδ =
∑
θ

φθ,

其中 φθ(ξ) = φ̃θ(ξ′/ξ3)ψ(ξ3). φθ 的支集 Pθ := {ξ ∈ R3 : |ξ′/ξ3| ∈ θ, ξ3 ∈ [ 12 , 4]} 为边长为 δ ×
√
δ × 1 的

板片 (plates), 其位置在光锥附近.

利用角向 Littlewood-Paley 理论 [11] 和板片的 Kakeya 估计 [8], 可以将 (3.1) 归结为如下的反向平

凡函数估计: ∥∥∥∥∑
θ

Sθ(f)

∥∥∥∥
L4(R3)

6 C4(δ)

∥∥∥∥(∑
θ

|Sθ(f)|2
)1/2∥∥∥∥

L4(R3)

, (3.2)

其中 Sθ 为以 φθ 为乘子的线性算子. 尤其是, 若 (3.2) 中 C4(δ) 6 Cϵδ
−ϵ 对于任意 ϵ > 0 成立, 则对于

任意 α > 0, Tα 在 L4(R3) 上有界.

4
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对于 Pθ, 有如下估计:

C4(δ) 6
(∑

θ

∑
θ′

χPθ+Pθ′

)1/4

6 Cδ−1/8. (3.3)

不同于 R2 中圆环时
∑

θ

∑
θ′ χθ+θ′ 6 C, 由于 Pθ 中沿着锥面的主方向有一个长度为 1 的尺度, 这使

得 (3.3) 要复杂一些, 且
∑

θ

∑
θ′ χPθ+Pθ′ 6 Cδ−1/2 中 −1/2 是最佳指标.

反向平凡函数估计 (3.2) 是调和分析中的另一重要猜想. 实际上, Mockenhaupt 等 [37] 证明了这一

估计蕴含波方程的局部光滑估计.此外,球面上的反向平方函数估计还蕴含了 Bochner-Riesz猜想等重

要结论 (参见文献 [5]).

Bourgain [2] 引入了双线性方法来改进锥乘子的有界性. 具体地, 他改进了锥上的平方函数估计,

证明了存在 τ > 0 使得

C4(δ) 6 Cδ−( 1
8−τ). (3.4)

Bourgain 的主要想法是对 (θ, θ′) 分类. 取定待确定的参数 γ = δβ ∈ (0, 1), 其中 β > 0 足够小. 若

|θ − θ′| 6 Cγ, 则可以使用 Mockenhaupt 的方法将这一部分的贡献控制在 γ1/4δ−1/8. 当 |θ − θ′| > Cγ

时, Bourgain建立了一类新的双线性限制性估计,其主要观察来源于 θ 与 θ′ 的距离较大这一性质所蕴

含的正交性. 实际上, Bourgain 证明了如下估计: 存在 p < 2 使得

∥f̂dσĝdσ∥Lp(R3) 6 C∥f∥L2(Γ0)∥g∥L2(Γ0), (3.5)

其中

dist (suppf, suppg) ∼ 1.

利用这种双线性估计, Bourgain 证明了 |θ − θ′| > Cγ 的部分的贡献不超过 δ−( 1
8−τ).

Bourgain 在研究锥乘子的有界性时引入的双线性方法在此后相关研究中被系统地发展并取得了

大量的应用. Tao 和 Vargas [43, 44] 发展了双线性方法, 并大幅改进了 (3.4) 中 τ 的取值. Wolff 将双线

性方向的研究推向高峰. Wolff [47, 49] 成功引入了两端方法 (two-ends 方法). 通过该方法, Wolff 对尺度

R = 1/δ 进行归纳, 并利用锥面的特殊几何性质, 最终完全解决关于锥面限制性算子的最佳双线性估

计. 这个工作在现代调和分析中有着深远的影响.

4 Decoupling 不等式

从上一节的讨论中可知, 研究锥乘子有界性可以归结于建立反向平方函数估计 (3.2). Wolff [48] 引

入了这一不等式的弱化版本, 即∥∥∥∥∑
θ

Sθ(f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

6 Cϵδ
−ϵδ−( 1

2−
2
p )

(∑
θ

∥Sθ(f)∥pLp(R3)

)1/p

. (4.1)

这一不等式就是后来人们所描述的 decoupling 不等式, 文献 [48] 说明了这一不等式可以部分推导出

局部光滑猜想和锥乘子猜想, 并证明了 (4.1) 在 p > 74 时成立.

定义 ΓN := {ξ ∈ R3 : |(ξ1, ξ2)| = ξ3 ∈ [N2 , N ]}, ΓN (1) := {ξ ∈ R3 : dist(ξ,ΓN ) 6 1}, δ = N−1.

Wolff [48] 证明了如下的 decoupling 不等式.

5
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定理 4.1 设 p > 74, 且 spt f̂ ∈ ΓN (1), 则

∥f∥Lp(R3) 6 N ϵ+ 1
2−

2
p ∥f∥p,mic,

其中

∥f∥p,mic =

(∑
θ

∥fθ∥pLp(R3)

)1/p

.

我们将简述 Wolff 如何将这一定理归结为一个几何上的关联估计 (incidence estimate).

记 Wλ := {x : |f(x)| > λ}. 若

|Wλ| 6 δ−αλ−pδ−( p
2−2)∥f∥22, ∀ spt f̂ ⊂ ΓN (1), ∥f∥∞,mic 6 1,

则称 A(α) 成立.

令 {θ}为 ΓN (1)的一个分割,使得 θ的角长度为 N−1/2. 相应地有分解 f̂ =
∑

θ f̂θ,其中 suppf̂θ ⊂
2θ. 固定 θ, 可以定义其对偶

θ∗ = {x ∈ Rn : |x · (y − y0)| 6 1,∀ y ∈ θ}.

若 T 为 θ∗ 的一个平移, 则记 T//θ∗. fθ 有如下分解:

fθ =
∑

T//θ∗

aT φ̃T ,

其中 supp̂̃φT ⊂ 3θ, 且 ess suppφ̃T ⊂ T , ∥φT ∥∞ ∼ 1. 这一分解被称为波包分解. 若 f =
∑

T∈P φ̃T , 其

中 P 为包含有限个 δ- 板片的集合, 则称 f 为 N - 函数.

利用波包分解和 Lorentz 变换, 只需要考虑满足

|P| 6 t10000δ
11
4 λ9

的 N - 函数, 其中 t = δϵ, ϵ > 0 为一个很小的常数.

Wolff 的主要想法是证明

|Wλ| 6
∣∣∣∣∪

Q

{|fQ| ' λ}
∣∣∣∣,

此处 fQ := ψQf , Q为边长为
√
N 的立方体, ψQ 为本质支撑在 Q里的一个光滑函数. 对每个 Q, 可以

借助 Lorentz 变换来应用 A(α). 为了对 Q 求和, 还需要说明∑
Q

|PQ| / |P|.

根据不确定原理, Wλ 本质上是由 δ- 立方体组成的, 即 Wλ =
∪

Bδ⊂Wλ
Bδ, 因而考察 {Bδ} 与

P = {T} 的关联性, 即 Bδ ∩ T ̸= ∅, 便十分关键. 实际上, Wolff 建立了以下关联估计.

引理 4.1 设 W,B ⊂ R3 为 δ-分离的集合,且 d(w, b) > t, d(w,w′), d(b, b′) 6 t. 令 P 为一族分离
的 δ- 板片, 每个板片包含大于等于 µ 个 W 中的点和大于等于 ν 个 B 中的点, 则

|P| 6 δ−ϵt−
1
2

(
max(|W|, |B|)

min(µ, ν)

)3/2

. (4.2)

6
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记 x′ = (x1, x2). (x′, x3) ∈ T 当且仅当圆 C(x′, x3) 与 R := T ∩ {x : x3 = 0} 是 δ- 相切的. 因此,

(4.2) 可以由一个圆切性估计得到. 为了证明这一圆切性估计, Wolff 利用了文献 [9] 引入的单元分解

(cell decomposition).

利用现在大家习惯的语言, 将定理 4.1 重述如下. 设 supp f̂ ⊂ Γ0(δ). 定义 f̂θ = f̂ φ̃θ, 则对于

p > 74 有

∥f∥Lp(R3) 6 Cϵδ
−ϵδ

−(
1
2−

2
p )
(∑

θ

∥fθ∥pLp(R3)

)1/p

. (4.3)

对于 p = 2 和 p = ∞, 作插值, 可以证明(∑
θ

∥fθ∥pLp(R3)

)1/p

.ϵ δ
−ϵ∥f∥Lp(R3).

利用上述两个不等式, 可以说明当 p > 74 时 (3.1) 中的 Cp(δ) 满足

Cp(δ) . δ−ϵδ
−(

1
2−

2
p )
,

即当 α > 1
2 − 2

p 时,

∥Tα(f)∥Lp(R3) . ∥f∥Lp(R3). (4.4)

从以上介绍可以看到, Wolff [48] 系统性地引入了 decoupling 不等式、单元分解、关联几何等重要

工具和思想. 调和分析学家在此基础上建立了最佳的 decoupling 不等式 [3]、多项式分解 [22, 23] 和两端

方法 [45], 这些工具和方法极大地推动了 Bochner-Riesz 猜想等相关问题的研究.

Wolff 未能建立最佳的 decoupling 不等式, 部分原因在于当时人们对于多线性限制性估计的理解

尚不够深刻. 这一估计于 2006 年由 Bennett 等 [1] 证明. 下面详述这一估计如下.

设 Σj ⊂ Sn−1, j = 1, . . . , n 为光滑子流形, 并令 nj(x) 表示在 x ∈ Σj 处 Σj 的单位法向量. 若对

于所有 xj ∈ Σj , 有

|det(n1(x1), . . . , nn(xn))| > κ > 0,

则称族 {Σj}nj=1 是 κ- 横截的 (κ-transverse).

定义与 Σj 关联的延拓算子为

Egj(x) =

ˆ
Σj

e2πix·ξgj(ξ) dσ(ξ), supp gj ⊂ Σj .

多线性限制猜想 (multilinear restriction conjecture) 表述如下:

猜想 4.1 (多线性限制猜想) 若 {Σj}nj=1 是 κ- 横截的, 且 gj ∈ Lp(Σj), 则对所有满足 q > 2n
n−1

和 q > n
n−1p

′ (其中 p′ 是 p 的对偶指数) 的 q, 有∥∥∥ n∏
j=1

|Egj |1/n
∥∥∥
Lq(Rn)

6 Cκ

n∏
j=1

∥gj∥1/nLp(Σj)
. (4.5)

p 和 q 的必要性可以通过基于 Knapp 的例子构造适当的反例来得到.

文献 [1] 证明了 (4.5) 在端点之外都成立. 通过 ϵ- 移除 (ϵ-removal) 和插值, (4.5) 的非端点情形等

价于如下形式的不等式: ∥∥∥∥ n∏
j=1

|Egj |
1
n

∥∥∥∥
L2n/(n−1)(BR)

6 CRϵ
n∏

j=1

∥gj∥
1
n

L2(Σj)
.

假设多线性限制估计对 p = 2 和 q = 2n
n−1 成立, 则有如下多线性 Kakeya 型估计.

7
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猜想 4.2 (多线性 Kakeya猜想) 设 {Tj,a}
Nj

a=1 是一族 δ-管, 其方向位于 Sn−1 中 ej 的一个固定

δ- 邻域内, 则 ∥∥∥∥ n∏
j=1

( Nj∑
a=1

χTj,a

) 1
n
∥∥∥∥
Ln/(n−1)(Rn)

6 C
n∏

j=1

(δ
n−1
n ·nNj)

1
n . (4.6)

同样地, 文献 [1] 证明了 (4.6) 端点之外的所有情形. 文献 [21] 证明了 (4.6) 的端点情形.

Bourgain 和 Guth [4] 引入了 Broad-Narrow 方法, 证明了多线性限制性估计可以部分推导出线性

限制性估计. 在此工作的基础上, Bourgain 和 Demeter [3] 证明了抛物面和锥面上最佳的 ℓ2-decoupling

不等式. 例如, 对于锥面, 他们证明了当 p ∈ [2, 2 n
n−2 ] 时,

∥f∥Lp(Rn) 6 Cϵδ
−ϵ

(∑
θ

∥fθ∥2Lp(Rn)

)1/2

.

这一结果蕴含着当 p > 2n
n−2 时锥乘子的有界性, 即当 α > n−2

2 − n−1
p 时,

∥Tα(f)∥Lp(Rn) . ∥f∥Lp(Rn).

5 R3 中的锥乘子

Guth 等 [25] 在 3 维空间中证明了锥面上的反向平方函数估计.

定理 5.1 对于任意 ϵ > 0, 存在 Cϵ > 0 使得

∥f∥4L4(R3) 6 CϵR
ε ∥S(f)∥4L4(R3), (5.1)

其中

S(f)(x) =

(∑
θ

|fθ(x)|2
)1/2

, f =
∑
θ

fθ, supp f̂θ ⊂ 2θ.

这一结论蕴含了 3 维空间中的锥乘子猜想和局部光滑猜想.

为了证明 (5.1), 文献 [25] 证明了如下的球膨胀不等式:∑
Br

(|Br|−1∥SBrf∥42) . S(r,R)
∑

R−1/2.s.1

∑
d(τ)=s

∑
U//Uτ

|U |−1∥SUf∥42, (5.2)

其中

SUf(x) =

(∑
θ⊂τ

|fθ|2
)1/2∣∣∣∣

U

,

并且 U//Uτ//τ
∗ 是一个板片, 其维度为 R×Rs×Rs2.

根据局部常数性质与局部 L2- 正交性, 有

∥f∥44 .
∑
B1

(∥f∥2L2(B1)
)2 .

∑
B1

( ˆ
B1

∑
θ

|fθ|2
)2

, d(θ) ∼ 1.

因而, 当 r = 1 时, (5.2) 蕴含了 (5.1).

8
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一个基本的球膨胀不等式是在 R = r2 时的 (5.2). 在这种情形下, (5.2)的左端可由
´
R3(

∑
θ |fθ|2)2

控制, 通过证明 ˆ
|g|2 :=

ˆ (∑
θ

|fθ|2
)2

6 C
∑

r−1.s.1

∑
d(τ)=s

∑
U∥Uτ

∥SUf∥42 (5.3)

即可得到 S(r, r2) 6 C. 由于 supp ĝ ⊂ Ω :=
∪

θ θ̃, θ̃ := θ + (−θ), 所以有

ˆ
|g|2 =

ˆ
|ĝ|2 =

ˆ (∑
θ

(|fθ|2)∧(w)

)2

χΩ(w).

可以通过估计 ∑
θ̃

χθ̃(w) (5.4)

来建立合适的正交性, 进而得到 (5.3).

为了对固定的 ε 证明 (5.1), 只需要在 supp f̂ ⊂ NR−1(ΓK) 的情形下证明它, 其中 ΓK 是一个高度

为 1
K 的锥, NR−1(ΓK) = {x ∈ R3 : dist(x,ΓK) < R−1} 为其 R−1 邻域, 并且 K = K(ε) ≪ R 仅依赖

于 ε.

令 SK(r,R)表示在 supp f̂ ⊂ NR−1(ΓK)时 (5.2)中的常数. 如果能证明 SK(1, R) 6 CεR
ε, 则论证

结束.

应用 Córdoba-Fefferman 论证, 实际上可以证明

SK(r,K) 6 CδK
δ, ∀ r 6 K. (5.5)

当 supp f̂ ⊂ Nr−1
3

(ΓK) 且 r1 6 r2 6 r3 时, 应用 Lorentz 变换, 得到

SK(r1, r3) 6 (log r2)SK(r1, r2) max
r
−1/2
2 .s.1

SK(s2r2, s
2r3). (5.6)

基于 (5.3), (5.5)和 (5.6),可以利用如下的归纳讨论建立 (5.1). 注意到 SK(1, R) 6 Rε是 SK(r,R) 6
(R
r )ε (对 1 6 r 6 R) 的一个特例; 当 R > K 时, 可对 R

r 作归纳来证明. 实际上, 归纳的基础情况是

(5.3), 它推导出当 r ∈ [
√
R,R] 时 S(r,R) 6 C. 当 r ∈ [

√
K,

√
R] 时的情形, 可通过在 r 6 r2 6 R 下应

用 (5.6) 得到. 当 1 6 r 6
√
K 时的情形, 可在使用 (5.5) 的同时, 于 r 6 K 6 R 下应用 (5.6) 得到. 如

果 R 6 K, 则应用 (5.5) .

至此完成了 (5.1) 的证明.

6 极大锥乘子

在文献 [7] 中, 本文作者和合作者研究了锥乘子的收敛性.

令

Tα
t (f)(x) :=

ˆ
Rn

(
1 − t−2|ξ′|2

ξ2n

)α

+

f̂(ξ) e2πix·ξ dξ.

我们关心的是使得

lim
t→∞

Tα
t (f)(x) = f(x) a.e. ∀ f ∈ Lp(Rn) (6.1)

9
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成立的 p 的范围. 这一问题与极大锥乘子

Tα
∗ (f)(x) := sup

t>0
|Tα

t (f)(x)|

的有界性密切相关.

定义

α(n, p) = max

{
(n− 1)

(
1

2
− 1

p

)
− 1

2
, 0, n

(
1

p
− 1

2

)}
. (6.2)

猜想 6.1 [7, 13] 设 n > 3, p ∈ (1,∞). 若 α > α(n, p), 则 (6.1) 成立, 且 ∥Tα
∗ ∥Lp(Rn)→Lp(Rn) <∞.

对于 Tα
t 的点态收敛性, 我们建立了如下结论.

定理 6.1 设 n > 3, p > 2, 且 α > max{n| 1p − 1
2 | −

1
2 , 0}. 若 f ∈ Lp(Rn) 且 supp f̂ ⊂ {ξ ∈ Rn :

1 < ξn < 2}, 则

lim
t→∞

Tα
t (f)(x) = f(x) a.e.

为了建立 Tα
t 的点态收敛性, 采用文献 [6] 中的思路将其归结为建立 Tα

∗ 的加权 L2 有界性. 由于

Tα
∗ 中的拉伸为各向异性的, 我们需要考虑相应的齐次权

wa,b(x) := |x′|−a|xn|−b,

其中

x = (x′, xn) ∈ Rn.

定义

T̃α
t (f)(x) :=

ˆ
Rn

mα(t−1ξ′, ξn)ψ(ξn)f̂(ξ) e2πix·ξ dξ,

T̃α
∗ (f)(x) := sup

t>0
|T̃α

t (f)(x)|,

则定理 6.1 是如下结果的推论.

定理 6.2 设 n > 3, a ∈ [0, n−1), b ∈ [0, 1),且 α > max{a+b−1
2 , 0},则对任意 Schwartz函数 f 有

∥T̃α
∗ (f)∥L2(wa,b) 6 C∥f∥L2(wa,b).

定义

mδ(ξ′, ξn) = φδ(ξ′/ξn)ψ(2−1ξn)

及

Gδ(f)(x) :=

(ˆ ∞

0

∣∣∣∣ ˆ
Rn

mδ(t−1ξ′, ξn)f̂(ξ) e2πix·ξ dξ

∣∣∣∣2 dtt
)1/2

. (6.3)

本质上有

Tα
∗ (f)(x) 6

∑
γ>1

2−γα2γ/2G2−γ (f)(x). (6.4)

显然,

∥Gδ(f)∥L2(Rn) 6 δ1/2∥f∥L2(Rn), (6.5)

并且当 α > 0 时, Tα
∗ 在 L2(Rn) 上有界.

10
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为了研究 Gδ 在 L2(wa,b) 上的有界性, 需要建立锥面上相应的迹定理.

令 a, b > 0. 我们研究了如下形式的迹不等式:ˆ
Nδ(Γ0)

|f̂(ξ)|2 6 Ca,bCδ(a, b)

ˆ
Rn

|f(x)|2w−1
a,b(x) dx, (6.6)

并通过其证明了

∥Gδ(f)∥L2(wa,b) 6 CAδ(a, b)∥f∥L2(wa,b), (6.7)

其中

Aδ(a, b) = δ
1−(a+b)

2 Cδ(a, b)1/2 ∼


δ1/2, a+ b < 1,

δ1/2
(

log
1

δ

)1/2

, a+ b = 1,

δ(2−a−b)/2, a+ b > 1.

这一估计和 (6.4) 可以推导出定理 6.2.

本文作者和合作者在文献 [16] 中考虑了极大锥乘子的 Lp 有界性, 并证明了如下结论:

p(n) =



4, 当 n = 3 时,

2 +
8

3n− 6
, 当 n > 4 且为偶数时,

2 +
8(3n2 + n+ 6)

9n3 − 12n2 − 7n− 18
, 当 n > 5 且为奇数时.

(6.8)

定理 6.3 (i) 设 n > 3 且 p > p(n). 若 α > α(n, p), 则极大算子 Tα
∗ 在 Lp(Rn) 上有界.

(ii) 设 1 < p 6 2 且 n > 3, 则极大算子 Tα
∗ 在 Lp(Rn) 上有界当且仅当 α > α(n, p) = n( 1

p − 1
2 ).

传统上, g 函数是研究极大算子的有力工具, 但与极大锥乘子相关的 g 函数 Gδ(f) 并不能被用于

解决极大锥乘子的有界性问题. 利用极大锥乘子的拉伸结构, 可以构造反例说明: 当 p > 2 时, 若对于

任意 Lp 函数 f 有估计

∥Gδ(f)∥Lp(Rn) 6 Cε δ
1
2−γ(n,p)−ε∥f∥Lp(Rn) , (6.9)

则必有

γ(n, p) > n

(
1

2
− 1

p

)
− 1

2
.

这说明传统的 Littlewood-Paley 理论不能用来解决该问题. 为了克服这一困难, 我们引入环形不等式

(annular inequality). 下面介绍该不等式.

对于 t ∈ [1, 2], 定义

Γt = {(ξ′, ξn) ∈ Rn : ξn = t|ξ′|, 1/4 6 ξn 6 5/4}.

将 [1, 2] 分割为长度为 δ 的小区间 [1, 2] =
∪

j Ij , 其中

Ij = [tj , tj+1], tj = 1 + (j − 1)δ.

取定一个 Schwartz 函数 ϕ 满足如下性质: supp ϕ ⊂ (1/20, 21/20), 且当 s ∈ (1/16, 1) 时 ϕ(s) = 1.

定义

f̂Nδ(Γt)(ξ) = f̂(ξ)ϕδ(tξn − |ξ′|)ψ(ξn) .

11
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如下的不等式被称为环形不等式: ∥∥∥∥( δ−1∑
j=1

|fNδ(Γtj
)|p

)1/p∥∥∥∥
p

6 C∥f∥p. (6.10)

关于这一不等式, 有如下猜想.

猜想 6.2 [13] 设 n > 3, p > 2, 则对于每个 ε > 0 都存在 Cϵ > 0 使得∥∥∥∥( δ−1∑
j=1

∣∣fNδ(Γtj
)

∣∣p)1/p∥∥∥∥
p

6 Cϵδ
−α(n,p)−ϵ∥f∥p. (6.11)

这一猜想可以推导出定理 6.1 中 p > 2 的部分.

为了研究猜想 6.2, 定义密度算子

Dense(f) = sup
R−1.s.1

sup
d(τ)=s

sup
U//Uτ

(
1

|U |
∑
θ⊂τ

ˆ
U

|fω(x)|2dx
) 1

2

. (6.12)

这一算子的类似形式首次出现于文献 [17] 中. 利用这一定义, 我们提出以下猜想.

猜想 6.3 [13] 设 n > 3, 2 6 p 6 ∞, 则

∥fNδ(Γ)∥p 6 Cϵδ
−α(n,p)−ϵ∥f∥

2
p

2 (Dense(f))1−
2
p . (6.13)

实际上, 利用这一概念, 可以说明, 与多个锥相关联的环形不等式 (6.11) 可以由单个锥上的 Lp 混

合范数推导出, 即猜想 6.3 蕴含猜想 6.2. 这一蕴含关系可以由 Dense(f) /δ ∥f∥∞ 及 Lorentz 空间插

值证明.

应用文献 [25] 建立的不等式 (5.2), 可以验证当 n = 3 时猜想 (6.3) 成立, 进而得到了定理 6.3(i)

中 n = 3 的结论.

为了证明定理 6.3(i) 中的高维情形, 我们需要利用文献 [45] 引入的关联几何方法. 具体地, 利用

宽窄方法 (broad-narrow方法)和两端方法讨论,我们只需要考虑相应的宽部两端 (broad two-ends)估

计. 为了建立这一估计, 我们考虑了 p = 2, p = 2 n
n−2 和 p = pn,k := 2(n+k)

n+k−2 三处的估计. 当 p = 2 时,

我们利用了 L2 正交性;当 p = 2 n
n−2 时,我们利用了精细化解耦不等式 (refined decoupling不等式) [17]

和板片的头梳 (hairbrush) 结构; 当 p = pn,k 时, 我们利用了文献 [39] 中建立的宽部 (broad) 估计. 对

以上三种情况插值, 就可以得到定理 6.3(i) 中的高维结果.

致谢 感谢审稿人对本文提出的诸多宝贵的修改建议.
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