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摘要 本文将 Artin 代数的无界导出范畴的 1- 黏合和 2- 黏合用其子范畴的上 (下) 黏合来刻画. 作

为应用, 本文阐明了导出范畴的上 (下) 黏合与代数的整体维数 (有限维数) 的有限性之间的关系, 这

推广了 Yin 和 Gao (2016) 的结果. 设 A、B 和 C 均为域 k 上的代数, 且 DA 有一个关于 DB 和 DC

的 3- 黏合, 本文证明了 A 是有限维的当且仅当 B 和 C 也如此.

关键词 n- 黏合 上 (下) 黏合 整体维数 有限维数

MSC (2010) 主题分类 16G10, 18E30

1 引言

三角范畴的黏合 (recollement) 由 Beilinson 等 [1] 所引入, 现已成为代数几何及表示论中的重要工

具. 设 T、T1 和 T2 是 3 个三角范畴, 称 T 有一个关于 T1 和 T2 的黏合, 如果这 3 个范畴通过 6 个特

定的函子联系起来 (详细定义见第 2 节). 特别地, 如果有更多函子连接这 3 个三角范畴, 称它们构成

一个 n- 黏合 [2]. n- 黏合的概念不仅统一了代数的无界 (上有界、下有界、有界) 导出范畴的黏合, 还

在讨论导出范畴的黏合与代数的同调性质的关系时起到重要作用 [2]. 现如今, n- 黏合受到很多专家学

者的关注, 参见文献 [3–5].

上 (下) 黏合 (有时也称左 (右) 黏合) 是黏合的基础, 它只涉及黏合的上 (下) 半部分的 4 个函子.

最近, 上 (下) 黏合在很多方面发挥了作用 (参见文献 [6, 7]), 与此同时, 一些关于黏合的结论被推广到

上 (下)黏合 (参见文献 [8,9]). 特别地,设 3个代数的有界导出范畴构成一上 (下)黏合, Yin和 Gao [9]

考虑了它们的整体维数 (有限维数) 的有限性之间的关系. 其中文献 [9, 命题 4.4] 与 [10, 推论 3.11] 很

相似, 后者是用 2- 黏合的语言来表达. 受此启发, 一个自然的课题是, 探究代数的无界导出范畴的 n-

黏合与其子范畴的上 (下)黏合之间的关系.本文将 Artin代数的无界导出范畴的 1-黏合和 2-黏合用

其子范畴的上 (下) 黏合来刻画, 证明了如下定理:
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定理 1.1 设 A、B 和 C 都是交换 Artin 环 R 上的 Artin 代数. 考虑以下叙述:

(1) DA 有一个关于 DB 和 DC 的黏合;

(2) D−(modA) 有一个关于 D−(modB) 和 D−(modC) 的上黏合;

(3) D+(modA) 有一个关于 D+(modB) 和 D+(modC) 的下黏合.

我们有 (1)⇔(2)⇒(3). 特别地, 若 A 是域 k 上的有限维代数, 则以上叙述等价.

定理 1.2 设 A、B 和 C 都是交换 Artin 环 R 上的 Artin 代数. 考虑以下叙述:

(1) DA 有一个关于 DB 和 DC 的 2- 黏合;

(2) Kb(projA) 有一个关于 Kb(projB) 和 Kb(projC) 的上黏合;

(3) Db(modA) 有一个关于 Db(modB) 和 Db(modC) 的下黏合;

(4) Kb(injA) 有一个关于 Kb(injB) 和 Kb(injC) 的上黏合.

我们有 (4)⇐(1)⇔(2)⇒(3). 特别地, 若 A 是域 k 上的有限维代数, 则以上叙述等价.

作为定理 1.1 和 1.2 的应用, 我们减弱了文献 [9, 命题 4.4] 中的条件, 完善并改进了 Yin 和 Gao

关于导出范畴的上 (下) 黏合与代数的整体维数 (有限维数) 间的关系的结果 (详见命题 4.2 和 4.3).

本文的另一个方面是, 在黏合的框架下讨论三个代数的同调性质. 在黏合框架下, 已被研究的同

调性质包括整体维数的有限性 [3, 11,12]、有限维数的有限性 [10, 13]、同调光滑性 [2] 和 Gorenstein性 [2, 14]

等. 特别地,设三个环 A、B 和 C 的无界导出范畴 (DB、DA、DC)构成一黏合, Angeleri Hügel等在文

献 [3, 定理 I(b)] 中证明了, 若 A 为域 k 上的有限维代数, 则 B 和 C 也如此. 但是, 反之不成立, 即 B

和 C 是有限维代数不能推出 A 也是有限维的—无限维 Kronecker 代数就是一个典型的例子 (参见文

献 [3, 注记 2.11]). 这样, 一个自然的问题是, 是否有更强的条件, 确保 B 和 C 是有限维代数可推出 A

也是有限维的. 本文将证明 3- 黏合恰好是我们想要的条件, 即有如下定理:

定理 1.3 设 A、B 和 C 为域 k 上的代数,且 DA有一个关于 DB 和 DC 的 3-黏合.若 B 和 C

都是有限维的, 则 A 亦如此.

2 预备知识

设 T1、T 和 T2 是 3 个三角范畴. 以下出现的函子均为三角函子.

定义 2.1 [1] 一个 T 关于 T1 和 T2 的黏合由以下图给出:

T1
i∗=i! // T

i∗oo

i!oo

j!=j∗ // T2

j!oo

j∗oo
(R)

使得

(R1) (i∗, i∗)、(i!, i!)、(j!, j!) 和 (j∗, j∗) 是伴随函子;

(R2) i∗、j! 和 j∗ 是满嵌入函子;

(R3) j!i∗ = 0 (此时 i!j∗ = 0 且 i∗j! = 0);

(R4) 对任意 X ∈ T , 存在三角

j!j
!X → X → i∗i

∗X →

i!i
!X → X → j∗j

∗X →,

其中从 X 出发和到 X 的映射是由伴随对的单位和余单位给出的.
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定义 2.2 [11, 15,16] 一个 T 关于 T1 和 T2 的上黏合由以下图给出:

T1
i∗=i!

// T
i∗oo

j!=j∗
// T2

j!oo

使得

(R1) (i∗, i∗) 和 (j!, j
!) 是伴随函子;

(R2) i∗ 和 j! 是满嵌入函子;

(R3) j!i∗ = 0 (此时 i∗j! = 0);

(R4) 对任意 X ∈ T , 存在三角

j!j
!X → X → i∗i

∗X →,

其中从 X 出发和到 X 的映射是由伴随对的单位和余单位给出的.

类似地, 一个 T 关于 T1 和 T2 的下黏合是图 (R) 中的下两行, 使得 i∗、i!、j! 和 j∗ 满足定义 2.1

相应的条件.

显然, 一个 T 关于 T1 和 T2 的上黏合也可看作 T 关于 T2 和 T1 的下黏合, 反之亦然. 上 (下) 黏

合在一些文献中也被称为左 (右) 黏合 (参见文献 [11, 16]).

定义 2.3 [2, 3, 15] 设 n 是一个正整数. 一个 T 关于 T1 和 T2 的 n- 黏合由以下 n+2 层函子给出:

T1
//

...

//
T

//

...

//

oo

oo T2

oo

oo

使得每连续三层构成一个黏合.

显然, 一个 1-黏合就是通常意义的黏合,一个 2-黏合等价于一个完备黏合,即黏合中第二层函子

保持紧对象 (参见文献 [3, 命题 3.2]). 更多关于 n- 黏合的例子和应用参见文献 [2–5].

定义 2.4 [1] 设 T 是一个三角范畴, [1]为平移函子. T 的一个 t- 结构是一对满子范畴 (U ,V), 且
满足以下性质:

(i) U [1] ⊆ U 且 V[−1] ⊆ V;
(ii) 对任意 X ∈ U 和 Y ∈ V[−1], 有 HomT (X,Y ) = 0;

(iii) 对任意 X ∈ T , 存在三角 X1 → X → X2 → , 其中 X1 ∈ U , X2 ∈ V[−1].

定义 2.5 [17] 设 T 是一个三角范畴. T 的一个 TTF (torsion torsionfree) 三元组是三个满子范畴

(U ,V,W), 使得 (U ,V) 和 (V,W) 都是 T 的 t- 结构.

由文献 [17], 上 (下) 黏合与 t- 结构一一对应, 而黏合与 TTF 三元组一一对应.

对一个诺特环 (Noetherian ring) A, 我们记它的右 A- 模范畴为 ModA, 记 modA (projA、ProjA、

injA、InjA) 为由所有有限生成模 (有限生成投射模、投射模、有限生成内射模、内射模) 构成的满子

范畴,记 Kb(projA)、Kb(ProjA)、Kb(injA)和 Kb(InjA)为相应的有界同伦范畴.对 ∗ ∈ {b,−,+, ∅},记
D∗(ModA) 为 ModA 中的对象构成的复形的导出范畴, 且满足 ∗ 对应的边界条件. 当 A 是一个 Artin

代数时, 我们也考虑 modA 中的对象的导出范畴 D∗(modA). 通常, 我们将 D(ModA) 简记为 DA.

DA中的一个对象 X 称为紧对象,如果 HomDA(X,−)与无限直和可交换.众所周知, 在同构意义

下 Kb(projA) 恰好是 DA 中的所有紧对象 (参见文献 [18]).

13



秦永云: 导出范畴的 n- 黏合及上 (下) 黏合

3 nnn- 黏合与上 (下) 黏合

本节将代数的无界导出范畴的 1- 黏合和 2- 黏合用其子范畴的上 (下) 黏合来刻画. 为此, 我们沿

着文献 [3] 的思路, 将代数的无界导出范畴的黏合中的函子限制到某些子范畴上.

命题 3.1 设 A、B 和 C 是环, 且

DB
i∗ // DA

i∗oo

i!oo

j! // DC

j!oo

j∗oo

是一黏合, 则以下叙述成立:

(1) i∗ 和 j! 可限制到 Kb(proj)、Kb(Proj) 和 D−(Mod) (也即, i∗ 将 Kb(projA) 中的对象映到

Kb(projB) 中, 其余类似);

(2) i∗ 和 j! 可限制到 Db(Mod)、D−(Mod) 和 D+(Mod);

(3) i! 和 j∗ 可限制到 Kb(Inj) 和 D+(Mod).

证明 (1)由文献 [3,引理 2.9(e)]可知, i∗ 和 j! 可限制到 Kb(proj),且 i∗ 和 j! 可限制到 Db(Mod).

依据文献 [3,引理 2.4(c)]和 [19,命题 6.2], Kb(ProjA)可描述为 DA的由满足下述条件的 X 构成的满

子范畴: 对任意 Y ∈ Db(ModA), 只有有限个 n ∈ Z 使得 HomDA(X,Y [n]) ̸= 0. 依据伴随性质, i∗ 和 j!

限制到 Db(Mod) 表明 i∗ 和 j! 可限制到 Kb(Proj).

为证明最后一个结论, 令 (−)∨ := HomZ(−,Q/Z). 显然, 一个 Z- 模 M = 0 当且仅当 M∨ = 0, 因

为 Q/Z 是 Z-Mod 的内射余生成子. 对任意 X ∈ D−(ModC) 和 n ∈ Z, 有

Hn(j!X)∨ ∼= H−n((j!X)∨) ∼= HomDZ(j!X,Q/Z[−n]) ∼= HomDA(j!X,A∨[−n]),

这里最后一个同构用到伴随性质. 再次用伴随性质, 我们得到

Hn(j!X)∨ ∼= HomDA(j!X,A∨[−n]) ∼= HomDC(X, j!(A∨)[−n]).

由文献 [3, 引理 2.9(e)], 有 j!(A∨) ∈ Db(ModC). 因此, 对充分大的 n, 有

HomDC(X, j!(A∨)[−n]) = 0.

这样, j!X 的上同调有上界, 也即 j!X ∈ D−(ModA). 类似地, 我们可以证明 i∗ 可限制到 D−(Mod).

(2) 根据文献 [3, 引理 2.9(e)], i∗ 和 j! 可限制到 Db(Mod). 对任意 X ∈ DB 和 n ∈ Z, 有

Hn(i∗X) = HomDA(A, i∗X[n]) = HomDB(i
∗A,X[n]).

由于 i∗A ∈ Kb(ProjB), 因此, 对任意 X ∈ D−(ModB) (或 D+(ModA)), 对充分大 (或小) 的 n, 有

HomDB(i
∗A,X[n]) = 0,

这样, i∗ 可限制到 D−(Mod) 和 D+(Mod). 类似地, 可证明 j! 限制到 D−(Mod) 和 D+(Mod).

(3) 用 DA 中的复形的同伦内射解, 可将 Kb(InjA) 描述为 DA 由满足以下条件的 X 构成的满子

范畴:对任意 Y ∈ Db(ModA),只有有限多个 n ∈ Z使得 HomDA(Y,X[n]) ̸= 0. 用伴随性质, i∗ 和 j! 限

制到 Db(Mod) 表明 i! 和 j∗ 可限制到 Kb(Inj).
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对任意 X ∈ D+(ModA) 和 n ∈ Z, 有

Hn(i!X) ∼= HomDB(B, i!X[n]) ∼= HomDA(i∗B,X[n]).

由于 i∗B ∈ Db(ModA), 因此, 对充分小的 n, 有 HomDA(i∗B,X[n]) = 0. 这样, i!X 的上同调有下界,

也即 i!X ∈ D+(ModA). 类似地, 我们可证明 j∗ 限制到 D+(Mod).

命题 3.2 设 A、B 和 C 都是交换 Artin 环 R 上的 Artin 代数, 且

DB
i∗ // DA

i∗oo

i!oo

j! // DC

j!oo

j∗oo

是一黏合, 则以下叙述成立:

(1) i∗ 和 j! 可限制到 D−(mod);

(2) i∗ 和 j! 可限制到 Db(mod)、D−(mod) 和 D+(mod);

(3) i! 和 j∗ 可限制到 Kb(inj) 和 D+(mod).

证明 (1) 由文献 [3, 引理 2.9(e)] 可知, i∗ 和 j! 限制到 Db(mod). 令 D := HomR(−, J) 为标准对

偶, 即 J 为所有单 R- 模的内射包的直和. 对任意 X ∈ D−(modC) 和 n ∈ Z, 与命题 3.1 类似, 我们有

DHn(j!X) ∼= HomDA(j!X,DA[−n]) ∼= HomDC(X, j!(DA)[−n]).

由于 j!(DA) ∈ Db(mod),故对任意 n, R-模 HomDC(X, j!(DA)[−n])总有有限长度,并且,对充分大的 n,

有 HomDC(X, j!(DA)[−n]) = 0. 因此, j!X ∈ D−(modA). 同样地, 我们可证明 i∗ 限制到 D−(mod).

(2) 依据文献 [3, 引理 2.9(e)], i∗ 和 j! 限制到 Db(mod). 对任意 X ∈ DB 和 n ∈ Z, 有

Hn(i∗X) = HomDA(A, i∗X[n]) = HomDB(i
∗A,X[n]).

若 X ∈ D−(modB) (或 D+(modA)), 由 i∗A ∈ Kb(projB) 可推断出, 对任意 n, HomDB(i
∗A,X[n]) 作

为 R- 模总有有限长度, 并且, 对充分大 (或小) 的 n, 有

HomDB(i
∗A,X[n]) = 0.

因此, i∗ 可限制到 D−(mod) 和 D+(mod). 类似地, 我们可证明 j! 限制到 D−(mod) 和 D+(mod).

(3) Kb(injA) 可看作 DA 的由满足以下条件的 X 构成的满子范畴: 对任意 Y ∈ Db(modA), R- 模⊕
n∈Z HomDA(Y,X[n]) 总有有限长度. 利用伴随, i∗ 和 j! 限制到 Db(mod) 可推断出 i! 和 j∗ 可限制到

Kb(inj).

对任意 X ∈ D+(modA) 和 n ∈ Z, 有

Hn(i!X) ∼= HomDB(B, i!X[n]) ∼= HomDA(i∗B,X[n]).

由于 i∗B ∈ Db(modA), 故对任意 n, R- 模 HomDA(i∗B,X[n]) 总有有限长度, 并且, 对充分小的 n, 有

HomDA(i∗B,X[n]) = 0.

这样, i!X 的上同调有下界, 也即 i!X ∈ D+(modA). 类似地, 我们可证明 j∗ 限制到 D+(mod).

下面将代数的无界导出范畴的 1- 黏合用其子范畴的上 (下) 黏合来刻画.
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定理 3.1 设 A、B 和 C 都是交换 Artin 环 R 上的 Artin 代数. 考虑以下叙述:

(1) DA 有一个关于 DB 和 DC 的黏合;

(2) D−(modA) 有一个关于 D−(modB) 和 D−(modC) 的上黏合;

(3) D+(modA) 有一个关于 D+(modB) 和 D+(modC) 的下黏合.

我们有 (1)⇔(2)⇒(3). 特别地, 若 A 是域 k 上的有限维代数, 则以上叙述等价.

证明 (1)⇒(2) 和 (1)⇒(3) 由命题 3.2 可得.

(2)⇒(1) 设

D−(modB)
i∗

// D
−(modA)

i∗oo

j!
// D

−(modC)

j!oo

是一个上黏合, 则 (Imj!, Imi∗) 是 D−(modA) 的一个 t- 结构. 由文献 [17, 引理 4.4.8 和注记 5.2.6],

(Imj!, Imi∗)可完备为 DA中的 TTF三元组当且仅当 Imj!的一紧生成子是 DA中的紧对象.另一方面,

范畴 Kb(projA) 可看作 D−(modA) 的由满足以下条件的 X 构成的满子范畴: 对任意 Y ∈ D−(modA)

和充分大的 n, 总有

HomD−(modA)(X,Y [n]) = 0.

因此, j! 可限制到 Kb(proj). 这样, j!C ∈ Kb(projA). 因此, (Imj!, Imi∗) 可提升为 DA 的 TTF 三元组.

这样, 我们得到一个 DA 关于 DB 和 DC 的黏合.

(3)⇒(1) 设

D+(modB)

i∗ //
D+(modA)

i!
oo

j! //
D+(modC)

j∗
oo (R+)

是一个下黏合, 令 DA := Homk(−, k) : modA → modAop 为标准对偶, 则它诱导出对偶

DA : D+(modA) → D−(modAop).

因此, 下黏合 R+ 在对偶作用下变为上黏合

D−(modBop)

ĩ∗

// D
−(modAop)

ĩ!oo

j̃!
// D

−(modCop),

j̃∗oo
(R−)

其中

ĩ∗ = DAi∗D
−
B , ĩ! = DBi

!D−
A , j̃! = DCj

!D−
A , j̃∗ = DAj∗D

−
C .

利用叙述 (2)⇒(1), 我们得到一个 D(Aop) 关于 D(Bop) 和 D(Cop) 的黏合. 再由文献 [20, 命题 3 和定

理 2], 我们得到一个 DA 关于 DB 和 DC 的黏合. 这里, 应用文献 [20, 命题 3] 时要求 A 是域上的有

限维代数.

接下来考虑 2- 黏合, 它用上 (下) 黏合的语言有更多的解释.

定理 3.2 设 A、B 和 C 都是交换 Artin 环 R 上的 Artin 代数. 考虑以下叙述:

(1) DA 有一个关于 DB 和 DC 的 2- 黏合;

(2) Kb(projA) 有一个关于 Kb(projB) 和 Kb(projC) 的上黏合;

(3) Db(modA) 有一个关于 Db(modB) 和 Db(modC) 的下黏合;

(4) Kb(injA) 有一个关于 Kb(injB) 和 Kb(injC) 的上黏合.

我们有 (4)⇐(1)⇔(2)⇒(3). 特别地, 若 A 是域 k 上的有限维代数, 则以上叙述等价.
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证明 (1)⇒(2)、(1)⇒(3) 和 (1)⇒(4) 由命题 3.2 可得.

(2)⇒(1) 设

Kb(projB)
i∗

// K
b(projA)

i∗oo

j!
// K

b(projC)

j!oo

是一个上黏合. 依据文献 [17, 引理 4.4.8 和注记 5.2.6], t- 结构 (Imj!, Imi∗) 可以完备为 DA 的 TTF

元组 (Imj!, Imi∗,U ,V). 由于 TTF 三元组与黏合一一对应, 我们得到一个 DA 关于 DB 和 DC 的 2-

黏合.

(3)⇒(1) 设

Db(modB)

i∗ //
Db(modA)

i!
oo

j! //
Db(modC)

j∗
oo (Rb)

是一个下黏合. 与之前类似, Kb(projA) 可看作 Db(modA) 的由满足以下条件的 X 构成的满子范畴:

对任意 Y ∈ Db(modA), 只有有限多个 n ∈ Z 使得

HomDb(modA)(X,Y [n]) ̸= 0.

因此, i∗B ∈ Kb(projA),进而, t-结构 (Imi∗, Imj∗)可提升为 DA中的 TTF三元组. 所以,上黏合 (Rb)

可向下扩充一步, 得到一个 DA 关于 DC 和 DB 的黏合. 由文献 [3, 命题 2.3(b)], 这个黏合可向上扩

充一步, 得到一个 DA 关于 DB 和 DC 的 2- 黏合.

(4)⇒(1) 设

Kb(injB)
i∗

// K
b(injA)

i∗oo

j!
// K

b(injC)

j!oo

是一个上黏合. 应用对偶 D, 我们得到一个下黏合

Kb(projBop)

ĩ∗ //
Kb(projAop)

ĩ∗
oo

j̃! //
Kb(projCop),

j̃!

oo

它也可看作一个 Kb(projAop)关于 Kb(projCop)和 Kb(projBop)的上黏合.利用叙述 (2)⇒(1),我们得

到一个 D(Aop) 关于 D(Cop) 和 D(Bop) 的 2- 黏合. 由文献 [2, 命题 1 和 3], 我们得到一个 DA 关于

DB 和 DC 的 2- 黏合.

4 上 (下) 黏合及同调维数

本节将考虑导出范畴的上 (下) 黏合与代数的整体维数 (有限维数) 之间的关系. 有关这方面的讨

论参见文献 [9], 详见文献 [9, 命题 4.1、4.3 和 4.4]. 现在将推广和完善这些结果.

命题 4.1 设 A、B 和 C 为 Artin代数,且 D−(modA)有一个关于 D−(modB)和 D−(modC)的

上 (下) 黏合, 那么, A 是整体维数有限的当且仅当 B 和 C 如此.
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证明 设 D−(modA)有一个关于 D−(modB)和 D−(modC)的上黏合.利用定理 3.1, DA有一个

关于 DB 和 DC 的黏合, 从而, 由文献 [3, 定理 1(a)] 知该命题成立. 下黏合的情形也容易得证, 因为

一个 D−(modA) 关于 D−(modB) 和 D−(modC) 的下黏合亦可看作 D−(modA) 关于 D−(modC) 和

D−(modB) 的上黏合.

下面将阐明有界导出范畴的上 (下) 黏合与代数的整体维数的有限性之间的关系. 该命题改进了

文献 [9, 命题 4.1], 减弱了那里的条件.

命题 4.2 (对比文献 [9, 命题 4.1]) 设 A、B 和 C 是 Artin 代数, 且 Db(modA) 有一个关于

Db(modB) 和 Db(modC) 的上 (下) 黏合, 则 A 是整体维数有限的当且仅当 B 和 C 如此.

证明 由定理 3.2 中 (3)⇒(1) 的证明过程可知, 该上黏合可提升为一个 DA 关于 DB 和 DC 的

黏合, 这样, 由文献 [3, 定理 (a)] 知该命题成立. 下黏合的情形可如同命题 4.1 中处理.

接下来考虑有限维数, 记为 fin.dimA, 它是所有投射维数有限的有限生成右 A- 模的投射维数的

上确界. 以下命题完善了文献 [9, 命题 4.4].

命题 4.3 设 A、B 和 C 是 Artin 代数.

(1) 假定 Db(modA) 有一个关于 Db(modB) 和 Db(modC) 的上黏合. 若 fin.dimA < ∞, 则

fin.dimC < ∞.

(2) 假定 Db(modA) 有一个关于 Db(modB) 和 Db(modC) 的下黏合. 若 fin.dimA < ∞, 则

fin.dimB < ∞.

(3) 设 A 是域 k 上的有限维代数, 且 Db(modA) 有一个关于 Db(modB) 和 Db(modC) 的上 (下)

黏合. 若 fin.dimB < ∞ 和 fin.dimC < ∞, 则

fin.dimA < ∞.

证明 (1) 和 (2) 由文献 [9, 命题 4.4]) 可得.

(3)假定 Db(modA)有一个关于 Db(modB)和 Db(modC)的上黏合.由定理 3.2知, DA有一个关

于 DC 和 DB 的 2- 黏合. 这样, 由文献 [10, 推论 3.11(2)(b)]知本结论成立. 该命题也可由定理 3.4 及

文献 [10, 命题 3.10] 推出. 下黏合的情形可类似地证明.

5 3- 黏合与有限维代数

本节将在黏合的框架下研究环作为域上代数维数的有限性. 在这方面, Angeleri Hügel 等有如下

结果:

命题 5.1 (参见文献 [3, 定理 I(b)]) 设 A、B 和 C 为域 k 上的代数, 且 DA 有一个关于 DB 和

DC 的黏合. 若 A 是有限维的, 则 B 和 C 亦如此.

然而, 正如文献 [3, 注记 2.11] 所指出, 命题 5.1 的逆命题不成立, 即由 B 和 C 都是域上的有限维

代数不能推出 A 也是有限维的: 无限维 Kronecker 代数有一个关于 Dk 和 Dk 的黏合. 因此, 一个自

然的问题是, 是否有更强的条件, 确保由 B 和 C 是域上的有限维代数推出 A 也是有限维的. 现在将

证明 3- 黏合恰好是我们想要的条件.
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定理 5.1 设 A、B 和 C 为域 k 上的代数,且 DA有一个关于 DB 和 DC 的 3-黏合.若 B 和 C

都是有限维的, 则 A 亦如此.

证明 记 Dfd(A) 为 DA 的由满足以下条件的 X 构成的满子范畴:
⊕

n∈Z H
n(X) 是有限维 k- 向

量空间. 假设

DB
i∗ //

// DA

i∗oo

i!oo
oo

j∗ //
// DC

oo

j∗oo
oo

是一个 3- 黏合, 则有如下 DA 中的三角:

i∗i
!A → A → j∗j

∗A → .

由文献 [3, 引理 2.9(e)] 知,

i∗A, i!A ∈ Kb(projB) ⊆ Db(modB).

因此, ⊕
i∈Z

Hi(i∗i
!A) ∼=

⊕
i∈Z

HomDA(A, i∗i
!A[i]) ∼=

⊕
i∈Z

HomDB(i
∗A, i!A[i])

是有限维 k- 向量空间, 即 i∗i
!A ∈ Dfd(A), 类似地, j∗j

∗A ∈ Dfd(A). 所以, 我们得到 A ∈ Dfd(A), 这

样, A 是域 k 上的有限维代数.

注 5.1 设 A 是无限维 Kronecker 代数, 也即, 箭图有两个顶点 1 和 2, 从 1 到 2 有无穷多个箭

向, 从 2 到 1 没有箭向. 依据文献 [20, 注记 4], DA 有一个关于 Dk 和 Dk 的 2- 黏合. 因此, 定理 5.1

中 3- 黏合是最优的选择.

致谢 感谢审稿人的仔细审阅.
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