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摘要 本文研究在球外区域上带有梯度项算子 L 的 Dirichlet 特征值问题. 首先证明算子 L 第一特征

值的存在性、简单性和孤立性, 其次建立特征值与半径 R 之间的递增关系, 最后进一步讨论特征函数

的有界性.
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1 引言

本文研究如下在外域上的 Dirichlet 特征值问题:−∆u− 1

2
(x · ∇u) = λu, x ∈ Bc

R,

u = 0, x ∈ ∂Bc
R,

(1.1)

其中 R <∞, Bc
R 表示 RN 中半径为 R 的封闭球的外域且是连通的, N > 3,

x · ∇u = x1
∂u

∂x1
+ · · ·+ xn

∂u

∂xn
.

注意到, 方程 (1.1) 中的第一个式子等价于

L(u) := − 1

K(x)
div(K(x)∇u) = λu,

其中, K(x) = e|x|
2/4. 算子 L的出现与 Escobedo和 Kavian [12] 研究热方程的自相似解密切相关,其研

究的非线性热方程如下:

vt −∆v = |v|p−1
v, (t, x) ∈ (0,∞)× RN . (1.2)
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Escobedo 和 Kavian [12] 通过自相似变换寻找方程 (1.2) 自相似解, 即

v(x, t) = t−1/(p−1) u

(
x√
t

)
, (1.3)

再将 (1.3) 代入 (1.2) 中, 最终会得到 u : RN → R 满足

−∆u− 1

2
(x · ∇u) = 1

p− 1
u+ |u|p−1

u, x ∈ RN .

自此之后, 形如 −∆u − 1
2 (x · ∇u) = f(x, u) 的方程引起了学者们的广泛研究, 并取得了很大的进

展 (详见文献 [2, 6, 9, 13,18,19]). 例如, Furtado 等 [14] 研究了方程

−∆u− 1

2
(x · ∇u) = f(u) + β|u|2

∗−2
u, x ∈ RN , (1.4)

其中, β > 0, f 是超线性的, 2∗ = 2N
N−2 , N > 3. 他们证明了对每个 k ∈ N, 存在 β∗ = β∗(k) > 0 使得当

β ∈ (0, β∗) 时, 方程 (1.4) 至少存在 k 对解. Bandeira 等 [3] 研究了方程

−∆u− 1

2
(x · ∇u) = λh(x) +H(x− a)|u|2

∗−2
u, x ∈ RN , (1.5)

其中, a > 0, N > 3, 2∗= 2N
N−2 , h : RN → R 是一个非负函数且 H 是 Heaviside 函数. 当 a > 0 足够小

时, 他们证明了方程 (1.5) 有两个非负解. 不难看出, 这些学者研究的重点是, 探索非线性项 f(x, u) 在

不同形式下, 对应方程解的存在性及多重性等性质.

我们由此受到启发, 希望回归到算子 L 本身, 探索算子 L 的特征值与特征函数的相关性质. 众所

周知, Laplace算子和 p-Laplace算子在特征值方面的研究上已经有了丰富的成果 (详见文献 [4,7,8,10,

20]). 通过阅读众多文献, 我们发现在外域上讨论 Laplace 算子或 p-Laplace 算子特征值问题是近几年

的热点之一. 例如, Anoop 和 Biswas [1] 于 2019 年考虑如下外域 Bc
1 上加权 Neumann 特征值问题:−∆pu = λg|u|p−2

u, x ∈ Bc
1,

∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Bc

1,
(1.6)

其中, ∆p 是 p-Laplace 算子, p ∈ (1,∞), g ∈ L1
loc(B

c
1) 是不定权函数. 他们建立了相关空间的嵌入定

理并得到了方程 (1.6) 特征值的一些性质. Krejčǐŕık 和 Lotoreichik [16] 于 2020 年研究了紧集外域上

Laplace 算子最小 Robin 特征值的优化问题. Bundrock [5] 于 2023 年在他的博士学位论文中详细地研

究了外域上 Laplace 算子 Robin 特征值相关的一系列问题.

因此, 我们决定研究球外域上 L 算子的 Dirichlet 特征值问题. 为了更好地表述我们的主要结果,

首先引入一些符号和集合. 定义如下集合:

Lp
K(Bc

R) :=

{
u : Bc

R → R,
∫
Bc

R

K(x)|u|pdx <∞
}
,

并配备范数

|u|K,p :=

(∫
Bc

R

K(x)|u|pdx
) 1

p

, 1 6 p <∞.

定义集合

L∞
K (Bc

R) := {u : Bc
R → R, u 是可测的且存在一个常数 C ′ 使得 |K(x)u| 6 C ′ 在 Bc

R 上几乎处处成立},
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并配备以下范数:

|u|K,∞ = inf{C ′, |K(x)u| 6 C ′ 在 Bc
R 上几乎处处成立}.

定义空间 D1,2
K (Bc

R) 为空间 C∞
0 (Bc

R) 在如下范数下的闭包:

∥u∥K,2 :=

(∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx
) 1

2

.

定义 (u, v) :=
∫
Bc

R
(K(x)uv)dx, u⊥v表示 (u, v) = 0. 文献 [12]中的嵌入定理保证 D1,2

K (Bc
R)和 Lp

K(Bc
R)

是一个 “良定义” 的函数空间, 并且 D1,2
K (Bc

R) 能连续嵌入到 Lp∗

K (Bc
R) 中, 其中 p∗ = 2N

N−2 .

定义 1.1 称 λ ∈ R 是方程 (1.1) 的一个特征值, 如果存在 u ∈ D1,2
K (Bc

R), u ̸≡ 0 使得∫
Bc

R

K(x)∇u∇ϕdx = λ

∫
Bc

R

K(x)uϕdx (1.7)

对于任意 ϕ ∈ D1,2
K (Bc

R) 成立. u 被称为 λ ∈ R 对应的特征函数.

本文的主要定理如下:

定理 1.1 设 λ1 = inf{
∫
Bc

R
K(x)|∇u|2dx,

∫
Bc

R
K(x)|u|2dx = 1} 是方程 (1.1) 的第一特征值, 且有

(1) 若 u1 是 λ1 对应的特征函数, 则在 Bc
R 中, u1 > 0 或 u1 < 0;

(2) λ1 是简单的;

(3) λ1 是孤立的且与 λ ̸= λ1 相对应的特征函数都是变号的.

定理 1.2 R 7→ λl(B
c
R) 是递增的, 其中 λl(B

c
R) 为方程 (1.1) 在 Bc

R 上的第 l (l > 1) 个特征值.

定理 1.3 令 (u, λ) 是方程 (1.1) 对应的特征函数和特征值, 则 u ∈ L∞
K (Bc

R).

2 预备引理

本节将提供证明主要定理所需要的引理.

引理 2.1 令 θ(x) = |x|2
4 , 则对于任意 u ∈ C1

c (B
c
R), 有

1

2

∫
Bc

R

K(x)|u|2
(
∆θ +

1

2
|∇θ|2

)
dx 6

∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx.

证明 令 v = e
θ
2 u, 则通过一个简单的计算有

K
1
2 (x)∇u = ∇v − 1

2
v∇θ.

因此, ∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx =

∫
Bc

R

|∇v|2dx−
∫
Bc

R

v∇v∇θdx+
1

4

∫
Bc

R

|v|2|∇θ|2dx. (2.1)

然后对 (2.1) 右边的第二项进行分部积分, 有

−
∫
Bc

R

v∇v∇θdx = −1

2

∫
Bc

R

∇θdv2 =
1

2

∫
Bc

R

v2∆θdx. (2.2)

将 (2.2) 代入 (2.1) 中, 得到∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx =

∫
Bc

R

|∇u|2dx+
1

2

∫
Bc

R

v2∆θdx+
1

4

∫
Bc

R

|v|2|∇θ|2dx
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=

∫
Bc

R

|∇u|2dx+
1

2

∫
Bc

R

K(x)u2
(
∆θ +

1

2
|∇θ|2

)
dx.

因此, 有
1

2

∫
Bc

R

K(x)|u|2
(
∆θ +

1

2
|∇θ|2

)
dx 6

∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx.

证毕.

引理 2.2 嵌入 D1,2
K (Bc

R) ↪→ L2
K(Bc

R) 是紧的.

证明 我们将证明 D1,2
K (Bc

R) 中任何有界序列在 L2
K(Bc

R) 中都有一个强收敛子列. 令 {un} 是
D1,2

K (Bc
R)中的有界序列,在 D1,2

K (Bc
R)中有 un ⇀ u且 ∥un∥k,2 6 1. 由 Rellich定理可知,存在 {un}的

一个子列 {unk
}, 使得在 L2

loc(B
c
R) 中有 unk

→ u. 对于任意给定的正数 ε, 我们选择足够大的 R′. 则由

lim|x|→∞(∆θ + 1
2 |∇θ|

2
) = +∞ (θ(x) = |x|2

4 ), 我们能保证对于任意 x ∈ Bc
R, |x| > R′, 有

∆θ +
1

2
|∇θ|2 > 2

ε
.

最后, 根据引理 2.1, 可以得到∫
|x|>R′

K(x)|unk
− u|2dx =

ε

2

∫
|x|>R′

K(x)|unk
− u|2 · 2

ε
dx

6 ε

2

∫
|x|>R′

K(x)|unk
− u|2

(
∆θ +

1

2
|∇θ|2

)
dx

6 ε

∫
|x|>R′

K(x)|∇(unk
− u)|2dx

6 εC.

因此, 在 L2
K(Bc

R) 中有 unk
→ u.

引理 2.3 (参见文献 [11, 引理 1.3]) 令 p > 2, 则对于任意 γ1, γ2 ∈ RN , 有

|γ2|p − |γ1|p > p|γ1|p−2
γ1(γ2 − γ1) +

|γ2 − γ1|p

2p−1 − 1
.

3 主要定理的证明

本节讨论算子 L 在 Dirichlet 边界条件下的特征值问题. 对于方程 (1.1), 首先考虑 D1,2
K (Bc

R) 上的

以下泛函:

J(u) =

∫
Bc

R

K(x)|∇u|2dx, G(u) =

∫
Bc

R

K(x)|u|2dx.

显然, 对于任意 u, φ ∈ D1,2
K (Bc

R), 有

⟨J ′(u), φ⟩ = 2

∫
Bc

R

K(x)∇u∇φdx, ⟨G′(u), φ⟩ = 2

∫
Bc

R

K(x)uφdx.

同时定义集合

M =

{
u ∈ D1,2

K (Bc
R),

∫
Bc

R

K(x)|u|2dx = 1

}
.

766



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 4 期

定理 1.1 的证明 首先证明值 λ1 = inf{
∫
Bc

R
K(x)|∇u|2dx,

∫
Bc

R
K(x)|u|2dx = 1}在 u1 ∈ D1,2

K (Bc
R)

且 u1 ̸≡ 0 处达到. 考虑极小化序列 {un} ⊂ D1,2
K (Bc

R),

|un|K,2 = 1,

∫
Bc

R

K(x)|un|2dx→ λ1,

则 {un} 在 D1,2
K (Bc

R) 中是有界的. 由 D1,2
K (Bc

R) 的自反性可知, 存在 u1 ∈ D1,2
K (Bc

R) 使得 un ⇀ u1. 通

过引理 2.2, 有 ∫
Bc

R

K(x)|un|2dx→
∫
Bc

R

K(x)|u1|2dx,

因此 M 是弱闭的. 进一步地, 根据 J(u) 的弱下半连续性, 有

λ1 6 J(u1) 6 lim
n→∞

J(un) = λ1.

所以, 存在 u1 ∈M 使得

λ1 =

∫
Bc

R

K(x)|∇u1|2dx.

同时, 这也表明 λ1 > 0 且 u1 ̸≡ 0.

(1) 假设存在 x0 ∈ Bc
R 使得 u1(x0) = 0. 选择 x1 ∈ Bc

R 使得 u1(x1) ̸= 0. 令 V = Bc
R ∩ BR′ , 其中

R′ > 0 满足 BR ⊂ BR′ 且 x0, x1 ∈ BR′ . 因此, V 是 Bc
R 中的相对紧凑子集. 由 Harnack 不等式 (参见

文献 [22, 定理 1.1]), 得到

0 < |u1(x1)| 6 sup
x∈V

|u1(x)| 6 C inf
x∈V

|u1(x)| = 0.

这产生了矛盾, 说明 u1(x) 没有零点, 即对于任意 x ∈ Bc
R, 有 u1(x) > 0 或 u1(x) < 0.

(2) 假设 u1, u2 ∈ D1,2
K (Bc

R) 是 λ1 对应的两个特征函数. 同时, 通过定理 1.1(1), 可以进一步假设

u1 > 0, u2 > 0. 下面构造函数 w = (
u2
1+u2

2

2 )
1
2

, 则有∫
Bc

R

K(x)|w|2dx =
1

2

(∫
Bc

R

K(x)|u1|2dx+

∫
Bc

R

K(x)|u2|2dx
)

= 1.

因此, w ∈M . 通过计算, 可以得到

|∇w|2 = η−1

∣∣∣∣12(u1∇u1 + u1∇u1)
∣∣∣∣2

= η

∣∣∣∣12
(
u21
η

· ∇u1
u1

+
u22
η

· ∇u2
u2

)∣∣∣∣2
= η

∣∣∣∣z · ∇u1u1
+ (1− z) · ∇u2

u2

∣∣∣∣2
6 η

(
z ·

∣∣∣∣∇u1u1

∣∣∣∣2 + (1− z) ·
∣∣∣∣∇u2u2

∣∣∣∣2)
=

1

2

(
u21

∣∣∣∣∇u1u1

∣∣∣∣2 + u22

∣∣∣∣∇u2u2

∣∣∣∣2)
=

1

2
(|∇u1|2 + |∇u2|2), (3.1)
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其中 η =
u2
1+u2

2

2 , z =
u2
1

u2
1+u2

2
∈ (0, 1). 在 (3.1) 两边同乘以 K(x) 并在 Bc

R 上积分, 有∫
Bc

R

K(x)|∇w|2dx 6 1

2

(∫
Bc

R

K(x)|∇u1|2dx+

∫
Bc

R

K(x)|∇u2|2dx
)

= λ1. (3.2)

因为 w ∈M , 所以由 λ1 的定义可知
∫
Bc

R
K(x)|∇w|2dx > λ1. 因此, 在 (3.2) 中必须取等号. 这表明, 在

(3.1) 中, 等号在 Bc
R 中几乎处处成立. 再结合 t → |t|2 的严格凸性, 得到 ∇u1

u1
= ∇u2

u2
在 Bc

R 中几乎处

处成立, 即 ∇(u1

u2
) = 0 在 Bc

R 中处处成立. 因为 Bc
R 是连通的, 所以会存在一个 C1 > 0 使得在 Bc

R 中

处处有 u1 = C1u2. 由 u1, u2 ∈M 知 C = 1. 换而言之, u1 = u2.

(3) 首先用反证法证明相关特征函数的变号性. 假设 ui > 0 是与特征值 λi (i = 2, . . . , n) 相对应

的特征函数. 显然通过第一特征值的变分表征, 有 λi > λ1. 由 (1.7) 可知, 对于任意 φ,ψ ∈ D1,2
K (Bc

R),

都有 ∫
Bc

R

K(x)∇u1∇φdx = λ1

∫
Bc

R

K(x)u1φdx, (3.3)∫
Bc

R

K(x)∇ui∇ψdx = λi

∫
Bc

R

K(x)uiψdx, (3.4)

其中 ui 是 λi 对应的特征函数. 对于 ε > 0, 令

u1ε = u1+ε, uiε = ui+ε.

进一步地, 令

φ =
u21ε − u2iε
u1ε

, ψ =
u2iε − u21ε

uiε
.

通过计算得到

∇φ =

[
1 +

(
uiε
u1ε

)2]
∇u1 − 2

(
uiε
u1ε

)
∇ui

和

∇ψ =

[
1 +

(
u1ε
uiε

)2]
∇ui − 2

(
u1ε
uiε

)
∇u1.

将上述 ∇φ 和 ∇ψ 的表达式分别代入 (3.3) 和 (3.4) 再相加, 有∫
Bc

R

K(x)

{[
1 +

(
uiε
u1ε

)2]
|∇u1|2 +

[
1 +

(
u1ε
uiε

)2]
|∇ui|2

}
dx

− 2

∫
Bc

R

[
K(x)

(
uiε
u1ε

+
u1ε
uiε

)
∇u1∇ui

]
dx

=

∫
Bc

R

K(x)

(
λi
ui
uiε

− λ1
u1
u1ε

)
(u2iε − u21ε)dx. (3.5)

因为 |∇ log u1ε| = |∇u1|
u1ε

, |∇ log uiε| = |∇ui|
uiε

, 所以 (3.5) 可以化简为∫
Bc

R

K(x)(u21ε − u2iε)(|∇ log u1ε|2 − |∇ log uiε|2)dx

− 2

∫
Bc

R

K(x)u2iε∇ log u1ε(∇ log uiε −∇ log u1ε)dx
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− 2

∫
Bc

R

K(x)u21ε∇ log uiε(∇ log u1ε −∇ log uiε)dx

=

∫
Bc

R

K(x)

(
λi
ui
uiε

− λ1
u1
u1ε

)
(u2iε − u21ε)dx. (3.6)

我们利用引理 2.3估计 (3.6)的左侧,取 p = 2. 先令 γ1 = ∇ log uiε, γ2 = ∇ log u1ε,再令 γ1 = ∇ log u1ε,

γ2 = ∇ log uiε. 然后通过计算, 得到

(3.6) 的左边 >
∫
Bc

R

K(x)u21ε[2∇ log uiε(∇ log u1ε −∇ log uiε) + |∇ log u1ε −∇ log uiε|2]dx

+

∫
Bc

R

K(x)u2iε[2∇ log u1ε(∇ log uiε −∇ log u1ε) + |∇ log uiε −∇ log u1ε|2]dx

− 2

∫
Bc

R

K(x)u2iε∇ log u1ε(∇ log uiε −∇ log u1ε)dx

− 2

∫
Bc

R

K(x)u21ε∇ log uiε(∇ log u1ε −∇ log uiε)dx

=

∫
Bc

R

K(x)|∇ log u1ε −∇ log uiε|2(u21ε + u2iε)dx.

因此, 有 ∫
Bc

R

K(x)

(
λi
ui
uiε

− λ1
u1
u1ε

)
(u2iε − u21ε)dx > 0.

令 ε→ 0, 可以得到

(λi − λ1)

∫
Bc

R

K(x)(u2i − u21)dx > 0. (3.7)

若 ui 不改变符号, 则 (3.7) 的左侧可能为负, 这就与 (3.7) 矛盾. 因此, ui 必须是变号的.

下面同样使用反证法证明 λ1 是孤立的. 假设 {λn} 是对应于方程 (1.1) 且收敛于 λ1 的特征值序

列, {un} 是其对应的特征函数序列, 且 G(un) = 1. 因此, 有∫
Bc

R

K(x)∇un∇ϕdx = λn

∫
Bc

R

K(x)unϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2
K (Bc

R). (3.8)

令 ϕ = un, 得到 ∥un∥2K,2 = λn. 则在 D1,2
K (Bc

R) 中有 un ⇀ ũ, 由这种弱收敛性和 λ1 的简单性可知

ũ = u1 或 ũ = −u1. 不妨进一步假设 un ⇀ u1 > 0. 由引理 2.2 可知, 在 L2
K(Bc

R) 中有 un → u1. 因此

根据 Egorov 定理 (参见文献 [15]), 存在 A ∈ Bc
R 且 |A| > 0 使得 un 在 A 上一致收敛于 u1, 即存在

n0 ∈ N 使得对于所有 n > n0, 在 A 上几乎处处有 u−n = 0. 在 (3.8) 中令 ϕ = u−n , 则有∫
Bc

R

K(x)|∇u−n |
2
dx = λn

∫
Bc

R

K(x)|u−n |
2
dx.

由 un 的变号性可知 u−n ̸≡ 0, 因此 G(u−n ) > 0. 令 vn =
u−
n

G
1
2 (u−

n )
, 可以看出

∫
Bc

R

K(x)|vn|2dx = 1,

∫
Bc

R

K(x)|∇vn|2dx = λn → λ1.

因此, 显然在 D1,2
K (Bc

R) 中有 vn → u1. 但这与当 n > n0 时, 在 A 上几乎处处有 vn = 0 矛盾.
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在证明定理 1.2 之前, 需要引入 3 个引理, 这在证明定理 1.2 的过程中将发挥巨大的作用.

引理 3.1 假设 u ∈ D1,2
k (Bc

R) 且 u ̸= 0, 令 R(u) =
∥u∥2

K

|u|2K
. 则有

(1) λ1 = infu∈D1,2
K ,u ̸=0R(u);

(2) 对于 m > 2, 有

λm = inf
(u,ϕi)=0,i=1,...,m−1

u ̸=0

R(u),

其中 ϕ1, . . . , ϕm−1 是方程 (1.1) 的特征值 λ1, . . . , λm−1 对应的特征函数.

证明 这部分的证明同文献 [21, 第 11 章, 第 1 节] 中定理 1 和 2 的证明.

引理 3.2 令 R(u) =
∥u∥2

K

|u|2K
, Grn−1(D)为 D1,2

K (Bc
R)上所有 n− 1维线性子空间所构成的集合,其

中 n > 1. 对于 P ∈ Grn−1(D), 令 µ(P ) = infu⊥P,u ̸=0R(u), 则

λn = sup
P∈Grn−1(D)

µ(P ).

证明 令 Pn = ϕ1∧· · ·∧ϕn−1 表示由 ϕ1, . . . , ϕn−1 所张成的 n−1维线性子空间,其中 ϕ1, . . . , ϕn

是方程 (1.1) 前 n 个特征值对应的特征函数. 则由引理 3.1(2) 有 λn = µ(Pn). 因此,

λn 6 sup
P∈Grn−1(D)

µ(P ).

下面证明 λn > supP∈Grn−1(D)µ(P ). 首先断言, 对于每一个 P ∈ Grn−1(D), 总有不全为零的

a1, . . . , an 使得 (a1ϕ1 + · · ·+ anϕn)⊥P . 假设 η1, . . . , ηn−1 是 P 的一组基, 则这个垂直的条件等价于
a1(ϕ1, η1) + · · ·+ an(ϕn, η1) = 0,

...

a1(ϕ1, ηn−1) + · · ·+ an(ϕn, ηn−1) = 0.

此方程组含有 n 个未知数和 n − 1 个方程, 故有解. 不失一般性, 假设 ϕ1, . . . , ϕn 是正交且标准化的.

通过计算, 得到 ∥∥∥∥ n∑
j=1

ajϕj

∥∥∥∥2
K

=

( n∑
j=1

aj∇ϕj ,
n∑

j=1

aj∇ϕj
)

=

( n∑
j=1

ajϕj ,

n∑
j=1

ajL(ϕj)

)

=

( n∑
j=1

ajϕj ,
n∑

j=1

λjajϕj

)

=

n∑
j=1

(ajϕj , λjajϕj) =

n∑
j=1

λja
2
j

和 ∣∣∣∣ n∑
j=1

ajϕj

∣∣∣∣2
K

=

( n∑
j=1

ajϕj ,

n∑
j=1

ajϕj

)
=

n∑
j=1

(ajϕj , ajϕj) =

n∑
j=1

a2j .
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因此, 由 µ(P ) 和 λn 的定义, 有

µ(P ) 6 R(a1ϕ1 + · · ·+ anϕn) =

∑n
j=1 λja

2
j∑n

j=1 a
2
j

6 λn.

两边取极大, 得到

λn > sup
P∈Grn−1(D)

µ(P ).

证毕.

引理 3.3 令 R(u) =
∥u∥2

K

|u|2K
, Grn(D) 为 D1,2

K (Bc
R) 上所有 n 维线性子空间所构成的集合, 其中

n > 1. 对于 Q ∈ Grn(D), 令 σ(Q) = supu∈P,u ̸=0R(u), 则

λn = infQ∈Grn(D)σ(Q).

证明 令 ϕ1, . . . , ϕn 是方程 (1.1) 前 n 个特征值对应的特征函数. 选取 Qn = ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn, 则类
似于引理 3.2 中的计算过程, 有

σ(Qn) = sup
u∈Qn,u ̸=0

R(b1ϕ1 + · · ·+ bnϕn) 6 λn.

两边取极小, 则 infQ∈Grn(D)σ(Q) 6 λn.

下面证明 infQ∈Grn(D)σ(Q) > λn. 参照引理 3.2 中的断言, 可知对于任意一个 Q ∈ Grn(D), 总有

不为零的 u ∈ Q 使得 u⊥ϕ1, . . . , u⊥ϕn−1. 因此, 由引理 3.1 和 σ(Q) 的定义, 有 λn 6 R(u) 6 σ(Q), 即

两边取极小会产生

infQ∈Grn(D)σ(Q) > λn.

证毕.

定理 1.2 的证明 我们只需要证明, 若 R1 < R2, 则 λl(B
c
R1

) 6 λl(B
c
R2

). 我们将用零来延拓, 构

造下面的连续映射:

χ : D1,2
K (Bc

R2
) → D1,2

K (Bc
R1

).

用 {ϕj}j>1 表示 L 算子在 BC
R2
上的特征函数. 由引理 3.2 可知

λl(B
c
R2

) = sup
u∈ϕ1∧···∧ϕn,u ̸=0

R(u) = sup
u∈χ(ϕ1)∧···∧χ(ϕn),u ̸=0

R(u).

由引理 3.3 可知

λl(B
c
R2

) = sup
u∈χ(ϕ1)∧···∧χ(ϕn),u̸=0

R(u) = σ(χ(ϕ1) ∧ · · · ∧ χ(ϕn)) > λl(B
c
R1

).

证毕.

最后, 使用 Moser 迭代技术 (参见文献 [17] 中定理 4.1 的证明) 来证明方程 (1.1) 特征函数的有

界性.

定理 1.3 的证明 先假设 u > 0, 对 N > 0, 定义 vN (x) = min{u(x), N}. 令 ϕ = v2α+1
N , α > 0, 则

∇ϕ = (2α+ 1)v2αN ∇vN . 将其代入 (1.7) 中, 有

(2α+ 1)

∫
Bc

R

K(x)∇u∇vN · v2αN dx = λ

∫
Bc

R

K(x)uv2α+1
N dx 6 λ

∫
Bc

R

K(x)u2(α+1)dx. (3.9)
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由 Sobolev 嵌入定理, 可得

(3.9) 的左边 = (2α+ 1)

∫
Bc

R

K(x)v2αN |∇vN |2dx

=
2α+ 1

(α+ 1)
2

∫
Bc

R

K(x)|∇vα+1
N |2dx

> 1

C2
1

2α+ 1

(α+ 1)
2

(∫
Bc

R

K(x)v
(α+1)2∗

N dx

) 2
2∗

. (3.10)

结合 (3.9) 和 (3.10), 得到

1

C2
1

2α+ 1

(α+ 1)
2

(∫
Bc

R

K(x)v
(α+1)2∗

N dx

) 2
2∗

6 λ

∫
Bc

R

K(x)u2(α+1)dx,

即

|vN |K,(α+1)2∗ 6 C
1

α+1

1

[
λ
(α+ 1)

2

2α+ 1

] 1
2(α+1)

|u|K,2(α+1).

我们可以选择 C2 > 0 使得 [λ (α+1)2

2α+1 ]
1

2
√

(α+1) 6 C2, 则

|vN |K,(α+1)2∗ 6 C
1

α+1

1 C
1√
α+1

2 |u|K,2(α+1).

令 N → ∞, 由 Fatou 引理可知

|u|K,(α+1)2∗ 6 C
1

α+1

1 C
1√
α+1

2 |u|K,2(α+1). (3.11)

首先选取 α1 使得 2(α1 + 1) = 2∗, 则 (3.11) 可化简为

|u|K,(α1+1)2∗ 6 C
1

α1+1

1 C
1√

α1+1

2 |u|K,2∗ .

接下来选取 α2 使得 2(α2 + 1) = (α1 + 1)2∗, 则有

|u|K,(α2+1)2∗ 6 C
1

α2+1

1 C
1√

α2+1

2 |u|K,2(α2+1) = C
1

α2+1

1 C
1√

α2+1

2 |u|K,(α1+1)2∗ .

最后, 通过归纳, 得到

|u|K,(αn+1)2∗ 6 C
1

αn+1

1 C
1√

αn+1

2 |u|K,(αn−1+1)2∗ .

序列 {αn} 满足 2(αn + 1) = (an−1 + 1)2∗ 且 α0 = 1. 通过计算, 可知 αn + 1 = ( 2
∗

2 )
n
, 且当 n → ∞ 时

有 rn = (αn + 1)2∗ → ∞. 因此,

|u|K,(αn+1)2∗ 6 C

∑n
i=1

1
αi+1

1 C

∑n
i=1

1√
αi+1

2 |u|K,2∗ .

这表明存在 C̃ > 0 使得对 n = 1, 2, . . . , 有

|u|K,(αn+1)2∗ 6 C̃|u|K,2∗ . (3.12)

我们使用反证法证明 u ∈ L∞
K (Bc

R). 假设 u /∈ L∞
K (Bc

R), 则存在 ε > 0 和一个在 Bc
R 中的正测度集

合 A1, 使得对于任意 x ∈ A1 有 K(x)|u| > C ′′|u|K,2∗ + ε 成立. 所以,

lim inf
rn→∞

(∫
Bc

R

K(x)|u|rndx
) 1

rn

> lim inf
rn→∞

(∫
A1

K(x)|u|rndx
) 1

rn
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> lim inf
rn→∞

(C ′′|u|K,2∗ + ε)(meas A1)
1
rn

= C ′′|u|K,2∗ + ε,

其中 measA1 表示集合 A1 的测度. 这与 (3.12) 矛盾, 因此 u ∈ L∞
K (Bc

R).

致谢 衷心感谢审稿人细致的审查和宝贵建议.
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Dirichlet eigenvalue problems with gradient term operators on
the exterior of a ball

Min Cheng, Fei Fang & Zhong Tan

Abstract In this paper, we study the Dirichlet eigenvalue problems for the operator L with the gradient term
on the off-sphere region. We prove the existence, simplicity, and isolation of the first eigenvalue of the operator
L, establish an increasing relation between the eigenvalue and the radius R, and further discuss the boundedness
of the eigenfunction.
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