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摘要 本文证明如下联合连续定理. 设 G 是一个局部可数紧的正则的 F - 群, X 是一个满足 X × X

是局部可数紧的完全正则空间, π : G ×X → X 是一个抽象群作用, 若映射 π 是分别连续的, 则 π 是

联合连续的.
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设 X, Y 和 Z 是拓扑空间, f : X × Y → Z 是一个映射. 若对任意 (x, y) ∈ X × Y , 映射 fy : X →
Z, x 7→ f(x, y) 和 fx : Y → Z, y 7→ f(x, y) 是连续的, 则称映射 f 是分别连续的; 若对于 f(x, y) 在 Z

中的任一邻域 W , 都存在 x 的邻域 U 以及 y 的邻域 V 使得 f(U × V ) ⊆W , 则称 f 在 (x, y) 处是联

合连续的. 若 f 在 X ×Y 中的任一点处都是联合连续的,则称 f 是联合连续的. 考虑下述联合连续性

问题:

问题 1 [1] 设 f : X × Y → Z 是一个分别连续的映射. 拓扑空间 X, Y 和 Z 在何种条件下, f 在

X × Y 的一个 “大” 子集中的任一点处是联合连续的?

自 1899 年 Baire [1] 提出这一问题以来, 许多学者在这一问题的研究上作出了贡献. 其中 Ellis [6]

在 1957 年证明了下述定理:

定理 2 (Ellis联合连续定理) 设X 是一个局部紧的 Hausdorff空间, G是一个局部紧的 Hausdorff

半拓扑群. 若 π : G×X → X 是一个分别连续的作用, 则 π 是联合连续的.

设 G是一个定义在拓扑空间上的群. 若乘法运算 G×G→ G, (s, g) 7→ sg 是分别连续 (联合连续)

的, 则称 G 是一个半拓扑群 (仿拓扑群). 若 G 是一个仿拓扑群且逆元映射 G → G, g 7→ g−1 是连续

的, 则称 G 是拓扑群. 若 G 是一个半拓扑群且 g 7→ g−1 是连续的, 则称 G 是一个 F - 群 [11].
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称一个正则空间 X 为是可数 Čech-完备的,若存在 X 的一列开覆盖 {Un}n∈N,使得 X 的任意一

列非增闭子集 {Fn}n∈N 满足: 若对任意 n ∈ N, 存在 Un ∈ Un 满足 Fn ⊆ Un, 则
∩

n∈N Fn ̸= ∅. 称拓扑
空间 X 为 σ- 紧空间, 若存在 X 的一列紧子集 {Kn}n∈N, 满足 X =

∪
n∈NKn. 1974 年, Namioka [9] 证

明了下述联合连续定理:

定理 3 (Namioka联合连续定理) 设 X 是一个可数 Čech-完备空间, Y 是一个局部紧且 σ-紧的

空间, Z 是一个伪度量空间. 若 f : X × Y → Z 是一个分别连续的映射, 则存在稠密的 Gδ 集 A ⊆ X,

使得 f 在 A× Y 中的任一点处是联合连续的.

一个空间是可数紧的当且仅当每个可数开覆盖有有限子覆盖,一个空间是局部可数紧的当且仅当

每个点有一个可数紧的邻域. 关于联合连续性问题, 受到拓扑博弈的相关结果的启发 (参见文

献 [2–5,10]), 我们对上述结论进行了如下改进:

引理 4 (Baire 曲线定理) 设 X 是一个局部可数紧的正则空间, Y 是一个满足 Y × Y 是局部可

数紧的正则空间, Z 是一个伪度量空间. 若 f : X × Y → Z 是一个分别连续的映射且 ϕ : X → Y 是一

个连续映射, 则存在稠密的 Gδ 集 R ⊆ X 满足 f 在 {(x, ϕ(x)) | x ∈ R} 中的任一点处是联合连续的.

证明 设 d : Z × Z → R+ 是与 Z 的拓扑相容的一个伪度量. 对任意点 z0 ∈ Z 和实数 r > 0, 记

B(z0, r) = {z ∈ Z | d(z, z0) < r}. 对任意 n > 1, 设

En = {x ∈ X | ∃ (U, V ) ∈ Nx(X)×Nϕ(x)(Y ), s.t. f(U × V ) ⊆ B(f(x, ϕ(x)), 1/n)},

其中 Nx(X) 表示 x 点在 X 上的邻域系统. 则对任意 n > 1, En 为开集. 令 R =
∩∞

n=1En. 由于局部

可数紧的正则空间是 Baire 空间 [7], 下面只需要证明对任意 n > 1, En 是 X 中的稠密子集. 假设存在

n > 1, 使得 U = X\En ̸= ∅.
任取开集 U 中一点 x0, 设 U ′ 是 x0 的一个可数紧邻域, 因为 X 是完全正则空间, 所以可以选取

x0 的邻域 U0, 其闭包包含于 U ∩ U ′. 由于 U0 是 U ′ 的闭子集, 因此 U0 是可数紧的. 令 y0 = ϕ(x0),

W ×W ⊆ Y ×Y 为 (y0, y0)的一个可数紧邻域且 W 是 y0 的邻域.由于 f 是分别连续的,所以存在 x0

的开邻域 U ′
1 ⊆ U0 ∩ ϕ−1[W ] 使得 f(U ′

1 ×{y0}) ⊆ B(f(x0, y0),
1
4n ). 因此存在点 (x′0, y

′
0) ∈ U ′

1 ×W 以及

x′0 的开邻域 U1 ⊆ U1 ⊆ U ′
1, 使得以下条件成立:

d(f(x0, y0), f(x
′
0, y

′
0)) >

1

n
,

f(U1 × {y0}) ⊆ f(U ′
1 × {y0}) ⊆ B

(
f(x0, y0),

1

4n

)
, f(U1 × {y′0}) ⊆ B

(
f(x′0, y

′
0),

1

4n

)
.

我们可以通过归纳得到序列 {(xi, yi)}∞i=0, {(x′i, y′i)}∞i=0 和 {(Ui, U
′
i)}∞i=1, 使得对任意 i > 0, 以下条件

成立:

xi ∈ U ′
i+1 ⊆ Ui, x′i ∈ Ui+1 ⊆ U i+1 ⊆ U ′

i+1 ⊆ Ui, yi = ϕ(xi) ∈W, y′i = ϕ(x′i) ∈W,

d(f(xi, yi), f(x
′
i, y

′
i)) >

1

n
,

f(Ui+1 × {yi}) ⊆ f(U ′
i+1 × {yi}) ⊆ B

(
f(xi, yi),

1

4n

)
, f(Ui+1 × {y′i}) ⊆ B

(
f(x′i, y

′
i),

1

4n

)
,

d(f(xk, yi+1), f(xk, y
′
i+1)) 6

1

4n
, k = 0, 1, . . . , i.

由于 U0 是可数紧的,所以 {xi}∞i=0 存在聚点 x ∈
∩∞

i=0 U i,即 x ∈
∩

n>0 {xi | i > n}. 又由于 W ×W 是
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可数紧的, 因此 {(yi, y′i)}∞i=0 存在聚点 (y, y′) ∈ Y × Y . 由 {(yi, y′i)}∞i=0 和 {xi}∞i=0 所满足的条件, 可得

d(f(x, y), f(x, y′)) 6 1

4n
.

对任意 i ∈ N, 以下不等式成立:

d(f(x, yi), f(xi, yi)) 6
1

4n
, d(f(x, y′i), f(x

′
i, y

′
i)) 6

1

4n
.

由于 (y, y′) 是 {(yi, y′i)}∞i=0 的一个聚点, 因此存在 i ∈ N, 使得

d(f(x, y′), f(x, y′i)) 6
1

8n
, d(f(x, y), f(x, yi)) 6

1

8n
.

因此, 存在 i ∈ N, 使得

1

n
< d(f(x′i, y

′
i), f(xi, yi))

6 d(f(x′i, y
′
i), f(x, y

′
i)) + d(f(x, y′i), f(x, yi)) + d(f(x, yi), f(xi, yi))

6 1

4n
+ d(f(x, y′i), f(x, y

′)) + d(f(x, y′), f(x, y)) + d(f(x, y), f(x, yi)) +
1

4n

6 1

n
.

从而得到矛盾. 因此对任意 n > 1, En 是 X 中的稠密子集.

定理 5 设 G 是一个局部可数紧的正则的 F - 群, X 是一个完全正则空间且满足 X ×X 是局部

可数紧的. 若 π : G×X → X 是群 G 在 X 上的分别连续的作用, 则 π 是联合连续的.

证明 对于 (g, x) ∈ G × X, 设 {(gi, xi)}i∈I 是 G × X 中的一个网并且 (gi, xi) → (g, x). 由于

{(gi, xi)}i∈I 的选取是任意的, 所以要证明 π 是联合连续的, 只需要证明 gx 是 {gixi} 的一个聚点.

假设存在 i0 ∈ I, 使得 gx /∈ {gixi | i > i0} =: W . 因为 X 是完全正则空间, 故可选取连续函数

ψ : X → [0, 1]使得 ψ(gx) = 0且 ψ(W ) = {1}. 令 U 为 gx的一个可数紧邻域.因为 G是 F -群且 π 是

分别连续的, 映射 ϕ(t) = t−1gx 是连续的; 又因为 G 是局部可数紧的, 可取单位元 e ∈ G 的可数紧邻

域 V , 使得 ϕ(V ) ⊆ U . 定义分别连续的映射 f : G ×X → [0, 1], (t, y) 7→ ψ(ty), 则对映射 f |V×U 和 ϕ,

由引理 4 可知, 存在 V 中稠密的 Gδ 集 R, 使得 f |V×U 在 {(t, t−1gx) | t ∈ R} 中的任一点处是联合连
续的. 因为 ϕ : G → X 是连续的, 所以可取 a ∈ R, 使得 a−1gx ∈ int(U). 则在 V 中 gig

−1a → a 且在

U 中 a−1gxi → a−1gx. 由于 f 在点 (a, a−1gx) 是联合连续的, 故

1 = f(gig
−1a, a−1gxi) = ψ(gixi) → f(a, a−1gx) = ψ(gx) = 0.

从而得到矛盾. 因此 gx 是 {gixi} 的一个聚点.

设 X 是一个拓扑空间, 若 X 的一点紧化 X∗ 是正则的, 则 X 本身必是局部紧的. 事实上, 由于

X 为 X∗ 中的非空开集且 X∗ 是正则的,因此对任意 x ∈ X,存在 x的闭邻域 W ⊆ X. 由于 W 是 X∗

中的非空闭子集, 因此 W 在 X∗ 中是紧的. 根据一点紧化的定义, 可知 W 在 X 中也是紧的. 从而 X

中任一点处都存在紧邻域.

注 6 局部可数紧的正则空间都是可数 Čech- 完备空间 [9], 但局部可数紧的完全正则空间不一

定是局部紧的 σ-紧的空间 (例如,实数集 R赋予离散拓扑);另外,一个局部可数紧的正则空间的一点

紧化并不一定是正则的. (由文献 [7,例 3.10.17]可知,存在可数紧但不是局部紧的正则空间,从而该空

间的一点紧化不是正则的.) 因此定理 3 不能覆盖定理 5.
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注 7 首先, 相较于定理 2, 在定理 5中, G和 X 不一定是 Hausdorff空间; 其次, 若 X 是局部紧

的, 则 X ×X 是局部可数紧的.

注 8 设 G 是一个群, 若对任意 g ∈ G, 左乘运算 G → G, h 7→ gh 是连续的, 则称 G 是左拓扑

群. 称一个空间 X 为是 p- 空间, 若 X 是完全正则的且存在 X 的一列开覆盖 {Un}n∈N, 满足: 对任意

n ∈ N, 取 Un ∈ Un 满足
∩

n∈N Un ̸= ∅, 则 K =
∩

n∈N Un 是紧集且对 X 中任意包含 K 的开集 U , 都

存在 n ∈ N, 使得
∩

i6n U i ⊆ U . Bouziad [4] 证明了如下定理. 设 G 是一个左拓扑群并且是 Baire p- 空

间, X 是一个 p- 空间. 若群 G 在 X 上的作用 π 是分别连续的, 则 π 是联合连续的. 值得注意的是,

局部紧的正则空间都是 p- 空间, 但局部可数紧的正则空间不一定是 p- 空间 (参见文献 [8, 例 3.23]).

因此, 上述定理不能覆盖定理 5.
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A joint continuity theorem

Xiongping Dai & Yuxuan Xie

Abstract In this paper, we prove the following joint continuity theorem. Let G be a locally countably compact
regular F -group and let X be a completely regular space such that X × X is locally countably compact. Let
π : G ×X → X be an abstract group action. If the phase mapping π is separately continuous, then π is jointly
continuous.

Keywords joint continuity, separate continuity, locally countably compact space
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