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摘要 充分降维是统计学研究中一类主流的数据降维理论与方法, 致力于将监督学习中的自变量 X

替换为低维线性变换 βT
0 X, 而不降低对响应变量 Y 的预测能力. 本文简要介绍充分降维研究的发展

历史, 包括充分降维的基本理论及逆回归方法、最小平均方差估计方法、估计方程形式的半参数方法

等常见的充分降维方法, 以及高维数据情形下的稀疏和非稀疏逆回归方法、充分降维在因果推断中的

应用、非线性充分降维等前沿进展.
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MSC (2020) 主题分类 62B05

1 引言

数据分析的目的常常在于利用一组自变量来总结或预测研究者感兴趣的某个响应变量, 例如, 利

用基因组信息预测某疾病, 利用过往经济指标预测未来经济发展趋势等. 直观上, 自变量组里的变量

越多,就能包含更多关于响应变量的信息,从而使预测愈加精确. 因此,随着数据采集技术的不断发展,

数据中常出现自变量为高维的现象. 这样的高维数据已在医学、经济学等许多领域普及. 由于数据中

观测点的数量 (样本量)往往相对有限,传统的统计方法会因为遭受 “维数灾难”而无法适用. 因此,数

据降维在最近三十多年成为了统计学研究中的重要问题,其中充分降维是监督学习中降维方法的主流.

记 X 为 p 维自变量, Y 为一维或多维响应变量, 充分降维假设存在低维线性变换 βT
0 X, 使得 X

只通过 βT
0 X 作用于 Y , 即

Y ⊥⊥ X | βT
0 X, (1.1)

这里 ⊥⊥表示两个随机变量独立. 在以文献 [28,39,42,46]等为代表的研究中, 线性变换 βT
0 X 被替代为

更广义的低维函数 R(X) (详见第 6 节). 因此, (1.1) 也被称为线性充分降维. 由于 (1.1) 对 β0 的任意

可逆列变换具有不变性, 出于可识别性考虑,通常将满足 (1.1)的 β0 的列所生成的线性空间看作 (1.1)
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所定义的参数, 而将充分降维的目标参数定义为 Rp 中这些线性子空间的维数最小者. 这一目标参数

被称为中心降维子空间, 并记为 SY |X . 中心降维子空间的概念最早由 Cook [8] 在 1998 年提出, 其唯

一存在性的条件则由 Yin 等 [93] 在 2008 年放宽, 从而对一般非奇异数据成立. 这些工作都晚于充分

降维首次被提出的时间 (1989 年, 参见文献 [50]). 充分降维的目标是对 Y | βT
0 X 模型自由的前提下,

估计中心降维子空间 SY |X . 这里所描述的模型自由是指不对 Y | βT
0 X 的条件分布作任何参数模型假

设, 从而不对基于低维数据 (Y, βT
0 X) 的后续统计分析作任何限制.

在实际应用中, 研究者有时只关注回归分析, 即估计 Y | X 的条件均值函数. 此时, 充分降维假设

(1.1)可调整为 E(Y | X)的低维结构假设, 也就是存在低维线性变换 βT
0 X, 使得 E(Y | X)是 βT

0 X 的

可测函数. 由于 E(·) 是线性算子, 这等价于假设

E(Y | X) = E(Y | βT
0 X). (1.2)

类似 SY |X , (1.2) 所定义的目标参数被称为中心均值降维子空间 SE(Y |X), 其任意基矩阵均满足 (1.2)

且具有最低维数 [13]. 除回归分析以外, 研究者也可能关注 Y | X 的其他方面, 例如, 在金融学常见的

波动分析中研究 Y | X 的方差, 当 Y 富含异常值时研究 Y | X 的分位数等. 对于前者, 文献 [107] 提

出了中心方差降维子空间 SVar(Y |X); 对于后者, 文献 [38] 提出了相关的充分降维理论. 推而广之, 对

一般的泛函 T (Y | X), 充分降维假设也可以作相应调整, 使其对应的目标参数为中心 T 降维子空间

ST (Y |X) (参见文献 [64]). 为叙述方便, 我们用中心降维子空间 SY |X 统一指代不同场景下的充分降维

目标参数, 而只在特定时候区分 SY |X 和 SE(Y |X) 等的区别, 希望不会引起歧义. 上述充分降维假设适

用于线性回归模型、广义线性回归模型、单指标回归模型、多指标回归模型、线性判别分析和二项式

判别分析等常见的统计模型, 因此具有广泛的现实基础.

由于目标参数 SY |X 的非欧性, 为了估计方便,充分降维方法往往引入一个矩阵型参数 M 作为中

间参数, 其列空间 S(M) 在适当条件下等于中心降维子空间 SY |X . 这里的 M 不但可以是 (1.1) 或者

(1.2) 中的 β0, 也可以具有更广泛的形式, 例如, 由 X | Y 的条件矩所生成; 后者是充分降维研究的主

流思路之一,相应的方法被称为逆回归方法. 第 2节将详细介绍这类方法. 由此展开,第 3节将介绍其

他基于损失函数或者估计方程的充分降维方法, 第 4 节将介绍逆回归方法在高维数据情形下的拓展,

第 5 节将介绍充分降维对因果推断这一类热门统计学研究方法的改进. 第 6 节将介绍本节一开始提

到的非线性充分降维方法.

最后, 所有充分降维方法均涉及对 SY |X 或类似目标参数 (SE(Y |X) 和 ST (Y |X) 等) 的维数估计.

这类问题被称为定阶问题 [62]. 相应的定阶方法通常基于对上述矩阵型中间参数 M 或相关损失函数

的相合估计. 每一节将对不同类型的充分降维方法介绍相应的定阶方法. 为叙述方便, 用 d 统一表示

SY |X 等目标参数的维数.

2 逆回归方法

如第 1 节中所述, 逆回归方法作为一类主流的充分降维方法, 利用 X | Y (而非 Y | X) 的条件矩

来构造矩阵型中间参数 M , 使得 S(M) 在适当条件下等于中心降维子空间 SY |X . 通常, M 被称为候

选矩阵. 在确定 M 及其相合估计 M̂ 后, 只需要提取 M̂ 的前 d个左奇异向量或特征向量作为基矩阵,

即可生成 SY |X 的相合估计.

常见的逆回归方法包括切片逆回归方法 [49]、切片平均方差估计方法 [15]、方向性回归方法 [47] 和

三阶逆回归方法 [89, 90] 等. 例如,假设 E(X) = 0,记 X 的协方差矩阵为 Σ,并且对任意矩阵 B 记 BBT
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为 B⊗2, 则切片逆回归方法构造的 M 具有如下形式:

MSIR = Σ−1{E(X | YS = 1), . . . , E(X | YS = H)}⊗2
Σ−1. (2.1)

这里的 YS 为 Y 的切片变换: 当 Y 为离散型变量或分类变量时, 令 YS = Y ; 当 Y 为一维连续型变量

时, 对于 i = 1, . . . , H, 取 YS = i 当且仅当 Y 大于等于它的第 {(i− 1)/H} × 100% 分位数并且小于它

的第 (i/H) × 100% 分位数; 当 Y 为多维连续型变量时, 取 YS 为利用 K-means 方法 (其中 K = H)

对 Y 作聚类分析所得结果 (参见文献 [79]). 用 YS 替代 Y 的技术被称为切片策略 [49], 其中关于 H 的

选择可参见文献 [55] 等. 为避免对 H 调参, 切片策略也可调整为先取不同的二分切片再融合相应的

MSIR 集合 [106]. 这些策略旨在提高相应 M 的可估性, 因此被逆回归方法普遍采用. 例如, 对于切片逆

回归方法, 有 M̂SIR = Σ̂−1{Ê(X | YS = 1), . . . , Ê(X | YS = H)}⊗2Σ̂−1, 其中 Σ̂ 和 Ê(X | YS = i) 分别

为 X 的样本协方差矩阵和在第 i 个切片里的样本均值. 由此得到的矩阵估计 M̂ 具有理想的渐近性

质, 包括
√
n 相合性和渐近正态性等.

当充分降维的目标参数为 SE(Y |X) 时,同样可引入矩阵型参数M ,如最小二乘估计 [50]、主 Hessian

方向估计 [15] 和迭代 Hessian 变换 [13] 等. 这些矩阵只涉及 E(XY ) 或 E(X⊗2Y ) 等边际矩, 而无需估

计 E(X | Y ) 等条件矩. 为了叙述方便, 我们仍将它们统一归入逆回归方法的集合.

由于充分降维方法不对 Y | X 假设参数模型, 因此, 逆回归方法用简单的矩来刻画复杂的条件独

立性 (1.1),其代价只能是对 X 的分布作相应限制.对于切片逆回归方法, M 张成 SY |X 的子空间的一

个充分条件是 X 满足线性条件:

E(X | βT
0 X) = PT(Σ, β0)X, (2.2)

其中 β0 为 SY |X 的任意基矩阵, P (Σ, β0) = β0(β
T
0 Σβ0)

−1βT
0 Σ是基于内积 ⟨u, v⟩Σ = uTΣv 的投影矩阵.

除线性条件 (2.2) 外, 切片平均方差估计方法以及方向性回归方法等涉及更高阶矩的逆回归方法还要

求 X 满足常数方差条件:

Var(X | βT
0 X) = ΣP (Σ, β0), (2.3)

或将其放宽至 Var(X | βT
0 X)为 βT

0 X 的二阶多项式
[60],而三阶逆回归方法另外要求 X 满足对称条件

(参见文献 [89]). 这些条件也可改为对 X | Y 而非 X 的参数模型假设 (详见文献 [10, 14]). 在线性条

件 (2.2)和常数方差条件 (2.3)下,如何选择逆回归方法取决于数据量以及研究者是否接受相关正则化

假设等. 一方面, 切片逆回归方法需要 X | Y 具有不对称性, 以及当 Y 为离散变量或分类变量时其可

能结果的数量大于 SY |X 的维数 d. 而切片平均方差估计方法等高阶逆回归方法由于利用了数据里的

更多信息, 因此不需要这些正则化假设, 从而更有可能完整地估计 SY |X . 另一方面, 高阶逆回归方法

由于涉及更多参数, 因此除了额外要求常数方差条件 (2.3) 外, 对样本量的要求也更高. 此外, 不同的

逆回归方法也可结合使用 (参见文献 [87]). 更多细节可参见文献 [7, 41].

因为线性条件 (2.2) 和常数方差条件 (2.3) 等对 X 的参数假设, 逆回归方法在 Y | X 模型自由的
同时依然拥有简单易算、估计精确等优点. 然而, 这些假设同样给逆回归方法带来了应用范围上的争

议.一方面,当 X 满足适当的正则化假设且维数 p趋于无穷时,文献 [17,33]在 Bayes统计学框架下证

明了 (2.2) 和 (2.3) 对 Rp 中的任意低维子空间 S(β0) 几乎一致近似成立. 大量应用案例表明, 逆回归

方法也对这些条件具有良好的稳健性. 因此, 在高维数据情形下, 对 X 的参数模型假设不应对逆回归

方法的应用能力构成限制. 另一方面, 如果将 (2.2) 和 (2.3) 加强为对所有低维矩阵 β 均成立, 则 (2.2)
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要求 X 满足椭球分布, 而 (2.2) 和 (2.3) 共同要求 X 满足多元正态分布. 此外, 在高维数据情形下, 研

究者常常假设 SY |X 或者 β0 的稀疏性 (详见第 4 节). 该假设与文献 [17, 33] 中关于 β0 的连续型先

验分布假设相悖, 使得文献 [17, 33] 的 Bayes 近似理论无法适用. 鉴于这一争论, 文献 [21, 44] 将线性

条件 (2.2) 推广为对 E(X | βT
0 X) 的一般化参数模型假设或半参数假设, 而另一类主流的充分降维方

法致力于对 Y | X 和 X 均实现模型自由. 后者被称为最小平均方差估计 (minimum average variance

estimation) 类方法, 详见第 3 节.

除去关于 X 的分布假设的争议, 逆回归方法在高维数据等复杂情形下依然是最主要的充分降维

方法. 这是由于它们在估计精度和计算方面的优势, 尤其是与线性回归分析在形式上的相似性 (参见

文献 [5, 12, 51, 81, 97]). 作为代表, 切片逆回归方法在超高维稀疏数据情形 [5, 51,56,57,81,97] 和高维非稀

疏数据情形 [12,26,56,66] 下均得到了丰富的拓展. 第 4 节将详细介绍这些工作.

最后, 基于逆回归方法的候选矩阵 M , 对 SY |X 的定阶问题等价于利用 M̂ 估计 M 的秩. 传统定

阶方法研究 M̂ 的非显著特征值 (真值为零) 的渐近性质, 利用它们的渐近分布构造序贯假设检验 (参

见文献 [4,47,55]),或者利用 M̂ 的所有特征值由大到小排序所生成的碎石图,构造 Bayes信息准则 (参

见文献 [70,105]). 最新的定阶方法 [62, 63] 则基于自助法或引入白噪声变量等,利用 M̂ 的特征向量刻画

M 的秩, 并结合 M̂ 的特征值构造在 d 处取最小值的目标函数. 由于后者同时利用了 M̂ 的特征值和

特征向量所包含的定阶信息, 它们在理论上比传统方法更为精确, 同时避免了非退化的第一类错误和

调参稳健性等问题 (参见文献 [62]).

3 最小平均方差估计方法及估计方程方法

由 (1.2) 可知, 在回归分析场景中, 中心均值降维子空间 SE(Y |X) 的任意基矩阵 β0 可等价定义

为 E{Y − E(Y | βT
0 X)}2 的最小值点. 对后者的非参数估计自然生成了对 β0 或 SE(Y |X) 的模型自

由估计方法. 这一方法被称为最小平均方差估计 [85]. 记 Kh(·) : R 7→ R 为窗宽为 h 的一维核密度函

数,如 Gauss核 (2π)−1/2h−1 exp{−x2/(2h2)}. 记 (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)为数据中的观测值.对任意矩阵

β ∈ Rp×d, 利用局部线性回归构造对 E(Y | βTX) 的非参数估计, 从而以

n∑
i=1

[
min

ai∈R,bi∈Rd

n∑
j=1

{Yj − ai − bTi β
T(Xj −Xi)}

2
Kh(∥Xj −Xi∥2)

]
(3.1)

的最小值点 β̂ ∈ Rp×d 生成对 SE(Y |X) 的估计. 这一过程无需对 X 的分布作任何参数假设, 因此相比

较于逆回归方法适用于更一般的数据.

为了最小化 (3.1), 文献 [85] 提出了交替迭代最小二乘算法. 给定 β 的初始值后, 这一算法具有

很快的收敛速度. 然而, 由于 (3.1) 是 β 的非凸且奇异的函数, 所以它是否收敛到全局最小值点 β̂ 取

决于 β 初始值的相合性. 为此, 文献 [85] 提出了主梯度方法. 该方法先利用核均值估计方法近似

∂E(Y | X)/∂X, 得到 MOPG ≡ E[{∂E(Y | X)/∂X}⊗2] 的相合估计; 再取其前 d 个特征向量作为 β

的初值. 由于 ∂E(Y | X)/∂X = β0{∂E(Y | βT
0 X)/∂(βT

0 X)}T, 所以 MOPG 的列空间等于 SE(Y |X).

因此, 主梯度方法具有相合性. 同时, 由于仅涉及核均值估计和矩阵奇异值分解, 所以主梯度方法计

算简便. 因此, 这一方法为上述交替迭代最小二乘算法提供了合适的初始值. 基于最小平均方差估计

S(β̂), 文献 [85] 进一步将 (3.1) 中的权重项 Kh(∥Xj − Xi∥2) 替换为定义在低维实空间 S(β̂) 上的
Kh(∥β̂TXj − β̂TXi∥2), 从而更好地抓取每一个 Xi 的有效邻域. 相应的方法被称为精炼最小平均方差

估计方法 [85]. 通常, 研究者在应用中序贯地采用主梯度方法、最小平均方差估计方法、精炼最小平均
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方差估计方法. 这一序贯估计过程也被简称为最小平均方差估计方法, 其中对窗宽 h 的两次调参均基

于回归分析中经典的以最小均方误差为准则的交叉验证方法. 由于 SE(Y |X) 的维数 d 决定了 (3.1) 中

的参数数量, Ê(Y | β̂TX) 与 d 的关系符合常见的偏差 - 方差权衡现象, 即 Ê(Y | β̂TX) 在 d 被低估时

会欠拟合, 而在 d 被高估时会过拟合. 因此, 交叉验证方法也适用于对 SE(Y |X) 的定阶.

基于最小平均方差估计方法, 文献 [84] 将 Y 替换为对条件密度函数 f(Y | X = x) 在一系列

x 上的取值, 再集成所得的对 SE{f(Y |X=x)|X} 的估计, 从而将对 SE(Y |X) 的估计改造为对 SY |X 的

估计. 相应的方法被称为密度最小平均方差估计方法. 基于同一思路, 文献 [53] 将 Y 替换为一族

Fourier 变换 exp(itY ), 从而将其构造的对 SE(Y |X) 的估计改造为对 SY |X 的估计. 文献 [42] 将这一

思路推广为一般化的集成充分降维方法论: 假设 Ω(Y ) 是 L2(Y ) 的一个稠密线性子空间的一组基, 则

SY |X = S(
∪

ω(Y )∈Ω(Y ) SE{ω(Y )|X}). 从而, 可先估计每一个 SE{ω(Y )|X}, 再将其集成为对 SY |X 的估计.

由于 SY |X 是有限维线性空间, 在实际应用中研究者只需要采用 Ω(Y ) 的一个有限子集即可. 作为特

例, 若 Ω(Y )是基于 Y 的 Borel 域的所有示性函数 I(Y ∈ A)的集合, 则可采用 Y 的 H 个互补的切片

函数 I(YS = 1), . . . , I(YS = H). 从这个角度上, 集成充分降维方法也解释了第 2 节中提到的关于估计

SE(Y |X) 和估计 SY |X 的相关逆回归方法之间的联系,如最小二乘方法与切片逆回归方法的联系,以及

主 Hessian 方向方法与切片平均方差估计方法之间的联系等.

因为最小平均方差估计方法与逆回归方法的出发点不同, 且具有应用范围上的优势和计算方便

性上的劣势, 在前者发表以后的十年间, 研究者普遍认为两类方法互不相干. 它们之间的联系在 Luo

等 [64] 以及 Ma 和 Zhu [71–74] 等学者自 2012年以来的一系列文献中才得以揭示, 并且被统一在更一般

化的估计方程框架下. 对 SY |X , 文献 [71] 给出了一类正则化估计方法:

ΛTEn[[g(Y, β
TX)− Ê{g(Y, βTX) | βTX}][α(X)− Ê{α(x) | βTX}]] = 0, (3.2)

其中 Λ 为使得 (3.2) 有解的适当矩阵, En(·) 表示样本均值, g(·, ·) 和 α(·) 是任意的平方可积函数, 而

Ê{g(Y, βTX) | βTX}和 Ê{α(x) | βTX}的其中之一 (不必两者同时)须在 S(β) = SY |X 时是其真值的

相合估计,后者也被称为双重稳健性质 [71]. 在渐近意义下,估计方程 (3.2)包含了前述所有的逆回归方

法. 例如, 取 g(Y, βTX) = {I(YS = 1), . . . , I(YS = H)}T 或 {E(X | YS = 1), . . . , E(X | YS = H)}T, 取
α(X) = XT, 并在线性条件 (2.2) 下利用线性回归得到 E{α(X) | βTX} 的相合估计, 再基于上述双重

稳健性质令 Ê{g(Y, βTX) | βTX} ≡ 0, 则 (3.2) 是切片逆回归方法在渐近意义下的估计方程形式 (参

见文献 [71,73]). 当对 E{α(X) | βTX}假设一般化的参数模型或者半参数模型并基于双重稳健性质令
Ê{g(Y, βTX) | βTX} ≡ 0 时, (3.2) 则给出了前述文献 [21, 44] 对逆回归方法推广的渐近等价形式.

当充分降维的目标参数为 SE(Y |X) 时, 通过将 (3.2) 中的 g(Y, βTX) 限制为 Y , 文献 [71] 同样给

出了一类基于估计方程的半参数充分降维方法:

ΛTEn[{Y − Ê(Y | βTX)}[α(X)− Ê{α(x) | βTX}]] = 0, (3.3)

其中 Λ为使得 (3.3)有解的适当矩阵. 当 α(X) = X 且 Ê{α(x) | βTX}来自于局部线性估计时,该方法

在渐近意义下等同于最小平均方差估计方法 (收录于本文作者一篇未公开发表的论文); 当 α(X) = X

且线性条件 (2.2) 成立而 Ê{α(x) | βTX} 来自于线性回归时, 该方法等同于最小二乘估计; 当 α(X) =

X⊗2 且线性条件 (2.2) 和常数方差条件 (2.3) 同时成立时, 该方法等同于主 Hessian 方向方法. 对于前

述一般的泛函 T (Y | X), 文献 [64] 也构建了一般的估计方程框架以估计 ST (Y |X).

除了揭示最小平均方差估计方法和逆回归方法的联系, 以及构建统一的充分降维方法框架外, 文

献 [64,72,74]等还为这类方法建立了相应的渐近理论,从而证明了在一定的正则化条件下,充分降维方

1939



骆威: 充分降维的研究进展

法可在 Y | X 和 X 均为模型自由的前提下实现对 SY |X 或 SE(Y |X) (或简单理解为 β0)的
√
n相合估

计.相比较于逆回归方法因为限制 X 且形式简单而显然具有
√
n相合性,以及最小平均方差方法因为

形式复杂而容易被认为不具
√
n相合性,这些渐近理论回答了关于充分降维子空间的估计精度的根本

问题,证明了低维结构假设 (1.1)足以保证完全模型自由的精确统计分析.在此基础上,文献 [64,72,74]

分别对 SY |X 和 SE(Y |X) 以及一般的 ST (Y |X) 构造了渐近有效估计方法. 这些方法达到了半参数渐近

有效界, 因而是理论上的最优方法. 类似于最小平均方差估计方法, 基于 (3.2) 的对 SY |X 的定阶问题

以及基于 (3.3) 的对 SE(Y |X) 的定阶问题也可利用交叉验证方法.

尽管具有理论上的诸多优势, 但是 (3.2) 和 (3.3) 的求解过程一般需要涉及非凸优化算法. 因此,

基于估计方程的充分降维方法在高维数据场景下会遭遇计算成本上的瓶颈. 这也是目前该类方法悬而

未决的主要问题. 利用深度神经网络等机器学习工具来拟合 E{g(Y, βTX) | βTX} 和 E{α(X) | βTX},
也许会是一个有效的途径, 相关工作可参见文献 [37].

4 高维场景下的充分降维

如第 2 节所言, 在高维数据场景下, 逆回归方法是现实可行的充分降维方法. 简单的切片逆回归

方法已在过去十几年得到了丰富的发展.在渐近统计理论中,高维数据是指 X 的维数 p随着样本量 n

增加而趋于无穷的数据. 如果存在固定的 k > 1,使得 p趋于无穷的速度至少为 exp(n/k),则这样的数

据被称为超高维数据 [25].

在基因组学和生物学等许多应用场景中, X 对 Y 的作用普遍被认为或被验证具有稀疏性,即存在

X 的一部分变量 XA, 称为激活子集, 使得

Y ⊥⊥ X | XA. (4.1)

尽管 XA 未知, 但在线性回归等统计模型中, 研究者已经证明了对激活子集 XA 的变量选择过程不会

对后续统计分析带来渐近意义下的显著影响 (oracle 性质). 因此, 在稀疏性假设 (4.1) 下, 可粗略认为

只需要对 (Y,XA) 这一低维数据建模, 从而提高数据分析精度. 结合 (1.1) 和 (4.1), 稀疏充分降维假设

存在稀疏且低维的 SY |X , 其任意基矩阵 β0 中只有一部分行 (对应于 XA) 非零. 稀疏充分降维方法的

目的在于构造 SY |X 的稀疏且相合的估计.

在高维稀疏数据场景下, 基于惩罚最小二乘估计方法的线性回归分析得到了长足的发展 (参见文

献 [24,25,82,98,108]), 并衍生出了稀疏主成分分析 [108] 等相关统计方法. 由于后者可直接推广为对一

般矩阵型参数的稀疏估计,文献 [51]将其改造为稀疏逆回归方法,将 M̂ 的特征分解改写为最小二乘形

式, 再加入惩罚项. 文献 [5] 提出, 由于充分降维的目标参数是中心降维子空间, 而非其任一基矩阵 β0,

该惩罚项必须是以矩阵 β ∈ Rp×d 的每一行为组别的分组惩罚函数,从而保证所得的稀疏矩阵估计在任

意可逆列变换下具有不变性. 例如,可取惩罚函数为分组 LASSO (least absolute shrinkage and selection

operator) 函数

ρλ(β) = λ

p∑
i=1

∥βi·∥2, (4.2)

其中 λ 为该函数的权重, βi· 为 β 的第 i 行, ∥ · ∥2 表示向量的 Euclid 范数. 由于逆回归方法的候选矩

阵M 普遍涉及 X 的协方差矩阵的逆矩阵 Σ−1,此类直接基于 M̂ 的稀疏逆回归方法无法应用于 p > n

的情形.
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鉴于上述高维惩罚最小二乘方法的蓬勃发展,稀疏逆回归方法的另一思路是将 M (而非其特征分

解) 重写为最小二乘的形式. 例如, 由 (2.1) 可得, 切片逆回归方法可被重写为

ΣB0 = E(XY⃗S), (4.3)

其中 Y⃗S = {I(YS = 1), . . . , I(YS = H)}. 显然, B0 ∈ Rp×H 具有与 MSIR 相同的列空间, 因此在线性条

件 (2.2) 以及其他正则化条件下同样生成了 SY |X . 通过将 (4.3) 进一步改写为

min
B∈Rp×H

E(∥Y⃗S −BTX∥2

2), (4.4)

切片逆回归方法也具有最小二乘的形式. 由于 H 的取值必须大于 d, 为减少参数数量, 文献 [75] 将

(4.4) 中的参数 B 限定为 βA, 其中 β ∈ Rp×d, A ∈ Rd×H , 再引入惩罚项 (4.2). 相应的惩罚最小二乘估

计在超高维数据情形下依然具有相合性. 然而, 由于目标函数是 (β,A) 的非凸函数, 该方法在计算上

存在劣势. 文献 [81] 部分解决了这一问题, 其思路是以 β0 的投影矩阵作为目标参数, 以所有 p 维半

正定矩阵的集合作为参数空间, 从而实现凸优化. 由于该方案中优化问题的参数数量从 O(p) 提升到

O(p2),因此在计算性能上仍有不足. 最近,文献 [97]直接利用 (4.4)构造了以 B ∈ Rp×H 为参数的惩罚

凸优化估计方法, 实现了超高维场景下对 SY |X 的简便易算的相合估计. 此外, 在 p = o(n2) 的高维场

景下, 文献 [57] 也基于类似思路提出了 LASSO 切片逆回归方法. 关于高阶逆回归方法的稀疏高维调

整可参见文献 [69, 75,83], 此处不再赘述.

早期的超高维稀疏数据分析并非基于惩罚最小二乘估计方法, 而是采用特征筛选方法 [25, 104]. 在

实际应用中, 针对 p 远大于 n 的情形 (如 p ≈ 106, n ≈ 103), 特征筛选方法因为形式简单, 目前依然是

主流的数据降维方法. 如果在 (1.1) 中限制 β0 为 p 维单位矩阵的列的子集, 则充分降维假设 (1.1) 等

价于数据稀疏性假设 (4.1). 相应地,前述充分降维方法可被改造为模型自由的变量选择方法或者特征

筛选方法. 相关工作包括基于切片逆回归方法和 Dantzig选择器的迹追踪方法 [96],基于文献 [96]并利

用对 Σ−1 的 l1 最小化估计, 从而改进了 MSIR 估计的边际切片逆回归方法 [95], 以及基于 Σ 的稀疏性

假设的 DT - 切片逆回归方法 [56]. 在这些模型自由方法的加持下, 可对所得的低维数据进一步应用常

规的充分降维方法, 从而分两步实现超高维稀疏数据的充分降维.

关于上述稀疏充分降维方法的发展, 在综述文献 [54] 中也有详尽的总结与讨论, 供读者参考.

在经济学等一些高维数据分析场景中, 稀疏性假设 (4.1) 被普遍认为不再成立. 例如, 如果用某地

过去一段时间的日均房价 (X) 来预测其明天的房价 (Y ), 则 X 中各变量对 Y 的影响理应呈现按时间

倒序而总体缓慢衰减但全部非零的特点. 针对这些高维非稀疏数据, 文献 [12] 讨论了以切片逆回归方

法为代表的一类充分降维方法的渐近性质; 文献 [56] 给出了切片逆回归方法的适用范围, 即 p = o(n);

对一类弱奇异性高维非稀疏数据,文献 [26]提出了先应用主成分分析再应用切片逆回归方法的两步充

分降维方法; 基于文献 [26,66]放宽了对数据的弱奇异性限制,并将第二步中的切片逆回归方法推广为

一般逆回归方法.

本文作者认为,由于高维数据分析的精髓在于对数据结构作合理假设以大幅降低统计建模所需要

的参数数量 (暂时忽略机器学习中的良性过拟合现象),充分降维方法在不同的高维场景下仍有很大的

发展空间.

5 充分降维在因果推断中的应用

如第 1 节所述, 由于观察性数据在实际应用中普遍存在, 因果推断是统计学研究的热门问题. 假

1941



骆威: 充分降维的研究进展

设关注某二分干预变量 (原因) 对某数值型响应变量 (结果) 的因果作用, 例如, 是否服药对特定患者

的康复时间的影响, 以及是否施行新政对未来经济走势的影响等, 对观察性数据直接进行统计分析往

往会导致错误甚至相反的因果结论. 因此, 因果推断也以其复杂性闻名. 记二分干预变量为 T , 其中

T = 0 表示相应观测点未接受干预 (对照组), T = 1 表示相应观测点接受了干预 (实验组, 尽管这不是

随机实验). 在潜在结果变量框架这一因果推断研究的主流范式下, 将响应变量 Y 理解为两个潜在的

结果变量 Y0 和 Y1, 其中 Y0 表示观测点未接受干预 (T = 0) 时对应的结果, 而 Y1 表示观测点接受了

干预 (T = 1) 时对应的结果. 干预变量 T 对响应变量 Y 的因果效应可表示为 Y1 − Y0. 为了排除随机

因素的干扰, 通常关注平均因果效应 E{Y1 − Y0} 或者条件因果效应 E{Y1 − Y0 | X}. 后者中的 X 表

示观测点的个体特征, 因此后者也常常是个性化因果推断的目标参数.

由于数据中的每个观测点只能取值 T = 0 或 T = 1, 两个潜在结果变量 Y0 和 Y1 均部分缺失. 为

了正则化它们的缺失机制, 研究者通常采用可忽略性假设 (参见文献 [77]), 即对于 t = 0, 1, 有

Yt ⊥⊥ T | X. (5.1)

在此假设下, 每个观测点取值 T = 0 或者 T = 1 与该观测点对 Y0 和 Y1 的取值均无关. 此外, 研究者

还需要假设公共支撑条件: 令 π(X) = P(T = 1 | X) 为给定 X 后 T = 1 的概率, 则

P(0 < π(X) < 1) = 1. (5.2)

通常, π(X) 也被称为倾向得分函数. 基于 (5.1) 和 (5.2), 条件因果效应可被重写为

E(Y1 | X,T = 1)− E(Y0 | X,T = 0) 或 E

{
TY1

π(X)

∣∣∣∣X}
− E

{
(1− T )Y0

1− π(X)

∣∣∣∣X}
, (5.3)

从而可由观测到的数据得到相合估计. (5.3) 中的前者被称为结果变量回归分析 [76], 后者被称为逆概

率加权分析; 两者也可结合, 实现对条件因果效应的双重稳健估计 [2] 以及渐近有效估计 [78]. 对 (5.3)

取均值后, 这些方法也可用于估计平均因果效应.

与一般的统计学问题相同, 当 X 的维数较大时, 基于 (5.3) 的因果推断方法会遭受 “维数灾难”.

因为充分降维方法具有模型自由的特点, 所以恰当地应用充分降维可改进因果推断的精确度和可信

度. 在上述可忽略性假设和公共支撑条件下, 相关研究始于文献 [29], 其提出对 T | X 应用充分降

维, 从而获得对倾向得分函数 π(X) 的低维非参数估计, 再利用 (5.3) 中的逆概率加权分析估计平均

因果效应. 此后, 文献 [68] 对 (5.3) 中的结果变量回归分析应用充分降维, 即在相应的低维结构假设

下, 分别估计 E(Y1 | X,T = 1) 和 E(Y0 | X,T = 0) 的中心均值降维子空间. 这一工作探讨了在

渐近意义下充分降维对因果效应估计的改进作用 [102], 并引发了在高维数据场景下, 利用充分降维实

现精确可信的因果推断的研究热潮 (参见文献 [36, 65, 67, 69, 69]). 文献 [36, 69] 对 T | X, Y0 | X 和
Y1 | X 均应用了充分降维, 再合并所得低维自变量; 为了提高降维效率, 文献 [65] 构造了新的结果变

量 TY1/π(X)− (1− T )Y0/{1− π(X)}, 再对此应用充分降维; 文献 [69] 构造了稀疏主 Hessian 方向估

计方法, 并以此实现了超高维数据情形下因果效应的相合估计.

当研究者只关注平均因果效应时, 类似 (5.1), 降维所得的低维自变量只需要满足

Yt ⊥⊥ T | βT
t X, t = 0, 1. (5.4)

从而, 可效仿 (5.3) 将平均因果效应写为 E{E(Y1 | βT
1 X,T = 1)− E(Y0 | βT

0 X,T = 0)}. 在可忽略性假
设 (5.1) 下, SYt|X 的任意基矩阵以及 ST |X 的任意基矩阵均满足 (5.4). 因此, 上一段提到的诸多降维
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方法都可看作是以 Yt ⊥⊥ X | βTX 或 T ⊥⊥ X | βTX 为途径实现 (5.4) 这一最终目标. 然而, 这些方法

需要在 (5.4) 之外假设 Yt | X 或 T | X 的低维结构, 而且所得低维自变量无法保证达到 (5.4) 所允许

的最低维数, 从而无法最大化降维所带来的收益 (详见文献 [61]). 基于这些局限性, 文献 [61] 将 (5.4)

视为全新的降维问题, 并初步构建了相应的理论框架和估计方法. 由于满足 (5.4) 的最低维线性空间

通常不唯一, 文献 [61] 引入了局部有效降维子空间的集合作为目标参数族. 在类似线性条件 (2.2) 和

常数方差条件 (2.3) 的假设下, 文献 [61] 指出这一目标参数族可等价表示为方程

MT
Yt
ΣP (Σ, β)MT = MT

Y ΣMT (5.5)

的解空间, 其中 MYt 和 MT 分别是对 Yt | X 和 T | X 应用逆回归方法所得的候选矩阵. 基于 (5.5) 的

降维方法被称为双重逆回归方法. 该类方法具有对 (Y0, Y1, T ) | X 模型自由、不假设 (Y0, Y1) | X 或者
T | X 的低维结构,以及所得低维自变量达到 (5.4)所允许的最低维数等优点. 文献 [61]同时讨论了局

部有效降维子空间的唯一性的充分必要条件. 基于双重逆回归方法, 对局部有效降维子空间的定阶问

题可应用文献 [62, 63] 等方法. 由于 (5.4) 比只涉及单个响应变量的一般充分降维 (1.1) 更加复杂, 相

关工作还处于初始阶段.

由于可将潜在结果变量 Yt 看成普通的存在部分缺失的响应变量,以及直观上缺失数据 YtI(T = t)

与删失数据 min{Y,C} 具有相似性, 上述工作与缺失数据分析场景下的充分降维 [20, 22,31] 以及生存分

析场景下的充分降维 [19] 存在天然联系. 近年来, 因果推断方法的发展着重于融入更广泛的现实场景,

包括可忽略性假设 (5.1) 不成立或者干预变量 T 为连续型变量等复杂情形. 对于前者, 常见的思路包

括引入工具变量 [1] 或代理变量 [16] 等. 充分降维需作适当调整, 以契合相应的数据结构假设, 从而使

这些方法在保留原有优势的基础上, 适用于高维数据场景. 本文作者认为这也是充分降维在因果推断

场景下新的发展方向.

6 非线性充分降维

如本文开头所述, 充分降维的另一个发展方向是非线性充分降维 [28, 39,46], 即假设存在低维函数

R(X), 使得

Y ⊥⊥ X | R(X). (6.1)

这一假设推广了线性充分降维假设 (1.1), 并在同方差回归分析等情形自动成立 (R(X) = E(Y | X)),

因此具有广泛的应用场景. 类似 (1.1), (6.1) 对 R(X) 的任意可逆变换均成立. 为保证目标参数的可识

别性, 文献 [39] 将 (6.1) 视为对 R(X) 生成的 σ 域的刻画, 并在广泛的正则化条件下证明了满足 (6.1)

的最小 σ 域的唯一性. 这一 σ 域被称为中心降维 σ 域. 它是非线性充分降维的目标参数, 也是对线性

充分降维中的目标参数 SY |X 的自然推广.

类似线性充分降维, 为方便估计中心降维 σ 域, 非线性充分降维方法通常引入中间参数. 由于

R(X) 可理解为连接 X 的函数空间与 Y 的函数空间的桥梁, 这一中间参数通常是两个函数空间之间

的算子. 该算子须满足其值域内所有函数所生成的 σ 域等于中心降维 σ 域. 例如, 在线性充分降维的

特殊情形下, 切片逆回归方法对应的算子将 I(YS = i) 映射为 X 的线性函数 XTΣ−1E{XI(YS = i)}.
因此, 这一思路也是线性充分降维中逆回归方法的自然推广.

目前, 主流的非线性充分降维方法将 X 的函数空间取为再生核 Hilbert 空间, 从而构造相应的算

子 (参见文献 [28, 34, 39, 41, 42, 88]). 由于再生核 Hilbert 空间特殊的内积运算, 上述线性算子在 Riesz
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表示定理下具有简单的 (可数维) 矩阵表示形式. 这一表示形式也常被称为核技巧 (the kernel trick).

例如, 记 KX 为 X 的某内积函数空间, 记 KY 为 Y 的某函数空间, 则广义 (非线性) 切片逆回归方

法 [39,41] 对应的算子为 Σ−1

XXΣXY AY : KY → KX , 其中算子 ΣXX : KX → KX 和 ΣXY : KY → KX 的

定义分别为, 对任意的 f(X), g(X) ∈ KX 和任意的 ℓ(Y ) ∈ KY , 都有

⟨f(X),ΣXXg(X)⟩X = E{f(X)g(X)}, ⟨f(X),ΣXY ℓ(Y )⟩X = E{f(X)ℓ(Y )},

而 AY 是任意定义的 KY → KY 的可逆算子. 如果 KX 是由核函数 kX(·, ·) : Rp × Rp → R 生成的 X

的再生核 Hilbert 空间, 且 KY 是由核函数 kY (·, ·) : R × R → R 生成的 Y 的再生核 Hilbert 空间, 且

另取 AY ≡ Σ−1/2

Y Y 使得 ⟨f(Y ), A−1

Y A−1

Y g(Y )⟩Y = E{f(Y )g(Y )}对于任意 f(Y ), g(Y ) ∈ KY 均成立,则算

子 Σ−1

XXΣXY AY 在坐标系 [{kX(·, X1), . . . , kX(·, Xn)}, {kY (·, Y1), . . . , kY (·, Yn)}] 下具有矩阵表示形式:

(GX + λnIn)−2GX(GX + λnIn)−1GXGY (GY + λnIn)−1G1/2

Y , 其中 λn 是趋于零的常数序列; In 表示 n

维单位矩阵; GX = QKXQ, GY = QKY Q, 这里 KX , KY 和 Q 均为 n × n 维矩阵, KX 的第 (i, j) 位

置元素为 kX(Xi, Xj), KY 的第 (i, j) 位置元素为 kY (Yi, Yj), Q = In − n−1(1, . . . , 1)T(1, . . . , 1). 广义

切片平均方差估计方法等其他非线性充分降维方法的算子形式和矩阵表示形式也可类似得出 (参见文

献 [39, 60]).

从核技巧的角度出发,非线性充分降维理论与方法也可粗略地理解为先对 X 升维,再进行线性充

分降维: 假设 (6.1) 中的 R(X) 属于 X 的某线性函数空间 (该空间通常包含 X 的非线性函数, 因此维

数远大于 p),则先将自变量从 X 升维到该函数空间的一组基函数,如上述 kX(·, X1), . . . , kX(·, Xn),再

对升维后的数据应用逆回归方法等线性充分降维方法.

不同于线性充分降维理论, 非线性充分降维理论目前仍有许多基础问题仍待探讨. 例如, 在以中

心降维 σ 域为目标参数的框架下, 如何定义 (6.1) 中 R(X) 的维数? 当中心降维 σ 域无法用低维光滑

函数生成时,如何平衡 R(X)与给定函数空间 KX 的近似误差以及 KX 自身复杂性所引起的估计误差

(也称偏差 - 复杂度权衡)? 此外, 非线性充分降维方法与机器学习中的表征学习 [3] 和流形学习 [58] 密

切相关. 机器学习算法的最新进展, 如深度神经网络等工具, 也可替代上述再生核 Hilbert 空间, 从而

引出计算性能更好的非线性充分降维方法 [35].

7 讨论与展望

因篇幅所限, 本文未能回顾所有充分降维研究的重要工作, 包括但不限于如下工作.

• 在逆回归方法的最小二乘等价形式中, L2 损失函数也可换成其他损失函数, 如 L1 损失函

数、hinge 损失函数和 Kullback-Leibler 散度, 从而得到稳健切片逆回归方法 [23]、主支持向量机 [42]

和加权主支持向量机 [80] 等对 X 中的异常值稳健的充分降维方法, 以及基于似然函数估计的充分降

维方法 [11, 91,92] 及更一般化的方法类 [101]; 另一种稳健逆回归方法的思路则是在保持其相关系数矩阵

不变的前提下, 对 X 作适当的压缩变换, 详见文献 [23, 59].

• 当数据的观测点具有复杂的网络结构而非相互独立时, 文献 [103] 建立了逆回归方法的渐近

理论.

• 当 X 中的部分变量不参与降维过程, 也就是 X = (W,Z) 而降维所得低维自变量为 (βTW,Z)

时, 充分降维可调整为部分充分降维 [6, 27,43]. 这一概念可被推广至低维变量为 (βTW,γTZ) 的分组充

分降维 [52].
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•当 X 包含随机观测误差, 使得我们只能观测到 X + ε时, 文献 [48]提出了 SY |X 的不变性理论,

并据此提出了 SY |X 可估的充分条件; 这一不变性理论在文献 [26, 66] 中被推广;

• 当 X 中部分变量存在缺失值时, 基于类似 (5.1) 的可忽略性假设, 文献 [53,86] 利用逆概率加权

调整了逆回归方法和最小平均方差估计方法.

• 当 X 具有矩阵或者张量形式时, 充分降维所得自变量可调整为 αTXβ 等, 详见文献 [18,41,45].

• 当 X 为函数型随机变量时, 文献 [40, 46] 等提出了相应的非线性充分降维理论与方法.

• 当 Y 为某非 Euclid 度量空间中的随机个体, 如概率分布时, 文献 [94, 99, 100] 等提出了相应的

充分降维理论与方法.

• 除因果推断外, 充分降维也被诸多学者用于构造模型自由的假设检验方法, 如关于 X 中各变量

对 Y 作用的显著性的假设检验方法 [9] 和在高维情形下的拓展 [30], 以及关于单指标参数模型的假设

检验方法 [32] 等.

在此, 本文作者也希望读者能海涵本文的所有纰漏.

在高维复杂数据日益普及的背景下, 充分降维依然是实现模型自由精确统计分析的重要途径. 在

机器学习研究的推动下, 非线性充分降维理论与方法似乎将成为充分降维发展的主流之一. 同时, 如

何与因果推断等诸多统计学研究问题有效结合, 也将丰富充分降维的理论与方法, 并提高充分降维的

应用价值. 如第 5 节所述, 后者尚处于起步阶段.
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Some recent advances in sufficient dimension reduction

Wei Luo

Abstract Sufficient dimension reduction (SDR) is a main stream of the dimension reduction technique in
modern statistical research. It aims at replacing the original predictor X in the data with some reduced predictor
βTX without loss of information for modeling the response Y . In this paper, we briefly review the literature of
SDR, including its basic theory and major types of methods such as the inverse regression methods, the minimum
average variance estimation, and the semi-parametric methods based on estimating equations. We also review
some recent advances including the sparse and non-sparse SDR methods under high-dimensional settings, the
application of SDR in causal inference, and nonlinear SDR.
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