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摘要 本文通过对偶变分方法研究球面上关于赤道平面奇对称点涡对的去奇异化问题.对于任意给定

的满足一定条件的单增涡流依赖函数, 本文通过对能量 -冲量以及单调函数之原函数的对偶凸函数构

成的 Casimir 泛函在特定集合上的变分, 构造球面上不可压缩 Euler 方程的一簇旋转解, 这些解关于

赤道平面奇对称. 随着 ε→ 0,这些解在测度意义下收敛到一组奇对称的旋转点涡对,本文对该点涡对

的位置的纬度给出精确的刻画.

关键词 Euler 方程 对偶变分方法 去奇异化
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1 引言

1.1 背景

Euler 方程是描述不可压无黏理想流体的经典方程, 自提出以来便成为数学物理的重要研究问题

之一.尽管在 Euclid区域内已有丰富的成果,但在一般的曲面—特别是单位球面 S2—上的行为却因丰
富的几何约束对经典分析方法构成挑战.

考虑单位球面 S2 上具有单位密度的理想不可压缩无黏流体. 该流体的运动可以由包含速度项和

压力项的如下 Euler 方程来描述:∂tv +∇vv = −∇P, ∀ t ∈ R, x ∈ S2,

divv = 0,
(1.1)

其中 S2 是 R3 中球心在原点的单位球, 在直角坐标系下可表示为

S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 = 1}, (1.2)
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或采用球面坐标 (ϕ, θ), 可表示为

x1 = cos θ cosϕ, x2 = cos θ sinϕ, x3 = sin θ, (ϕ, θ) ∈ [0, 2π)×
[
− π

2
,
π

2

]
, (1.3)

其中 θ 为纬度, ϕ 为经度. (1.1) 中 v(t,x) ∈ TxS2 是速度项, P (t,x) 表示标量压力场, ∇ 是梯度算子,

∇v 是沿着 v 方向的协变导数, div 是散度算子. S2 上的度量取 R3 空间中的标准度量.

由于速度场 v 是散度为零的, 因此存在一个流函数 (stream function) ψ : S2 7→ R 使得

v := J∇ψ, (1.4)

其中 J 表示在切平面上逆时针方向旋转 π/2.

涡函数 (vorticity function) ω 是研究 Euler 方程的一个重要物理量, 定义如下:

ω := div(Jv). (1.5)

由 Gauss-Green 公式, 有 ∫
S2
ωdσ = 0. (1.6)

流函数 ψ 和涡函数 ω 满足如下的 Poisson 方程:

−∆S2ψ = ω, (1.7)

其中 ∆S2 是球面 S2 上的 Laplace-Beltrami 算子. 在相差常数意义下, 可以假定∫
S2
ψdσ = 0. (1.8)

−∆S2 的 Green 函数在相差常数的意义下可以记为

G(x,y) = − 1

2π
ln |x− y|, (1.9)

其中 |x− y| 是 R3 空间中 x 和 y 的 Euclid 距离. 给定涡函数 ω : S2 7→ R, 可以通过 Biot-Savart 定律

将 ψ 表示为

ψ = Gω(x) :=
∫
S2
G(x,y)ω(y)dσy = − 1

2π

∫
S2
ln |x− y|ω(y)dσy. (1.10)

这里 Gω 满足
−∆S2Gω = ω − 1

|S2|

∫
S2
ωdσ. (1.11)

由于
∫
S2 ωdσ = 0, 因此有

−∆S2Gω = ω,

∫
S2
Gωdσ = 0. (1.12)

将算子 divJ 应用到 (1.1) 的第一个方程, 得到球面上 Euler 方程的涡度形式:

∂tω + v · ∇ω = 0. (1.13)

将速度用涡函数来表示, 可以将方程 (1.13) 改写为完全用涡函数 ω 表示的如下形式:
∂tω + J∇Gω · ∇ω = 0,

Gω(t,x) = − 1

2π

∫
S2
ln |x− y|ω(t,y)dσy.

(1.14)
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与平面上的 Euler 方程情形类似, 动能、冲量以及沿着涡线输运的涡量也是球面上 Euler 方程的

守恒量, 具体可表述如下:

E(ω(t, ·)) = E(ω(0, ·)), ∀ t ∈ R, E(ω) :=
1

2

∫
S2
ωGωdσ,

I(ω(t, ·)) = I(ω(0, ·)), ∀ t ∈ R, I(ω) :=

∫
S2
x3ωdσ,

ω(t, ·) ∈ Rω(0,·), ∀ t ∈ R,

(1.15)

其中 E(ω) 表示流体的动能, I(ω) 可以认为是流体平行于赤道的线性冲量.

球面上的 Euler 方程不仅仅是平面情形的一个形式推广, 其流体动力学研究构成了现代大气环流

与海洋环流地球物理模型的基础,相关研究可追溯至地球流体动力学中的奠基性工作,尤其是 20世纪

中期, 为理想化大气模拟而发展出的正压模型 (barotropic model) [16]. 该模型由无散流动下的标量涡

度守恒输运所控制, 尽管在天气预报中的预测能力有限, 但仍是理论分析的重要基础. 在数学上, 球面

二维流体运动的方程的研究可参见文献 [3, 5, 20,29,37] 等工作.

基于与平面情形类似的守恒律,通过能量方法可以建立 Hs (s > 2)中的局部存在性,而利用 Beale-

Kato-Majda (BKM) 理论可以进一步证明全局适定性. 关于存在性的详细讨论, 可参见文献 [32, 36].

稳定性问题是地球物理与海洋环流动力学中的核心研究方向之一,这方面的结果可参见文献 [2,15,17,

18,29,32] 及其中引用的文献.

1.2 奇对称解与旋转解

奇对称解和旋转解是球面上 Euler 方程的两类重要的解, 下面引入一些记号来介绍这两类解. 记

球面的北极和南极分别为 N = (0, 0, 1) 和 S = (0, 0,−1), 则北半球和南北球可表示为

S2+ := {x = (x1, x2, x3) ∈ S2 | x3 > 0}, S2− := {x = (x1, x2, x3) ∈ S2 | x3 < 0}. (1.16)

球面上两点 x,y ∈ S2 的测地距离可记为 dist(x,y), 记 Br(x) 为中心在 x 处半径为 r 的测地圆

盘, 即

Br(x) := {y ∈ S2 | dist(x,y) < r}. (1.17)

方程 (1.14) 的奇对称解 ω(t,x) 是满足如下条件的解:

ω(t,x) = −ω(t,x′), ∀x ∈ S2, (1.18)

其中 x′ 是 x 关于赤道平面的对称点, 即若

x = (x1, x2, x3),

则有

x′ = (x1, x2,−x3).

在奇对称的设定下, 只需要考虑上半球面 S2+ 上的如下 Euler 方程:
∂tω + J∇G+ω · ∇ω = 0,

G+ω(x) :=

∫
S2+
G+(x,y)ω(y)dσy =

1

2π

∫
S2+

ln
|x− y′|
|x− y|

ω(y)dσy,
(1.19)
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其中

G+(x,y) =
1

2π
ln

|x− y′|
|x− y|

(1.20)

为上半球面 −∆S2+ 带有零边值条件的 Green 函数, G+ω(x) 为相应的 Green 算子, 满足

−∆S2+G+ω = ω, ω|∂S2+ = 0. (1.21)

容易验证:

• 若 ω 是方程 (1.14) 的一个奇对称解, 则 ω 在 S2+ 上的限制满足方程 (1.19);

• 若 ω 是 (1.19) 的解, 则其奇延拓是方程 (1.14) 的解.

旋转解构成了球面上 Euler方程的一类重要的解. 取 α ∈ R以及单位向量 p ∈ R3,将点 x绕向量

p 旋转 α 得到的新向量记为 Rp
αx. 方程 (1.19) 的一个绕极轴 e3 = (0, 0, 1) 旋转的解可记为

ω(t,x) = v(Re3

−λtx), (1.22)

其中 v : S2+ 7→ R, λ 是一个表示旋转角速度的常数. 则 v(Re3

−λtx) 是方程 (1.19) 的解当且仅当 v 满足

J∇(G+v − λx3) · ∇v = 0. (1.23)

我们可以通过如下的 Rodrigues 旋转公式验证上述事实:

Rpαx = (cosα)x+ sinα(p× x) + (1− cosα)(x · p)p, x ∈ R3. (1.24)

方程 (1.23) 的弱解满足∫
S2+
vJ∇(G+v − λx3) · ∇ξdσ = 0, ∀ ξ ∈ C∞

c (S2+). (1.25)

由标准的椭圆方程正则性理论和 Sobolev 嵌入定理 [21] 可知, 当 v ∈ L
4
3 (S2+) 时, 上述积分 (1.25) 有

意义.

1.3 球面上的点涡

与平面区域上的 Euler 方程类似, 当涡度支集集中在一个非常小的区域内时, 物理上可以将其理

想化为一个点涡. 这种理想化处理能够简化问题, 揭示现象的本质, 并在多个数学学科之间建立联系.

点涡问题是流体力学中的一个基本研究课题,起源于 Helmholtz [22], Kirchhoff [23] 和 Thomson [33] 的开

创性研究, 后来得到了 Lin [24] 等学者的进一步发展. 近年来, 球面上点涡问题引起了数学家的广泛关

注, 关于球面上点涡动力学的系统性论述可以参见 Newton 的专著 [26].

球面上 S2 位于 x1, . . . ,xN 的 N 个点涡, 设其涡度强度分别为 κ1, . . . , κN , 则它们的演化服从如

下的常微分方程组:

dxi
dt

=
N∑

j ̸=i,j=1

κjJ∇xG(x,xj)|x=xi , i ∈ 1, . . . , N, (1.26)

这里 G 是由方程 (1.9) 给出的 Green 函数. 球面上的点涡系统可以与平面上的系统统一由如下数学

形式刻画:
dxi
dt

=
∑
j ̸=i

κj
2π

xj × xi
|xi − xj |2

, i ∈ 1, . . . , N. (1.27)
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系统的 Hamilton 量定义为

H(x1, . . . ,xN ) = − 1

2π

∑
i<j

κiκj ln |xi − xj |. (1.28)

相应地, 涡度中心定义为

M(x1, . . . ,xN ) =
N∑
i=1

κixi. (1.29)

与平面上的点涡系统相似, 上述物理量也是球面上点涡系统 (1.27) 的守恒量.

在球面上寻找多个点涡问题的显式解通常很难, 两个点涡即涡对的情形得到了更广泛的关注, 其

研究可追溯至 Pocklington 1895 年的开创性工作 [28]. 对关于 z 轴旋转且具有相等涡量的两个点涡系

统, 设 κ1 = −κ2 = κ, 方程 (1.27) 变为

dx1

dt
=
κ2
2π

x2 × x1

|x1 − x2|2
,

dx2

dt
=
κ1
2π

x1 × x2

|x1 − x2|2
. (1.30)

记初始值为 x1(0) = (
√
1− z20 cosϕ0,

√
1− z20 sinϕ0, z0),

x2(0) = (
√
1− z20 cosϕ0,

√
1− z20 sinϕ0,−z0),

(1.31)

其中 ϕ0 ∈ R 且 z0 ∈ (0, 1], 则由上述守恒量 H 和M 容易验证方程 (1.30) 的解可显式表达为x1(t) = (
√

1− z20 cos(λt+ ϕ0),
√
1− z20 sin(λt+ ϕ0), z0),

x2(t) = (
√

1− z20 cos(λt+ ϕ0),
√
1− z20 sin(λt+ ϕ0),−z0),

(1.32)

这里 λ 由下式给出:

λ =
κ

4πz0
. (1.33)

关于点涡的更多相关结果可参见文献 [2, 4, 19,27] 及其中的参考文献.

1.4 问题描述及主要结果

一个引人关注的问题是, 如何在数学上构造 Euler 方程的集中涡解簇, 使其收敛到点涡解? 这个

问题被称为点涡的去奇异化 (desingularization).

在平面情形关于点涡的去奇异化已有大量文献. 在演化情形, Caprini 和 Marchioro [14] 以及 Mar-

chioro [25] 研究了在初始数据光滑且接近于 k 个点涡时 Euler 流中涡度的演化过程. 对于稳态情形, 受

Arnold的对偶变分原理启发, Turkington [34] 构造了位于点涡附近的全局涡补丁解,其方法被称为涡方

法 (vorticity method). 处理去奇异化问题的另一类方法称为流函数方法, 该方法主要聚焦于流函数及

其相关的半线性椭圆方程. Smets 和 Van Schaftingen [30] 利用山路引理在不同情形下对稳态点涡进行

了去奇异化. Cao 等 [11] 通过对流函数的奇异摄动研究了平面 Euler 方程中的涡补丁问题. 更多相关

的结果可参见文献 [7, 10, 12,13,31].

目前关于球面上点涡去奇异化的研究结果相对较少. 据我们所知, 唯一相关的工作是文献 [9]. 该

文献通过在给定涡函数的重排类上应用涡方法实现了沿赤道平面奇对称涡对旋转解的去奇异化. 该工

作表明, 涡函数的变分极大元对流函数表现出单调非减的依赖关系 (我们称之为涡流依赖函数), 但通

常无法显式给出涡函数与流函数的依赖形式,因此也无法判断通过涡方法获得的解是否与流函数方法
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得到的解一致. 一个自然的问题是, 对于任意一个单调非减的函数 f , 能否构造相应的球面上 Euler 方

程的解, 使得相应的涡函数 v 和流函数 ψ 具有相应的依赖关系 v = f(ψ)? 本文对该问题给出了肯定

的回答.

考虑关于赤道平面奇对称点涡对的去奇异化问题.问题描述如下: 对于方程 (1.23),自然地可以假

设 v 与 G+v− λx3 在局部上函数相关, 即存在函数 f 使得 v = f(G+v− λx3). 为了获得去奇异化结果,

引入参数 ε, 并研究解关于该参数的渐近行为. 更准确地, 考虑方程

−∆S2+ψ = v =
1

ε2
f(ψ) =

1

ε2
f(G+v − λx3 − µ), (1.34)

其中 1/ε2 表示涡度强度, f : R 7→ R 刻画涡函数和流函数的局部依赖关系, µ > 0 是一个通量常数.

上述方程具有变分结构, 因此可考虑用变分方法. 为了对任意给定的涡流依赖函数给出上述问题的解,

我们采用对偶变分的方法. 记

F (s) =

∫ s

0

f(t)dt. (1.35)

定义 J(s) = supt∈R(st−F (t)),则 J 为 F 的共轭凸函数. 记 ∂J(s)为 J 在 s处的次梯度集合.由 Euler

方程的守恒特征可知,
∫
S2+
J(ε2v)dσ 是方程的 Casimir 量. 对于 ε > 0, 定义总能量泛函 Eε(v) 如下:

Eε(v) =
1

2

∫
S2+
vG+vdσ − λ

∫
S2+
x3vdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2v)dσ, (1.36)

这里能量泛函的第一项是流体的动能, 第二项是冲量在第三个坐标分量上的投影 (类似处理可参见文

献 [35]), 第三项是 F 的对偶函数构成的泛函. 假设 f 满足如下条件.

(H1) 若 s 6 0, 则 f(s) = 0; 若 s > 0, 则 f(s) > 0, 且 f 是一个单调非减函数.

(H2) 存在常数 ν0 ∈ (0, 1) 以及 ν1 > 0, 使得 F (s) :=
∫ s
0
f(t)dt 6 ν0f(s)s+ ν1f(s), ∀ s > 0.

(H3) 增长性限制条件:

lim inf
s→+∞

f(s)e−ν2s = 0, 其中 ν2 =
4πmin{2ν0, 2− 2ν0}

κ
. (1.37)

注 1.1 我们的方法仅要求函数 f 单调不减, 这个条件是十分自然的, 利用涡方法得到的涡 - 流

依赖函数都具有单调关系. 这个条件也保证了 Casimir 泛函为凸泛函, 从而可以应用凸泛函的相关性

质. 不连续的情形—Heaviside 函数 (对应涡补丁的情形) 以及 f(s) = sp+ 的情形是我们方法的特例.

注 1.2 我们要求 f 满足 Ambrosetti-Rabinowitz 条件 (H2), 这意味着 f 是无界的. 然而条件

(H3)限制了 f 的增长速度不能过快. 在后面的证明中,我们先处理 f 为有界的情形,然后以 f 有界情

形的结果为基础结合增长性限制条件证明无界的情形. 类似相关的限制可参见文献 [1, 8].

我们将在如下约束集上作变分:

A =

{
v ∈ L∞(S2)

∣∣∣∣ v > 0 在 S2+ 上几乎处处成立,
∫
S2+
vdσ 6 κ

}
. (1.38)

我们的第一个定理处理 f 有界的情形, 定理叙述如下.

定理 1.1 考虑球面上的两个点涡问题 (1.30). 假设 f 为满足 (H1)的有界函数, 则存在 ε0, 对任

意 ε ∈ (0, ε0), 有如下结果.

(i) (存在性) 存在方程 (1.19) 的一簇旋转解 (vε, ψε) 以及非负 Lagrange 乘子 µε 满足

vε(x, t) =
1

ε2
f(ψε), (1.39)

6



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

其中 ψε = G+v
ε − λx3 − µε.

(ii) (支集半径分析) 随着 ε→ 0, 存在与 ε 无关的常数 C > 0, 使得

diam(supp vε) 6 Cε. (1.40)

(iii) (极限结果) 存在 X0 ∈ S2 使得

vε ⇀ κδ(X0)− κδ(X′
0). (1.41)

上述收敛是在测度意义下的收敛, 且 X0 的第三个分量 x3 满足

x3 =


κ

4πλ
, 若

κ

4πλ
< 1,

1, 若
κ

4πλ
= 1.

(1.42)

我们的第二个定理讨论 f 无界的情形:

定理 1.2 如果 f : R 7→ R 为满足假设 (H1)–(H3) 的函数, 则定理 1.1 的结论依然成立.

由此, 对于满足单调性非减条件的任意涡度 - 流函数关系 (无论其为有界或无界), 我们建立了在

给定约束集上变分极大解的存在性.

我们的主要创新点如下. 凸泛函的对偶变分性质是我们方法的基石. 通过对非线性涡度 - 流函数

关系 f 施加单调且非减的条件,我们建立了针对任意 f (包括不连续情形)变分问题解的存在性. 这一

方法显著推广了传统的流函数方法, 后者通常要求 f 是光滑的或分段常数的.

现有的一些经典的涡度解可以认为是我们方法的特例. 例如, 描述涡补丁解的不连续函数 f 能够

自然地纳入到我们的分析之中, 而无须特别地作正则化处理.

相比平面 Euler 方程, 球面几何引入了更复杂的几何约束, 因此平面情形的 Riesz 不等式没有直

接的替代. 为此, 我们引入了涡函数关于 ϕ = 0 的 Steiner 对称化, 这足以帮助我们建立能量极大元的

存在性. 另外, 球面的几何特征也为能量估计带来了新的挑战.

本文余下内容的结构如下. 第 2节通过对有界涡度 -流函数关系 f 的详细分析,证明定理 1.1. 第

3 节处理技术上更具挑战性的无界函数 f 的情形. 本文的主要方法是对 f 作截断, 从而可以利用第 2

节的结果. 其核心的点在于, 我们证明了流函数的一致有界性估计, 从而给出定理 1.2 的证明.

2 定理 1.1 的证明

本节给出定理 1.1 的证明. 为叙述清楚, 我们的证明过程分为若干个引理. 首先, 在约束集上建立

能量极大元的存在性, 并给出相应 Lagrange 乘子的刻画. 接着, 分析当参数趋于零时, 这些极大元的

能量及其 Lagrange 乘子的渐近行为. 最后, 对极限行为进行精确分析.

2.1 能量极大元的存在性

首先给出算子 G+ 的一些关键性质, 这些性质在后续的证明中具有基础性的作用.

引理 2.1 记 G+ 为 −∆S2+ 带有零边值条件的 Green 算子, 则有如下结论:

(i) G+ 是从 Lp(S2+) 到 W 2,p(S2+) 有界线性算子;

(ii) 当 1 < q < +∞, 1 6 r 6 +∞ 时, G+ 是从 Lp(S2+) 到 Lr(S2+) 的紧线性算子;

7
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(iii) G+ 是对称算子, 即∫
S2+
vG+wdσ =

∫
S2+
wG+vdσ, ∀ v, w ∈ Lp(S2+); (2.1)

(iv) G+ 是正定算子, 即 ∫
S2+
vG+vdσ > 0, ∀ v ∈ Lp(S2+), (2.2)

其中等式成立当且仅当 v ≡ 0.

证明 引理的证明可参见文献 [9, 第 2 节, 引理 2.1].

给定球面上以球坐标表示的函数 v(ϕ, θ), 记 v∗ 为 v 沿着 ϕ = 0 的 Steiner 对称化 (关于 Steiner

对称化可参见文献 [6]).

引理 2.2 对于充分小的参数 ε, 存在 vε = (vε)∗ ∈ A, 使得

Eε(vε) = max
ṽ∈A

Eε(ṽ) < +∞, (2.3)

并且有

ε2vε 6 sup f. (2.4)

证明 首先选取 ε 充分小使得

supR f

ε2
|S2+| = 2π

supR f

ε2
> κ, (2.5)

其中 | · | 是二维 Lebesgue 测度.

根据引理 2.1, 可知 G+ 是从 Lp 到 Lr 的紧算子, 能量泛函的第一项是有界的. 能量的第二项显然

也是有界的. 至于第三项, 当 s < sup f 时, J(s) ̸= −∞, 因此 Eε ̸≡ +∞. 故可以构造一个极大化序列

{vk} ⊂ A, 其上界为 sup f . 由于集合 A 是弱 -∗ 序列紧的, 故存在 v 使得当 k → +∞ 时, 有

vk
w∗

⇀ v ∈ L∞, Eε(vk) → sup{Eε(v) | v ∈ A}. (2.6)

记 v∗ 为 v 相对于 ϕ = 0 的 Steiner 对称化, 则有 v ∈ A, 且∫
S2+
vG+vdσ 6

∫
S2+
v∗G+v

∗dσ,

∫
S2+
x3vdσ =

∫
S2+
x3v

∗dσ,∫
S2+
J(ε2v)dσ =

∫
S2+
J(ε2v∗)dσ.

(2.7)

第一项通过将二重积分转化为累次积分, 并在 θ 坐标下应用一维 Riesz 重排不等式得到. 第二项则由

弱 -∗收敛的定义得到. 根据 Fubini定理,第三个等式成立. 因此总是可以假定极大化序列中的 vk = v∗k

和 v = v∗.

由引理 2.1 推导出的算子 G+ 的性质可得 G+vk 在 L2 中强收敛于 G+v, vk
L2

⇀ v, 从而有

lim
k→+∞

∫
S2+
vkG+vkdσ =

∫
S2+
vG+vdσ. (2.8)

显然有

lim
k→+∞

∫
S2+
x3vkdσ =

∫
S2+
x3vdσ. (2.9)

8
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最后, 对于 T ε =
∫
S2+
J(ε2v)dσ, 我们断言

lim inf
k→+∞

∫
S2+
J(ε2vk)dσ >

∫
S2+
J(ε2v)dσ. (2.10)

我们通过反证法证明此断言. 若不然, 则存在某个 δ > 0, 使得

lim inf
k→+∞

∫
S2+
J(ε2vk)dσ 6

∫
S2+
J(ε2v)dσ + δ. (2.11)

取子列 (不失一般性仍记为 vk), 使得对于任意的 k 满足 T ε(vk) 6 T ε(v) + δ. 由于 vk ⇀ v 在 L∞(S2+)
中弱 -∗ 收敛, 则有该序列在 L2(S2+) 中 vk ⇀ v. 由 Mazur 定理, 可以构造序列 wk → v 在 L2(S2+) 中
强收敛, 其中每一个 wk 是 vj 的凸组合, 即

wn =

nj∑
j=1

αmjvj ,

nj∑
1

αmj = 1, αmj ∈ [0, 1]. (2.12)

从而可以选取 {wn} 的子列 (不失一般性仍记为 {wn}) 在 S2+ 上几乎处处收敛到 v, 则由 Lebesgue 控

制收敛定理, 有

lim inf
n→+∞

∫
S2+
J(ε2wn)dσ =

∫
S2+
J(ε2v)dσ. (2.13)

另外, 由凸性有

T ε = T ε

( nj∑
j=1

αmj
vj

)
6

nj∑
j=1

αmj
T ε(vj) 6

nj∑
j=1

αmj
(T ε(v) + δ), (2.14)

这与方程 (2.11) 矛盾. 从而证明了上述断言.

综合方程 (2.8), (2.9) 和 (2.11), 有 lim infk→+∞Eε(vk) = Eε(v) = supA Eε, 从而命题得证.

引理 2.3 记 vε 为引理 2.2 中的极大元, 则存在非负 Lagrange 乘子 µε 满足如下性质:

vε =
1

ε2
f(ψε) 在 S2+ 上几乎处处成立,

ψε = G+v
ε − λx3 − µε.

(2.15)

证明 引入如下函数 γ(t) : R 7→ [0,+∞):

γ(t) =
1

ε2

∫
S2+
f(G+v

ε − λx3 + t)dσ. (2.16)

我们断言 γ(t) 是一个连续函数. 由于 vε ∈ L∞, 所以由椭圆方程正则性理论有 G+v
ε ∈ C1

loc(S2+).
另外, 由于 vε = (vε)∗, 所以 G+v

∗ 关于坐标 ϕ 对称递减, 且当 v∗ ̸≡ 0, ϕ > 0 时, 有 ∂ϕG+v
∗ < 0. 由隐

函数定理可知, G+v
∗ − λx3 的每一个水平集为零测集. 由于 f 是单调非减的, 所以 f 只有有限多个不

连续点. 由控制收敛定理, 可得 γ(t) 是连续函数.

由方程 2.5, 有 limt→−∞γ(t) = 0, limt→+∞γ(t) = sup f
ε2 |S2+| > κ. 因此存在常数 µε ∈ R 使得

γ(−µε) =
∫
S2+
vεdσ. 令

ṽε =
1

ε2
f(G+v

ϵ − λx3 − µε), (2.17)

结合上述定义, 有 ṽε ∈ A.

9
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我们断言 ṽε = vε. 为了说明这个事实, 定义

v̂ =
ṽε + vε

2
∈ A.

利用 Eε(vε) > Eε(v̂) 以及 J 的凸性, 有

Eε(vε) =
1

2

∫
S2+
vεG+v

εdσ − λ

∫
S2+
x3v

εdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2vε)dσ

> 1

2

∫
S2+

vε + ṽε

2
G+

vε + ṽε

2
dσ − λ

∫
S2+
x3
vε + ṽε

2
dσ − 1

ε2

∫
S2+
J

(
ε2
vε + ṽε

2

)
dσ

> 1

8

∫
S2+
vεG+v

εdσ +
1

8

∫
S2+
ṽεG+ṽ

εdσ +
1

4

∫
S2+
vεG+ṽ

εdσ

− λ

2

∫
S2+
x3v

εdσ − λ

2

∫
S2+
x3ṽ

εdσ − 1

2ε2

∫
S2+
J(ε2vε)dσ − 1

2ε2

∫
S2+
J(ε2ṽε)dσ. (2.18)

整理上述不等式, 可得

1

2ε2

∫
S2+

(J(ε2ṽε)− J(ε2vε))dσ > 1

4

∫
S2+
vεG+(ṽ

ε − vε)dσ +
λ

2

∫
S2+
x3(ṽ

ε − vε)dσ

+
1

8

∫
S2+
ṽεG+ṽ

εdσ − 1

8

∫
S2+
vεG+v

εdσ. (2.19)

进一步地, 可有

1

ε2

∫
S2+

(J(ε2ṽε)− J(ε2vε))dσ

=

∫
S2+

(G+v
ε − λx3)(ṽ

ε − vε)dσ +
1

4

∫
S2+
ṽεG+ṽ

εdσ +
1

4

∫
S2+
vεG+v

εdσ − 1

2

∫
S2+
vεG+ṽ

εdσ

=

∫
S2+

(G+v
ε − λx3)(ṽ

ε − vε)dσ +
1

4

∫
S2+

(ṽε − vε)G+(ṽ
ε − vε)dσ. (2.20)

由于 ∂J(·) 与 f(·) 互为反函数, 所以由 ṽε 的定义可得

G+v
ε − λx3 − µε ∈ ∂J(ε2ṽε). (2.21)

由 J(·) 的凸性, 有

1

ε2

∫
S2+

(J(ε2ṽε)− J(ε2vε))dσ 6
∫
S2+

(G+v
ε − λx3 − µε)(ṽε − vε)dσ. (2.22)

注意到
∫
S2+

(ṽε − vε)dσ = 0, 由 (2.20) 可得

1

4

∫
S2+

(ṽε − vε)G+(ṽε − vε)dσ 6 0. (2.23)

由算子 G+ 的正定性, 得到 ṽε ≡ vε.

下面用反证法证明 µε 的非负性. 若不然, 设 µε < 0. 定义

v̄ε =
1

ε2
f(G+v

ε − λx3) ∈ A, (2.24)

应用前面相似的推理, 有
∫
S2+

(v̄ε − vε)G+(v̄ε − vε)dσ 6 0, 从而有 vε = v̄ε. 因此 µε 的非负性断言成立.

综上, 命题得证.

10
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接下来, 给出极大元的涡量的精确刻画.

引理 2.4 设 vε 为引理 2.2 中能量极大元, 若 vε ̸≡ 0 且 µε > 0, 则有∫
S2+
vεdσ = κ. (2.25)

证明 我们通过反证法进行论证. 假设
∫
S2+
vε dσ < κ, 则必有 γ(0) > κ. 为了证明这一点, 假设

γ(0) < κ 并如上所述定义 v̄. 则如引理 2.3 后半部分的推理, 可以推导出 vε = v̄ε, 这与 µε > 0 相矛盾.

由于 γ 是连续函数, 所以可以找到一个数 µ̂ε > 0, 使得

v̂ε :=
1

ε2
f(G+v

ε − λx3 − v̂ε) ∈ A, (2.26)

以及
∫
S2+
v̂εdσ = κ. 应用引理 2.3 前半部分的推理可得∫

S2+
(ṽε − vε)G+(ṽε − vε)dσ < 0. (2.27)

这与算子 G+ 的正定性矛盾, 从而命题得证.

2.2 渐近行为

本小节研究当参数 ε 趋于零时能量极大元的渐近行为. 首先给出能量 Eε 的下界估计.

引理 2.5 当 ε 足够小时, 存在一个常数 C > 0, 使得

Eε(vε) >
κ2

4π
ln

1

ε
− C. (2.28)

证明 注意到球冠 Br(x) 的面积

|Br(x)| = |Br(N)| =
∫ 2π

0

∫ π
2

π
2 −r

cos θdθdϕ = 2π(1− cos r). (2.29)

故可取

ρε(x) =
min{κ, sup f}
4π(1− cos ε)

1Bε(N)(x). (2.30)

则有

Eε(vε) > Eε(ρε)

=
1

2

∫
S2+
ρεG+ρεdσ − λ

∫
S2+
x3ρεdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2ρε)dσ

=
1

4π

∫
S2+

∫
S2+
ρε(x) ln

|x− y′|
|x− y|

ρε(y)dσxdσy − λ

∫
S2+
x3ρεdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2ρε)dσ. (2.31)

对于上式中的第二项, 可以直接验证∣∣∣∣∣λ
∫
S2+
x3ρεdσ

∣∣∣∣∣ 6 C.

对于第三项, 当 ε 充分小使得 ε2ρε ∈ [0, sup f ] 时, J(ε2ρε) 一致有界. 因此第三项

− 1

ε2

∫
S2+
J(ε2ρε)dσ

11
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一致有界. 对于第一项, 有

1

4π

∫
S2+

∫
S2+
ρε(x) ln

|x− y′|
|x− y|

ρε(y)dσxdσy

=
1

4π

∫
Bε(N)

∫
Bε(N)

ρε(x) ln
|x− y′|
|x− y|

ρε(y)dσxdσy

> κ2

4π
ln

cos ε

sin ε

>
κ2

4π
ln

1

ε
− C. (2.32)

这里最后一个不等式用到了如下的几何事实:

|x− y′| > 2 cos ε, |x− y| 6 2 sin ε, ∀x,y ∈ Bε(N). (2.33)

综上, 命题得证.

定义涡核的能量如下:

Lε =
∫
S2+
vεψεdσ. (2.34)

结合 J ε(vε) = ε−2
∫
S2+
J(ε2vε)dσ, 则有如下性质成立.

引理 2.6 当 ε 充分小时, 存在常数 C 使得

Lε 6 C, J ε 6 C. (2.35)

证明 由于算子 G+ 是带零边值的 Green 算子, 函数 ψε = G+vε − λx3 − µε 在边界上取负值, 因

此 ψε+ ∈ H1
0 (S2+). 对于方程

−∆S2+ψ
ε = vε, (2.36)

由引理 2.3 结合关于 f 的假设 (H1) 及极值原理, 可取 ψε+ 为测试函数, 有∫
S2+

|∇ψε+|2dσ =

∫
S2+
vεψε+dσ =

∫
S2+
vεψεdσ. (2.37)

记

Kε = {x ∈ S2+ | ψε > 1},

则由 (2.15) 得 vε > f(1)/ε2 在集合 Kε 上几乎处处成立, 且有 |Kε| 6 Cε2. 由 Sobolev 空间嵌入定理

W 1,1 ↪→ L2 [21] 有∫
S2+
vεψεdσ 6

∫
S2+
vε(ψε − 1)+dσ + κ

6 Cε−2|Kε| 12
(∫

S2+
|(ψε − 1)+|2dσ

) 1
2

+ κ

6 Cε−2|Kε| 12
(∫

S2+
(ψε − 1)+dσ +

∫
S2+

∇(ψε − 1)+dσ

)
+ κ

6 C

(∫
S2+

|∇(ψε)+|2dσ
) 1

2

+ Cε

∫
S2+
vεψεdσ + C. (2.38)

12
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结合方程 (2.37) 及 (2.38), 当 ε 充分小时, 方程 (2.37) 的两端均有界, 因此有 Lε 6 C.

由 J 泛函的凸性可知

J(ε2vε) + F (ψε) = ε2vεψε 在 Kε 上几乎处处成立. (2.39)

故有 J ε 6 2Lε. 综上, 命题得证.

基于之前的证明, 我们给出 Lagrange 乘子的一个关键下界估计.

引理 2.7 当参数 ε 充分小时, 存在常数 C 使得

µε > κ

2π
ln

1

ε
− C. (2.40)

证明 直接计算可得

2Eε(vε) =
∫
S2+
vεG+v

εdσ − 2λ

∫
S2+
x3v

εdσ − 2J ε

6
∫
S2+
vεψεdσ − λ

∫
S2+
x3v

εdσ − 2J ε + κµε

6 C + κµϵ. (2.41)

结合引理 2.5, 命题得证.

基于前面的引理, 有如下引理.

引理 2.8 若 ε 充分小, 则有
∫
S2+
vεdσ = κ.

证明 由 Lagrange乘子的下界估计 (引理 2.7),对于充分小的 ε, µε 是正数. 另外,由能量下界估

计 (引理 2.5), 对于充分小的 ε, 极大元非零. 因此利用极大元的涡核能量估计 (引理 2.4), 易得命题结

论成立.

2.3 极限行为

本小节分析 ε→ 0 时能量极大元 vε 的支集的变化及其极限行为.

引理 2.9 记 vε 为引理 2.2 中的极大元, 则有

diam(supp(vε)) 6 Cε, (2.42)

这里的直径为测地距离.

证明 上述引理的证明可参见文献 [10, 引理 5.5].

引理 2.9 的结论表明, 当 ε → 0 时, 涡度的支集 vε 收缩到球面 S2+ 上的一点 (取子列的意义下).

我们分析该极限位置. 定义函数如下:

W(s) = λs− κ

4π
ln s, s ∈ (0, 1]. (2.43)

定义其极小值为 W(r∗) = mins∈(0,1]W(s). 定义涡的中心为

Xv =
1

κ

∫
S2+

xvεdσ, (2.44)

13
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则对任意的

x ∈ A = {x ∈ S2+ | vε(x) > 0},

有

|x−Xvε | 6 Cε.

引理 2.10 不计子列的意义下, 有 limε→0+Xvε = x̂ ∈ S2+, 其中 x̂ 坐标的第三个分量 x̂3 满足

x̂3 =


κ

4πλ
, 若

κ

4πλ
< 1,

1, 若
κ

4πλ
> 1.

(2.45)

证明 对任意 x̃ ∈ S2+ 及充分小的 ε, 总是可以取正交变换 R ∈ SO(3) 使得

ṽε := vε ◦ R

满足

ṽε ∈ A, Xṽϵ = x̃. (2.46)

由

Eε(vε) > Eε(ṽε),

将上述能量展开即为

1

2

∫
S2+
vεG+v

εdσ − λ

∫
S2+
x3v

εdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2vε)dσ,

> 1

2

∫
S2+
ṽεG+ṽεdσ − λ

∫
S2+
x3ṽεdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2ṽε)dσ. (2.47)

整理可得

1

4π

∫
S2+

∫
S2+
vε(x) ln

|x− y′|
|x− y|

vε(y)dσxdσy − λ

∫
S2+
x3v

εdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2vε)dσ

> 1

4π

∫
S2+

∫
S2+
ṽε(x) ln

|x− y′|
|x− y|

ṽε(y)dσxdσy − λ

∫
S2+
x3ṽεdσ − 1

ε2

∫
S2+
J(ε2ṽε)dσ. (2.48)

由于 ṽε 是 vε 复合一个旋转, 所以有∫
S2+

∫
S2+

ln |x− y|vε(x)vε(y)dσxdσy =

∫
S2+

∫
S2+

ln |x− y|ṽε(x)ṽε(y)dσxdσy. (2.49)

结合 ∫
S2+
J(ε2vε)dσ =

∫
S2+
J(ε2ṽε)dσ, (2.50)

因此可得

1

4π

∫
S2+

∫
S2+
vε(x) ln |x− y′|vε(y)dσxdσy − λ

∫
S2+
x3v

εdσ

> 1

4π

∫
S2+

∫
S2+
ṽε(x) ln |x− y′|ṽε(y)dσxdσy − λ

∫
S2+
x3ṽεdσ. (2.51)
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利用涡核的直径估计 (引理 2.9), 当 ε→ 0 时, 取极限可有 x3 > 0 且

κ2

4π
ln 2x3 − λκx3 > κ2

4π
ln 2x̃3 − λκx̃3. (2.52)

由于 x̃ 是任意的, 可推导出 x3 是函数的 W(s) 极小值点, 容易验证 W (s) 在 (0, 1] 中有唯一的极小值

点且满足如下条件:

x̂3 =


κ

4πλ
, 若

κ

4πλ
< 1,

1, 若
κ

4πλ
> 1.

(2.53)

综合引理 2.2–2.10, 至此证明了 1.1.

3 定理 1.2 的证明

当涡流依赖函数 f 无界时, 问题变得更加复杂. 此时需要采用更精细的技巧来处理非线性项, 关

键的方法是对 f 进行截断. 对任意给定的 η > η∗ ≫ 1, 记

fη(s) =

f(s), 当 0 6 s < η 时,

f(η), 当 s > η 时.
(3.1)

记

Fη(s) =

∫ s

0

fη(t)dt. (3.2)

相应地, 记 Jη 为 Fη 的共轭. 对于 ε > 0, 定义

Eε,η(v) =
1

2

∫
S2+
vG+vdσ − λ

∫
S2+
x3vdσ − 1

ε2

∫
S2+
Jη(ε

2v)dσ. (3.3)

对固定的 η, 与有界的情形类似, 可以得到一簇解 (vε,η, ψε,η), vε,η 随着参数 ε → 0 收敛到特定纬度的

Dirac 测度之差. 为了摆脱参数 η 的限制, 需要作更精细的渐近分析.

3.1 渐近估计

由

ψε,η = G+v
ε,η − λx3 − µε,η, (3.4)

其中

G+v
ε,η =

∫
S2+
G+(x,y)v

ε,η(y)dσ =
1

2π

∫
S2+

ln
|x− y′|
|x− y|

vε,η(y)dσy, (3.5)

首先给出 G+v
ε,η 的估计.

引理 3.1 当 ε 充分小时, 存在一个与 ε 和 η 无关的常数 C > 0, 使得

G+v
ε,η 6 κ

2π
ln

1

ε
+

κ

4π
ln f(η) + C, ∀x ∈ S2+. (3.6)
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证明 由于 vε,η 6 ε−2fη(ψ
ε,η), 故 0 6 vε,η 6 f(η)/ε2 在 S2+ 上几乎处处成立. 对于 x ∈ S2+, 有

G+v
ε,η =

1

2π

∫
S2+

ln
|x− y′|
|x− y|

vε,η(y)dσ

6 1

2π

∫
S2+

ln
1

|x− y|
vε,η(y)dσ + C

6 1

2π

f(η)

ε2

∫
B

2 arcsin(ε
√

κ
4πf(η)

)
(N)

ln
1

|N − y|
dσ + C

=
f(η)

ε2

∫ π
2

π
2 −2 arcsin(ε

√
κ

4πf(η)
)

ln
1

2 sin(π4 − θ
2 )

cos θdθ + C

=
f(η)

ε2

∫ 2 arcsin(ε
√

κ
4πf(η)

)

0

ln
1

2 sin(β2 )
sinβdβ + C

= −f(η)
ε2

∫ 2ε
√

κ
4πf(η)

0

s ln sds+ C

=
κ

2π
ln

1

ε
+

κ

4π
ln f(η) + C. (3.7)

因此命题得证.

通过选取适当的比较元, 容易得到能量的下界估计.

引理 3.2 对于任意给定的能量极大元 vε,η, 存在与 ε 和 η 无关的常数 C > 0, 使得

Eε,η(vε,η) > −κ
2

4π
ln ε− C, (3.8)

证明 取 ρε = f(1)/(2ε2)1Br(N) 满足
∫
S2+
ρεdσ = κ, 则有

Eε,η(vε,η) >
1

2

∫
S2+
ρεG+ρεdσ − λ

∫
S2+
x3ρεdσ − 1

ε2

∫
S2+
Jη(ε

2ρε)dσ. (3.9)

对于右端的第二项, 显然有 ∫
S2+
x3ρεdσ 6 κ.

对于右端的第三项, 有

1/ε2
∫
S2+
J(ε2ρε)dσ 6 Jη(f(1))κ.

对于第一项, 有

E(ρε) =
1

4π

∫
S2+

∫
S2+

ln
|x− y′|
|x− y|

ρε(x)ρε(y)dσxdσy

=
1

4π

∫
Bε(N)

∫
Bε(N)

ln
|x− y′|
|x− y|

ρε(x)ρε(y)dσxdσy

> κ2

4π
ln

cos ε

sin ε
> κ2

4π
ln

1

ε
− C. (3.10)

综上, 命题得证.

基于前面的结果, 我们给出一个 Lagrange 乘子 µε 的更精确的估计.
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引理 3.3 当 ε 充分小时, 有

µε,η > κ

2π
ln

1

ε
− |1− 2ν0η| − C, (3.11)

其中常数 C > 0 不依赖于 ε 和 η.

证明 由假设, 有

Fη(s) =

F (s), s 6 η,

F (η) + f(η)(s− η), s > η,
(3.12)

其中

F (s) 6 ν0f(s)s+ ν1f(s).

由泛函 J 的凸性可知

Jη(ε
2vε,η) + Fη(ψ

ε,η) = ε2vε,ηψε,η 在 S2+ 上几乎处处成立. (3.13)

则有

2Eε,η(vε,η) =
∫
S2+
vε,η(ψε,η + λx3 + µε,η)dσ − 2λ

∫
S2+
x3v

ε,ηdσ

− 2

ε2

∫
S2+

(ε2vε,ηψε,ρ − Fρ(ψ
ε,ρ))dσ

= −
∫
S2+
vε,ηψε,ηdσ − λ

∫
S2+
x3v

ε,ηdσ +
2

ε2

∫
S2+

(Fη(ψ
ε,η))dσ + κµε,η

6 −
∫
S2+
vε,ηψε,ηdσ +

2

ε2

∫
S2+

(Fη(ψ
ε,η))dσ + κµε,η +

π

2
λκ

= −
∫
ψ6η

vε,ηψε,ηdσ −
∫
ψ>η

vε,ηψε,ηdσ +
2

ε2

∫
ψ6η

(ν0f(ψ
ε,η)ψε,η

+ ν1f(ψ
ε,η))dσ +

2

ε2

∫
ψ>η

(ν0f(η)η + ν1f(η))dσ

+
2

ε2

∫
ψ>η

f(η)(ψε,η − η)dσ + κµε,η +
π

2
λκ

6 |2ν0 − 1|η + 2ν1κ+ κµε,η +
π

2
λκ+

f(η)

ε2

∫
S2+

(ψε,η − η)+dσ. (3.14)

结合前面的估计, 有

µε,η > κ

2π
ln

1

ε
− |1− 2ν0|η −

f(η)

κε2

∫
S2+

(ψε,η − η)+dσ −
(
π

2
λ+ 2ν1

)
. (3.15)

若能够证明 f(η)
κε2

∫
S2+

(ψε,η − η)+dσ 关于参数 ε 和 η 一致有界, 则命题得证. 为此, 设

V = (ψε,η − η)+,

则有

vε,η = ε−2f(η), ∀x ∈ supp(V ).
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由于
∫
S2+
vε,ηdσ = κ 和 η > 1, 故有

|supp(V )| 6 κε2

f(η)
6 κε2

f(1)
. (3.16)

取 V 为测试函数, 则有 ∫
S2+

|∇V |2dσ =

∫
S2+
vε,ηV dσ

6 f(η)

ε2
|V | 12

(∫
S2+
V 2dσ

) 1
2

6 C
f(η)

ε2
|V | 12

(∫
S2+

(|∇V |+ V )dσ

)

6 C

(∫
S2+

|∇V |2dσ
) 1

2

+ Cε

∫
S2+
vε,ηV dσ

= C

(∫
S2+

|∇V |2dσ
) 1

2

+ Cε

∫
S2+

|∇V |2dσ, (3.17)

这里 C > 0 是与参数 ε 及 η 无关的常数. 因此可得∫
S2+

|∇V |2dσ =

∫
S2+
vε,ηV dσ = f(η)ε−2

∫
S2+

(ψε,η − η)+dσ, (3.18)

且它们关于参数 ε 及 η 是一致有界的. 从而命题得证.

下面给出流函数 ψ 的一个更精确的估计.

引理 3.4 存在 ε0 > 0, 使得对于任意 ε ∈ (0, ε0), 存在与参数 ε 及 η 无关的常数 C > 0, 使得

ψε,η 6 κ

4π
ln f(η) + |1− 2ν0|η + C0, ∀x ∈ S2+. (3.19)

证明 结合 G+v 及 µε,η 的估计, 有

ψε,η = G+v − λx3 − µε,η 6 κ

4π
ln f(η) + |1− 2ν0|η + C0. (3.20)

应用关于 f 和 F 的假设, 上式的右端可被某个 η0 控制, 即当参数 ε 充分小时, ψε,η 6 η0 在 S2+ 上几
乎处处成立, 故当 η > η0 时,

−∆S2+ψ
ε,η =

1

ε2
f(ψε,η) 在 S2+ 上. (3.21)

从而命题得证.
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Desingularization of rotationally odd-symmetric vortex pairs on
the sphere

Shuanglong Li, Daomin Cao & Bijun Zuo

Abstract In this paper, we investigate the desingularization of equatorially antisymmetric vortex pairs on the
sphere using a dual variational method. For any given strictly increasing vorticity-dependent function satisfying
certain conditions, we construct a family of rotating solutions to the incompressible Euler equations on the sphere.
These solutions are obtained via a variational approach to a Casimir functional composed of the energy-impulse
and the Legendre transform of the primitive function of the given vorticity profile, constrained on a suitable
set. The resulting solutions are equatorially antisymmetric. As ε → 0, these solutions converge, in the sense
of measures, to a pair of rotating point vortices that are antisymmetric with respect to the equatorial plane.
Moreover, we provide a precise characterization of the latitudinal positions of the point vortex pair.

Keywords Euler equation, dual variational method, desingularization
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