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摘要 本文研究三维可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组在全空间中的解 U(t, x) 趋近恒稳态 Ū =

(ρ̄ > 0, 0, θ̄ > 0)的精确时间衰减率.当初始值是在 Ū 附近的光滑小扰动时,本文通过证明 U(t, x)与根

据初始扰动演化的相应线性化问题的解 Ũ(t, x) 具有相同的衰减率来实现这一目标. 在初始扰动满足

一些温和的非退化条件下,本文证明了 U− Ũ 的 L2-模至少以 (1+ t)−
5
4 的速率衰减,比 Ũ 的 (1+ t)−

3
4

的速率衰减得更快. 本文的方法结合了从谱分析中得到的线性最优时间衰减率 (上界和下界) 和巧妙

的能量方法.
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1 引言

本文研究如下可压缩 Navier-Stokes-Fourier方程组的初值问题的整体经典解的上界和下界的最优

时间衰减率: 

∂tρ+ div(ρu) = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p = div T, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂t(ρe) + div(ρeu) + p div u = T · ∇u+ κ∆θ, (t, x) ∈ R+ × R3,

lim
|x|→∞

ρ = ρ̄, lim
|x|→∞

u = 0, lim
|x|→∞

θ = θ̄, t ∈ R+,

(ρ, u, θ)|t=0 = (ρ0, u0, θ0), x ∈ R3.

(1.1)
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这个方程组描述具有可压缩性、黏性、导热性的非等熵 Newton 流体的运动. 未知函数 ρ、u =

(u1, u2, u3)、θ、p 和 e 分别表示密度、速度、绝对温度、压力和内能, T 表示应力张量且 T =

µ(∇u+(∇u)t)+ ν(div u)I, 其中 I 为单位矩阵. 我们假设常数黏性系数 µ > 0 和 ν 满足 ν + 2
3
µ > 0,

κ > 0 为常数热传导系数, ρ̄ 和 θ̄ 为固定的正常数. 此外, 我们假定流体是多方理想流体, 即存在两个

正常数 R 和 Cν , 使得

p(ρ, θ) = Rρθ, e = Cνθ, p(ρ, S) = Ae
S
Cν ργ ,

其中 A 为某个正常数, γ > 1 为绝热指数, S 为比熵, Cν = R
γ−1

.

利用经典的谱方法, 可压缩 Navier-Stokes-Fourier 的线性化方程组的最优时间衰减率 (上界) 是

已知的. 我们很自然地期望, 非线性问题 (1.1) 的小的光滑解的主导项应该是相应的线性问题的解,

因而它们应当共享相同的衰减率. 我们的工作致力于通过证明非线性问题 (1.1) 的精确时间衰减率

(上界和下界) 来实现这一期望.

值得注意的是, 在一维情形下, Zeng [26] 以及 Liu 和 Zeng [16] 通过逐点估计对一类双曲 - 抛物方

程组的解进行了详细的分析.关于多维的Navier-Stokes-Fourier方程组, Matsumura和Nishida [18, 19]

首次在全空间上证明了初始小扰动在 Hs ∩ L1 中的解的 Hs 全局存在性和衰减率. 当初始小扰动仅

属于 H3 时, Matsumura [17] 利用加权能量法给出了 L∞- 模的上界衰减率为 (1 + t)−
3
4 . 在文献 [20]

中, 当初始值和外力足够小时, Matsumura 和 Nishida 得到了当 t → ∞ 时, 全局唯一解逼近稳定

平衡态. Ponce [21] 结合谱分析和能量法得到的线性衰减率, 证明了 Lp (2 6 p 6 ∞) 的最优时间衰

减率. Hoff 和 Zumbrun [7, 8] 研究了与等熵 Navier-Stokes 方程组相关的人工黏性方程组的 Green 函

数, 并导出了当初始小扰动属于 Hs ∩ L1 (s > 4) 时的扩散波的 Lp (1 6 p 6 ∞) 的最优时间衰减

率. Liu 和Wang [15] 研究了线性化等熵 Navier-Stokes 方程组的 Green 函数的逐点估计, 分析了非线

性扩散波的耦合, 得到了解的渐近行为的显式表达式, 并表明了奇数维空间中的广义 Huygens 原理.

在文献 [16] 中, Liu 和 Zeng 得到了 Lp (1 6 p 6 ∞) 的最优衰减估计, 这个一般理论适用于可压缩

Navier-Stokes 方程组和磁流体动力学方程组. Guo 和Wang [6] 通过能量法来证明耗散方程在全空间

中的全局解的最优时间衰减率, 这一方法使用一系列具有最低阶导数计算和它们之间的插值的缩放

能量估计, 而无需线性衰减分析.

这些结果被推广至外区域问题 (参见文献 [12, 13]) 或半空间问题 (参见文献 [9–11]). 当考虑额外

的外力时, 外力确实会影响解的大时间动力学行为. 在文献 [2, 3] 中, Deckelnick 通过纯能量法获得

了无界域中等熵可压缩 Navier-Stokes 方程组较慢的衰减率. 当小初始值属于 H3 ∩ L
6
5 时, 这些结果

得到了 Shibata 和 Tanaka [24, 25] 进一步的改进. Duan 等 [5] 建立了具有势能的可压缩 Navier-Stokes

方程组的 Lp 的最优收敛率, Duan 等 [4] 利用非线性问题的解的能量估计, 以及相应线性问题生成的

半群的某些 Lp-Lq 估计, 也建立了 Lp-Lq 的最优收敛率.

关于可压缩 Navier-Stokes-Poisson 方程组, Li 等在文献 [14] 中得到了全局解的大时间行为和衰

减率. 随后, Zhang 等 [27] 将其进一步推广至非等熵可压缩 Navier-Stokes-Poisson 方程组, 观察到电

场对全局解的大时间行为的影响: 动量衰减率为 (1 + t)−
1
4 , 比可压缩 Navier-Stokes 方程组的衰减率

(1 + t)−
3
4 慢, 而密度衰减率 (1 + t)−

3
4 与可压缩 Navier-Stokes 方程组相同.

本文的主要目的是用相对简单的能量方法建立非线性问题 (1.1) 解的上界和下界的最优时间

衰减率. 我们注意到 Schonbek [22, 23] 关于不可压缩 Navier-Stokes 方程组以及 Li 等 [14] 关于等熵
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Navier-Stokes-Poisson 方程组也得到了类似的结果. 虽然在证明衰减率的下界方面有着相同的思想,

但本文考虑的问题中频谱在零附近的特征表现出截然不同的行为, 导致了分析方法上的不同. 最近,

本文作者和 Tong [1] 也证明了等熵 Navier-Stokes 方程组的精确时间衰减率. Navier-Stokes-Fourier

方程组比等熵 Navier-Stokes 方程组更具挑战性, 一个最简单的事实是 Navier-Stokes-Fourier 方程组

多了一个方程. 因此,热力学第一定律保证了总能量 (内能和动能)的守恒定律,而等熵Navier-Stokes

方程组的总能量, 即机械能, 是有黏性耗散的. 尽管它们有一些类似的地方, 但它们确实表现出一些

需要细致分析的差异. 在本文中, 我们探索了可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组在选择守恒变量

(密度、动量和总能量) 时的高阶非线性项的精巧结构. 这种选择下, 方程组的守恒形式在这些项中

提供了一个自然的导数结构, 为更快衰减率估计的获得提供了可能. 此外, 我们的结果确定了密度、

动量和能量的上界和下界的最优时间衰减率, 这比对整个解向量的估计的结果包含更详尽的信息. 我

们将在下面进行更详细的阐述.

定义总能量 E = e+ 1
2
|u|2, 将 (1.1) 重写如下:



∂tρ+ div(ρu) = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p = div T, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂t(ρE) + div((ρE + p)u) = div(u · T ) + κ∆θ, (t, x) ∈ R+ × R3,

(ρ, u, E)|t=0 = (ρ0, u0, Cνθ0 +
1
2
|u0|2), x ∈ R3.

(1.2)

在本文中, 设 n = ρ− ρ̄, m = ρu, E = ρE − Ē, 其中 Ē = Cν ρ̄θ̄, 从而 (1.2) 可重写为如下扰动形式:



∂tn+ divm = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂tm+ α1∇E − µ̄∆m− (µ̄+ ν̄)∇ divm = F, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂tE + α2 divm+ κ1∆n− κ2∆E = G, (t, x) ∈ R+ × R3,

(n,m,E)|t=0 = (ρ0 − ρ̄, ρ0u0, Cνρ0θ0 +
1
2
ρ0|u0|2 − Ē), x ∈ R3,

(1.3)

其中 µ̄ = µ
ρ̄
, ν̄ = ν

ρ̄
, α1 =

R
Cν

= γ − 1, α2 =
γĒ
ρ̄
, κ1 =

κĒ
Cν ρ̄2 , κ2 =

κ
Cν ρ̄
以及

F =− div

[
m⊗m

n+ ρ̄
+ µ̄∇

(
nm

n+ ρ̄

)]
−∇

[
(µ̄+ ν̄) div

(
nm

n+ ρ̄

)
− α1

2

(
|m|2

n+ ρ̄

)]
,

G =− div

[
γ

Em

n+ ρ̄
− α2

nm

n+ ρ̄
− α1

2

m|m|2

(n+ ρ̄)2
− m · T

n+ ρ̄
+ κ2∇

(
nE

n+ ρ̄

)
+

κ

2Cν

∇
(

|m|2

(n+ ρ̄)2

)
− κ1∇

(
n2

n+ ρ̄

)]
.

正是 (F,G) 的这种结构将在我们的分析中发挥重要作用.

本文的目标是当 U0 = (n0,m0, E0) = (ρ0 − ρ̄, ρ0u0, Cνρ0θ0 +
1
2
ρ0|u0|2 − Ē) 足够光滑和足够小

时, 获得 U = (n,m,E) 在 L2(R3) 中的大时间行为的清晰刻画.
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现在引入对应于问题 (1.3) 的线性化 Navier-Stokes-Fourier 方程组的初值问题:

∂tñ+ div m̃ = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂tm̃+ α1∇Ẽ − µ̄∆m̃− (µ̄+ ν̄)∇ div m̃ = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂tẼ + α2 div m̃+ κ1∆ñ− κ2∆Ẽ = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

(ñ, m̃, Ẽ)|t=0 = (n0,m0, E0), x ∈ R3.

(1.4)

众所周知, 对一般的小初始值, Ũ = (ñ, m̃, Ẽ) 的 L2- 模的最优上界衰减率为 (1 + t)−
3
4 (参见文

献 [19]). 关于 Ũ = (ñ, m̃, Ẽ) 的上界和下界的最优时间衰减率的详细证明将在本文的第 3 节给出.

在第 4 节中, 在一定条件下, 我们将证明 ∥(U − Ũ)(t, ·)∥L2(R3) 比 ∥Ũ(t, ·)∥L2(R3) 衰减得更快. 因此,

∥U(t, ·)∥L2(R3) 和线性化方程的 ∥Ũ(t, ·)∥L2(R3) 共享最优时间衰减率 (1 + t)−
3
4 . 事实上, 我们对密度、

动量和能量均实现了这一目标.

下面陈述本文的主要结果.

定理 1.1 若初始值 (n0,m0, E0) ∈ L1(R3) ∩H3(R3), 令 δ0 = ∥(n0,m0, E0)∥L1(R3)∩H3(R3) 足够

小, 且满足 ∫
R3

(m0(x), E0(x)) dx ̸= (0, 0), (1.5)

则线性化问题 (1.4) 存在唯一的全局经典解 Ũ = (ñ, m̃, Ẽ) ∈ C([0,∞);H3(R3)), 存在与时间无关的

正常数 C, 使得

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇kñ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2, 3,

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇km̃(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2, 3,

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇kẼ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2, 3,

且问题 (1.3) 存在唯一的全局解 U = (n,m,E) ∈ C([0,∞);H3(R3)). 进一步, 设 nh = n − ñ,

mh = m− m̃, Eh = E − Ẽ, 则

∥∇k(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ20(1 + t)−
5
4−

k
2 , k = 0, 1, 2.

此外, 存在与时间无关的正常数 C̃, 使得

C̃−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇kn(t)∥L2(R3) 6 C̃(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2,

C̃−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇km(t)∥L2(R3) 6 C̃(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2,

C̃−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6∥∇kE(t)∥L2(R3) 6 C̃(1 + t)−

3
4−

k
2 , k = 0, 1, 2.

注 1.1 注意到该定理在条件 (1.5) 下成立, 这在线性化问题的下界估计中是重要的. 定义

第 r 阶矩, 即对任意非负整数 r, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, m = (m1,m2,m3), 当 r = 0 时, Mn(0) =∫
R3 n0(x) dx, ME(0) =

∫
R3 E0(x) dx, Mm(0) = (Mm1

(0),Mm2
(0),Mm3

(0)); 当 r = 1 时, Mn(1) =∫
R3 xtn0(x) dx, ME(1) =

∫
R3 xtE0(x) dx, Mm(1) = (Mm1

(1),Mm2
(1),Mm3

(1));当 r = 2时, Mn(2) =
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∫
R3 xtxn0(x) dx, ME(2) =

∫
R3 xtxE0(x) dx, Mm(2) = (Mm1

(2),Mm2
(2),Mm3

(2)), 其中

xt =


x1

x2

x3

 ,

依此类推. 不难发现,

Mn(r) =
1

(−i)r
∇r

ξn̂0(0), ME(r) =
1

(−i)r
∇r

ξÊ0(0),

Mm(r) =
1

(−i)r
(∇r

ξm̂10(0),∇r
ξm̂20(0),∇r

ξm̂30(0)),

其中m0 = (m10,m20,m30). 在如下条件下:

(Mm(0),ME(0)) ̸= (0, 0), (1.6)

实际上, 在命题 4.2 的证明中也可以给出如下估计:

∥∇k(ñ, m̃, Ẽ)(t)∥L2(R3) ≈ (1 + t)−
3
4−

k
2 .

当条件 (1.6) 不满足时, 线性化问题 (1.4) 的衰减率取决于矩的退化阶数. 假设 (n0,m0, E0) ∈
L1(R3) ∩ H3(R3), 且属于某个适当的加权 Lp 空间. 若Mn(r) = 0, Mm(r) = 0, ME(r) = 0, 其中

r = 0, 1, 2, . . . , s − 1, s ∈ N+, Mn(s) ̸= 0, Mm(s) ̸= 0, ME(s) ̸= 0, 则 ñ, m̃, Ẽ 的最优时间衰减率

(下界和上界) 均为 (1 + t)−
3
4−

s
2 . 类似的情形也发生在不可压缩 Navier-Stokes 方程组中, 请参见文

献 [22, 23].

注 1.2 注意到条件 (1.5) 以初始值的 Fourier 变换的形式出现在 Schonbek [22, 23] 关于不可压

缩 Navier-Stokes 方程组的文献中以及 Li 等 [14] 等熵 Navier-Stokes-Poisson 方程组的文献中. 这里

想强调的是本文的结果包含更多的关于密度、动量和能量的信息, 而不仅仅是解的向量范数的下界.

注 1.3 从第 4 节的结果来看, 若将条件 (1.5) 替换为如下仅关于密度的条件:

Mn(0) ̸= 0, (1.7)

则至少有如下密度衰减估计的上界和下界:

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6 ∥∇kñ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 ,

以及 n 对应的估计. 有关的详细信息, 请参阅命题 4.2.

记号 1.1 a . b 表示存在统一的常数 C (其可能在不同行中不同), 使得 a 6 Cb. a ≈ b 表示

a . b 且 b . a.

2 全局存在性和唯一性

对给定的两个常数 ρ̄ > 0 和 θ̄ > 0, 令 n = ρ− ρ̄, u = u− 0, q = θ − θ̄, 则问题 (1.1) 可重写为如
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下扰动形式: 

∂tn+ ρ̄div u = −n div u− u · ∇n,

∂tu+R1∇n+R∇q − µ̄∆u− (µ̄+ ν̄)∇ div u = f,

∂tq +R2 div u− κ̄∆q = g,

lim
|x|→∞

n = 0, lim
|x|→∞

u = 0, lim
|x|→∞

q = 0,

(n, u, q)|t=0 = (ρ0 − ρ̄, u0, θ0 − θ̄),

(2.1)

其中 (t, x) ∈ R+ ×R3, µ̄ = µ
ρ̄
, ν̄ = ν

ρ̄
, κ̄ = κ

Cν ρ̄
, R1 =

Rθ̄
ρ̄
, R2 =

Rθ̄
Cν
以及

f = −u · ∇u− µ̄
n

n+ ρ̄
∆u− (µ̄+ ν̄)

n

n+ ρ̄
∇ div u−R

q

n+ ρ̄
∇n+R1

n

n+ ρ̄
∇n,

g = −u · ∇q − κ̄
n

n+ ρ̄
∆q − R

Cν

q div u+
1

Cν

T · ∇u

n+ ρ̄
.

根据局部适定性理论, 问题 (2.1) 在非平凡时间区间 [0, T ] 上有唯一解 (n, u, q). 首先, 作如下先验假

设: 对于足够小的 δ > 0,

∥n(t)∥H3(R3) + ∥u(t)∥H3(R3) + ∥q(t)∥H3(R3) 6 δ, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.2)

根据先验假设 (2.2) 和 Sobolev 不等式, 有

ρ̄

2
6 n+ ρ̄ 6 2ρ̄,

θ̄

2
6 q + θ̄ 6 2θ̄.

借助先验假设 (2.2), 我们将对解获得一致的估计, 这将对充分小的初始值封闭先验假设, 从而完

成需要的证明. 确切地说, 有以下命题.

命题 2.1 若 (n0, u0, q0) ∈ H3(R3), 存在足够小的常数 δ0 > 0, 使得

∥n0∥H3(R3) + ∥u0∥H3(R3) + ∥q0∥H3(R3) 6 δ0,

则问题 (2.1) 存在唯一的全局解 (n, u, q), 其满足

sup
06s6t

∥(n, u, q)(s)∥2H3(R3) +

∫ t

0

(∥∇n(s)∥2H2(R3) + ∥(∇u,∇q)(s)∥2H3(R3))ds 6 Cδ20 , ∀ t > 0,

其中 C 是与时间无关的正常数.

证明 证明该命题需要三个步骤.

步骤 1 基于假设 (2.2) 的基本能量估算.

对于 k = 0, 将问题 (2.1) 的第一个方程乘以 R1

ρ̄
n, 第二个乘以 u, 第三个乘以 R

R2
q, 求和, 然后对

R3 上的等式进行分部积分. 根据先验假设 (2.2)、Hölder 不等式和 Sobolev 不等式, 得到

1

2

d

dt

∫
R3

(
R1

ρ̄
|n|2 + |u|2 + R

R2

|q|2
)
dx+

∫
R3

(
µ̄|∇u|2 + (µ̄+ ν̄)|div u|2 + Rκ1

R2

|∇q|2
)
dx

. ∥n∥L3∥∇u∥L2∥n∥L6 + (∥u∥L3∥∇u∥L2 + ∥n∥L3∥∇n∥L2 + ∥q∥L3∥∇n∥L2)∥u∥L6
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+ (∥u∥L∞∥∇n∥L2 + ∥n∥L∞∥∇u∥L2 + ∥q∥L∞∥∇u∥L2)∥∇u∥L2

+ (∥q∥L∞∥∇n∥L2 + ∥n∥L∞∥∇q∥L2)∥∇q∥L2 + ∥u∥L3∥∇q∥L2∥q∥L6

. (∥(n, u, q)∥L3 + ∥(n, u, q)∥L∞)∥∇(n, u, q)∥2L2 . (2.3)

将算子 ∇k 应用于问题 (2.1), 第一个方程乘以 R1

ρ̄
∇kn, 第二个方程乘以 ∇ku, 第三个方程乘以

R
R2

∇kq, 求和, 然后分部积分. 对于 k = 1, 有

1

2

d

dt

∫
R3

(
R1

ρ̄
|∇n|2 + |∇u|2 + R

R2

|∇q|2
)
dx

+

∫
R3

(
µ̄|∇2u|2 + (µ̄+ ν̄)|∇ div u|2 + Rκ1

R2

|∇2q|2
)
dx

. (∥(n, u, q)∥L∞ + ∥∇u∥L∞)(∥∇(n, u, q)∥2L2 + ∥∇2(u, q)∥2L2). (2.4)

对于 k = 2, 有

1

2

d

dt

∫
R3

(
R1

ρ̄
|∇2n|2 + |∇2u|2 + R

R2

|∇2q|2
)
dx

+

∫
R3

(
µ̄|∇3u|2 + (µ̄+ ν̄)|∇2 div u|2 + Rκ1

R2

|∇3q|2
)
dx

. (∥(n, u, q)∥L∞ + ∥∇(n, u, q)∥L∞) (∥∇2(n, u, q)∥2L2 + ∥∇3(u, q)∥2L2). (2.5)

对于 k = 3, 有

1

2

d

dt

∫
R3

(
R1

ρ̄
|∇3n|2 + |∇3u|2 + R

R2

|∇3q|2
)
dx

+

∫
R3

(
µ̄|∇4u|2 + (µ̄+ ν̄)|∇3 div u|2 + Rκ1

R2

|∇4q|2
)
dx

. (∥(n, u, q)∥L∞ + ∥∇(n, u, q)∥L∞ + ∥∇2(n, u, q)∥L3)(∥∇3(n, u, q)∥2L2 + ∥∇4(u, q)∥2L2). (2.6)

根据上述估计, 由于 δ > 0 充分小, 存在某些正常数 C1 和 C2, 使得

d

dt

∑
06k63

(
R1

ρ̄
∥∇kn∥2L2 + ∥∇ku∥2L2 +

R

R2

∥∇kq∥2L2

)
+ C1

∑
16k64

(∥∇ku∥2L2 + ∥∇kq∥2L2)

6 C2δ
∑

16k63

∥∇kn∥2L2 . (2.7)

步骤 2 基于假设 (2.2) 对 n 的耗散估计.

将算子 ∇k 作用于问题 (2.1) 的第二个方程, 然后乘以 ∇k+1n, 其关键想法是对变量 t 进行分部

积分, 并使用连续性方程. 因此, 对变量 t 和变量 x 进行分部积分, 对于 k = 0, 得到

d

dt

∫
R3

u · ∇ndx+R1

∫
R3

|∇n|2dx

. ∥∇u∥2L2 + (∥∇q∥L2 + ∥∇2u∥L2)∥∇n∥L2 + ∥(n, u, q)∥L∞∥∇(n, u)∥2L2 . (2.8)
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对于 k = 1, 得到

d

dt

∫
R3

∇u · ∇2ndx+R1

∫
R3

|∇2n|2dx

. ∥∇2u∥2L2 + (∥∇2q∥L2 + ∥∇3u∥L2)∥∇2n∥L2

+ (∥(n, u, q)∥L∞ + ∥∇(n, u, q)∥L∞)(∥∇n∥2L2 + ∥∇2(n, u)∥2L2). (2.9)

对于 k = 2, 得到

d

dt

∫
R3

∇2u · ∇3ndx+R1

∫
R3

|∇3n|2dx

. ∥∇3u∥2L2 + (∥∇3q∥L2 + ∥∇4u∥L2)∥∇3n∥L2

+ (∥(n, u, q)∥L∞ + ∥∇(n, u, q)∥L∞)(∥∇2(n, u, q)∥2L2 + ∥∇3(n, u)∥2L2). (2.10)

代入上述估计, 由于 δ > 0 充分小, 存在某些正常数 C3 和 C4, 使得

d

dt

∑
06k62

∫
R3

∇ku · ∇k+1ndx+ C3

∑
16k63

∥∇kn∥2L2 6 C4

∑
16k64

(∥∇ku∥2L2 + ∥∇kq∥2L2). (2.11)

步骤 3 命题 2.1 的证明.

将 (2.11) 乘以 2C2δ
C3
与 (2.7) 相加, 借助先验假设 (2.2), 由于 δ > 0 足够小, 从而存在正常数 C5,

使得

d

dt

{ ∑
06k63

(
R1

ρ̄
∥∇kn∥2L2 + ∥∇ku∥2L2 +

R

R2

∥∇kq∥2L2

)
+

2C2δ

C3

∑
06k62

∫
R3

∇ku · ∇k+1ndx

}
+ C5

{ ∑
16k63

∥∇kn∥2L2 +
∑

16k64

(∥∇ku∥2L2 + ∥∇kq∥2L2)

}
6 0. (2.12)

接下来, 定义 E(t) 为 C−1
5 乘以 (2.12) 中时间导数下的表达式. 我们观察到, 若 δ > 0 充分小, 则存在

正常数 C6, 使得

C−1
6 (∥n(t)∥2H3 + ∥u(t)∥2H3 + ∥q(t)∥2H3) 6 E(t) 6 C6(∥n(t)∥2H3 + ∥u(t)∥2H3 + ∥q(t)∥2H3).

现在, 将 (2.12) 写成

d

dt
E(t) + ∥∇n(t)∥2H2 + ∥∇u(t)∥2H3 + ∥∇q(t)∥2H3 6 0.

因此, 直接关于时间积分, 在先验假设 (2.2) 下, 可以得到

sup
06s6T

∥(n, u, q)(s)∥2H3 + C6

∫ T

0

(∥∇n(s)∥2H2 + ∥(∇u,∇q)(s)∥2H3)ds 6 C2
6∥(n0, u0, q0)∥2H3 .

使用局部适定性理论, 应用标准连续性论证, 若假设命题中的 δ0 > 0 足够小, 则封闭了先验假设

(2.2), 因而局部解可以延拓至全局, 从而完成了命题 2.1 的证明.
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3 线性化问题的谱分析

本节分析线性化可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的相应的初值问题:

∂tñ+ div m̃ = 0,

∂tm̃+ α1∇Ẽ − µ̄∆m̃− (µ̄+ ν̄)∇ div m̃ = 0,

∂tẼ + α2 div m̃+ κ1∆ñ− κ2∆Ẽ = 0,

(ñ, m̃, Ẽ)|t=0 = (ρ0 − ρ̄, ρ0u0, Cνρ0θ0 +
1
2
ρ0|u0|2 − Ē),

(3.1)

其中 (t, x) ∈ R+ ×R3, µ̄ = µ
ρ̄
, ν̄ = ν

ρ̄
, α1 = γ − 1, α2 =

γĒ
ρ̄
, κ1 =

κĒ
Cν ρ̄2 , κ2 =

κ
Cν ρ̄

. 根据演化方程的半

群理论, 线性化问题 (3.1) 的解 (ñ, m̃, Ẽ) 可表示为

∂tŨ(t, x) = BŨ(t, x), Ũ(0, x) = Ũ0(x), ∀ t > 0,

即有

Ũ(t, x) = S(t) ∗ Ũ0(x) = etB ∗ Ũ0(x), ∀ t > 0.

接下来, 分析微分算子 B 的 Fourier 表达式 A(ξ), 并研究半群 S(t) = etB. 线性化问题 (3.1) 的解的

Fourier 变换 (̂̃n, ̂̃m,
̂̃
E) 可表示为

∂t
̂̃
U(t, ξ) = A(ξ)

̂̃
U(t, ξ),

̂̃
U(0, ξ) =

̂̃
U0(ξ), ∀ t > 0,

其中 ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)
t, 矩阵 A(ξ) 定义为

A(ξ) =


0 −iξt 0

0 −µ̄|ξ|2I3×3 − (µ̄+ ν̄)ξ ⊗ ξ −α1iξ

κ1|ξ|2 −α2iξ
t −κ2|ξ|2


5×5

.

矩阵 A(ξ) 的特征值由以下行列式计算得到:

det(A(ξ)− λI) = −(λ+ µ̄|ξ|2)2f(λ, |ξ|) = 0,

其中

f(λ, |ξ|) = λ3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)|ξ|2λ2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2|ξ|4 + α1α2|ξ|2)λ+ α1κ1|ξ|4, (3.2)

由此推导出

λ0 = −µ̄|ξ|2 (二重根), λ1 = λ1(|ξ|), λ2 = λ2(|ξ|), λ3 = λ3(|ξ|).

半群 etA(ξ) 则表示为

etA(ξ) =
3∑

i=0

eλitPi(ξ),
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其中投影算子 Pi(ξ) 是由如下计算得出的:

Pi(ξ) =
∏
j ̸=i

A(ξ)− λjI

λi − λj

.

在深入探讨细节之前, 需要分析半群 etA(ξ) 在较低和较高频下的性质. 对于前者, 以下两个引理

是至关重要的.

引理 3.1 存在小的正常数 r1, 使得以下结论对 |ξ| < r1 成立:

λ0 = −µ̄|ξ|2 (二重根), λ1 = −κ1

α2

|ξ|2 +
+∞∑
j=2

a2j |ξ|2j ,

λ2 = −1

2

(
2µ̄+ ν̄ + κ2 −

κ1

α2

)
|ξ|2 +

+∞∑
j=2

b2j |ξ|2j + i

(
√
α1α2|ξ|+

+∞∑
j=2

b2j−1|ξ|2j−1

)
,

λ3 = −1

2

(
2µ̄+ ν̄ + κ2 −

κ1

α2

)
|ξ|2 +

+∞∑
j=2

b2j |ξ|2j − i

(
√
α1α2|ξ|+

+∞∑
j=2

b2j−1|ξ|2j−1

)
,

其中 aj 和 bj 为实数, 且 2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
= 2µ̄+ ν̄ + (1− 1

γ
)κ2 > 0.

证明 若 |ξ| ≪ 1, 由于 λ0 是特征方程的二重根, 不妨假设 λ1 是实数, λ2 和 λ3 是复共轭. 设

r = |ξ| 和 λ1(ξ) = r2λ̄(r), 首先考虑如下等式:

r4[r2λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)r
2λ̄2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2r

2 + α1α2)λ̄+ α1κ1] = 0.

设 F : C×C → C 定义为

F (r, λ̄) = r2λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)r
2λ̄2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2r

2 + α1α2)λ̄+ α1κ1. (3.3)

注意到 F (0,− κ1

α2
) = 0 和 Fλ̄(0,− κ1

α2
) ̸= 0, 则隐函数定理意味着对足够小的 r, 存在一个解析函数

λ̄(r), 使得 λ̄(0) = − κ1

α2
, F (r, λ̄(r)) = 0. 因此, λ̄(r) 必须是 (3.3) 的根, 不妨写成

λ̄(r) = a2 + a3r + a4r
2 + · · · ,

其中 aj+2 =
λ̄j(0)
j!

. 特别地, a2 = λ̄(0) = − κ1

α2
, 即

λ̄(r) = −κ1

α2

+ a3r + a4r
2 + · · · .

因此, 对足够小的 |ξ|, 有

λ1 = r2λ̄(r) = −κ1

α2

|ξ|2 + a3|ξ|3 + a4|ξ|4 + · · · .

对于 λ2 和 λ3, 设 r = |ξ| 和 λ(ξ) = rλ̄(r), 考虑如下等式:

r3[λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)rλ̄
2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2r

2 + α1α2)λ̄+ α1κ1r] = 0.

定义 G : C×C → C 如下:

G(r, λ̄) = λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)rλ̄
2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2r

2 + α1α2)λ̄+ α1κ1r. (3.4)
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注意到 G(0,
√
α1α2i) = 0 和 Gλ̄(0,

√
α1α2i) ̸= 0, 则隐函数定理意味着对足够小的 r, 存在一个解析

函数 λ̄(r), 使得 λ̄(0) =
√
α1α2i, G(r, λ̄(r)) = 0. 因此, λ̄(r) 必须是 (3.4) 的根, 不妨也写成

λ̄(r) = b1 + b2r + b3r
2 + · · · ,

其中 bj+1 =
λ̄j(0)
j!

. 特别地, b1 = λ̄(0) =
√
α1α2i, 即

λ̄(r) =
√
α1α2i + b2r + b3r

2 + · · · .

因此, 对足够小的 |ξ|, 有

λ2 = rλ̄(r) = i
√
α1α2|ξ|+ b2|ξ|2 + b3|ξ|3 + · · · .

类似地, 可以证明

λ3 = rλ̄(r) = −i
√
α1α2|ξ|+ b2|ξ|2 + b3|ξ|3 + · · · .

现在只需要证明 λ1 只包含 |ξ| 的偶次幂, λ2 和 λ3 的实部只包含 |ξ| 的偶次幂, λ2 和 λ3 的虚部

只包含 |ξ| 的奇次幂. 已知 λ2 和 λ3 一定是复共轭, 并且

λ1 + λ2 + λ3 = −(2µ̄+ ν̄ + κ2)|ξ|2,

则有

Reλ2 = Reλ3 = −1

2
((2µ̄+ ν̄ + κ2)|ξ|2 + λ1) = −1

2

(
2µ̄+ ν̄ + κ2 −

κ1

α2

)
|ξ|2 −

+∞∑
j=2

aj |ξ|j .

显然有

λ1λ2λ3 = −α1κ1|ξ|4,

并且

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = (2µ̄+ ν̄)κ2|ξ|4 + α1α2|ξ|2,

由上述等式, 可得

λ2
1(λ2 + λ3) = ((2µ̄+ ν̄)κ2|ξ|4 + α1α2|ξ|2)λ1 + α1κ1|ξ|4. (3.5)

已知 λ1 的最低项是 c|ξ|2, 现在假设 λ1 包含 |ξ| 的奇次项, 并且具有非零系数的最低的项是

a2j+1|ξ|2j+1. 这意味着 λ2
1 包含 |ξ| 的奇次项, 且最低的项是 2ca2j+1|ξ|2j+3. 另外, 还已知 λ2 + λ3 的

最低项是 c′|ξ|2, 则 λ2
1(λ2 + λ3) 包含 |ξ| 的奇次项, 在我们的假设下, 最低项是 2cc′a2j+1|ξ|2j+5, 且它

是非零的. 注意到 (3.5) 的右侧包含 |ξ| 的奇次幂, 而最低项是 α1α2a2j+1|ξ|2j+3, 得出矛盾. 由此证明

λ1 只包含 |ξ| 的偶次幂, 且 λ2 和 λ3 的实部也只包含 |ξ| 的偶次幂.

另一方面, 因为 λ2 和 λ3 是共轭的, 则有 λ2λ3 = (Reλ2)
2 + (Imλ2)

2. 因此,

(Imλ2)
2 = −α1κ1|ξ|4

λ1

− (Reλ2)
2. (3.6)
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注意到 (3.6) 的右边只包含 |ξ| 的偶次幂. 事实上, 已知 Imλ2 的最低项是 c|ξ|. 现在假设 Imλ2 包含

|ξ| 的偶次项, 并且具有非零系数的最低项是 b2j |ξ|2j . 则 (Imλ2)
2 包含 |ξ| 的奇次项, 在我们的假设

下, 最低项是 2cb2j |ξ|2j+1, 且它是非零的. 然而, 如上文所述, (Imλ2)
2 只包含 |ξ| 的偶次幂, 得出矛

盾. 因此, λ2 和 λ3 的虚部只包含 |ξ| 的奇次幂. 从而完成了该引理的证明.

引理 3.2 当 2µ̄+ ν̄ ̸= κ2 时, 存在大的正常数 r2, 使得以下结论对 |ξ| > r2 成立:

λ0 = −µ̄|ξ|2 (二重根), λ1 = − α1κ1

(2µ̄+ ν̄)κ2

+
+∞∑
j=1

a′2j |ξ|−2j ,

λ2 = −(2µ̄+ ν̄)|ξ|2 +
+∞∑
j=0

b′2j |ξ|−2j , λ3 = −κ2|ξ|2 +
+∞∑
j=0

b̃′2j |ξ|−2j .

当 2µ̄+ ν̄ = κ2 时, 存在大的正常数 r2, 使得以下结论对 |ξ| > r2 成立:

λ0 = −µ̄|ξ|2 (二重根), λ1 = − α1κ1

(2µ̄+ ν̄)κ2

+

+∞∑
j=1

a′2j |ξ|−2j ,

λ2 = −(2µ̄+ ν̄)|ξ|2 +
+∞∑
j=−1

b′′j |ξ|−j , λ3 = −κ2|ξ|2 +
+∞∑
j=−1

b̃′′j |ξ|−j ,

其中 a′j、b′j、 b̃′j、b′′j 和 b̃′′j 为实数, 且 λ2 ̸= λ3.

证明 若 |ξ| ≫ 1, 令 r = 1
|ξ| ≪ 1, λ1(ξ) = λ̄(r), 首先考虑如下等式:

r−4[r4λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)r
2λ̄2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2 + α1α2r

2)λ̄+ α1κ1] = 0.

设 F : C×C → C 定义为

F (r, λ̄) = r4λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)r
2λ̄2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2 + α1α2r

2)λ̄+ α1κ1. (3.7)

注意到 F (0,− α1κ1

(2µ̄+ν̄)κ2
) = 0 和 Fλ̄(0,− α1κ1

(2µ̄+ν̄)κ2
) ̸= 0, 则隐函数定理意味着对足够小的 r, 存在一个

解析函数 λ̄(r), 使得 λ̄(0) = − α1κ1

(2µ̄+ν̄)κ2
, F (r, λ̄(r)) = 0, 不妨写成

λ̄(r) = − α1κ1

(2µ̄+ ν̄)κ2

+ a′1r + a′2r
2 + · · · ,

其中 a′j =
λ̄j(0)
j!

. 因此, 对足够小的 r, 有

λ1 = λ̄(r) = − α1κ1

(2µ̄+ ν̄)κ2

+ a′1|ξ|−1 + a′2|ξ|−2 + · · · .

至于 λ2 和 λ3, 令 r = 1
|ξ| ≪ 1, λ(ξ) = r−2λ̄(r), 考虑如下等式:

r−6[λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)λ̄
2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2 + α1α2r

2)λ̄+ α1κ1r
2] = 0.

定义 G : C×C → C 如下:

G(r, λ̄) = λ̄3 + (2µ̄+ ν̄ + κ2)λ̄
2 + ((2µ̄+ ν̄)κ2 + α1α2r

2)λ̄+ α1κ1r
2. (3.8)
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注意到 G(0,−(2µ̄+ ν̄)) = 0 和 Gλ̄(0,−(2µ̄+ ν̄)) ̸= 0, 则隐函数定理意味着对足够小的 r, 存在一个

解析函数 λ̄(r), 使得 λ̄(0) = −(2µ̄+ ν̄), G(r, λ̄(r)) = 0, 不妨也写成

λ̄(r) = −(2µ̄+ ν̄) + b′−1r + b′0r
2 + b′1r

3 + · · · ,

其中 b′j−2 =
λ̄j(0)
j!

. 因此, 对足够小的 r, 有

λ2(ξ) = r−2λ̄(r) = −(2µ̄+ ν̄)|ξ|2 + b′−1|ξ|+ b′0 + b′1|ξ|−1 + · · · .

类似地, 可以证明

λ3(ξ) = r−2λ̄(r) = −κ2|ξ|2 + b̃′−1|ξ|+ b̃′0 + b̃′1|ξ|−1 + · · · .

现在只需要证明 λ1、λ2 和 λ3 只包含 |ξ|−1 的偶次幂．在上述引理的证明中, 已推断出

λ2
1(λ2 + λ3) = ((2µ̄+ ν̄)κ2|ξ|4 + α1α2|ξ|2)λ1 + α1κ1|ξ|4, (3.9)

且已知 λ1 的最高项是 c. 现在假设 λ1 包含 |ξ| 的奇次幂, 且具有非零系数的最高项是 a′2j−1|ξ|−2j+1,

其中 j ∈ N+. 这意味着 λ2
1 包含 |ξ| 的奇次幂, 且最高项是 2ca′2j−1|ξ|−2j+1. 另外, 还已知 λ2 + λ3 的

最高项是 c′|ξ|2, 则 λ2
1(λ2 + λ3) 包含 |ξ| 的奇次幂, 在我们的假设下, 最高项是 2cc′a′2j−1|ξ|−2j+3, 且

它是非零的. 注意到 (3.9) 的右边包含 |ξ| 的奇次幂, 而最高项是 (2µ̄+ ν̄)κ2a
′
2j−1|ξ|−2j+5, 得出矛盾.

因此, λ1 只包含 |ξ| 的偶次幂.

事实上, 已知 λ2 + λ3 只包含 |ξ| 的偶次幂, 则有 b′2j−1 = −b̃′2j−1, 其中 j ∈ N. 此外, 我们发现

λ2λ3 = −α1κ1|ξ|4

λ1

. (3.10)

当 2µ̄ + ν̄ ̸= κ2 时, 注意到 (3.10) 的右边只包含 |ξ| 的偶次幂. 已知 λ2 和 λ3 的最高项分别是

−(2µ̄ + ν̄)|ξ|2 和 −κ2|ξ|2. 现在假设 λ2 和 λ3 包含 |ξ| 的偶次幂, 并且具有非零系数的最高项

分别是 b′2j+1|ξ|−2j+1 和 −b′2j+1|ξ|−2j+1. 则 λ2λ3 包含 |ξ| 的奇次项, 在我们的假设下, 最高项是

(2µ̄ + ν̄ − κ2)b
′
2j+1|ξ|−2j+3, 且它是非零的. 然而, 如上文所述, λ2λ3 只包含 |ξ| 的偶次幂, 从而得出

矛盾. 因此, λ2 和 λ3 只包含 |ξ| 的偶次幂. 当 2µ̄+ ν̄ = κ2 时, 由

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = (2µ̄+ ν̄)κ2|ξ|4 + α1α2|ξ|2, (3.11)

推断出 (3.11) 的左边关于 |ξ|2 的非零系数是 2α1κ1

κ2
− (b′−1)

2 − κ2(b
′
0 + b̃′0), 则有

2α1κ1

κ2
− (b′−1)

2 −
κ2(b

′
0 + b̃′0) = α1α2. 若假设 λ2 = λ3, 则有 b′−1 = b̃′−1 = 0, b′0 = b̃′0 = α1κ1

2(2µ̄+ν̄)κ2
. 通过简单的计算, 对

γ > 1, 有

2α1κ1

κ2

− (b′−1)
2 − κ2(b

′
0 + b̃′0) =

α1κ1

κ2

=
Ē

ρ̄
̸= γĒ

ρ̄
= α2,

得出矛盾. 最后, 得到 λ2 ̸= λ3, 从而完成了该引理的证明.
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为简单起见,首先讨论 µ̄ ̸= κ1

α2
的情形. 对 |ξ| 6 r1,利用上述两个引理和投影 Pi(ξ) (i = 0, 1, 2, 3)

的定义, 推导出

P0(ξ) = P
(0)
0 (ξ) +R0(ξ), P

(0)
0 (ξ) =


0 0 0

0 δkl − ξkξl
|ξ|2 0

0 0 0


5×5

, (3.12)

P1(ξ) = P
(0)
1 (ξ) +R1(ξ), P

(0)
1 (ξ) =


1 c

(0)
1l iξ

t − 1
α2

− κ1

α2
iξ c

(0)
kl ξkξl c

(0)
k5 iξ

c
(0)
51 |ξ|2 c

(0)
5l iξ

t c
(0)
55 |ξ|2


5×5

, (3.13)

P2(ξ) = P
(0)
2 (ξ) +R2(ξ), P

(0)
2 (ξ) =


− κ1i|ξ|

2α2
√
α1α2

− ξt

2
√
α1α2|ξ|

1
2α2

κ1iξ
2α2

ξkξl
2|ξ|2 − α1ξ

2
√
α1α2|ξ|

− κ1i|ξ|
2
√
α1α2

− α2ξ
t

2
√
α1α2|ξ|

1
2


5×5

, (3.14)

P3(ξ) = P
(0)
3 (ξ) +R3(ξ), P

(0)
3 (ξ) =


κ1i|ξ|

2α2
√
α1α2

ξt

2
√
α1α2|ξ|

1
2α2

κ1iξ
2α2

ξkξl
2|ξ|2

α1ξ
2
√
α1α2|ξ|

κ1i|ξ|
2
√
α1α2

α2ξ
t

2
√
α1α2|ξ|

1
2


5×5

, (3.15)

其中

c
(0)
1l =

(µ̄+ ν̄)(κ2 − κ1

α2
)

α1α2µ̄− α1κ1

−
(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)2

4(α1α2µ̄− α1κ1)
,

c
(0)
kl =

(2µ̄+ ν̄)(κ2 − κ1

α2
)

α1α2µ̄− α1κ1

−
(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)2

4(α1α2µ̄− α1κ1)
,

c
(0)
k5 =

α1(µ̄+ ν̄)(κ2 − κ1

α2
)

α1α2µ̄− α1κ1

+
κ2

α2

−
α1(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)2

4(α1α2µ̄− α1κ1)
,

c
(0)
51 =

κ1(µ̄− κ2)(2µ̄+ ν̄ − κ1

α2
)

α1α2µ̄− α1κ1

+
κ1(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)2

4(α1α2µ̄− α1κ1)
,

c
(0)
5l =

(α2κ2 − κ1)(2µ̄+ ν̄ − κ1

α2
)

α1α2µ̄− α1κ1

−
α2(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)2

4(α1α2µ̄− α1κ1)
,

k, l = 2, 3, 4, c
(0)
i′j′ 为实数 (i′, j′ = 1, 2, 3, 4, 5), Ri(ξ) 是比主导项 P

(0)
i (ξ) 关于 |ξ| 更高阶的剩余矩阵.

对 |ξ| > r1, 推导出

P0(ξ) = P
(0)
0 (ξ) +R0(ξ), P

(0)
0 (ξ) =


0 0 0

0 δkl −
c
(0)
kl ξkξl
|ξ|4 0

0 0 0


5×5

, (3.16)
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P1(ξ) = P
(0)
1 (ξ) +R1(ξ), P

(0)
1 (ξ) =


c
(1)
11

c
(1)
1l iξt

|ξ|2
c
(1)
15

|ξ|2

c
(1)
k1 iξ

|ξ|2
c
(1)
kl ξkξl
|ξ|4

c
(1)
k5 iξ

|ξ|2

c
(1)
51

c
(1)
5l iξt

|ξ|2
c
(1)
55

|ξ|2


5×5

, (3.17)

P2(ξ) = P
(0)
2 (ξ) +R2(ξ), P

(0)
2 (ξ) =


c
(2)
11

|ξ|2
c
(2)
1l iξt

|ξ|2
c
(2)
15

|ξ|2

c
(2)
k1 iξ

|ξ|2
c
(2)
kl ξkξl
|ξ|2

c
(2)
k5 iξ

|ξ|2

c
(2)
51

c
(2)
5l iξt

|ξ|2
c
(2)
55

|ξ|2


5×5

, (3.18)

P3(ξ) = P
(0)
3 (ξ) +R3(ξ), P

(0)
3 (ξ) =


c
(3)
11

|ξ|2
c
(3)
1l iξt

|ξ|2
c
(3)
15

|ξ|2

c
(3)
k1 iξ

|ξ|2
c
(3)
kl ξkξl
|ξ|2

c
(3)
k5 iξ

|ξ|2

c
(3)
51

c
(3)
5l iξt

|ξ|2 c
(3)
55


5×5

, (3.19)

其中 k, l = 2, 3, 4, c
(i)
i′j′ 为实数 (i′, j′ = 1, 2, 3, 4, 5), Ri(ξ) 表示比主导项 P

(0)
i (ξ) 关于 |ξ| 更低阶的剩

余矩阵.

注 3.1 事实上, 处理 µ̄ = κ1

α2
的情形更为简单. 若 µ̄ = κ1

α2
, 则 λ0 − λ1 = O(ξ4). 因此, 只需稍

微修改一下低频下 P1(ξ) 的估计值. 更准确地说, 对 |ξ| 6 r1, 有

P1(ξ) = P
(0)
1 (ξ) +R0(ξ), P

(0)
1 (ξ) =


1

κ1
α2

−κ2

α1α2
iξt − 1

α2

− κ1

α2
iξ O(1) κ1

α2
2
iξ

O(1) O(|ξ|2) O(|ξ|2)


5×5

.

根据以上的分析, 我们建立了半群 S(t) = etB 的 Fourier 模式 etA(ξ) 的预期衰减估计. 令

etA(ξ) =


N̂(t)

M̂(t)

Q̂(t)

 =


N̂1(t) + N̂2(t)

M̂1(t) + M̂2(t)

Q̂1(t) + Q̂2(t)

 ,

其中 (·)1 = χ(ξ)(·), (·)2 = (1− χ(ξ))(·), χ(ξ) 表示一个光滑的截断函数, 定义如下:

χ(ξ) =

 1, |ξ| 6 R,

0, |ξ| > R+ 1,

R 为某个正常数. 因此, (ñ, m̃, Ẽ) 的 Fourier 变换可以写为

̂̃n(t, ξ) = N̂(t) · ̂̃U0(ξ) = N̂1(t) ·
̂̃
U0(ξ) + N̂2(t) ·

̂̃
U0(ξ),̂̃m(t, ξ) = M̂(t) · ̂̃U0(ξ) = M̂1(t) ·

̂̃
U0(ξ) + M̂2(t) ·

̂̃
U0(ξ),̂̃

E(t, ξ) = Q̂(t) · ̂̃U0(ξ) = Q̂1(t) ·
̂̃
U0(ξ) + Q̂2(t) ·

̂̃
U0(ξ).

定义 etA(ξ) = (aij(t, ξ))5×5 如下:

N̂(t) = N̂(t, ξ) = (a11(t, ξ) 0)1×5,
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N̂ (t) = N̂ (t, ξ) = (0 a1l(t, ξ) 0)1×5, l = 2, 3, 4,

N̂(t) = N̂(t, ξ) = (0 a15(t, ξ))1×5,

M̂(t) = M̂(t, ξ) = (ak1(t, ξ) 0)3×5, k = 2, 3, 4,

M̂(t) = M̂(t, ξ) = (0 akl(t, ξ) 0)3×5, k, l = 2, 3, 4,

M̂(t) = M̂(t, ξ) = (0 ak5(t, ξ))3×5, k = 2, 3, 4,

Q̂(t) = Q̂(t, ξ) = (a51(t, ξ) 0)1×5,

Q̂(t) = Q̂(t, ξ) = (0 a5l(t, ξ) 0)1×5, l = 2, 3, 4,

Q̂(t) = Q̂(t, ξ) = (0 a55(t, ξ))1×5,

则 (ñ, m̃, Ẽ) 的 Fourier 变换可以有如下的表达式:

̂̃n(t, ξ) = N̂(t) · ̂̃U0(ξ) = N̂(t) · ̂̃U0(ξ) + N̂ (t) · ̂̃U0(ξ) + N̂(t) · Û0(ξ),̂̃m(t, ξ) = M̂(t) · ̂̃U0(ξ) = M̂(t) · ̂̃U0(ξ) + M̂(t) · ̂̃U0(ξ) + M̂(t) · ̂̃U0(ξ),̂̃
E(t, ξ) = Q̂(t) · ̂̃U0(ξ) = Q̂(t) · ̂̃U0(ξ) + Q̂(t) · ̂̃U0(ξ) + Q̂(t) · ̂̃U0(ξ).

为了推导出 L2 框架中解的大时间衰减率, 需要验证 Green 函数的 Fourier 变换在低频和高频下

的近似. 由特征值的定义可知, 对任意 i = 0, 1, 2, 3, 存在某些正常数 c1、c2 和 c3, 使得对 |ξ| 6 r1, 有

−c1|ξ|2 6 Reλi(ξ) 6 −c2|ξ|2;

对 |ξ| > r1, 有

Reλi(ξ) 6 −c3.

因此, 对 |ξ| 6 r1, 得到

|N̂1(t)| 6 Ce−c2|ξ|2t, |M̂1(t)| 6 Ce−c2|ξ|2t, |Q̂1(t)| 6 Ce−c2|ξ|2t;

对 |ξ| > r1, 得到

|N̂2(t)| 6 C(1 + t)3e−c3t, |M̂2(t)| 6 C(1 + t)3e−c3t, |Q̂2(t)| 6 C(1 + t)3e−c3t,

其中 C 是与时间无关的正常数.

此外, 针对 |ξ| 6 r1 (更具体地, 讨论如下两种情形: µ̄ = κ1

α2
和 µ̄ ̸= κ1

α2
) 和 |ξ| > r1, 我们分别

推导出 Pi(ξ) = P
(0)
i (ξ) + Ri(ξ) (i = 0, 1, 2, 3), 其中 P

(0)
i (ξ) 为主导项, Ri(ξ) 在低频里表示比主导

项关于 |ξ| 更高阶的剩余矩阵, Ri(ξ) 在高频里表示比主导项关于 |ξ| 更低阶的剩余矩阵. 上文中已

写出主导项 P
(0)
i (ξ) (i = 0, 1, 2, 3) 在低频中的具体表达式 (3.12)–(3.15) 以及在高频中的具体表达式

(3.16)–(3.19). 不难发现, 投影算子 Pi(ξ) (i = 0, 1, 2, 3) 有如下估计:

|Pi(ξ)| 6 C, ∀ |ξ| > 0,

为简单起见, 其中 | · | 表示矩阵的模.
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4 线性化问题的 L2 估计

利用 Fourier 空间中的Green 函数公式及其元素的渐近分析, 能够建立 L2 的衰减估计. 首先, 研

究线性化可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的初值问题的整体解的 L2 衰减率.

命题 4.1 设 U0 = (n0,m0, E0) ∈ L1(R3) ∩ H l(R3), 其中 l > 3, 则 (ñ, m̃, Ẽ) 为线性化问题

(3.1) 的解, 且满足对任意 0 6 k 6 l, 有

∥∇k(ñ, m̃, Ẽ)(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−
3
4−

k
2 (∥U0∥L1(R3) + ∥∇kU0∥L2(R3)), ∀ t > 0,

其中 C 是与时间无关的正常数.

证明 由 Ĝ(t, ξ) 的定义, 以及 N̂i(t)、M̂i(t) 和 Q̂i(t) (i = 1, 2) 的估计, 得到如下关于空间导数

的 (ñ, m̃, Ẽ) 的 L2 衰减率:

∥∇k(ñ, m̃, Ẽ)(t)∥2L2(R3) = ∥(∇̂kñ, ∇̂km̃, ∇̂kẼ)(t)∥2L2(R3)

=

∫
|ξ|6r1

|ξ|2k|(̂̃n, ̂̃m,
̂̃
E)(t, ξ)|2dξ +

∫
|ξ|>r1

|ξ|2k|(̂̃n, ̂̃m,
̂̃
E)(t, ξ)|2dξ

.
∫
|ξ|6r1

e−2c2|ξ|2t|ξ|2k|Û0|2dξ +
∫
|ξ|>r1

(1 + t)6e−2c3t|ξ|2k|Û0|2dξ

. ∥Û0∥2L∞

∫
|ξ|6r1

e−2c2|ξ|2t|ξ|2kdξ + (1 + t)6e−2c3t

∫
|ξ|>r1

|ξ|2k|Û0|2dξ

. (1 + t)−
3
2−k(∥U0∥2L1(R3) + ∥∇kU0∥2L2(R3)), ∀ t > 0.

从而完成了命题 4.1 的证明.

值得注意的是, 上述推导出的 L2 衰减率在一定的非退化条件下是最优的. 为了证明这一点, 下

面研究线性化可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的全局解的 L2 衰减率的下界.

命题 4.2 设 U0 = (n0,m0, E0) ∈ L1(R3) ∩ H l(R3), 其中 l > 3, 若 Mm =
∫
R3 m0(x)dx 和

ME =
∫
R3 E0dx 不全为零, 则命题 4.1 给出的线性化问题 (3.1) 的解 (ñ, m̃, Ẽ) 满足对任意 0 6 k 6 l,

当 t 足够大时, 有

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6 ∥∇kñ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 ,

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6 ∥∇km̃(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 ,

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6 ∥∇kẼ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 .

若Mn =
∫
R3 n0(x)dx ̸= 0, Mm = ME = 0, 当 t 足够大时, 有

C−1(1 + t)−
3
4−

k
2 6 ∥∇kñ(t)∥L2(R3) 6 C(1 + t)−

3
4−

k
2 ,

其中 C 是与时间无关的正常数.

证明 为简单起见, 只处理 µ̄ ̸= κ1

α2
且 k = 0 的情形, 该证明同样可应用于 µ̄ = κ1

α2
(利用注 3.1)

和其他高阶导数 (1 6 k 6 l) 的情形. 首先, 对 |ξ| 6 r1, 定义 P ′(0)
i = P

(0)
i − R′′

i 和 R′
i = Ri + R′′

i
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(i = 0, 1, 2, 3), 其中 P ′(0)
i (ξ) 只包含常量元素, ξ

|ξ|、
ξ⊗ξ
|ξ|2 和 R′

i(ξ) 表示比主导项 P ′(0)
i (ξ) 关于 |ξ| 更

高阶的剩余矩阵. 更具体地说, 对 |ξ| 6 r1, 有

|R′
i(ξ)| 6 C|ξ|.

因此, 对 |ξ| 6 r1, 得到

̂̃n(t, ξ) = N̂(t, ξ) · Û0(ξ) =

3∑
i=0

eλit[P ′(0)
i (ξ)]1 · Û0(ξ) +

3∑
i=0

eλit[R′
i(ξ)]

1 · Û0(ξ) =: T1 + T2, (4.1)

其中 [P ′(0)
i (ξ)]1 和 [R′

i(ξ)]
1 分别表示矩阵 P ′(0)

i (ξ) 和 R′
i(ξ) 的第一行,

T1 = eλ1t

(
n̂0 −

1

α2

Ê0

)
+

1
√
α1α2

eat sin(bt)
iξ · m̂0

|ξ|
+

1

α2

eat cos(bt)Ê0,

T2 ∼ O(1)|ξ|e−c2|ξ|2t|Û0|,

λ1 = − κ1

α2
|ξ|2 +O(|ξ|4), a = −1

2
(2µ̄+ ν̄ + κ2 − κ1

α2
)|ξ|2 +O(|ξ|4), b = √

α1α2|ξ|+O(|ξ|3). 由此得出

∂t̂̃n(t, ξ) = ∂tT1 + ∂tT2 =: T3 + T4, ∀ |ξ| 6 r1, (4.2)

其中

T3 = −eat cos(bt)iξ · m̂0 +

√
α1α2|ξ|
α2

eat sin(bt)Ê0,

T4 ∼ O(1)|ξ|2e−c2|ξ|2t|Û0|.

接下来, 将分三步逐一对 m̃、Ẽ 和 ñ 进行估计.

步骤 1 估计 m̂.

通过线性化问题 (3.1) 的第一个方程, 计算出

∥ ̂̃m(t, ξ)∥2L2(R3) >
∫
R3

|ξ · ̂̃m(t, ξ)|2

|ξ|2
dξ =

∫
R3

|∂t̂̃n(t, ξ)|2
|ξ|2

dξ

>
∫
|ξ|6r1

|T3 + T4|2

|ξ|2
dξ >

∫
|ξ|6r1

|T3|2

2|ξ|2
dξ −

∫
|ξ|6r1

|T4|2

|ξ|2
dξ.

简单的计算得到 ∫
|ξ|6r1

|T4|2

|ξ|2
dξ . ∥Û0∥2L∞

∫
|ξ|6r1

e−2c2|ξ|2t|ξ|2dξ . (1 + t)−
5
2 ∥U0∥2L1 .

因为 m0(x) ∈ L1(R3) 意味着 m̂0(ξ) ∈ C(R3), 若 m̂0(0) =
∫
R3 m0(x)dx ̸= 0, 当 η 充分小时, 推导出

m̂0(ξ) ̸= 0, 其中 |ξ| 6 η 6 r1. 同样的论证适用于 n̂0 和 Ê0.

在Mm ̸= 0 且ME ̸= 0 的情形下, 有∫
|ξ|6r1

|T3|2

|ξ|2
dξ >

∫
|ξ|6η

e2at cos2(bt)
|ξ · m̂0(ξ)|2

|ξ|2
dξ +

α1

α2

∫
|ξ|6η

e2at sin2(bt)|Ê0(ξ)|2dξ

> 1

6
M2

m

∫
|ξ|6η

e−2c1|ξ|2t cos2(bt)dξ +
α1

2α2

M2
E

∫
|ξ|6η

e−2c1|ξ|2t sin2(bt)dξ
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− C

∫
|ξ|6η

e−2c2|ξ|2t|ξ|2dξ

> C1

∫
|ξ|6η

e−2c1|ξ|2tdξ − C

∫
|ξ|6η

e−2c2|ξ|2t|ξ|2dξ =: I1 − I2.

直接计算可以得到

I1 > C1(1 + t)−
3
2 , I2 . (1 + t)−

5
2 .

在Mm ̸= 0 且ME = 0 的情形下, 有∫
|ξ|6r1

|T3|2dξ > 1

6
M2

m

∫
|ξ|6η

e−2c1|ξ|2t cos2(bt)dξ

> 1

7
M2

mt−
3
2

∫ η
√
t

0

e−2c1r
2

cos2(
√
α1α2r

√
t)r2dr

> 1

7
M2

mt−
3
2

[
√

α1α2ηt

π ]−1∑
k=0

∫ kπ+π
4√

α1α2
√

t

kπ√
α1α2

√
t

e−2c1r
2

cos2(
√
α1α2r

√
t)r2dr

> 1

14
M2

mt−
3
2

[
√

α1α2ηt

π ]−1∑
k=0

∫ kπ+π
4√

α1α2
√

t

kπ√
α1α2

√
t

e−2c1r
2

r2dr

> C1(1 + t)−
3
2 .

同样地, 在Mm = 0 且ME ̸= 0 的情形下, 也有∫
|ξ|6r1

|T3|2dξ > α1

2α2

M2
E

∫
|ξ|6η

e−2c1|ξ|2t sin2(bt)dξ

> C1(1 + t)−
3
2 .

综合上述估计, 得到 m̃(t, x) 的衰减率下界, 即, 若Mm ̸= 0 或ME ̸= 0, 当 t 足够大时, 有

∥m̃(t, x)∥2L2(R3) = ∥ ̂̃m(t, ξ)∥2L2(R3) > C−1(1 + t)−
3
2 . (4.3)

步骤 2 估计 Ẽ.

对于 Ẽ, 根据线性化问题 (3.1) 的第二个方程, 我们得到

| ̂̃E(t, ξ)|2 > 1

α2
1|ξ|2

|∂t ̂̃m(t, ξ)− (µ̄|ξ|2 + (µ̄+ ν̄)ξ ⊗ ξ) ̂̃m(t, ξ)|2

> 1

2α2
1|ξ|2

|∂t ̂̃m(t, ξ)|2 − 1

α2
1|ξ|2

|S1|2,

其中,

S1 = (µ̄|ξ|2 + (µ̄+ ν̄)ξ ⊗ ξ) ̂̃m(t, ξ).

同样地, 设 ̂̃m = ( ̂̃m1, ̂̃m2, ̂̃m3), 对 |ξ| 6 r1, 也有

̂̃mk(t, ξ) = [M̂(t, ξ)]k · Û0(ξ) =
3∑

i=0

eλit[P ′(0)
i (ξ)]k+1 · Û0(ξ) +

3∑
i=0

eλit[R′
i(ξ)]

k+1 · Û0(ξ), (4.4)
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其中, k = 1, 2, 3, [M̂(t, ξ)]k 表示矩阵 M̂(t, ξ) 的第 k 行, [P ′(0)
i (ξ)]k+1 和 [R′

i(ξ)]
k+1 分别表示矩阵

P ′(0)
i (ξ) 和 R′

i(ξ) 的第 k + 1 行. 由此, 可以推导出

∂t ̂̃m(t, ξ) =: S2 + S3, ∀ |ξ| 6 r1, (4.5)

其中,

S2 = −
√
α1α2e

at sin(bt)
ξ(ξ · m̂0)

|ξ|
+ α1e

at cos(bt)iξ · Ê0,

S3 ∼ O(1)|ξ|2e−c2|ξ|2t|Û0|.

因此,

∥ ̂̃E(t, ξ)∥2L2(R3) >
1

4α2
1

∫
|ξ|6r1

|S2|2

|ξ|2
dξ − 1

2α2
1

∫
|ξ|6r1

|S3|2

|ξ|2
dξ − 1

α2
1

∫
|ξ|6r1

|S1|2

|ξ|2
dξ =: J1 − J2 − J3.

同样地, 若Mm ̸= 0 或ME ̸= 0, 可以得到

J1 > C2(1 + t)−
3
2 − C(1 + t)−

5
2 , J2 . (1 + t)−

5
2 , J3 . (1 + t)−

5
2 .

以上估计给出了 Ẽ(t, x) 的衰减率下界, 即, 若Mm ̸= 0 或ME ̸= 0, 当 t 足够大时, 有

∥Ẽ(t, x)∥2L2(R3) = ∥ ̂̃E(t, ξ)∥2L2(R3) > C−1(1 + t)−
3
2 . (4.6)

步骤 3 估计 ñ.

现在处理 ñ. 在这一步骤中, 我们将讨论以下两种情形: (1) Mm ̸= 0 或ME ̸= 0, (2) Mn ̸= 0 且

Mm = 0 = ME .

首先处理Mm ̸= 0 或ME ̸= 0 的情形. 对 |ξ| 6 r1, 容易验证

̂̃
E(t, ξ) = Q̂(t, ξ) · Û0(ξ) =

3∑
i=0

eλit[P ′(0)
i (ξ)]5 · Û0(ξ) +

3∑
i=0

eλit[R′
i(ξ)]

5 · Û0(ξ) =: P1 + P2, (4.7)

其中, [P ′(0)
i (ξ)]5 和 [R′

i(ξ)]
5 分别表示矩阵 P ′(0)

i (ξ) 和 R′
i(ξ) 的第五行,

P1 =
α2√
α1α2

eat sin(bt)
iξ · m̂0

|ξ|
+

α2

α2

eat cos(bt)Ê0,

P2 ∼ O(1)|ξ|e−c2|ξ|2t|Û0|.

从现在开始, 为了阐述方便, 我们使用如下符号:

M1 = Mn − ME

α2

, M2 =
ME

α2

.

从 (4.1) 和 (4.7) 推断出

̂̃n(t, ξ)− 1

α2

̂̃
E(t, ξ) = eλ1t

(
n̂0 −

1

α2

Ê0

)
+ T2 −

1

α2

P2.
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在M1 = 0 的情形下, 直接得到∥∥∥∥(̂̃n− 1

α2

̂̃
E

)
(t, x)

∥∥∥∥2

L2(R3)

. (1 + t)−
5
2 ,

从而得到 ñ(t, x) 的衰减率下界. 当 t 足够大时, 有

∥ñ(t, x)∥2L2(R3) = ∥̂̃n(t, ξ)∥2L2(R3)

> 1

2α2

∥ ̂̃E(t, x)∥2L2(R3) −
∥∥∥∥(̂̃n− 1

α2

̂̃
E

)
(t, x)

∥∥∥∥2

L2(R3)

> C−1(1 + t)−
3
2 . (4.8)

另一方面, 在M1 ̸= 0 的情形下, 从 (4.1) 推断出

∥̂̃n(t, ξ)∥2L2(R3) >
∫
|ξ|6r1

1

2
|T1|2dξ −

∫
|ξ|6r1

|T2|2dξ.

事实上, 显然有 ∫
|ξ|6r1

|T2|2dξ . (1 + t)−
5
2 .

现在估计 T1.∫
|ξ|6r1

|T1|2dξ =

∫
|ξ|6r1

∣∣∣∣eλ1t

(
n̂0 −

1

α2

Ê0

)
+ eat cos(bt)

1

α2

Ê0

∣∣∣∣2dξ
+

∫
|ξ|6r1

∣∣∣∣ 1
√
α1α2

eat sin(bt)
ξ · m̂0

|ξ|

∣∣∣∣2dξ
> 1

2

∫
|ξ|6r1

|M1e
λ1t +M2e

at cos(bt)|2dξ − C(1 + t)−
5
2

> 1

2
t−

3
2

∫ r1
√
t

0

|M1e
− κ1

α2
r2 +M2e

− 1
2 (2µ̄+ν̄+κ2− κ1

α2
)r2 cos(

√
α1α2r

√
t)|2r2dr

− C(1 + t)−
5
2 .

上述积分中使用了变量变换 r = |ξ|
√
t 和球坐标. 注意到当 t > 2π√

α1α2r1
时, 间隔时间 [0, r1

√
t] 大于

cos(
√
α1α2r

√
t) 的一个周期. 将区间 [0, r1

√
t] 分成 Ip 和 In 两部分, 使得

Ip = {r ∈ [0, r1
√
t] : cos(

√
α1α2r

√
t) > 0}, In = {r ∈ [0, r1

√
t] : cos(

√
α1α2r

√
t) < 0}.

Ip 和 In 的长度至少为
π√

α1α2t
. 进一步, 利用余弦函数的性质, 当 t 足够大时, Ip 和 In 的长度都非常

接近 1
2
r1
√
t. 更准确地说, 有以下两种情形的计算.

在M1M2 > 0 的情形下, 有∫
|ξ|6r1

|T1|2dξ > 1

2
t−

3
2

∫
Ip

|M1e
− κ1

α2
r2 +M2e

− 1
2 (2µ̄+ν̄+κ2− κ1

α2
)r2 cos(

√
α1α2r

√
t)|2r2dr − C(1 + t)−

5
2

> 1

2
t−

3
2

∫
Ip

M2
1 e

−2
κ1
α2

r2r2dr − C(1 + t)−
5
2

> C3(1 + t)−
3
2 − C(1 + t)−

5
2 ,

625



陈玉惠等: 三维可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的精确时间衰减率

而在M1M2 < 0 的情形下, 也有∫
|ξ|6r1

|T1|2dξ > 1

2
t−

3
2

∫
In

|M1e
− κ1

α2
r2 +M2e

− 1
2 (2µ̄+ν̄+κ2− κ1

α2
)r2 cos(

√
α1α2r

√
t)|2r2dr − C(1 + t)−

5
2

> 1

2
t−

3
2

∫
In

M2
1 e

−2
κ1
α2

r2r2dr − C(1 + t)−
5
2

> C3(1 + t)−
3
2 − C(1 + t)−

5
2 .

因此, 到目前为止, 我们得出了这样的结论: 若Mm ̸= 0 或ME ̸= 0, 当 t 足够大时, 有

∥ñ(t, x)∥2L2(R3) > C−1(1 + t)−
3
2 . (4.9)

最后, 考虑Mn ̸= 0 且Mm = 0 = ME 的情形. 从 (4.1) 可以发现∫
|ξ|6r1

|T1|2dξ > 1

2
M2

n

∫
|ξ|6r1

e2λ1tdξ − C(1 + t)−
5
2 > C3(1 + t)−

3
2 − C(1 + t)−

5
2 .

综合以上所有估计, 得到 ñ(t, x) 的衰减率下界. 当 t 足够大时, 有

∥ñ(t, x)∥2L2(R3) = ∥̂̃n(t, ξ)∥2L2(R3) > C−1(1 + t)−
3
2 . (4.10)

由此得到命题 4.2.

5 非线性方程组的 L2 估计

本节将证明定理 1.1 关于非线性可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的初值问题的全局解的精

确时间衰减率. 设 nh = n− ñ, mh = m− m̃, Eh = E − Ẽ 为如下问题的解:

∂tnh + divmh = 0,

∂tmh + α1∇Eh − µ̄∆mh − (µ̄+ ν̄)∇ divmh = F,

∂tEh + α2 divmh + κ1∆nh − κ2∆Eh = G,

(nh,mh, Eh)|t=0 = (0, 0, 0),

(5.1)

其中, (t, x) ∈ R+ ×R3, µ̄ = µ
ρ̄
, ν̄ = ν

ρ̄
, α1 = γ − 1, α2 =

γĒ
ρ̄
, κ1 =

κĒ
Cν ρ̄2 , κ2 =

κ
Cν ρ̄
以及

F = −div

[
(mh + m̃)⊗ (mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
+ µ̄∇

(
(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄

)]
−∇

[
(µ̄+ ν̄) div

(
(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄

)
− α1

2

|mh + m̃|2

nh + ñ+ ρ̄

]
,

G = −div

[
γ
(Eh + Ẽ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
− α2

(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
− α1

2

(mh + m̃)|mh + m̃|2

(nh + ñ+ ρ̄)2

− (mh + m̃) · T
nh + ñ+ ρ̄

+ κ2∇
(
(nh + ñ)(Eh + Ẽ)

nh + ñ+ ρ̄

)
+

κ

2Cν

∇
(

|mh + m̃|2

(nh + ñ+ ρ̄)2

)
− κ1∇

(
(nh + ñ)2

nh + ñ+ ρ̄

)]
.
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设 Uh = (nh,mh, Eh)
t, 则问题 (5.1) 有如下等价向量形式:

∂tUh(t, x) = BUh(t, x) +H(t, x), Uh(0, x) = (0, 0, 0)t, ∀ t > 0,

其中非线性项不妨记为 H(Ũ , Uh) = (0, F (Ũ , Uh), 0)
t + (0, 0, G(Ũ , Uh))

t = H1(Ũ , Uh) +H2(Ũ , Uh).

因此, 可以用半群表示解:

Uh(t, x) = S(t) ∗ Uh(0, x) +

∫ t

0

S(t− τ) ∗H(Ũ , Uh)(τ)dτ, ∀ t > 0.

由此, 将解 (nh,mh, Eh) 逐项写为

nh =

∫ t

0

N (t− τ) ∗H1(τ)dτ +

∫ t

0

N(t− τ) ∗H2(τ)dτ, (5.2)

mh =

∫ t

0

M(t− τ) ∗H1(τ)dτ +

∫ t

0

M(t− τ) ∗H2(τ)dτ, (5.3)

Eh =

∫ t

0

Q(t− τ) ∗H1(τ)dτ +

∫ t

0

Q(t− τ) ∗H2(τ)dτ. (5.4)

根据 N̂、M̂、Q̂、N̂、M̂ 和 Q̂ 的定义, 存在某些正常数 c、c′ 和 R, 使得

|N̂ |, |M̂|, |Q̂|, |N̂|, |M̂|, |Q̂| ∼ O(1)e−c|ξ|2t, ∀ |ξ| 6 r1,

|N̂ |, |M̂|, |Q̂|, |N̂|, |M̂|, |Q̂| ∼ O(1)
1

|ξ|
e−Rt +O(1)e−c′|ξ|2t, ∀ |ξ| > r1.

应用与命题 4.1 证明中类似的论证, 对任意非负整数 k, 推断出

∥∇k(N ,M,Q) ∗H1(t)∥L2 6 C(1 + t)−
3
2 (

1
q−

1
2 )−

1
2−

k
2 (∥H1∥Lq + ∥∇k+1H1∥L2),

∥∇k(N,M,Q) ∗H2(t)∥L2 6 C(1 + t)−
3
2 (

1
q−

1
2 )−

1
2−

k
2 (∥H2∥Lq + ∥∇k+1H2∥L2),

∥∇k(N ,M,Q) ∗H1(t)∥L2 6 C(1 + t)−
3
2 (

1
q−

1
2 )−

1
2−

k
2 (∥H1∥Lq + ∥∇kH1∥L2),

∥∇k(N,M,Q) ∗H2(t)∥L2 6 C(1 + t)−
3
2 (

1
q−

1
2 )−

1
2−

k
2 (∥H2∥Lq + ∥∇kH2∥L2),

其中, q = 1, 2,

H1 =

∣∣∣∣(mh + m̃)⊗ (mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
+ µ̄∇

(
(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(µ̄+ ν̄) div

(
(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄

)
− α1

2

|mh + m̃|2

nh + ñ+ ρ̄

∣∣∣∣,
H2 =

∣∣∣∣− γ
(Eh + Ẽ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
+ α2

(nh + ñ)(mh + m̃)

nh + ñ+ ρ̄
+

α1

2

(mh + m̃)|mh + m̃|2

(nh + ñ+ ρ̄)2

+
(mh + m̃) · T
nh + ñ+ ρ̄

− κ2∇
(
(nh + ñ)(Eh + Ẽ)

nh + ñ+ ρ̄

)
− κ

2Cν

∇
(

|mh + m̃|2

(nh + ñ+ ρ̄)2

)
+ κ1∇

(
(nh + ñ)2

nh + ñ+ ρ̄

)∣∣∣∣.
在下面的命题中, 我们建立了 (nh,mh, Eh) 的更快的衰减率.
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命题 5.1 在定理 1.1 的假设下, 问题 (5.1) 的解 (nh,mh, Eh) 满足

∥∇k(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) 6 Cδ20(1 + t)−
5
4−

k
2 , k = 0, 1, 2, ∀ t > 0,

∥∇3(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) 6 Cδ0(1 + t)−
7
4 , ∀ t > 0,

其中, C 是与时间无关的正常数.

如下引理将在本节中反复使用.

引理 5.1 设 r1, r2 > 0 为实数, 则

∫ t
2

0

(1 + t− τ)−r1(1 + τ)−r2dτ .


(1 + t)−r1 , 当 r2 > 1 时,

(1 + t)−(r1−ϵ), 当 r2 = 1 时,

(1 + t)−(r1+r2−1), 当 r2 < 1 时,

并且

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−r1(1 + τ)−r2dτ .


(1 + t)−r2 , 当 r1 > 1 时,

(1 + t)−(r2−ϵ), 当 r1 = 1 时,

(1 + t)−(r1+r2−1), 当 r1 < 1 时,

其中, 0 < ϵ < 1 是小而固定的常数.

现在, 对足够小的 δ0 > 0, 定义

Λ(t) = sup
06s6t

{ ∑
06k62

(1 + s)
5
4+

k
2 δ

− 3
4

0 ∥∇k(nh,mh, Eh)(s)∥L2(R3)

+ (1 + s)
7
4 ∥∇3(nh,mh, Eh)(s)∥L2(R3)

}
. (5.5)

我们将从 Λ(t) 的先验假设开始, 然后借助初始值的小性, 从而得到比这个先验假设更好的估计. 该证

明的关键是如下命题.

命题 5.2 在定理 1.1 的假设下, 若存在时间 T > 0, 使得

Λ(t) 6 δ
1
2
0 , ∀ t ∈ [0, T ], (5.6)

则有

Λ(t) 6 Cδ
3
4
0 , ∀ t ∈ [0, T ],

其中, C 是与时间无关的正常数.

证明 命题 5.2 的证明包括以下三个步骤.

步骤 1 基本能量估计.

基于先验假设 (5.6), 容易验证

∥H1(Ũ , Uh)∥L1(R3) . ∥(m̃,mh)∥2L2 + ∥(ñ, m̃, nh,mh)∥L2∥∇(ñ, m̃, nh,mh)∥L2
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. (1 + t)−
3
2 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)),

∥H1(Ũ , Uh)∥L2(R3) . ∥(m̃,mh)∥L∞∥(m̃,mh)∥L2 + ∥(ñ, m̃, nh,mh)∥L∞∥∇(ñ, m̃, nh,mh)∥L2

. (1 + t)−
9
4 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)),

∥H2(Ũ , Uh)∥L1(R3) . ∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥2L2

+ ∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2

. (1 + t)−
3
2 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)),

∥H2(Ũ , Uh)∥L2(R3) . ∥(m̃,mh)∥L∞∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2

+ ∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L∞∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2

. (1 + t)−
9
4 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)),

∥∇H1(U, V )∥L2(R3) . ∥(ñ, m̃, nh,mh)∥L∞(∥∇(m̃,mh)∥L2 + ∥∇2(ñ, m̃, nh,mh)∥L2)

+ ∥∇(ñ, nh)∥L∞∥∇(m̃,mh)∥L2

. (1 + t)−
11
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)),

∥∇H2(U, V )∥L2(R3) . ∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L∞(∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2

+ ∥∇2(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2)

+ ∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L∞∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2

. (1 + t)−
11
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)).

经过复杂但直接的计算, 有

∥(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3)

.
∫ t

0

∥(N ,M,Q)(t− τ) ∗H1(τ)∥L2(R3)dτ +

∫ t

0

∥(N,M,Q)(t− τ) ∗H2(τ)∥L2(R3)dτ

.
∫ t

0

(1 + t− τ)−
5
4 (∥H1(τ)∥L1 + ∥H1(τ)∥L2 + ∥H2(τ)∥L1 + ∥H2(τ)∥L2)dτ

. (δ20 + δ
3
2
0 Λ

2(t))

∫ t

0

(1 + t− τ)−
5
4 (1 + τ)−

3
2 dτ

. (1 + t)−
5
4 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)), ∀ t ∈ [0, T ]. (5.7)

类似地, 估计 ∇(nh,mh, Eh) 如下:

∥∇(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3)

.
∫ t

2

0

(∥∇(N ,M,Q)(t− τ) ∗H1(τ)∥L2(R3) + ∥∇(N,M,Q)(t− τ) ∗H2(τ)∥L2(R3))dτ

+

∫ t

t
2

(∥(N ,M,Q)(t− τ) ∗ ∇H1(τ)∥L2(R3) + ∥(N,M,Q)(t− τ) ∗ ∇H2(τ)∥L2(R3))dτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
7
4 (∥H1(τ)∥L1 + ∥∇H1(τ)∥L2 + ∥H2(τ)∥L1 + ∥∇H2(τ)∥L2)dτ
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+

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (∥∇H1(τ)∥L2 + ∥∇H2(τ)∥L2)dτ

. (δ20 + δ
9
8
0 Λ

2(t))

∫ t
2

0

(1 + t− τ)−
7
4 (1 + τ)−

3
2 dτ

+ (δ20 + δ
9
8
0 Λ

2(t))

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (1 + τ)−

11
4 dτ

. (1 + t)−
7
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)), ∀ t ∈ [0, T ]. (5.8)

不难验证,

∥∇2H1(U, V )∥L2(R3)

. ∥(ñ, m̃, nh,mh)∥L∞(∥∇2(m̃,mh)∥L2 + ∥∇3(ñ, m̃, nh,mh)∥L2)

+ ∥∇(ñ, m̃, nh,mh)∥L∞(∥∇(m̃,mh)∥L2 + ∥∇2(ñ, m̃, nh,mh)∥L2)

. (1 + t)−
3
2 (δ0 + δ

3
4
0 Λ(t))∥∇3(nh,mh)∥L2 + (1 + t)−

13
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)),

∥∇2H2(U, V )∥L2(R3)

. ∥(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L∞(∥∇2(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2 + ∥∇3(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2)

+ ∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L∞(∥∇(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2 + ∥∇2(ñ, m̃, Ẽ, nh,mh, Eh)∥L2)

. (1 + t)−
3
2 (δ0 + δ

3
4
0 Λ(t))∥∇3(nh,mh, Eh)∥L2 + (1 + t)−

13
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)).

沿着同样的思路, 经过多次计算, 有

∥∇2(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3)

.
∫ t

2

0

(∥∇2(N ,M,Q)(t− τ) ∗H1(τ)∥L2(R3) + ∥∇2(N,M,Q)(t− τ) ∗H2(τ)∥L2(R3))dτ

+

∫ t

t
2

(∥(N ,M,Q)(t− τ) ∗ ∇2H1(τ)∥L2(R3) + ∥(N,M,Q)(t− τ) ∗ ∇2H2(τ)∥L2(R3))dτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
9
4 (∥H1(τ)∥L1 + ∥∇2H1(τ)∥L2 + ∥H2(τ)∥L1 + ∥∇2H2(τ)∥L2)dτ

+

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (∥∇2H1(τ)∥L2 + ∥∇2H2(τ)∥L2)dτ

. (δ20 + δ
9
8
0 Λ

2(t))

(∫ t
2

0

(1 + t− τ)−
9
4 (1 + τ)−

3
2 dτ +

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (1 + τ)−

13
4 dτ

)
+ (δ0 + δ

3
4
0 Λ(t))

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (1 + τ)−

3
2 ∥∇3(nh,mh, Eh)(τ)∥L2dτ

. (1 + t)−
9
4 (δ20 + δ

9
8
0 Λ

2(t)) + (δ0Λ(t) + δ
3
4
0 Λ

2(t))

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
1
2 (1 + τ)−

13
4 dτ

. (1 + t)−
9
4 (δ20 + δ0Λ(t) + δ

3
4
0 Λ

2(t)), ∀ t ∈ [0, T ]. (5.9)

步骤 2 最高阶能量估计.
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为了封闭先验估计和证明命题 5.2, 需要证明最高阶导数的 (nh,mh, Eh) 的衰减率. 由 (2.10) 知,

存在某些正常数 C1 和 C2, 使得

d

dt

∫
R3

∇2u · ∇3ndx+ C1∥∇3n∥2L2dx

6 C2(∥∇3(u, q)∥2L2 + ∥∇4u∥2L2) + C(1 + t)−
3
2 (δ0 + δ

3
8
0 Λ(t))(∥∇2(n, u, q)∥2L2 + ∥∇3u∥2L2). (5.10)

利用 (2.5) 和 (2.6), 容易得到存在某个正常数 C3, 使得

d

dt

(
R1

ρ̄
∥∇2n∥2H1 + ∥∇2u∥2H1 +

R

R2

∥∇2q∥2H1

)
+ C3(∥∇3u∥2H1 + ∥∇3q∥2H1)

6 C(1 + t)−
3
2 (δ0 + δ

3
8
0 Λ(t))(∥∇2(n, u, q)∥2L2 + ∥∇3(n, u, q)∥2L2). (5.11)

将 (5.10) 乘以 ϵ1C3

C2
与 (5.11) 相加, 令 ϵ1 > 0 适当地小, 从而推断出存在某个正常数 C4, 使得

d

dt

(
R1

ρ̄
∥∇2n∥2H1 + ∥∇2u∥2H1 +

R

R2

∥∇2q∥2H1 +
ϵ1C3

C2

∫
R3

∇2u · ∇3ndx

)
+ C4(∥∇3n∥2L2 + ∥∇3u∥2H1 + ∥∇3q∥2H1)

6 C(1 + t)−
3
2 ∥∇2(n, u, q)∥2L2(δ0 + δ

3
8
0 Λ(t)).

接下来, 定义 E1(t) 为 C−1
4 乘以上述不等式中时间导数下的表达式. 注意到由于 ϵ1 > 0 充分小, 则存

在正常数 C5, 使得

C−1
5 (∥∇2n∥2H1 + ∥∇2u∥2H1 + ∥∇2q∥2H1) 6 E1(t) 6 C5(∥∇2n∥2H1 + ∥∇2u∥2H1 + ∥∇2q∥2H1).

因此,

d

dt
E1(t) + ∥∇3n∥2L2 + ∥∇3u∥2H1 + ∥∇3q∥2H1 . (1 + t)−5(δ0 + δ

3
8
0 Λ(t))(δ

2
0 + δ

3
2
0 Λ

2(t)). (5.12)

定义 S(t) = {ξ | |ξ| 6
√
3(1 + R1

ρ̄
+ R

R2
)(1 + t)−

1
2 }, 其中与时间相关的子域是一个 n 维球体. 该分解

允许我们得到 L2 的衰减估计与 (n̂, û, q̂) 在 ξ ∈ S(t) 取值的依赖关系, 即

1

3
∥∇3(n, u, q)(x)∥2L2(R3

x)

> 1

3

∫
S(t)c

|ξ|6|(n̂, û, q̂)(ξ)|2dξ

>
(
1 +

R1

ρ̄
+

R

R2

)
(1 + t)−1

(∫
R3

|ξ|4|(n̂, û, q̂)(ξ)|2dξ −
∫
S(t)

|ξ|4|(n̂, û, q̂)(ξ)|2dξ
)
. (5.13)

由 (5.12) 和 (5.13) 得到

d

dt
E1(t) + (1 + t)−1E1(t) +

1

3
(∥∇3n∥2L2 + ∥∇3u∥2H1 + ∥∇3q∥2H1)

. (1 + t)−5(δ0 + δ
3
8
0 Λ(t))(δ

2
0 + δ

3
2
0 Λ

2(t))

+ (1 + t)−1

∫
S(t)

|ξ|4|(n̂, û, q̂)(ξ)|2dξ + (1 + t)−1

∫
R3

∇2u · ∇3ndx.

631



陈玉惠等: 三维可压缩 Navier-Stokes-Fourier 方程组的精确时间衰减率

两边同时乘以 (1 + t)
9
2 , 则存在正常数 C6, 使得

d

dt
((1 + t)

9
2 E1(t)) + C6(1 + t)

9
2 (∥∇3n∥2L2 + ∥∇3u∥2H1 + ∥∇3q∥2H1)

. (1 + t)−
1
2 (δ0 + δ

3
8
0 Λ(t))(δ

2
0 + δ

3
2
0 Λ

2(t)) + (1 + t)
7
2 ∥(∇2n,∇2u,∇2q)∥2L2

. δ20 + δ
3
2
0 Λ

2(t).

直接关于时间积分, 推导出

(1 + t)
9
2 E1(t) + C6

∫ t

0

(1 + s)
9
2 (∥∇3n(s)∥2L2 + ∥∇3u(s)∥2H1 + ∥∇3q(s)∥2H1)ds

. E1(0) + (1 + t)(δ20 + δ
3
2
0 Λ

2(t)).

最终, 有

∥∇2n(t)∥2H1(R3) + ∥∇2u(t)∥2H1(R3) + ∥∇2q(t)∥2H1(R3)

6 C5E1(t)

. δ20(1 + t)−
9
2 + (1 + t)−

7
2 (δ20 + δ

3
2
0 Λ

2(t)),

这意味着

∥∇3(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . (1 + t)−
7
4 (δ0 + δ

3
4
0 Λ(t)), ∀ t ∈ [0, T ]. (5.14)

步骤 3 封闭能量估计.

在先验假设 (5.6) 下, 我们证明了 (5.7)–(5.9) 和 (5.14), 证实了若 (5.6) 对所有 t ∈ [0, T ] 成立, 则

Λ(t) 6 C(δ0 + δ
1
4
0 Λ(t) + Λ2(t)) 6 Cδ

3
4
0 (5.15)

对所有 t ∈ [0, T ] 也成立, 从而完成了命题 5.2 的证明.

借助局部适定性理论、标准的连续性论证方法、命题 5.2 和 δ0 > 0 的小性, 我们证明了对任意

t > 0, 有 Λ(t) 6 Cδ
3
4
0 . 此外, 从 (5.7)–(5.9)、(5.14) 和 (5.15) 推导出 (nh,mh, Eh) 的衰减估计:

∥(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ20(1 + t)−
5
4 , ∀ t > 0,

∥∇(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ20(1 + t)−
7
4 , ∀ t > 0,

∥∇2(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ
7
4
0 (1 + t)−

9
4 , ∀ t > 0,

∥∇3(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ0(1 + t)−
7
4 , ∀ t > 0.

因此, 对任意 t > 0, 有

Λ(t) 6 Cδ0. (5.16)

再次利用 (5.9) 和 (5.16), 得出

∥∇2(nh,mh, Eh)(t)∥L2(R3) . δ20(1 + t)−
9
4 , ∀ t > 0.
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至此, 完成了命题 5.1 的证明. 于是定理 1.1 成立.
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The sharp time decay rate of the three-dimensional
compressible Navier-Stokes-Fourier system

Yuhui Chen & Ronghua Pan

Abstract In this paper, we are concerned with the sharp time decay rate of the solution U(t, x) for the com-

pressible Navier-Stokes-Fourier system for x ∈ R3 to the constant steady state Ū = (ρ̄ > 0, 0, θ̄ > 0) when the

initial data are small smooth perturbations near Ū . This is achieved by proving that U(t, x) shares the same decay

rate with Ũ(t, x), the solution to the corresponding linearized problem for the evolution of the initial perturbation.

Under a mild non-degenerate condition on the initial perturbations, we show that the L2-norm of U − Ũ decays

at least at the rate of (1 + t)−
5
4 , which is faster than the rate (1 + t)−

3
4 for Ũ . Our method combines the linear

sharp time decay rate (for both upper and lower bounds) obtained from the spectral analysis and the carefully

designed energy method.
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