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摘要 在两相冲击喷流问题的研究中, Du 和 Wang (2017 和 2021) 通过变分法, 证明了二维和三维轴

对称情形中不可压缩、无黏性两相冲击喷流问题解的存在性. 然而, 当速度在自由交界面有非零跳跃

时, 自由交界面左右两侧的流体速度是不连续的, 在这种情形下解的唯一性目前尚未得到解决. 基于

Du 和 Wang (2017 和 2021) 的存在性结果, 本文证明当自由交界面两侧的流速不连续时, 二维两相冲

击喷流问题解的唯一性结果, 并给出解的渐近方向也是唯一确定的. 本文主要采用极值原理、移动平

面法和 Hopf 引理来对椭圆方程和自由边界条件进行精细分析讨论.
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1 引言

有关喷流和自由流线的数学理论引起了数学家们的广泛关注,在诸多著作中都有体现,如 Birkhoff

和 Zarantonello [10] 及 Wu [36] 和 Gurevich [31]. 他们对喷流问题的研究主要借助实验观察、速度图变

换和共形映射理论. 然而, 这种方法会受到给定的喷嘴或障碍物的几何形状所限制. 1981 年, Alt 和

Caffarelli [1]及 Alt等 [2–7]结合几何测度理论和变分法来研究线性椭圆方程及其自由边界. Friedman [27]

系统地介绍了变分法和自由边界相关问题. 进一步地, 他们还在文献 [7] 中介绍了带自由边界的两相

流问题的研究框架, 这些都大大地推进了数学家们对各种物理结构中的自由流线问题的研究, 如轴对

称喷流 [4]、非对称喷流 [2]、Laval 管道中的喷流 [19]、可压缩亚音速喷流 [8, 20]、带重力的喷流 [3]、冲击

喷流 [14, 16,17,21]、槽道流体注入主流的双自由边界两相流 [15,28]、两相冲击喷流 [23,24] 以及其他自由流

线问题 [9, 26,29,30,32,33,35,37]. 此外, Caffarelli [11–13] 建立了一套用于分析自由边界问题正则性理论的框

架. 他运用单调性公式和 Harnack不等式证明,自由边界在平坦点附近是 Lipschitz的,且 Lipschitz的

自由边界具有 C1,α 正则性.
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目前, 关于自由流线问题的唯一性理论, 主要是利用移动平面法和比较引理, 再结合自由边界条

件进行分析. Du 和 Zhao [25] 研究了将流体从槽道中注入的情形, 此问题中存在两个自由边界; 他们

还研究了上游区域流体流动的渐近行为, 并证明了这个问题的唯一性结论. Du 和 Huang [22] 研究了

两相不可压缩喷流的唯一性, 并证明了流体流出管道时形成的两个自由边界都是单调递增的. Du 和

Wang [23, 24] 研究了二维和三维不可压无黏的两相冲击喷流问题的数学理论,并证明了流体连续地穿过

自由交界面时解的唯一性. 而二维不可压缩、无旋、无黏性、无限长管道中两相流的数学理论,已经在

文献 [34] 中给出, 此外它还证明了流体不连续地穿过自由界面时解的唯一性. 最后, 文献 [18] 对于不

可压缩和可压缩的亚音速轴对称喷流问题均已建立了解的唯一性结果.

速度突变是工程与自然界中广泛存在的流体运动现象, 针对该场景下的两相冲击喷流问题, 本文

系统开展了解的唯一性理论研究. 聚焦流体自由交界面处的速度不连续的核心特征, 本文通过构建严

格的数学分析框架, 深入研究该类问题的解唯一性理论, 拓展了文献 [23] 的结果. 本文研究的关键挑

战在于分析可能发生缠绕的自由边界, 这受到非线性边界条件的约束和无穷远场的渐近行为所影响.

本文采用移动平面法结合极值原理来进行分析, 证明在固定参数的前提下, 解是唯一的. 此外, 本文还

推导出解关于渐近方向也是唯一确定的.

本文基于文献 [23, 24] 的存在性结果而展开研究. 文献 [23] 证明了二维两相冲击喷流问题解的存

在性. 文献 [24] 证明了三维轴对称两相冲击喷流问题的存在性结果. 在此基础上, 本文重点研究当流

体速度在自由交界面上不连续、产生非零跳跃时解的唯一性问题.

接下来, 首先介绍两个半无限长管道 N1 和 N2, 并对管道作一些假设.

(1) 假设 N1 和 N2 分别代表两个管道的管道壁, N0 : {y = 0} 表示对称轴, 见图 1.

(2) 记 A1 = (−1, a1) 和 A2 = (1, a2) 分别为两个管道 N1 和 N2 的端点, 不失一般性, 假设

a1 = a2 , a, 则 A1 = (−1, a), A2 = (1, a).

(3) 假设 i = 1, 2, 两个管道 N1 和 N2 满足

Ni : x = gi(y), gi(y) ∈ C2,σ((hi, a]), (1.1)

这里 0 < σ < 1, 0 < hi < a, 且 g1(y) 和 g2(y) 满足

当 y 6 a 时, g1(y) < g2(y); 当 y ∈ (hi, a] 时, |gi(y)| < +∞; (1.2)

以及

gi(a) = (−1)i; 当 y → hi 时, (−1)igi(y) → +∞. (1.3)

图 1 两个半无限长管道 N1 和 N2
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1.1 冲击喷流的存在性结果

首先, 介绍一些符号, 并回顾具有两个自由边界的二维不可压缩无黏性两相冲击喷流问题及其已

有研究结果.

(u1, v1, p1, ρ1) 和 (u2, v2, p2, ρ2) 表示两种不相溶、无黏性和无旋度的流体, 它们的密度分别是 ρ1

和 ρ2, (ui, vi) 和 pi 分别对应第 i (i = 1, 2) 种流体的速度场和压力. 它们以相反的方向从两个半无限

长管道中喷出,在碰撞时会形成一个自由交界面 Γ, Γ将这两个不可压缩的流域分隔开. 此外, 用 A表

示曲线 Γ与对称轴 N0 之间的相交点. 当流体从管道口喷出并流向无穷远时,会形成两条自由边界 Γ1

和 Γ2, 见图 2.

现在, 将第一种流体 (u1, v1, p1, ρ1) 的流域记为 Ω1, 它由 N1, N0, Γ 和 Γ1 所围成. 将第二种流体

(u2, v2, p2, ρ2) 的流域记为 Ω2, 它由 N2, N0, Γ 和 Γ2 所围成. 定义 Ω := Ω1 ∪Ω2, 则这两种流体满足以

下二维不可压缩 Euler 方程组:

∂x(ρiui) + ∂y(ρivi) = 0, 当 (x, y) ∈ Ωi 时,

∂x

(
u2
i +

pi
ρi

)
+ ∂y(uivi) = 0, 当 (x, y) ∈ Ωi 时,

∂x(uivi) + ∂y

(
v2i +

pi
ρi

)
= 0, 当 (x, y) ∈ Ωi 时,

(1.4)

并且满足无旋条件

∂xvi − ∂yui = 0,

其中 i = 1, 2. 接下来, 设

(u, v, p, ρ) =


(u1, v1, p1, ρ1), 当 (x, y) ∈ Ω1 时,

(u2, v2, p2, ρ2), 当 (x, y) ∈ Ω2 时,

图 2 两相冲击喷流
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分别为两相流的水平速度、垂直速度、压力和密度. 在固定管道壁 N1 和 N2 上, 两种流体满足滑移边

界条件, 即有

(ui, vi) · n⃗i = 0 在 Ni 上, (1.5)

其中 n⃗i 表示管道壁 Ni 的单位外法向量, 这里 i = 1, 2. 实际上, 由流体的对称性, 有

v = 0 在 N0 上. (1.6)

此外, 从 Euler 方程组 (1.4) 可以得出两个流体都满足 Bernoulli 定律, 即

(ui, vi) · ∇
(
1

2
(u2

i + v2i ) +
pi
ρi

)
= 0, i = 1, 2.

由于自由边界 Γ1, Γ2 和 Γ 都是流线, 所以有

ρ1
2
(u2

1 + v21) = ρ1B1 − p1 在 Γ1 上, (1.7)

ρ2
2
(u2

2 + v22) = ρ2B2 − p2 在 Γ2 上, (1.8)

以及

ρ1
2
(u2

1 + v21) = ρ1B1 − p1 和
ρ2
2
(u2

2 + v22) = ρ2B2 − p2 在 Γ 上. (1.9)

此处 B1 和 B2 分别对应于第一种流体和第二种流体的 Bernoulli 常数.

接下来,由于自由边界上的压力是连续的,设大气压为 p0,则有在 Γ1 上 p1 = p0,在 Γ2 上 p2 = p0,

以及在 Γ 上 p1 = p2. 定义参数 λ > 0 和 Λ, 根据 (1.7)–(1.9), 可以得出以下结论:

ρ1
2
(u2

1 + v21) = ρ1B1 − p0 , Λ + λ

2
在 Γ1 上, (1.10)

ρ2
2
(u2

2 + v22) = ρ2B2 − p0 , λ

2
在 Γ2 上, (1.11)

以及

ρ1
2
(u2

1 + v21)−
ρ2
2
(u2

2 + v22) = ρ1B1 − ρ2B2 , Λ

2
在 Γ 上. (1.12)

由于 ρ1 和 ρ2 是两个非零常数, 所以为了简化符号表示, 将两相流的解简写为 (u, v, p,Γ1,Γ2,Γ).

两相冲击喷流问题解的存在性定理叙述如下.

定理 1.1 (参见文献 [23, 定理 2.1] 和 [24, 定理 1.1]) 假设两个半无限长管道壁 N1 和 N2 满足

条件 (1.1)–(1.3). 给定两个管道入口质量通量分别为 m1 > 0 和 m2 > 0 以及参数 Λ ∈ (−∞,+∞), 则

存在一个满足两相冲击喷流问题的解 (u, v, p,Γ1,Γ2,Γ), 并且对于 i = 1, 2, 解满足以下性质.

(1) (u, v, p) ∈ (C1,σ(Ω∪N0)∩C0(Ω))3 (0 < σ < 1)在流域 Ω (该流域由固定管道 Ni、自由边界 Γi

和 N0 所围成) 中满足不可压缩 Euler 方程组 (1.4), 且满足边界条件 (1.5), (1.6) 和 (1.10)–(1.12).

(2) 存在一对参数 (λ, e) (其中 λ > 0, e = (e1, e2) 是单位向量且 e2 > 0), 使得自由边界 Γ1 : x =

f1(y) 和 Γ2 : x = f2(y) 都是 C1 光滑的, 且当 a 6 y < +∞ 时, 有 f2(y) > f1(y). 此外, 自由边界还满
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足连续连接条件和光滑连接条件:

f1(a) = −1, f2(a) = 1 (连续连接条件), (1.13)

f ′
1(a+ 0) = g′1(a− 0), f ′

2(a+ 0) = g′2(a− 0) (光滑连接条件), (1.14)

且存在两个常数 γ1 和 γ2 使得

f1(y) → y cotβ + γ1 和 f2(y) → y cotβ + γ2, 当 y → +∞ 时, (1.15)

其中 β = arccot e1e2 ∈ (0, π).

(3) 在 Ω \ (N0 ∪ Γ) 中垂直速度 v > 0, 存在一条光滑曲线 Γ : x = f(y) ∈ C1((0,+∞)) 且

h = limy→0+ f(y) 将两种流体分隔开, 并且在对称轴 N0 上存在唯一的驻点 (h, 0). 此外,

f(y) → y cotβ + γ, 当 y → +∞ 时, (1.16)

其中 γ ∈ (γ1, γ2) 满足

m2
1

ρ1(γ − γ1)2
− m2

2

ρ2(γ − γ2)2
=

Λ

1 + cot2 β
.

在驻点 (h, 0) 处, 自由界面 Γ 满足

f ′(0 + 0) =


+∞, 当 Λ > 0 时,

0, 当 Λ = 0 时,

−∞, 当 Λ < 0 时.

(1.17)

(4) 两相冲击喷流 (u, v, p) 在无限远场满足以下渐近行为:

(i) 当 x → −∞ 且 y ∈ (0, h1) 时, 有

(u(x, y), v(x, y), p(x, y)) →
(

m1

ρ1h1
, 0, B1ρ1 −

m2
1

2ρ1h2
1

)
和

∇u → 0, ∇v → 0, ∇p → 0;

(ii) 当 x → +∞ 且 y ∈ (0, h2) 时, 有

(u(x, y), v(x, y), p(x, y)) →
(
− m2

ρ2h2
, 0, B2ρ2 −

m2
2

2ρ2h2
2

)
和

∇u → 0, ∇v → 0, ∇p → 0;
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(iii) 当 y → +∞ 时,

(u(x, y), v(x, y), p(x, y)) →
(

m1 cosβ

ρ1(γ − γ1)
,

m1 sinβ

ρ1(γ − γ1)
, B1ρ1 −

m2
1

2ρ1(γ − γ1)2

)
在集合 {f1(y) < x < f(y)} 的任意紧子集中一致收敛;

(iv) 当 y → +∞ 时,

(u(x, y), v(x, y), p(x, y)) →
(

m2 cosβ

ρ2(γ2 − γ)
,

m2 sinβ

ρ2(γ2 − γ)
, B2ρ2 −

m2
2

2ρ2(γ2 − γ)2

)
在集合 {f(y) < x < f2(y)} 的任意紧子集中一致收敛;

(v) 当 y → +∞ 时,

∇u → 0, ∇v → 0, ∇p → 0

在集合 {f1(y) < x < f(y)} ∪ {f(y) < x < f2(y)} 的任意紧子集中一致收敛.

注 1.1 实际上, 当管道口的高度不一致 (a1 ̸= a2), 且两个管道 N1 和 N2 依然满足上述假设时,

两相冲击喷流在无穷远处的渐近角度 β ∈ (0, arccos 2
a2−a1

), 定理 1.1 仍然成立.

1.2 主要结果

本文重点研究当流体在自由交界面 Γ 左右两侧的速度不连续时, 两相冲击喷流问题解的唯一性.

定理 1.2 (两相冲击喷流问题的唯一性) (1)若存在参数 (λ, e)使得连续连接条件 (1.13)和光滑

连接条件 (1.14) 成立, 则满足定理 1.1 中的两相冲击喷流是唯一的.

(2) 假设存在两组参数 (λ, e) 和 (λ, ẽ) 使得连续连接条件 (1.13) 和光滑连接条件 (1.14) 成立, 则

e = ẽ.

注 1.2 根据文献 [34, 命题 4.3] 和 (1.17), 可知当参数 Λ ̸= 0 时, 自由边界 Γ 与 N0 在点 A 处相

切, 这意味着当 Λ ̸= 0 时 Γ ∪N0 在点 (h, 0) 的一个邻域内是 C1 光滑的.

注 1.3 本文旨在建立当自由交界面两侧的流速不连续时, 两相冲击喷流问题解的唯一性. 其证

明过程依赖于通过移动平面法将原本可能缠绕的自由边界分离开,然后通过极值原理结合自由边界条

件进行进一步分析. 此外, 该问题存在三条自由边界, 其关键挑战在于分析这些非线性边界条件和流

体在无穷远处的渐近行为. 据我们所知, 这是关于具有三条自由边界的两相冲击喷流问题的第一个唯

一性结果.

接下来, 给出一个特殊的例子, 并对两相冲击喷流问题在无限远处的渐近角度范围进行估计. 具

体地, 当 h1 = h2, m1 = m2 且管道壁 N2 关于 y 轴的反射位于管道壁 N1 的右侧时, 下面定理表明此

时渐近角度被限制在区间 (0, π
2 ]中. 设 (uR, vR, pR,ΓR

1 ,Γ
R,ΓR

2 )为反射问题的解, 其中 ΓR : x = fR(y).

定理 1.3 假设 h1 = h2, m1 = m2, −f(y) > fR(y),且
´ y

0
(
√
ρiu

R
i (x, s)+

√
ρjuj(−x, s))ds 6 0 (i =

1, j = 2 或者 i = 2, j = 1), 用 R(N2) 表示管道壁 N2 关于 y 轴的反射. 当 R(N2) 位于管道壁 N1 的

右侧时 (见图 3), 冲击喷流 (u, v, p,Γ1,Γ,Γ2) 在无限远处的渐近角度 β 位于区间 (0, π
2 ] 中.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2.1 小节首先引入流函数, 得到它满足的椭圆方程. 第 2.2 小

节在给定参数 (λ, e) 的前提下, 基于无限远处的渐近行为给出解的唯一性证明. 第 2.3 小节基于文献

[23,24]中关于冲击喷流在无限远处的渐近方向的单调性定理结果,推导出二维两相冲击喷流的解关于

渐近方向 e 的唯一性. 第 3 节给出管道壁 N2 关于 y 轴的反射位于管道壁 N1 的右侧时, 两相冲击喷

流在无限远处的渐近角度 β ∈ (0, π
2 ] 的证明.
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图 3 (网络版彩图) 管道壁 N2 关于 y 轴的反射 R(N2)

2 两相冲击喷流问题解的唯一性

2.1 流函数表达式

根据 Euler 方程组 (1.4), 引入流函数 φ, 将 φ 定义为

φ(x, y) =

φ+(x, y), 当 (x, y) ∈ Ω1 时,

φ−(x, y), 当 (x, y) ∈ Ω2 时,

其中

u1 =
1

√
ρ1

∂φ+

∂y
, v1 = − 1

√
ρ1

∂φ+

∂x
在 Ω1 中,

且

u2 =
1

√
ρ2

∂φ−

∂y
, v2 = − 1

√
ρ2

∂φ−

∂x
在 Ω2 中.

注 2.1 当参数 Λ = 0 时, 解的唯一性理论已经在文献 [23] 中给出. 故不失一般性, 本文重点关

注参数 Λ > 0 时的情形. 实际上, 本文的方法和证明过程同样适用于参数 Λ < 0 的情形.

假设两个管道中的质量通量分别为 m1,m2 > 0, 则根据 Euler 方程组 (1.4)、边界条件 (1.6) 和

(1.10)–(1.12), 有 

∆φ = 0, 当 (x, y) ∈ Ω1 ∪ Ω2 时,

φ = m1, 当 (x, y) ∈ Γ1 ∪N1 时,

φ = −m2, 当 (x, y) ∈ Γ2 ∪N2 时,

φ = 0, 当 (x, y) ∈ Γ ∪N0 时,

|∇φ|2 = Λ+ λ, 当 (x, y) ∈ Γ1 时,

|∇φ|2 = λ, 当 (x, y) ∈ Γ2 时,

|∇φ+|2 − |∇φ−|2 = Λ, 当 (x, y) ∈ Γ 时,

7
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其中 Λ > 0, λ > 0, φ+ := max(φ, 0) 且 φ− := max(−φ, 0).

在接下来的小节中,用 (φ,Γ1,Γ2,Γ)表示二维两相冲击喷流问题的解. 首先证明在固定参数 (λ, e)

的前提下, 二维两相冲击喷流问题的解是唯一存在的.

2.2 解 (φ,Γ1,Γ2,Γ) 的唯一性

对于任意的参数 (λ, e), 假设二维两相冲击喷流存在两个不同的解 (φ,Γ1,Γ2,Γ) 和 (φ̃, Γ̃1, Γ̃2, Γ̃),

设 Γi : x = fi(y), Γ̃i : x = f̃i(y), Γ : x = f(y) 和 Γ̃ : x = f̃(y) 分别为它们的自由边界, 其中 i = 1, 2. 由

连续连接条件知

f1(a) = f̃1(a) = g1(a), f2(a) = f̃2(a) = g2(a).

由于解 φ 和 φ̃ 不同, 所以在区域 Ω 内至少存在一个点 (x, y) 使得 φ(x, y) ̸= φ̃(x, y). 由 (1.15)

和 (1.16) 可知, 当 y → +∞ 时, 对于 i = 1, 2, 有 fi(y) → y cotβ + γi, f̃i(y) → y cotβ + γ̃i 和

f(y) → y cotβ + γ, f̃(y) → y cotβ + γ̃ 成立.

第 1 步 证明对于任意给定的 (λ, e), 如果 Γ1 = Γ̃1 且 Γ2 = Γ̃2, 则 Γ = Γ̃. 这种情形等价于固定

管道壁 N1 和 N2 是无限长的情形, 已经在文献 [34, 命题 6.1] 中给出了证明.

第 2 步 考虑一般情形 (见图 4), 即对于任意给定的参数 (λ, e), 有 (φ,Γ1,Γ2,Γ) = (φ̃, Γ̃1, Γ̃2, Γ̃).

若不然, 则有 φ ̸≡ φ̃. 不失一般性, 假设 γ1 > γ̃1, 则有 γ2 > γ̃2 和 γ > γ̃.

为了分离可能缠绕在一起的自由边界, 构造函数 φε(x, y) := φ(x− ε, y), 并定义集合 Σ := {ε > 0 |
φε(x, y) > φ̃(x, y) 在 Ω 中}, 记 Γε

1, Γε 和 Γε
2 为解 φε 所对应的自由边界.

首先, 证明 Σ ̸= ∅. 因为 φ 和 φ̃ 都是有界的, 所以存在一个足够大的常数 ε̃, 使得当 ε > ε̃ 时, 在

Ω 中有

φ̃(x, y) 6 φε(x, y).

因此, 令 ε0 := infε∈Σ ε, 则 ε0 是使得 φε(x, y) > φ̃(x, y) 在 Ω 中成立的最小的 ε.

接下来, 证明在 Ω 中至少存在一点 X0 = (x, y) 使得

φε0(X0) = φ̃(X0).

图 4 (网络版彩图) 固定参数 (λ, e) 时, φ 和 φ̃ 的自由边界

8
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假设在 Ω 中 φε0(x, y) > φ̃(x, y). 取 d = min(x,y)∈Ω(φ
ε0(x, y)− φ̃(x, y)) > 0, 并且令

ε̂ := ε0 −
d

3
< ε0,

则有

φε̂(x, y) > φ̃(x, y)

在 Ω 中成立, 这与 ε0 的定义相矛盾.

最后, 证明 X0 /∈ Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0} 且 X0 /∈ Ω ∩ {0 < φ̃ 6 φε0 < m1}. 事实上, 假设

X0 ∈ Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0}, 则∆(φε0 − φ̃) = 0, 当 (x, y) ∈ Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0} 时,

φε0 − φ̃ > 0, 当 (x, y) ∈ Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0} 时.

如果 X0 ∈ Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0}, 根据强极值原理, 在 X0 的一个邻域内, 有 φε0 − φ̃ ≡ 0. 而

由区域的连通性可以推导出在区域 Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0} 中,

φε0 − φ̃ ≡ 0.

类似地, 可以证明 X0 /∈ Ω ∩ {0 < φ̃ 6 φε0 < m1}.

情形 1 ε0 > 0. 先讨论交点 X0 的位置, 根据交点 X0 不出现在区域内部而且 |X0| < +∞, 可知

它有可能出现在 Γ̃1 ∩ Γε0
1 , Γ̃ ∩ Γε0 , Γ̃2 ∩ Γε0

2 或者 A 上, 所以接下来讨论以下四种情形.

情形 1.1 X0 ∈ Γε0
1 ∩ Γ̃1 (见图 5). 考虑区域 Ω ∩ {0 < φε0 < m1}, 取 r 足够小, 则有∆(φε0 − φ̃) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φε0 < m1} 时,

φε0 − φ̃ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φε0 < m1} 时.

图 5 (网络版彩图) X0 ∈ Γε0
1 ∩ Γ̃1

9
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根据 Hopf 引理, 可以得到
∂(φε0 − φ̃)

∂ν
< 0 在 X0 处,

其中 ν 是 Γε0
1 在点 X0 处的单位外法向量, 则

√
Λ + λ = |∇φ̃| > |∇φε0 | =

√
Λ + λ 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

情形 1.2 X0 ∈ Γε0 ∩ Γ̃ (见图 6). 考虑区域 Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < m1}. 取 r 足够小, 则有

φε0 > φ̃, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ ({0 < φ̃ < m1} ∪ {−m2 < φε0 < 0}) 时,

所以 ∆(φε0
+ − φ̃+) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ̃ < m1} 时,

φε0
+ − φ̃+ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ̃ < m1} 时,∆(φε0

− − φ̃−) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φε0 < 0} 时,

φε0
− − φ̃− < 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φε0 < 0} 时.

由于自由边界 Γε0 和 Γ̃ 都是解析的, 所以根据 Hopf 引理, 在 X0 处有

∂(φε0
+ − φ̃+)

∂ν
< 0 和

∂(φε0
− − φ̃−)

∂ν
< 0,

其中 ν 为 ∂{φ̃ > 0} 在点 X0 处的单位外法向量, 且 ν = − ∇φ+

|∇φ+| =
∇φ−
|∇φ−| , 所以

|∇φε0
+ | > |∇φ̃+| 和 |∇φε0

− | < |∇φ̃−| 在 X0 处,

图 6 X0 ∈ Γε0 ∩ Γ̃
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这表明

Λ = |∇φε0
+ |2 − |∇φε0

− |2 > |∇φ̃+|2 − |∇φ̃−|2 = Λ 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

情形 1.3 X0 ∈ Γε0
2 ∩ Γ̃2 (见图 7). 考虑区域 Ω ∩ {−m2 < φ̃ < 0}, 取 r 足够小, 则有∆(φε0 − φ̃) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φ̃ < 0} 时,

φε0 − φ̃ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φ̃ < 0} 时.

根据 Hopf 引理, 可以得到
∂(φε0 − φ̃)

∂ν
< 0 在 X0 处,

其中 ν 是 Γε0
2 在点 X0 处的单位外法向量, 则

√
λ = |∇φ̃| > |∇φε0 | =

√
λ 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

情形 1.4 X0 = A (见图 8). 考虑区域 Ω∩ {m1 > φε0 > φ̃ > 0}. 此时考虑 φε0 和 φ̃ 在点 X0 处的

爆破序列 {ϕε0
rk
}和 {ϕ̃rk}, 其中 ϕε0

rk
= φε0 (X0+rkX)

rk
, ϕ̃rk = φ̃(X0+rkX)

rk
. 定义 Nε0

0 = {(x, 0) | x 6 fε0(0)},
则区域 {m1 > φε0 > 0} 由 Nε0

0 , Γε0 , N1 和 Γε0
1 所围成.

而根据文献 [23, 命题 4.3] 和 [24, 命题 3.3] 可知, 爆破序列 {ϕε0
rk
} 和 {ϕ̃rk} 存在收敛子列, 仍记为

{ϕε0
rk
} 和 {ϕ̃rk}. 当 k → +∞ 时, 对于任意的 0 < α < 1 和 D ⊂⊂ Ω ∩ {m1 > φε0 > φ̃ > 0}, 在 C0,α(D)

上有

ϕε0
rk

→ ϕε0 和 ϕ̃rk → ϕ̃,

其中当 k → +∞ 时, rk → 0.

接下来, 设 N = {(x, 0) | x 6 0}, 且 Γε0
0 和 Γ̃0 分别为爆破极限 ϕε0 和 ϕ̃ 的两相自由边界, 取

Xr ∈ Γε0
0 和 Zr ∈ Γ̃0 满足 |Xr −X0| = r 和 |Zr −X0| = r, 则由文献 [7] 中的非退化引理可知, 存在常

图 7 (网络版彩图) X0 ∈ Γε0
2 ∩ Γ̃2

11
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图 8 (网络版彩图) X0 = A

数 c > 0 使得
1

ρ

 
∂Bρ(X0)

φε0
+ dS > c

√
Λ 和

1

ρ

 
∂Bρ(X0)

φ̃+dS > c
√
Λ,

其中 ρ = r
2 .

令 Yr = Xr−X0

r 和 Hr = Zr−X0

r , 则有

 
∂B 1

2
(Yr)

ϕε0
r,+dS > c

√
Λ 和

 
∂B 1

2
(Hr)

ϕ̃r,+dS > c
√
Λ.

所以存在子列 {Yrk} 和 {Hrk} 使得当 k → +∞ 时, Yrk → Y0, Hrk → H0, 此时有

 
∂B 1

2
(Y0)

ϕε0
+ dS > c

√
Λ 和

 
∂B 1

2
(H0)

ϕ̃+dS > c
√
Λ.

由文献 [7, 引理 5.1] 中单调公式可知

1

r4

ˆ
Br(Y0)

|∇ϕε0
+ |2dX ·

ˆ
Br(Y0)

|∇ϕε0
− |2dX > 0

和
1

r4

ˆ
Br(H0)

|∇ϕ̃+|2dX ·
ˆ
Br(H0)

|∇ϕ̃−|2dX > 0.

则根据文献 [7, 引理 6.6]可知 ϕε0 和 ϕ̃可能为二平面解、单平面解或零. 通过与文献 [15, 定理 2.6]同

样的讨论, 可以得到 ϕε0 和 ϕ̃ 为单平面解. 因此, 有

ϕε0 =
√
Λmax{y, 0}

和

ϕ̃ =
√
Λmax{y, 0}.

12
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而根据文献 [23,命题 4.22]同样的讨论可以得到,存在 τ > 0使得比较函数 φ̂ = φε0 − (1+τ)φ̃ > 0

在 Br(X0)∩{φ̃ > 0}上成立. 接下来考虑 φ̂在点X0处的爆破序列 {ϕ̂rk},则 ϕ̂rk = ϕε0
rk
−(1+τ)ϕ̃rk . 设爆

破序列 {ϕ̂rk}的爆破极限为 ϕ̂,则 ϕ̂ > 0,即 ϕε0 > (1+τ)ϕ̃,这与 ϕε0 =
√
Λmax{y, 0}, ϕ̃ =

√
Λmax{y, 0}

且 τ > 0 矛盾.

此外,当 ε0 > 0时, φε0 和 φ̃可能同时切到两个及以上的交点. 在这种情形下,可以选取上述四种

情形里面的切点为 X0, 即可推导出矛盾.

情形 2 ε0 = 0. 则 φε0 = φ, 根据连续连接条件 (1.13), 可知 φ 和 φ̃ 在点 A1 和 A2 处必然同时相

切. 不失一般性, 假设 X0 = A1 (见图 9).

考虑区域 Ω ∩ {0 < φ < m1}. 取 r 足够小, 注意曲线 Γ1 ∪N1 和 Γ̃1 ∪N1 在点 X0 的一个邻域内

是 C1 光滑的, 这表明此时 Hopf 引理不能在点 X0 处使用. 取足够小的 τ > 0, 构造比较函数

φ̂ := (m1 − φ̃)− (1 + τ)(m1 − φ), 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ < m1} 时,

根据文献 [23, 命题 4.22] 同样的讨论, 可以得到存在充分小的 τ > 0 和 r > 0 使得

φ̂ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {m1 > φ > 0} 时.

所以 ∆φ̂ = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ < m1} 时,

φ̂ > 0, 当 (x, y) ∈ ∂{Br(X0) ∩ {0 < φ < m1}} 时.

根据极值原理, 有

√
Λ + λ = |∇φ̃| > (1 + τ)|∇φ| = (1 + τ)

√
Λ + λ 在 X0 处,

由 τ > 0 即可得到矛盾.

另外,假设 γ1 6 γ̃1. 对于 ε > 0,令 φε = φ(x+ ε, y). 同样地,根据之前的论证,可以得到当固定参

数 λ和 e不变时,二维两相冲击喷流问题的解是唯一确定的. 至此完成了定理 1.2的第一部分的证明.

图 9 (网络版彩图) X0 = A1

13
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2.3 参数 e 的唯一性

本小节证明参数 e 的唯一性, 即若存在 (λ, e) 和 (λ, ẽ) 使得连续连接条件 (1.13) 和光滑连接条件

(1.14) 成立, 则 e = ẽ.

假设 e ̸= ẽ, 其中 e 和 ẽ 分别对应 φ 和 φ̃ 的渐近方向. 不失一般性, 假设 ẽ 是通过 e 逆时针旋转

一个小于 π 的角度得到的. 根据文献 [23, 命题 4.18] 和 [24, 命题 3.19], 可知 φ > φ̃, 见图 10.

考虑函数 φε(x, y) := φ(x− ε, y), 并定义集合 Σ := {ε > 0 | φε(x, y) > φ̃(x, y) 在 Ω 中}. 采用与第
2.2 小节中第 2 步同样的讨论, 令 ε0 := infε∈Σ ε, 则 ε0 是使得 φε(x, y) > φ̃(x, y) 在 Ω 中成立的最小的

ε. 存在 X0 ∈ Ω 使得 φε0(X0) = φ̃(X0) 成立, 且

X0 /∈ Ω ∩ ({−m2 < φ̃ 6 φε0 < 0} ∪ {0 < φ̃ 6 φε0 < m1}).

情形 1 ε0 > 0. 因为 |X0| < +∞, 与第 2.2 小节类似, X0 的位置有四种可能的情形, 即 X0 ∈
Γε0
1 ∩ Γ̃1, X0 ∈ Γε0 ∩ Γ̃, X0 ∈ Γε0

2 ∩ Γ̃2 和 X0 = A.

情形 1.1 X0 ∈ Γε0
1 ∩ Γ̃1. 考虑区域 Ω ∩ {0 < φε0 < m1}, 取 r 足够小, 则有∆(φε0 − φ̃) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φε0 < m1} 时,

φε0 − φ̃ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φε0 < m1} 时.

通过 Hopf 引理, 可以推导出

∂(φε0 − φ̃)

∂ν
< 0 在 X0 处,

其中 ν 是 Γε0
1 在点 X0 处的单位外法向量, 则

√
Λ + λ = |∇φ̃| > |∇φε0 | =

√
Λ + λ 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

图 10 (网络版彩图) 固定参数 λ 时, φ 和 φ̃ 的自由边界
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情形 1.2 X0 ∈ Γε0 ∩ Γ̃. 考虑区域 Ω ∩ {−m2 < φ̃ 6 φε0 < m1}. 取 r 足够小, 则有

φε0 > φ̃, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ ({0 < φ̃ < m1} ∪ {−m2 < φε0 < 0}) 时,

所以 
∆(φε0

+ − φ̃+) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ̃ < m1} 时,

φε0
+ − φ̃+ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ̃ < m1} 时,

∆(φε0
− − φ̃−) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φε0 < 0} 时,

φε0
− − φ̃− < 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φε0 < 0} 时.

由于自由边界 Γε0 和 Γ̃ 都是解析的, 所以根据 Hopf 引理, 在 X0 处有

∂(φε0
+ − φ̃+)

∂ν
< 0 和

∂(φε0
− − φ̃−)

∂ν
< 0,

其中 ν 为 ∂{φ̃ > 0} 在点 X0 处的单位外法向量, 且

ν = − ∇φ+

|∇φ+|
=

∇φ−

|∇φ−|
,

所以

|∇φε0
+ | > |∇φ̃+|, |∇φε0

− | < |∇φ̃−| 在 X0 处,

Λ = |∇φε0
+ |2 − |∇φε0

− |2 > |∇φ̃+|2 − |∇φ̃−|2 = Λ, 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

情形 1.3 X0 ∈ Γε0
2 ∩ Γ̃2. 考虑区域 Ω ∩ {−m2 < φ̃ < 0}. 取 r 足够小, 则有
∆(φε0 − φ̃) = 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φ̃ < 0} 时,

φε0 − φ̃ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {−m2 < φ̃ < 0} 时.

通过 Hopf 引理, 可得

∂(φε0 − φ̃)

∂ν
< 0 在 X0 处,

其中 ν 是 Γε0
2 在点 X0 处的单位外法向量, 则

√
λ = |∇φ̃| > |∇φε0 | =

√
λ 在 X0 处,

由此即可得到矛盾.

情形 1.4 X0 = A. 考虑区域 Ω ∩ {m1 > φε0 > φ̃ > −m2}. 此时考虑 φε0 和 φ̃ 在点 X0 处的爆破
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序列 {ϕε0
rk
} 和 {ϕ̃rk}, 其中

ϕε0
rk

=
φε0(X0 + rkX)

rk
, ϕ̃rk =

φ̃(X0 + rkX)

rk
.

与第 2.2 小节中情形 1.4 类似, 可以得到

ϕε0 =
√
Λmax{y, 0}, ϕ̃ =

√
Λmax{y, 0}

且存在 τ > 0 使得

(1 + τ)ϕ̃ 6 ϕε0 , 当 (x, y) ∈ B1(0) ∩ {m1 > φ̃ > 0} 时.

这结合 τ > 0 即可得出矛盾.

同样地, φε0 和 φ̃ 还有可能同时切到两个及以上的交点. 在这种情形下, 可以随意选取上述四种

情形中的一个切点作为 X0, 然后参考以上四种情形即可推导出矛盾.

情形 2 ε0 = 0, 则 φε0 = φ. 根据连续连接条件 (1.13), 可得 φ和 φ̃必然在 A1 和 A2 处同时相切.

不失一般性, 假设 X0 = A1. 考虑区域 Ω ∩ {0 < φ < m1}. 注意曲线 Γ1 ∪N1 和 Γ̃1 ∪N1 在点 X0 的一

个邻域内是 C1 的, 这表明在点 X0 处不能使用 Hopf 引理. 取足够小的 τ > 0, 构造比较函数

φ̂ := (m1 − φ̃)− (1 + τ)(m1 − φ), 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {0 < φ < m1} 时.

与第 2.2 小节中情形 2 类似, 根据文献 [23, 命题 4.22] 中同样的讨论, 可以得到

φ̂ > 0, 当 (x, y) ∈ Br(X0) ∩ {m1 > φε0 > 0} 时,

根据极值原理, 可以得到

√
Λ + λ = |∇φ̃| > (1 + τ)|∇φ| = (1 + τ)

√
Λ + λ 在 X0 处,

结合
√
Λ + λ > 0 即可得到矛盾. 至此完成了定理 1.2 第二部分的证明.

3 定理 1.3 的证明

假设 h1 = h2, m1 = m2, 对于 i = 1, 2, 记 N0,µ = N0 ∩ {−µ < x < µ}, hi,µ = min{y |
(−1)iµ = gi(y)}, Hi,µ = {((−1)iµ, y) | 0 6 y 6 hi,µ}, Ni,µ = {(x, y) | x = gi(y), hi,µ 6 y 6 a},
L1 = {(x, a) | x 6 −1} 和 L2 = {(x, a) | x > 1}. 另外, 不妨假设 −λ < Λ 6 0.

接下来, 介绍一个截断区域 Ωµ, 它以 Ni,µ, L1, L2, N0,µ 和 Hi,µ 为边界. 用 R(Ni,µ) 和 HR
i,µ 分别

表示 Ni,µ 和 Hi,µ 关于 y 轴的反射 (i = 1, 2) (见图 11). 接着, 定义截断区域 ΩR
µ , 它以 R(Ni,µ), L1,

L2, N0,µ 和 HR
i,µ 为边界.

首先, 在截断区域 Ωµ 中, 考虑如下截断变分问题 Jλ,e,µ:

Jλ,e,µ(φ) =

ˆ
Ωµ

|∇φ− (
√
Λ + λχ{06φ<m1} +

√
λχ{−m2<φ<0})e

⊥|2dX,
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图 11 (网络版彩图) 截断区域 Ωµ

其中 λ > 0, e = (e1, e2) 且 e⊥ = (−e2, e1).

对于任意的 µ > 0 和单位向量 e, 存在一个 φλ,e,µ ∈ Kλ,e,µ 使得

Jλ,e,µ(φλ,e,µ) = min
φ∈Kλ,e,µ

Jλ,e,µ(φ),

其中容许集 Kλ,e,µ = {φ ∈ H1
loc(Ωµ) | −m2 6 φ 6 m1, φ = (−1)i+1mi

hi,µ
y 在 Hi,µ 上}.

以上变分问题的极小化子的存在性和唯一性, 在文献 [24, 第 3.2 和 3.3 小节] 已经分别给出.

假设 φλ,e,µ 是截断变分问题 Jλ,e,µ 的一个极小化子, 则根据文献 [23,24], 可知 φλ,e,µ(x, y) 关于 x

是单调递增的.

接下来, 取 e0 = (1, 0), 对于任意的 µ > 0, 在区域 ΩR
µ 中, 考虑截断变分问题 JR

λ,e0,µ
. 对于任意的

µ > 0 和单位向量 e0 = (1, 0), 存在一个 φR
λ,e0,µ

∈ KR
λ,e0,µ

使得

JR
λ,e0,µ(φ

R
λ,e0,µ) = min

φR∈KR
λ,e0,µ

JR
λ,e0,µ(φ

R),

其中容许集 KR
λ,e0,µ

= {φR ∈ H1
loc(Ω

R
µ ) | −m2 6 φR 6 m1, φ

R = (−1)imi

hi,µ
y 在 HR

i,µ 上}.

令 φλ,e0,µ 在 Ωµ 中是截断变分问题 Jλ,e0,µ 的一个极小化子, 则

φR
λ,e0,µ(x, y) 6 −φλ,e0,µ(−x, y)

是变分问题 JR
λ,e0,µ

的唯一极小化子.

同时, 由于 R(N2) 位于 N1 的右侧, 所以有

h1,µ > h2,µ, g1(y) 6 −g2(y), y ∈ [h1,µ, a],

这意味着 V = max{φR
λ,e0,µ

, φλ,e0,µ} ∈ KR
λ,e0,µ

和 v = min{φR
λ,e0,µ

, φλ,e0,µ} ∈ Kλ,e0,µ.

为了简化符号表示, 令 φ0 = φλ,e0,µ 和 φR
0 = φR

λ,e0,µ
. 下面证明

Jλ,e0,µ(φ0) + JR
λ,e0,µ(φ

R
0 ) = Jλ,e0,µ(v) + JR

λ,e0,µ(V ). (3.1)

对于任意的 L > maxX∈N1,µ∪R(N1,µ) |X|, 考虑以 (0, 0) 为球心、L 为半径的球 BL, 记 ΩR
µ,L =

17
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BL ∩ ΩR
µ 和 Ωµ,L = BL ∩ Ωµ, 则只需要证明以下事实:

ˆ
ΩR

µ,L

(
|∇φR

0 |2 − |∇V |2
)
dX =

ˆ
Ωµ,L

(
|∇v|2 − |∇φ0|2

)
dX,

(Λ + λ)

ˆ
ΩR

µ,L

(
χ{06φR

0 <m1} − χ{06V <m1}

)
dX = (Λ + λ)

ˆ
Ωµ,L

(
χ{06v<m1} − χ{06φ0<m1}

)
dX,

λ

ˆ
ΩR

µ,L

(
χ{−m2<φR

0 <0} − χ{−m2<V<0}

)
dX = λ

ˆ
Ωµ,L

(
χ{−m2<v<0} − χ{−m2<φ0<0}

)
dX,

√
Λ + λ

ˆ
ΩR

µ,L

(
∇φR

0 · e⊥0 χ{06φR
0 <m1} −∇V · e⊥0 χ{06V <m1}

)
dX

=
√
Λ + λ

ˆ
Ωµ,L

(
∇v · e⊥0 χ{06v<m1} −∇φ0 · e⊥0 χ{06φ0<m1}

)
dX

和

√
λ

ˆ
ΩR

µ,L

(
∇φR

0 · e⊥0 χ{−m2<φR
0 <0} −∇v · e⊥0 χ{−m2<v<0}

)
dX

=
√
λ

ˆ
Ωµ,L

(
∇V · e⊥0 χ{−m2<V<0} −∇φ0 · e⊥0 χ{−m2<φ0<0}

)
dX.

注意在 Ωµ,L \ ΩR
µ,L 中 v = φ0 且在 ΩR

µ,L \ Ωµ,L 中 V = φR
0 , 所以容易验证

ˆ
ΩR

µ,L

|∇φR
0 |2dX +

ˆ
Ωµ,L

|∇φ0|2dX =

ˆ
ΩR

µ,L

|∇V |2dX +

ˆ
Ωµ,L

|∇v|2dX, (3.2)

ˆ
ΩR

µ,L

χ{06φR
0 <m1}dX +

ˆ
Ωµ,L

χ{06φ0<m1}dX =

ˆ
ΩR

µ,L

χ{06V <m1}dX +

ˆ
Ωµ,L

χ{06v<m1}dX (3.3)

和

ˆ
ΩR

µ,L

χ{−m2<φR
0 <0}dX +

ˆ
Ωµ,L

χ{−m2<φ0<0}dX

=

ˆ
ΩR

µ,L

χ{−m2<V<0}dX +

ˆ
Ωµ,L

χ{−m2<v<0}dX. (3.4)

通过分部积分, 有

ˆ
ΩR

µ,L∩{06φR
0 <m1}

∇φR
0 · e⊥0 dX +

ˆ
Ωµ,L∩{06φ0<m1}

∇φ0 · e⊥0 dX

=

ˆ
ΩR

µ,L∩{06φR
0 <m1}

∂φR
0

∂y
dX +

ˆ
Ωµ,L∩{06φ0<m1}

∂φ0

∂y
dX

=

ˆ
∂(ΩR

µ,L∩{06φR
0 <m1})

(0, φR
0 ) · ndS +

ˆ
∂(Ωµ,L∩{06φ0<m1})

(0, φ0) · ndS

18
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= −
ˆ
L1∩BL∩{06φR

0 <m1}
φR
0 dx+

ˆ
∂BL∩ΩR

µ∩{06φR
0 <m1}

(0, φR
0 ) · ndS

+

ˆ
∂{φR

0 =m1}∩ΩR
µ∩BL

(0, φR
0 ) · ndS −

ˆ
L1∩BL∩{06φ0<m1}

φ0dx

+

ˆ
∂BL∩Ωµ∩{06φ0<m1}

(0, φ0) · ndS +

ˆ
∂{φ0=m1}∩Ωµ∩BL

(0, φ0) · ndS

= −
ˆ
L1∩BL∩{06V <m1}

V dx+

ˆ
∂BL∩ΩR

µ∩{06V <m1}
(0, V ) · ndS

+

ˆ
∂{V=m1}∩ΩR

µ∩BL

(0, V ) · ndS −
ˆ
L1∩BL∩{06v<m1}

vdx

+

ˆ
∂BL∩Ωµ∩{06v<m1}

(0, v) · ndS +

ˆ
∂{v=m1}∩Ωµ∩BL

(0, v) · ndS

=

ˆ
∂(ΩR

µ,L∩{06V <m1})
(0, V ) · ndS +

ˆ
∂(Ωµ,L∩BL∩{06v<m1})

(0, v) · ndS

=

ˆ
ΩR

µ,L∩{06V <m1}

∂V

∂y
dX +

ˆ
Ωµ,L∩{06v<m1}

∂v

∂y
dX

=

ˆ
ΩR

µ,L∩{06V <m1}
∇V · e⊥0 dX +

ˆ
Ωµ,L∩{06v<m1}

∇v · e⊥0 dX, (3.5)

其中 n 为单位外法向量.

同理可得

ˆ
ΩR

µ,L∩{−m2<φR
0 <0}

∇φR
0 · e⊥0 dX +

ˆ
Ωµ,L∩{−m2<φ0<0}

∇φ0 · e⊥0 dX

=

ˆ
ΩR

µ,L∩{−m2<V<0}
∇V · e⊥0 dX +

ˆ
Ωµ,L∩{−m2<v<0}

∇v · e⊥0 dX. (3.6)

结合 (3.2)–(3.6), 令 L → +∞, 可以得到 (3.1) 成立. 因为 φR
0 和 φ0 分别是截断变分问题 JR

λ,e0,µ

和 Jλ,e0,µ 的极小化子. 所以有

JR
λ,e0,µ(φ

R
0 ) = JR

λ,e0,µ(V ) 和 Jλ,e0,µ(φ0) = Jλ,e0,µ(v).

变分问题 Jλ,e0,µ 极小化子的唯一性表明在 Ωµ 中, 有

− φλ,e0,µ(−x, y) > φR
λ,e0,µ(x, y) = V (x, y) > v(x, y) = φλ,e0,µ(x, y). (3.7)

选取一个子列 {φλ,e0,µn} 且令 µn → +∞, 则可以得到

φλ,e0,µn → φλ,e0 在 H1
loc(Ω) 中弱收敛且在 Ω 的任意紧子集中一致收敛.
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结合 (3.7), 有

−φλ,e0(−x, y) > φλ,e0(x, y).

这意味着

− f2,λ,e0(a) > f1,λ,e0(a). (3.8)

接下来, 证明 e1 > 0. 若不然, 则有 e1 < 0. 通过文献 [23,24]中关于 e的单调性定理, 可以推导出

φλ,e0(x, y) > φλ,e(x, y).

这表明

f1,λ,e0(y) > f1,λ,e(y), 当 y > a 时,

f2,λ,e0(y) > f2,λ,e(y), 当 y > a 时.

最后, 证明不等式严格成立, 即

f1,λ,e0(y) > f1,λ,e(y), 当 y > a 时,

f2,λ,e0(y) > f2,λ,e(y), 当 y > a 时.

假设上式不严格成立, 则可以通过与第 2.3 小节相同的讨论得出矛盾. 所以有

f1,λ,e0(a) > f1,λ,e(a) = −1 (3.9)

和

f2,λ,e0(a) > f2,λ,e(a) = 1. (3.10)

则结合 (3.8) 和 (3.9) 可以得到

−1 > −f2,λ,e0(a) > f1,λ,e0(a) > −1,

这显然矛盾, 所以 e1 > 0. 至此完成了关于定理 1.3 的证明.

致谢 感谢评审专家给我们提出的宝贵意见, 以使本文得到了进一步完善.
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The uniqueness of the two-phase incompressible collision jet
flows

Ruicen He & Yongfu Wang

Abstract Du and Wang (2017 and 2021) established the existence of solutions to the impinging outgoing jet
problem of incompressible inviscid fluids issuing from two nozzles by a variational approach to two-dimensional or
three-dimensional axial cases. However, when the free interface exhibits a nonzero constant jump in the Bernoulli
constant, the velocity is discontinuous across the interface, and the uniqueness of solutions for such a case remains
unresolved. Building on existence results, we prove the uniqueness of solutions to the two-dimensional collision jet
flow problem when the velocity is discontinuous across the interface. Furthermore, we establish the uniqueness of
the asymptotic direction parameter based on the monotonicity theorem for the asymptotic direction. Our proof is
based on the moving-plane technique, the maximum principle, and rigorous analysis of free boundary conditions.
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