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摘要 本文研究双线性分数次积分 Iα 与广义 Campanato 空间函数 b 生成的交换子 [b, Iα]i (i = 1, 2)

在广义 Morrey 空间上的有界性. 对带变量增长条件的广义 Morrey 空间和广义 Campanato 空间, 本

文给出 [b, Iα]i (i = 1, 2) 从广义 Morrey 空间的乘积空间到广义 Morrey 空间有界的充分条件和必要

条件.
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1 引言

设 Rn 为 n 维 Euclid 空间, n > 2, 0 < α < 2n, b ∈ L1
loc(Rn). 双线性分数次积分算子 Iα 及交换

子 [b, Iα]i (i = 1, 2) 定义如下:

Iα(f, g)(x) =
ˆ
Rn

ˆ
Rn

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

及

[b, Iα]1(f, g) = bIα(f, g)− Iα(bf, g),

[b, Iα]2(f, g) = bIα(f, g)− Iα(f, bg).

众所周知, p1、p2 和 q (1 < p1, p2, q <∞)满足 1/q = 1/p1 +1/p2 −α/n. Kenig和 Stein [11] 及 Grafakos

和 Kalton [7] 首先获得了 Iα 的 (Lp1(Rn) × Lp2(Rn), Lq(Rn)) 有界性, 其在相应加权 Lebesgue 空间上

的有界性则由 Moen [12] 和 Chen 和 Xue [5] 建立. 随后, Iα 在 Morrey 空间的有界性由 Tang [15]、Tao
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和 Zheng [16] 及 Iida等 [9, 10] 先后进行了研究. Ding和 Mei [6] 进一步给出了 Iα 在一类广义 Morrey空

间的有界性. 对于交换子 [b, Iα]i (i = 1, 2), Chen和 Xue [5] 及 Chen和Wu [4] 证明了,当 b ∈ BMO(Rn)
时, [b, Iα]i (i = 1, 2) 是 (Lp1(ωp11 )× Lp2(ωp22 ), Lq(ν⃗qω)) 有界的. Chaffee [2]、Chaffee 和 Cruz-Uribe [3] 及

Guo 等 [8] 获得了 (Lp1(Rn)× Lp2(Rn), Lq(Rn)) 有界性对 BMO(Rn) 空间的刻画. Ding 和 Mei [6] 给出

了 b ∈ BMO(Rn) 时, [b, Iα]i (i = 1, 2) 在 Morrey 空间和广义 Morrey 空间的有界性.

另外, Arai 和 Nakai [1] 研究了奇异积分交换子 [b, T ] 和广义分数次交换子 [b, Iρ] 在广义 Morrey

空间的有界性, 对 b 属于一类广义的 Campanato 空间 L(1,ψ)(Rn) (参见定义 1.2) 的情形, 他们给出了

[b, T ] 和 [b, Iρ] 在广义 Morrey 空间有界的充分条件与必要条件, 其中 L(1,ψ)(Rn) 是经典 BMO(Rn) 与
Lipα(Rn) 的一般化. 受上述工作启发, 本文研究当 b ∈ L(1,ψ)(Rn) 时, [b, Iα]i (i = 1, 2) 在广义 Morrey

空间的有界性. 在叙述本文的结果之前, 先引入一些记号与定义.

记 B(x, r) 为中心在 x ∈ Rn、半径为 r 的开球, 即

B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}.

对于可测集 E ⊂ Rn, 记 |E| 为 E 的 Lebesgue 测度, χE 为 E 的特征函数, E{ = Rn\E. 对函数

f ∈ L1
loc(Rn) 和球 B ⊂ Rn, 记

fB =

 
B

f(y)dy :=
1

|B|

ˆ
B

f(y)dy.

为简单起见, 对于可测函数 φ : Rn × (0,∞) → (0,∞), 当 B = B(x, r) 时, 记 φ(B) := φ(x, r).

定义 1.1 (广义 Morrey 空间) 设 φ(x, r) 是定义在 Rn × (0,∞) 上的非负可测函数, p ∈ [1,∞),

则称

L(p,φ)(Rn) :=
{
f : ∥f∥L(p,φ)(Rn) = sup

B

(
1

φ(B)

 
B

|f(y)|pdy
)1/p

<∞
}

为广义的 Morrey 空间. 记 ∥f∥L(p,φ)(Rn) 为 f 在 L(p,φ)(Rn) 中的范数.

易知 L(p,φ)(Rn) 是 Banach 空间. 当 λ ∈ [−n, 0] 时, 若 φλ(x, r) = rλ, 则 L(p,φλ)(Rn) = L(p,λ)(Rn)
为经典的 Morrey 空间. 特别地, L(p,φ−n)(Rn) = Lp(Rn), L(p,φ0)(Rn) = L∞(Rn).
定义 1.2 (广义 Campanato空间) 设 ψ(x, r)是定义在 Rn×(0,∞)上的非负可测函数, p ∈ [1,∞),

则称

L(p,ψ)(Rn) :=
{
f ∈ L1

loc(Rn) : ∥f∥L(p,ψ)(Rn) = sup
B

(
1

ψ(B)

 
B

|f(y)− fB |pdy
)1/p

<∞
}

为广义的 Campanato 空间. 记 ∥f∥L(p,ψ)(Rn) 为 f 在 L(p,ψ)(Rn) 中的范数.

不难验证 L(p,ψ)(Rn) 是 Banach 空间. 当 p = 1 且 ψ ≡ 1 时, L(p,ψ)(Rn) = BMO(Rn); 当 p = 1 且

ψ(x, r) = rα (0 < α 6 1) 时, L(p,ψ)(Rn) = Lipα(Rn).
对于可测函数 θ : Rn × (0,∞) → (0,∞), 若存在正的常数 C, 对于所有 x ∈ Rn 和 r, s ∈ (0,∞), 有

1

C
6 θ(x, r)

θ(x, s)
6 C,

1

2
6 r

s
6 2, (1.1)

则称 θ 满足双倍条件.
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对于可测函数 θ : Rn × (0,∞) → (0,∞), 引入下列条件: 存在正的常数 C, 对于所有 x, y ∈ Rn 和
r ∈ (0,∞), 有

1

C
6 θ(x, r)

θ(y, r)
6 C, |x− y| 6 r. (1.2)

对于可测函数 θ, κ : Rn × (0,∞) → (0,∞), 若存在正的常数 C, 对于所有 x ∈ Rn 和 r ∈ (0,∞), 有

1

C
6 θ(x, r)

κ(x, r)
6 C, (1.3)

则称 θ 与 κ 等价, 记为 θ ∼ κ.

定义 1.3 (i) 设函数 φ : Rn × (0,∞) → (0,∞). 对于所有 x ∈ Rn 和 r, s ∈ (0,∞), 若存在正的常

数 C, 使得

Cφ(x, r) > φ(x, s), φ(x, r)rn 6 Cφ(x, s)sn, ∀ r < s,

则称 φ 是几乎递减的且 r 7→ φ(x, r)rn 是几乎递增的. 记满足上述条件的所有 φ 构成的集合为 Gdec;

(ii) 设函数 φ : Rn × (0,∞) → (0,∞). 对于所有 x ∈ Rn 和 r, s ∈ (0,∞), 若存在正的常数 C, 使得

φ(x, r) 6 Cφ(x, s),
Cφ(x, r)

r
> φ(x, s)

s
, ∀ r < s,

则称 φ 是几乎递增的且 r 7→ φ(x, r)/r 是几乎递减的. 记满足上述条件的所有 φ 构成的集合为 Ginc.

注 1.1 (i) 若 φ ∈ Gdec 或 φ ∈ Ginc, 则 φ 满足双倍条件 (1.1).

(ii) (参见文献 [1]) 对于 φ ∈ Gdec, 若 φ 满足

lim
r→0

φ(x, r) = ∞, lim
r→∞

φ(x, r) = 0, (1.4)

则存在 φ̃ ∈ Gdec 使得 φ ∼ φ̃, 其中 φ̃(x, ·) 是连续、严格递减的且对于每个 x, φ̃ 是从 (0,∞) 到 (0,∞)

的双射.

(iii) 对于 φ ∈ Gdec, 还引入如下条件: 存在正的常数 C 使得

ˆ ∞

r

φ(x, t)

t
dt 6 Cφ(x, r), ∀x ∈ Rn, r ∈ (0,∞). (1.5)

对于 f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 1 < p1, p2 < ∞, 在每个球 B ⊂ Rn 上, 定义 [b, Iα]i(f, g)
(i = 1, 2) 如下:

[b, Iα]i(f, g)(x) = [b, Iα]i(f1, g1)(x) + [b, Iα]i(f1, g2)(x)

+ [b, Iα]i(f2, g1)(x) + [b, Iα]i(f2, g2)(x), ∀x ∈ B, (1.6)

其中, f1 := fχ2B , f2 := fχ(2B){ , g1 := gχ2B , g2 := gχ(2B){ . 由注 4.1 知, 上述定义是合理的. 本文的主

要结果如下:

定理 1.1 设 p, p1, p2, q ∈ (1,∞) 和 α ∈ (0, 2n) 满足 1/p1 + 1/p2 = 1/p = 1/q + α/n. φ,φ1, φ2,

ψ : Rn × (0,∞) → (0,∞) 满足 φ,φ1, φ2 ∈ Gdec 及 ψ ∈ Ginc, 并且

φ
1/p1
1 φ

1/p2
2 = φ1/p. (1.7)
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(i) 假设 ψ 满足 (1.2), φ、φ1 和 φ2 满足 (1.5), 并且对所有 x ∈ Rn 和 r ∈ (0,∞), 存在正的常数

C0、C1 和 p̃ ∈ (p, q] 满足

ˆ r

0

tα−1dtφ(x, r)1/p +

ˆ ∞

r

tα−1φ(x, t)1/pdt 6 C0φ(x, r)
1/p̃, (1.8)

ψ(x, r)φ(x, r)1/p̃ 6 C1φ(x, r)
1/q. (1.9)

若 b ∈ L(1,ψ)(Rn), f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 则 (1.6) 中的 [b, Iα]i(f, g) (i = 1, 2) 有定义且

满足

∥[b, Iα]i(f, g)∥L(q,φ) . ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , i = 1, 2. (1.10)

(ii) 反之, 假设 φ、φ1 和 φ2 满足 (1.2), 并且存在正的常数 C0 使得

C0ψ(x, r)r
αφ(x, r)1/p > φ(x, r)1/q. (1.11)

若 [b, Iα]i (i = 1, 2) 从 L(p1,φ1)(Rn)× L(p2,φ2)(Rn) 到 L(q,φ)(Rn) 有界, 则 b ∈ L(1,ψ)(Rn) 且满足

∥b∥L(1,ψ) . ∥[b, Iα]i∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ) , i = 1, 2.

注 1.2 当 φ(x, r) = φ1(x, r) = φ2(x, r) = rλ、−n < λ < 0 和 ψ(x) ≡ 1 时, 定理 1.1(i) 即为文

献 [6, 定理 3.1]; 在上述相同条件下, 定理 1.1(ii)为文献 [2, 定理 1.1]中 0 < α < 2n的相应结果.因此,

定理 1.1 可看作上述结果的一般化.

为了方便起见, 本文引入以下记号: 记 C 为正的常数, 但在不同的地方可能不同. 有时为了区分,

引入带下标的常数, 如 Cp. 若 f 6 Cg, 则记 f . g; 若 f . g . f , 则记 f ∼ g. 对于 1 6 p 6 ∞, 当

1/p+ 1/p′ = 1 时, 记 p′ 是 p 的共轭指标.

2 辅助引理

引理 2.1 [1] 设 p ∈ (1,∞) 及 ψ ∈ Ginc. 若 ψ 满足 (1.2), 则 L(p,ψp)(Rn) = L(1,ψ)(Rn) 且两者范数
等价.

引理 2.2 [1] 设 p ∈ (1,∞) 及 ψ ∈ Ginc. 若 ψ 满足 (1.2), 则存在与 n、p 及 ψ 无关的正的常数 C,

对于所有 f ∈ L(1,ψ)(Rn) 及 x ∈ Rn, r, s ∈ (0,∞), 有下式成立:( 
B(x,s)

|f(y)− fB(x,r)|pdy
)1/p

6 C

ˆ s

r

ψ(x, t)

t
dt∥f∥L(1,ψ) , 2r < s (2.1)

及 (  
B(x,s)

|f(y)− fB(x,r)|pdy
)1/p

6 C

(
log2

s

r

)
ψ(x, s)∥f∥L(1,ψ) , 2r < s. (2.2)

引理 2.3 [1] 设 p, p1, p2 ∈ [1,∞) 满足 1/p1 + 1/p2 = 1/p 以及 φ,φ1, φ2 : Rn × (0,∞) → (0,∞) 且

满足 (1.7), 则

∥fg∥L(p,φ) 6 ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .
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引理 2.4 [1] 设 φ满足双倍条件 (1.1)和 (1.5),则存在正的常数 Cp,对于所有 p ∈ (0,∞)、x ∈ Rn

和 r > 0, 有

ˆ ∞

r

φ(x, t)1/p

t
dt 6 Cpφ(x, r)

1/p. (2.3)

引理 2.5 [1] 设 1 < p 6 q < ∞ 且 ρ 和 φ 是定义在 Rn × (0,∞) → (0,∞) 上的可测函数. 假设

φ ∈ Gdec 满足 (1.4). 若存在正的常数 C0, 对于所有 x ∈ Rn 和 r ∈ (0,∞), 有

ρ(x, r)φ(x, r)1/p 6 C0φ(x, r)
1/q, (2.4)

则 Mρ 是 (L(p,φ)(Rn), L(q,φ)(Rn)) 有界的, 其中 Mρ(f)(x) := supB∋x ρ(B)
ffl
B
|f(y)|dy 是广义 Hardy-

Littlewood 极大函数. 特别地, 当 ρ ≡ 1 时, Mρ 是经典 Hardy-Littlewood 极大算子 M , 此时有

∥M(f)∥L(p,φ) . ∥f∥L(p,φ) .

3 双线性极大算子和双线性分数次积分的有界性

设 ρ : Rn × (0,∞) → (0,∞) 是非负可测函数, 相应于 ρ 的广义双线性极大算子Mρ 定义如下:

Mρ(f, g)(x) := sup
B∋x

ρ(B)

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz. (3.1)

显然, 当 ρ(B) = |B|α/n 时, Mρ(f, g) 是经典的双线性分数次极大算子Mα, 即

Mα(f, g)(x) = sup
B∋x

|B|α/n
 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz.

当 ρ ≡ 1 时, Mρ 是双线性极大算子M, 即

M(f, g)(x) = sup
B∋x

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz. (3.2)

对于极大算子M 和广义极大算子Mρ 的有界性, 本文得到如下结论:

定理 3.1 设 p, p1, p2 ∈ (1,∞) 满足 1/p1 + 1/p2 = 1/p 及 φ,φ1, φ2 ∈ Gdec 且满足 (1.7), 则M 是

(L(p1,φ1)(Rn)× L(p2,φ2)(Rn), L(p,φ)(Rn)) 有界的.

证明 注意到M(f, g)(x) 6M(f)(x)M(g)(x), 由引理 2.3 和 2.5 知

∥M(f, g)∥L(p,φ) 6 ∥M(f)M(g)∥L(p,φ) 6 ∥M(f)∥L(p1,φ1)∥M(g)∥L(p2,φ2)

. ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

定理 3.1 得证.

定理 3.2 设 p, p1, p2, q ∈ (1,∞) 满足 1/p1 + 1/p2 = 1/p, p 6 q. 设 ρ, φ, φ1, φ2 : Rn × (0,∞)

→ (0,∞) 是可测函数. 假设 φ,φ1, φ2 ∈ Gdec 满足 (1.4) 和 (1.7). 若存在正的常数 C0 满足

ρ(x, r)φ(x, r)1/p 6 C0φ(x, r)
1/q, ∀x ∈ Rn, r ∈ (0,∞), (3.3)

则Mρ 是 (L(p1,φ1)(Rn)× L(p2,φ2)(Rn), L(q,φ)(Rn)) 有界的.
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证明 由 φ(x, t)满足的条件及 (1.4)知,对于每个 x ∈ Rn,可以将 φ(x, ·)看作连续、严格递减及从
(0,∞) 到 (0,∞) 的双射. 设函数 f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn) 且不妨设 ∥f∥L(p1,φ1) = ∥g∥L(p2,φ2)

= 1. 由定理 3.1, 欲证定理 3.2, 只需证明

Mρ(f, g)(x) 6 CM(f, g)(x)p/q, ∀x ∈ Rn.

为此只需要证明对于任意球 B = B(x, r) 有

ρ(B)

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz 6 C0M(f, g)(x)p/q.

取 u > 0 使得 φ(x, u) = M(f, g)(x)p. 若 r 6 u, 则 φ(B) = φ(x, r) > M(f, g)(x)p 且 φ(B)1/q−1/p

6 M(f, g)(x)p/q−1. 由 (3.3), 有

ρ(B)

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz 6 C0φ(B)1/q−1/p

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz 6 C0M(f, g)(x)p/q.

若 r > u, 则 φ(B) = φ(x, r) <M(f, g)(x)p 且 φ(B)1/q <M(f, g)(x)p/q. 再利用 (3.3) 得

ρ(B)

 
B

|f(y)|dy
 
B

|g(z)|dz 6 ρ(B)

( 
B

|f(y)|p1dy
)1/p1( 

B

|g(z)|p2dz
)1/p2

6 ρ(B)φ(B)1/p∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

6 C0φ(B)1/q 6 C0M(f, g)(x)p/q.

定理 3.2 得证.

定理 3.3 设 s, s1, s2 ∈ (1,∞), 1/s1 + 1/s2 = 1, ρ(t) = tα. 若存在某个正数 ε 使得 ρ(r)/rn/s−ε

单调递增, 则存在 N - 函数 Φ : [0,∞) → (0,∞) 和常数 C > 1 使得

C−1Φ−1

(
1

rn

)
6 rα

rn/s
6 CΦ−1

(
1

rn

)
, ∀ r > 0 (3.4)

成立且

∥Iα(f, g)∥LΦ(Rn) . ∥f∥Ls1 (Rn)∥g∥Ls2 (Rn), (3.5)

其中 ∥f∥LΦ(Rn) = inf{λ > 0 :
´
Rn Φ(

|f(x)|
λ )dx 6 1}.

证明 Φ 的存在性由文献 [1, 定理 3.5] 直接得出, 下面证明 (3.5). 设 f ∈ Ls1(Rn), g ∈ Ls2(Rn),
对于任意 x ∈ Rn, 取 B := B(x, r), r > 0 待定. 直接计算得∣∣∣∣ ˆ

B

ˆ
B

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

∣∣∣∣ 6 ˆ
B

|f(y)|
|x− y|n−α/2

dy

ˆ
B

|g(z)|
|x− z|n−α/2

dz

. rαM(f)(x)M(g)(x),∣∣∣∣ ˆ
B

ˆ
B{

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

∣∣∣∣ 6 ˆ
B

|f(y)|
|x− y|n−α/2

dy

ˆ
B{

|g(z)|
|x− z|n−α/2

dz

. rα

rn/s2
∥g∥Ls2M(f)(x).

类似地, ∣∣∣∣ ˆ
B{

ˆ
B

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

∣∣∣∣ . rα

rn/s1
∥f∥Ls1M(g)(x).
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最后, 运用 Hölder 不等式知∣∣∣∣ ˆ
B{

ˆ
B{

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

∣∣∣∣ 6 ˆ
B{

|f(y)|
|x− y|n−α/2

dy

ˆ
B{

|g(z)|
|x− y|n−α/2

dz

6
(ˆ

B{

1

|x− y|(n−α/2)s′1
dy

)1/s′1
(ˆ

B{
|f |s1dy

)1/s1

×
(ˆ

B{

1

|x− z|(n−α/2)s′2
dy

)1/s′2
( ˆ

B{
|g|s2dy

)1/s2

. rα/2

rn/s1
∥f∥Ls1

rα/2

rn/s2
∥g∥Ls2

. rα

rn/s
∥f∥Ls1 ∥g∥Ls2 .

综上可得

|Iα(f, g)(x)| . rα
(
M(f)(x)M(g)(x) +

∥f∥Ls1
rn/s1

M(g)(x) +
∥g∥Ls2
rn/s2

M(f)(x)

+ ∥f∥Ls1∥g∥Ls2
1

rn/s

)
, ∀ r > 0.

取 σ =M(f)(x)M(g)(x)/(Cs1Cs2∥f∥Ls1∥g∥Ls2 ) 和 r = (1/σ)s/n, 可得

M(f)(x)M(g)(x) +
∥f∥Ls1
rn/s1

M(g)(x) +
∥g∥Ls2
rn/s1

M(f)(x) + ∥f∥Ls1∥g∥Ls2
1

rn/s

=

(
1 +

1

Cs1
+

1

Cs2
+

1

Cs1Cs2

)
M(f)(x)M(g)(x).

再由 (3.4) 知

rα 6 Crn/sΦ−1

(
1

rn

)
. rn/sΦ−1

(
1

rn

)
=

Φ−1(σs)

σ
.

从而

|Iα(f, g)(x)| .M(f)(x)M(g)(x)
Φ−1(σs)

σ
= Cs1Cs2Φ

−1

((
M(f)(x)M(g)(x)

Cs1Cs2∥f∥Ls1 ∥g∥Ls2

)s)
∥f∥Ls1∥g∥Ls2 ,

其中 Φ−1(t) 为 Φ(t) 的逆函数. 利用 Φ(Φ−1(t)) 6 t (∀ t > 0) (参见文献 [13]), 可得

Φ

(
|Iα(f, g)(x)|

C ′′∥f∥Ls1∥g∥Ls2

)
6

(
M(f)(x)M(g)(x)

Cs1Cs2∥f∥Ls1∥g∥Ls2

)s
,

其中 C ′′ 与 f 和 g 无关. 上式两边同时取积分, 再利用 Hölder 不等式和 M 的有界性, 可得

ˆ
Rn

Φ

(
|Iα(f, g)(x)|

C ′′∥f∥Ls1 ∥g∥Ls2

)
dx . 1.

从而

∥Iα(f, g)∥LΦ . ∥f∥Ls1 ∥g∥Ls2 .

定理 3.3 得证.
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4 主要引理

引理 4.1 设 p1、p2、p、q、̃p、φ1、φ2 和 φ如定理 1.1所述. 若 f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn),
则对于任意球 B = B(ω, r), r ∈ (0,∞), 有下列不等式成立:

ˆ
(2B){

ˆ
2B

|f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz .
ˆ ∞

2r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B, (4.1)

ˆ
2B

ˆ
(2B){

|f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz .
ˆ ∞

2r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B, (4.2)

ˆ
((2B){)2

|f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz .
ˆ ∞

2r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B. (4.3)

进一步地, 对于 f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 若定义

Iα(f, g)(x) = Iα(f1, g1)(x) + Iα(f1, g2)(x) + Iα(f2, g1)(x) + Iα(f2, g2)(x), ∀x ∈ B, (4.4)

其中 f1 = fχ2B , f2 = fχ(2B){ , g1 = gχ2B , g2 = gχ(2B){ , 则对于任意 x ∈ Rn, Iα(f, g)(x) 有定义, 且

满足

∥Iα(f, g)∥L(p̃,φ) . ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) . (4.5)

证明 首先证明 (4.1). 注意到 x ∈ B, y ∈ 2k+2B\2k+1B, 则有 |x− y| > 2k+1r. 由 Hölder 不等式

及 φ、φ1 和 φ2 的双倍条件, 有

ˆ
(2B){

ˆ
2B

|f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz .
∞∑
k=0

ˆ
2k+2B

ˆ
2k+2B

|f(y)g(z)|
(2k+1r)2n−α

dydz

6
∞∑
k=0

(2k+1r)αφ(ω, 2k+2r)1/p∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

.
∞∑
k=0

ˆ 2k+2r

2k+1r

tαφ(ω, t)1/p

t
dt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

.
ˆ ∞

2r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

(4.1) 得证. 类似可得 (4.2).

接下来证明 (4.3). 注意到 x ∈ B, y, z ∈ (2k+2B)\(2k+1B),则有 |x− y|+ |x− z| > 2k+1r. 由 Hölder

不等式及 φ、φ1 和 φ2 的双倍条件, 有

ˆ
((2B){)2

|f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz 6
∞∑
k=0

ˆ
(2k+2B)2

|f(y)g(z)|
(2k+1r)2n−α

dydz

.
∞∑
k=0

(2k+1r)α
 
2k+2B

 
2k+2B

|f(y)g(z)|dydz

.
ˆ ∞

2r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

(4.3) 得证.
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由 f 和 g 的局部可积性和 (4.1)–(4.3) 易知, 定义 (4.4) 是合理的且与球 B 的选取无关. 下面证明

(4.5). 由定理 3.3 的证明及 (1.8) 可推导出

|Iα(f1, g1)(x)| . rαM(f)(x)M(g)(x) . φ(x, r)1/p̃−1/pM(f)(x)M(g)(x).

又由 (4.1)–(4.3) 和 (1.8), 可得

|Iα(f1, g2)(x)|, |Iα(f2, g1)(x)|, |Iα(f2, g2)(x)| .
ˆ ∞

r

tα−1φ(ω, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

. φ(x, r)1/p̃∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) ,

于是

|Iα(f, g)(x)| . φ(x, r)1/p̃−1/pM(f)(x)M(g)(x) + φ(x, r)1/p̃∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

由文献 [14] 及注 1.1(ii) 知, 对于每个 x, 存在 r > 0, 使得

φ(x, r)1/p = (M(f)(x)M(g)(x))/(∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)),

代入上式得

|Iα(f, g)(x)| . (∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2))1−p/p̃(M(f)(x)M(g)(x))p/p̃.

从而由 Hölder 不等式和引理 2.5 得

∥Iα(f, g)∥L(p̃,φ) . ∥(M(f)M(g))p/p̃∥L(p̃,φ)(∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2))1−p/p̃

= sup
B

{
1

φ(B)

 
B

(M(f)(x)M(g)(x))pdx

}1/p̃

(∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2))1−p/p̃

6 sup
B

{
1

φ(B)1/p

(  
B

(M(f)(x))p1dx

)1/p1(  
B

(M(g)(x))p2dx

)1/p2}p/p̃
× (∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2))1−p/p̃

= (∥Mf∥L(p1,φ1)∥Mg∥L(p2,φ2))p/p̃(∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2))1−p/p̃

. ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

从而引理 4.1 得证.

对于交换子 [b, Iα]i (i = 1, 2), 有如下引理. 本文只证明 i = 1 的情形. 对于 i = 2 的情形, 类似

可得.

引理 4.2 如定理 1.1 所述, 若 b ∈ L(1,ψ)(Rn), f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 则对于任意球
B = B(ω, r), r ∈ (0,∞), 有下列不等式成立:

ˆ
2B

ˆ
(2B){

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz

.
ˆ ∞

2r

ψ(ω, t)

t

(ˆ ∞

t

uα−1φ(ω, u)1/pdu

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B, (4.6)

ˆ
(2B){

ˆ
2B

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz
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.
ˆ ∞

2r

ψ(ω, t)

t

(ˆ ∞

t

uα−1φ(ω, u)1/pdu

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B, (4.7)

ˆ
((2B){)2

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz

.
ˆ ∞

r

ψ(ω, t)

t

(ˆ ∞

t

uα−1φ(ω, u)1/pdu

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , ∀x ∈ B. (4.8)

证明 下面证明 (4.6). 注意到 x ∈ B, z ∈ 2k+2B\2k+1B, 则有 |x− y|+ |x− z| > 2k+1r. 由 Hölder

不等式及 φ、φ1 和 φ2 的双倍条件以及引理 2.1 和 2.4 有ˆ
2B

ˆ
(2B){

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz

.
∞∑
k=0

(2k+1r)α
 
2k+2B

 
2k+2B

|b(y)− bB ||f(y)||g(z)|dydz

6
∞∑
k=0

(2k+1r)α
( 

2k+2B

|b(y)− bB |p
′
1dy

)1/p′1

φ(2k+2B)1/p∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

.
∞∑
k=0

ˆ 2k+1r

r

ψ(ω, t)

t
dt

ˆ 2k+2r

2k+1r

µα−1φ(ω, µ)1/pdµ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

6
∞∑
k=0

ˆ 2k+2r

2k+1r

(ˆ µ

r

ψ(ω, t)

t
dt

)
µα−1φ(ω, µ)1/pdµ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

.
ˆ ∞

2r

(ˆ µ

r

ψ(ω, t)

t
dt

)
µα−1φ(ω, µ)1/pdµ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

.
ˆ ∞

r

ψ(ω, t)

t

(ˆ ∞

t

µα−1φ(ω, µ)1/pdµ

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

(4.6) 得证. 类似可证 (4.7).

下面证明 (4.8). 注意到 x ∈ B, y, z ∈ (2k+2B)\(2k+1B), 则有 |x− y|+ |x− z| > 2k+1r. 由 Hölder

不等式及 φ、φ1 和 φ2 的双倍条件以及引理 2.4 有ˆ
((2B){)2

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz

.
∞∑
k=0

ˆ
(2k+2B)2

|b(y)− bB ||f(y)g(z)|
(2k+1r)2n−α

dydz

.
ˆ ∞

r

ψ(ω, t)

t

(ˆ ∞

t

µα−1φ(ω, µ)1/pdµ

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

证毕.

注 4.1 在定理 1.1(i) 的条件下, 任取 b ∈ L(1,ψ)(Rn) 且 f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn). 由引
理 2.1, 有 f ∈ Lp1loc(Rn) 以及对于所有 p0 < p, 有 bf ∈ Lp0loc(Rn). 对于任意球 B := B(x, r),

Iα(|f |χ2B , |g|χ2B) 和 Iα(|bf |χ2B , |g|χ2B) 均有定义. 由 (1.8)、(1.9) 和引理 2.4 知ˆ ∞

r

tα−1φ(x, t)1/pdt . φ(x, r)1/p̃

和 ˆ ∞

r

ψ(x, t)

t

( ˆ ∞

t

uα−1φ(x, u)1/pdu

)
dt .

ˆ ∞

r

ψ(x, t)φ(x, t)1/p̃

t
dt .

ˆ ∞

r

φ(x, t)1/q

t
dt . φ(x, r)1/q.
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故由引理 4.1 和 4.2 知下列积分
ˆ
2B

ˆ
(2B){

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,

ˆ
(2B){

ˆ
2B

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,

ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,

ˆ
(2B){

ˆ
2B

b(y)f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,

ˆ
2B

ˆ
(2B){

b(y)f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,

ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

b(y)f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz

均收敛. 于是

[b, Iα]1(f, g)(x) = [b, Iα]1(f1, g1)(x) + [b, Iα]1(f1, g2)(x)

+ [b, Iα]1(f2, g1)(x) + [b, Iα]1(f2, g2)(x), ∀x ∈ B

有定义.

又当 x ∈ B1 ∩B2 时, 任取 B3 满足 B1 ∪B2 ⊂ B3, 则

([b, Iα]1(fχ2Bj , gχ2Bj )(x) + [b, Iα]1(fχ2Bj , gχ(2Bj){)(x)

+ [b, Iα]1(fχ(2Bj){ , gχ2Bj )(x) + [b, Iα]1(fχ(2Bj){ , gχ(2Bj){)(x))

− ([b, Iα]1(fχ2B3 , gχ2Bj )(x) + [b, Iα]1(fχ2B3 , gχ(2Bj){)(x)

+ [b, Iα]1(fχ(2B3){ , gχ2Bj )(x) + [b, Iα]1(fχ(2B3){ , gχ(2Bj){)(x))

= −[b, Iα]1(fχ2B3\2Bj , gχ2Bj )(x) + [b, Iα]1(fχ2B3\2Bj , gχ2Bj )(x)

− [b, Iα]1(fχ2B3\2Bj , gχ(2B3){)(x) + [b, Iα]1(fχ2B3\2Bj , gχ(2B3){)(x) = 0, j = 1, 2.

从而有

[b, Iα]1(fχ2B1 , gχ2B1)(x) + [b, Iα]1(fχ2B1 , gχ(2B1){)(x)

+ [b, Iα]1(fχ(2B1){ , gχ2B1)(x) + [b, Iα]1(fχ(2B1){ , gχ(2B1){)(x)

= [b, Iα]1(fχ2B2 , gχ2B2)(x) + [b, Iα]1(fχ2B2 , gχ(2B2){)(x)

+ [b, Iα]1(fχ(2B2){ , gχ2B2)(x) + [b, Iα]1(fχ(2B2){ , gχ(2B2){)(x), ∀x ∈ B1 ∩B2.

这表明 (1.6) 中定义的 [b, Iα]1(f, g)(x) 与包含 x 的球 B 的选取无关. [b, Iα]2(f, g)(x) 类似可得.

引理 4.3 在定理 1.1(i) 的假设下, 对于所有 b ∈ L(1,ψ)(Rn), f ∈ L(p1,φ1)(Rn), g ∈ L(p2,φ2)(Rn)
及任意球 B := B(ω, r), 有∣∣∣∣  

B

ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

(b(x)− b(y))f(y)g(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydzdx

∣∣∣∣ . φ(B)1/q∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

证明 对于 x ∈ B = B(ω, r), 记

G1(x) = |b(x)− bB |
ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

|f(y)||g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α

dydz,

G2(x) =

ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

|b(y)− bB |
|f(y)||g(z)|

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
dydz,
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则 ∣∣∣∣ ˆ
(2B){

ˆ
(2B){

(b(x)− b(y))

(|x− y|+ |x− z|)2n−α
f(y)g(z)dydz

∣∣∣∣ 6 G1(x) +G2(x).

对于 G1(x), 由 (4.3) 可得

G1(x) . |b(x)− bB |
ˆ ∞

2r

tα−1φ(x, t)1/pdt∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

对于 G2(x), 由 (4.6) 可得

G2(x) .
ˆ ∞

r

ψ(x, t)

t

(ˆ ∞

t

uα−1φ(x, u)1/pdu

)
dt∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

从而有  
B

G1(x)dx .
 
B

|b(x)− bB |dxφ(ω, r)1/p̃∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

. ψ(ω, r)φ(z, r)1/p̃∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

. φ(ω, r)1/q∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2)

和  
B

G2(x)dx . φ(ω, r)1/q∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

引理 4.3 得证.

5 [b,Iα]i (i = 1,2) 的 sharp 极大算子的点态估计

设 f ∈ L1
loc(Rn), 令

M ♯f(x) = sup
B∋x

 
B

|f(y)− fB |dy, x ∈ Rn, (5.1)

其中上确界是对包含 x 的所有球 B 取的.

命题 5.1 设 p, p1, p2, η ∈ (1,∞), φ, φ1, φ2 ∈ Gdec 满足 (1.7), ψ ∈ Ginc, ρ(r) = rα, 且 1/p1 + 1/p2

= 1/p. 若对于每个 x ∈ Rn 和 r > 0 有

ˆ ∞

r

tα−1φ(x, t)1/pdt <∞,

ˆ ∞

r

ψ(x, t)

t

(ˆ ∞

t

uα−1φ(x, u)1/pdu

)
dt <∞, (5.2)

则对于所有 b ∈ L(1,ψ)(Rn), f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 有

M ♯([b, Iα]i(f, g))(x)

. ∥b∥L(1,ψ)((Mψη (|Iα(f, g)|η)(x))1/η + (M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x))1/η), i = 1, 2. (5.3)

证明 只需证明 i = 1 的情形, i = 2 的情形类似可得. 在 (5.2) 的假设下, 不难得出 Iα 与
[b, Iα]1(f, g)有定义.对于任意球 B = B(x, r),令 B∗ = 2B,作如下分解: f = f1 + f2 和 g = g1 + g2,其

中, f1 = fχB∗ , f2 = fχ(B∗){ , g1 = fχB∗ , g2 = gχ(B∗){ . 记

F1(t) = (b(t)− bB∗)Iα(f, g)(t), F2(t) = Iα((b(t)− bB∗)f1, g1)(t),
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F3(t) = Iα((b(t)− bB∗)f1, g2)(t)− C1
B , F4(t) = Iα((b(t)− bB∗)f2, g1)(t)− C2

B ,

F5(t) = Iα((b(t)− bB∗)f2, g2)(t)− C3
B ,

其中, C1
B = Iα((b(t)− bB∗)f1, g2)(x), C

2
B = Iα((b(t)− bB∗)f2, g1)(x), C

3
B = Iα((b(t)− bB∗)f2, g2)(x). 记

CB = C1
B + C2

B + C3
B . 由注 4.1, 得

[b, Iα](f, g)(t) + CB = [b− bB∗ , Iα](f, g)(t) + CB = F1(t)− F2(t)− F3(t)− F4(t)− F5(t), ∀ t ∈ B.

想要证明 (5.3), 只需证明对于任意 t ∈ B, 恒有

 
B

|Fi(t)|dt . ∥b∥L(1,ψ)((Mψη (|Iα(f, g)|η)(x))1/η + (M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x))1/η), i = 1, 2, 3, 4, 5. (5.4)

对于 F1(t), 由 Hölder 不等式有

 
B

|F1(t)|dt 6
1

ψ(B)

( 
B

|b(t)− bB∗ |η
′
dt

)1/η′(
ψ(B)η

 
B

|Iα(f, g)(t)|ηdt
)1/η

. ∥b∥L(1,ψ)(Mψn(|Iα(f, g)|η)(x))1/η. (5.5)

对于 F2(t), 由定理 3.3 知, 存在一个 N - 函数 Φ 满足: Iα 是从 Ls1(Rn)× Ls2(Rn) 到 LΦ(Rn) 上
有界的. 令 Ψ 是 Φ 的补函数, 则由广义 Hölder 不等式有

ˆ
B

|F2(t)|dt 6
2

|B|
∥χB∥LΨ(Rn)∥F2∥LΦ(Rn) .

ρ(r)

|B|1/s
∥(b− b2B)f∥Ls1 (2B)∥g∥Ls2 (2B).

取 1/s1 = 1/u+ 1/η, s2 = η, 则由 Hölder 不等式和引理 2.1, 有

 
B

|F2(t)|dt . ρ(r)

(  
2B

|b(y)− bB∗ |udy
)1/u( 

2B

|f(y)|ηdy
)1/η(  

2B

|g(z)|ηdz
)1/η

. 1

ψ(2B)

( 
2B

|b(y)− bB∗ |udy
)1/u(

(ρψ)η
 
2B

|f(y)|ηdy
 
2B

|g(z)|ηdz
)1/η

. ∥b∥L(1,ψ)(M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x))1/η.

对于 F3(t), 因为 x, t ∈ B, y ∈ 2B, z ∈ 2k+1B\2kB, 所以 |x− y|+ |x− z| > 2kr 且 |x− z| ∼ |t− z|.
由 Hölder 不等式和引理 2.2, 可得

|F3(t)| .
ˆ
Rn

ˆ
Rn

∣∣∣∣ (b(y)− bB∗)f1(y)g2(z)

(|t− y|+ |t− z|)2n−α
− (b(y)− bB∗)f1(y)g2(z)

(|x− y|+ |x− z|)2n−α

∣∣∣∣dydz
. r

ˆ
2B

ˆ
(2B)c

|b(y)− bB∗ ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α+1

dydz

. r

∞∑
k=1

(2kr)−(2n−α+1)

ˆ
2B

ˆ
2k+1B\2kB

|b(y)− bB∗ ||f(y)g(z)|dydz

6 r
∞∑
k=1

(2kr)−(2n−α+1)

ˆ
2k+1B

ˆ
2k+1B

|b(y)− bB∗ ||f(y)g(z)|dydz

.
∞∑
k=1

(
k

2k

)
1

ψ(2k+1B)

(  
2k+1B

|b(y)− b2k+1B |η
′
dy

)1/η′
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×
{
(ψ(2k+1B)ρ(r))η

( 
2k+1B

|f(y)|ηdy
)
×
( 

2k+1B

|g(z)|ηdz
)}1/η

. ∥b∥L(1,ψ)M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x)1/η.

对于 F4(t), 类似可得

|F4(t)| . ∥b∥L(1,ψ)M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x)1/η.

最后

|F5(t)| 6 r

ˆ
(2B)c

ˆ
(2B)c

|b(y)− bB∗ ||f(y)g(z)|
(|x− y|+ |x− z|)2n−α+1

dydz

6 r
∞∑
k=1

(2kr)−(2n−α+1)

ˆ
(2k+1B)2\(2kB)2

|b(y)− bB∗ ||f(y)g(z)|dydz

. ∥b∥L(1,ψ)M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x)1/η.

于是  
B

(|F3(t)|+ |F4(t)|+ |F5(t)|)dt . ∥b∥L(1,ψ)M(ρψ)η (|f |η, |g|η)(x)1/η.

命题 5.1 得证.

6 主要定理的证明

在证明定理 1.1 之前, 先给出如下两个基本事实:

(i) (参见文献 [1]) 设 p ∈ [1,∞), φ : Rn × (0,∞) → (0,∞). 假设 φ ∈ Gdec 且满足 (1.5). 若对于

f ∈ L1
loc(Rn), 有 limr→∞ fB(0,r) = 0, 则

∥f∥L(p,φ) . ∥M ♯f∥L(p,φ) . (6.1)

(ii) 对于 0 < η <∞, 有

∥|f |η∥L(p,φ) = (∥f∥L(pη,φ))η. (6.2)

定理 1.1(i) 的证明 (1.6) 中 [b, Iα]i(f, g)(x) (i = 1, 2) 的定义合理性见注 4.1. 下面证明不等式

(1.10). 在定理 1.1(i) 的假设下, 取 1 < η < p. 由 (1.9) 有

ψ(x, r)ηφ(x, r)η/p̃ 6 C1
ηφ(x, r)η/q.

因而由引理 2.5 知

∥Mψη (f)∥L(q/η,φ) . ∥f∥L(p̃/η,φ) .

再由 (1.8) 和 (4.5) 得

∥Iα(f, g)∥L(p̃,φ) . ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

由此并结合 (6.2) 可得

∥(Mψη (|Iα(f, g)|η))1/η∥L(q,φ) = (∥Mψη (|Iα(f, g)|η)∥L(q/η,φ))1/η . (∥|Iα(f, g)|η∥L(p̃/η,φ))1/η
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. ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

再由定理 3.2 和 (6.2) 知

∥(M(ρψ)η (|f |η, |g|η))1/η∥L(q,φ) . (∥|f |η∥L(p1/η,φ1)∥|g|η∥L(p2/η,φ2))1/η = ∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) .

于是由命题 5.1, 得

∥M ♯([b, Iα]i(f, g))∥L(q,φ) . ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , i = 1, 2.

若能证明, 对于 Br := B(0, r) 有

 
Br

[b, Iα]i(f, g)dx→ 0, r → ∞, i = 1, 2, (6.3)

则由 (6.1) 知

∥[b, Iα]i(f, g)∥L(q,φ) . ∥M ♯([b, Iα]i(f, g))∥L(q,φ) . ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) , i = 1, 2.

于是, 接下来只需证明 (6.3). 本文仅对 i = 1 的情形证明, 其余情形可类似证明. 注意到

[b, Iα]1(f, g)(x) = b(x)Iα(f, g)(x)− Iα(bf, g)(x).

想要证明 (6.3), 只需证明当 r → ∞ 时有
 
Br

bIα(f, g)(x)dx→ 0,

 
Br

Iα(bf, g)(x)dx→ 0.

情形 1 对于 f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn), 首先考虑 f 和 g 都具有紧支集的情形. 令

suppf ⊂ Bs = B(0, s) 且 s > 1, suppg ⊂ Bs, 则对于所有 p0 ∈ (1,∞), 有 f ∈ Lp1(Rn) 与 b ∈ Lp0loc(Rn).
由于 1

(|y|+|z|)2n−α 关于 y 和 z 局部可积, 故作如下分解:

(1) bIα(f, g) = bIα(f, g)χB2s + bIα(f, g)χ(B2s){ , (2) Iα(bf, g) = Iα(bf, g)χB2s + Iα(bf, g)χ(B2s){ .

取 1/q + 1/p0 = 1, q > p. 由 Hölder 不等式得

ˆ
Rn

|bIα(f, g)χB2s
|dx 6

(ˆ
Rn

|b|p0χB2s
dx

)1/p0(ˆ
Rn

|Iα(f, g)|qχB2s
dx

)1/q

6 ∥b∥Lp0loc∥f∥Lp1 ∥g∥Lp2 .

取 1/q′2 + 1/p2 − α/n = 1/γ, 1/q′2 = 1/p0 + 1/p1, 则有

ˆ
Rn

|Iα(bf, g)χB2s |dx = |B2s|
 
B2s

|Iα(bf, g)|dx 6 |B2s|
(  

B2s

|Iα(bf, g)|γdx
)1/γ

.
( ˆ

B2s

|bf |q
′
2dy1

)1/q′2
(ˆ

B2s

|g|p2dy2
)1/p2

.
( ˆ

B2s

|b|p0dy1
)1/p0(ˆ

B2s

|f |p1dy1
)1/p1(ˆ

B2s

|g|p2dy2
)1/p2

6 ∥b∥Lp0loc∥f∥Lp1∥g∥Lp2 .
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由此可得, 当 r → ∞ 时,
 
Br

|bIα(f, g)|χB2sdx 6 1

|Br|

ˆ
Rn

|bIα(f, g)|χB2s
dx 6 1

|Br|
∥b∥Lp0loc∥f∥Lp1∥g∥Lp2 → 0.

类似地, 当 r → ∞ 时,
 
Br

| Iα(bf, g)χB2s |dx 6 1

|Br|

ˆ
Rn

|Iα(bf, g)|χB2sdx 6 1

|Br|
∥b∥Lp0loc∥f∥Lp1 ∥g∥Lp2 → 0.

对 x ∈ (B2s)
{
, y, z ∈ B(0, s), 易知 |x|/2 6 |x − y| 6 (3/2)|x| 和 |x|/2 6 |x − z| 6 (3/2)|x|, 即

|x− y| ∼ |x− z| ∼ |x|. 于是有

|Iα(f, g)(x)| .
1

|x|2n−α

ˆ
Rn

ˆ
Rn

|f(y)g(z)|dydz =
1

|x|2n−α
∥f∥L1∥g∥L1 , (6.4)

|Iα(bf, g)(x)| .
1

|x|2n−α
∥bf∥L1∥g∥L1 . (6.5)

由于
ˆ
Br

bIα(f, g)(x)χ(B2s){(x)dx

=

ˆ
Br

(b(x)− bB2s + bB2s)Iα(f, g)(x)χ(B2s){(x)dx

= bB2s

ˆ
Br

Iα(f, g)(x)χ(B2s){(x)dx+

ˆ
Br

(b(x)− bB2s
)Iα(f, g)(x)χ(B2s){(x)dx,

并联立 (6.4) 和 (6.5), 得

|bB2s |
 
Br

|Iα(f, g)χ(B2s){ |dx 6 |bB2s |
1

|Br|

ˆ
Br

χ(B2s){

|x|2n−α
∥f∥L1∥g∥L1dx

. |bB2s |
rα

|Br|2
∥f∥L1∥g∥L1 → 0, r → ∞

以及  
Br

|Iα(bf, g)χ(B2s){ |dx 6
 
Br

1

|x|2n−α
χ(B2s){∥bf∥L1∥g∥L1dx→ 0, r → ∞.

于是, 只需证明当 r → ∞ 时,
 
Br

(b− bB2s)Iα(f, g)χ(B2s){dx→ 0 (6.6)

成立, 则 (6.3) 对于所有具有紧支集的 f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn) 都成立.

为了证明 (6.6), 取 ϵ ∈ (0, 1) 满足 1 + 1/q − 1/p1 − 1/p2 = 1 + 1/q − 1/p > ϵ, 令 v = 1/(1− ϵ), 则∣∣∣∣  
Br

(b− bB2s)(Iα(f, g))(1− χB2s)dx

∣∣∣∣ 6 ( 
Br

|b− bB2 |v
′
dx

)1/v′( 
Br

|(Iα(f, g))(1− χB2s)|vdx
)1/v

.

由 (1.9) 和 (2.2) 可推导出( 
Br

|b− bB2s |v
′
dx

)1/v′

.
ˆ r

2s

ψ(0, t)

t
dt∥b∥L(1,ψ) . ψ(0, r)(log r)∥b∥L(1,ψ)
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. φ(0, r)1/q−1/p̃(log r)∥b∥L(1,ψ) . (6.7)

当 s > 1 且 2s < r 时, 由 (1.9) 有( 
Br

|(Iα(f, g))(1− χB2s)|vdx
)1/v

. 1

r2n
φ(0, r)1/p̃−1/p∥f∥L1∥g∥L1 . (6.8)

运用 (1.9) 和 (6.8), 当 r → ∞ 时, 有∣∣∣∣  
Br

(b− bB2s)(Iα(f, g))(1− χB2s)dx

∣∣∣∣ . φ(0, r)1/q−1/p̃ log r
1

r2n
φ(0, r)1/p̃−1/p∥b∥L(1,ψ)∥f∥L1∥g∥L1

=
log r

rn(2+1/q−1/p)

(
1

rnφ(0, r)

)1/p−1/q

∥b∥L(1,ψ)∥f∥L1∥g∥L1

6 log r

rn(1+ϵ)

(
1

rnφ(0, r)

)1/p−1/q

∥b∥L(1,ψ)∥f∥L1∥g∥L1 → 0.

因为 rnφ(0, r) 几乎递增, 所以 (6.3) 对于所有具有紧支集的 f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn) 都
成立.

情形 2 对于 f ∈ L(p1,φ1)(Rn)和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn),考虑 f 和 g 有一个具有紧支集的情形. 不妨设

g 具有紧支集, 先固定 r > 0 且 supp g ⊂ B2r, 作分解: f = fχB2r
+ fχ(B2r){ , 则

[b, Iα]1(f, g)(x) = [b, Iα]1(fχB2r , g)(x) + [b, Iα]1(fχ(B2r){ , g)(x)

= [b, Iα]1(fχB2r , gχB2r )(x) + [b, Iα]1(fχ(B2r){ , gχB2r )(x).

想要证明 (6.3), 只需证明当 r → ∞ 时, 有

[b, Iα]1(fχB2r , gχB2r )(x) → 0, [b, Iα]1(fχ(B2r){ , gχB2r )(x) → 0.

对于 [b, Iα]1(fχB2r
, gχB2r

)(x), 由情形 1 可知

∥[b, Iα]1(fχB2r , gχB2r )∥L(q,φ) . ∥b∥L(1,ψ)∥fχB2r∥L(p1,φ1)∥gχB2r∥L(p2,φ2)

6 ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) . (6.9)

对于 Iα(bfχ(B2r){ , gχB2r )(x), 由证明命题 5.1 过程中 F2(t) 的估计, 有

|Iα(bfχ(B2r){ , gχB2r )(x)| . ∥b∥L(1,ψ)(Mψn(|f |η, |g|η)(x))1/η.

由 (6.2) 和定理 3.2, 可得

∥Iα(bfχ(B2r){ , gχB2r )∥L(q,φ) . ∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) . (6.10)

联立 (6.9) 与 (6.10), 由 (1.4), 当 r → ∞ 时, 有

 
Br

[b, Iα]1(f, g)dx 6 φ(0, r)1/q∥[b, Iα]1(f, g)∥L(q,φ) . φ(0, r)1/q∥b∥L(1,ψ)∥f∥L(p1,φ1)∥g∥L(p2,φ2) → 0.

从而得 (6.3) 对于所有一般的 f ∈ L(p1,φ1)(Rn) 和具有支集的 g ∈ L(p2,φ2)(Rn) 都成立.
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情形 3 对于 f ∈ L(p1,φ1)(Rn)和 g ∈ L(p2,φ2)(Rn)的一般情形, 任意取定 x ∈ Rn 和固定 r > 0, 作

如下分解: f = fχB2r + fχ(B2r){ 和 g = gχB2r + gχ(B2r){ , 则有

[b, Iα]1(f, g)(x) = [b, Iα]1(fχB2r , gχB2r )(x) + [b, Iα]1(fχ(B2r){ , gχB2r )(x)

+ [b, Iα]1(fχB2r , gχ(B2r){)(x) + [b, Iα]1(fχ(B2r){ , gχ(B2r){)(x)

=: I(x) + II(x) + III(x) + IV(x).

由情形 1 和 2 可知, 当 r → ∞ 时, 有
 
Br

I(x)dx→ 0,

 
Br

II(x)dx→ 0,

 
Br

III(x)dx→ 0,

再由引理 4.3 知
ffl
Br

IV(x) → 0. 从而定理 1.1(i) 得证.

定理 1.1(ii) 的证明 由对称性, 仅需证明 [b, Iα]1 的情形. 记 K(y, z) = (|y| + |z|)−2n+α. 取球

B0 := B((y0, z0), 2
√
2δ) ⊂ R2n 使得 1/K(y, z) 在球 B0 上的 Fourier 级数展开式绝对收敛. 可设

1

K(y, z)
=

∑
aje

iv⃗k·(y,z),

其中
∑

|aj | < ∞, v⃗k = (v1k, v
2
k) ∈ (Rn)2. 取 (y0, z0) 满足 |(y0, z0)| > 2 且 0 < δ < 1 (足够小),

B ∩ {0} = ∅. 设 y1 = δ−1y0, z1 = δ−1z0. 若 (|y − y1|2 + |z − z1|2)1/2 < 2
√
2, 则有

(|δy − y0|2 + |δz − z0|2)1/2 < 2
√
2δ.

于是对于满足上述不等式的 (y, z) 恒有

1

K(y, z)
=

δ−2n+α

K(δy, δz)
= δ−2n+α

∑
j

aje
iδv⃗j ·(y,z).

令 B = B(x0, r)是 Rn 中任意球. 设 ỹ = x0+ry1 和 z̃ = x0+rz1,取 B′ = B(ỹ, r) ⊂ Rn 和 B′′ = B(z̃, r)

⊂ Rn, 则对于任意 x ∈ B 和 y ∈ B′, 有∣∣∣∣x− y

r
− y1

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣x− x0
r

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣y − ỹ

r

∣∣∣∣ 6 2.

对于 x ∈ B 和 z ∈ B′′ 有类似结果, 可推导出(∣∣∣∣x− y

r
− y1

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣x− z

r
− z1

∣∣∣∣2)1/2

6 2
√
2.

记 σ(x) = sgn(b(x)− bB′), 则

ˆ
B

|b(x)− bB′ |dx =

ˆ
B

(b(x)− bB′)σ(x)dx

=
1

|B′′|
1

|B′|

ˆ
B

ˆ
B′

ˆ
B′′

(b(x)− b(y))σ(x)dzdydx

=
1

|B(0, 1)|2r2n

ˆ
Rn

ˆ
Rn

ˆ
Rn

(b(x)− b(y))
r2n−αK(x− y, x− z)

K((x− y)/r, (x− z)/r)

× σ(x)χB(x)χB′(y)χB′′(z)dzdydx
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=
1

|B(0, 1)|2
δ−2n+αr−α

˚
(b(x)− b(y))K(x− y, x− z)

×
∑
j

aje
i(δ/r)v⃗j ·(x−y,x−z) × σ(x)χB(x)χB′(y)χB′′(z)dzdydx.

记 fj(y) := exp(−i δrv
1
j · y)χB′(y), gj(z) := exp(−i δrv

2
j · z)χB′′(z), hj(x) := exp(i δr v⃗j · (x, x))σ(x)χB(x).

由于 B、B′ 和 B′′ 有相同半径 r, 故可断定 B ∩B′ ∩B′′ = ∅, 即 |x0 − ỹ| > r 或 |x0 − z̃| > r 至少有一

个成立. 由 (y0, z0) 模的大小条件, 可知 |y0| > 1 或 |z0| > 1 至少有一个成立. 若 |y0| > 1, 则

|x0 − ỹ| =
∣∣∣∣x0 − x0 + r

y0
δ

∣∣∣∣ > r|y0| > r.

类似地, 若 |z0| > 1, 则有 |x0 − z̃| > r. 故有 B ∩B′ ∩B′′ = ∅, 从而有 B′ 和 B′′ 中至少有一个与 B 不

相交. 对于所有 x、y 和 z, 点 (x− y, x− z)满足核 K 的条件,即 [b, Iα]1(fj , gj)有 Fourier级数展开式
ˆ
B

|b(x)− bB′ |dx =
1

|B(0, 1)|2
δ−2n+αr−α

∑
j

aj

ˆ
hj(x)

¨
(b(x)− b(y))

×K(x− y, x− z)fj(y)gj(z)dzdydx

=
1

|B(0, 1)|2
δ−2n+α|B|−α/n

∑
j

aj

ˆ
hj(x)[b, Iα]1(fj , gj)(x)dx

6 1

|B(0, 1)|2
δ−2n+α|B|−α/n

∑
j

|aj |
ˆ

|hj(x)||[b, Iα]1(fj , gj)(x)|dx

6 1

|B(0, 1)|2
δ−2n+α|B|−α/n

∑
j

|aj ||B|
( 

|[b, Iα]1(fj , gj)(x)|qdx
)1/q

6 C|B|−α/nφ(B)1/q|B|∥[b, Iα]1∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ)∥fj∥L(p1,φ1)∥gj∥L(p2,φ2) ,

其中 C = δ−2n+α
∑
j |aj |.

由于 φ1 ∈ Gdec 且 φ1 满足 (1.2), 所以 ∥fj∥L(p1,φ1) = ∥χB′∥L(p1,φ1) ∼ 1
φ1(B′)1/p1

. 再由 |x0 − y0|
= r|z1| 可知 φ1(B

′) ∼ φ1(B), 因而有 ∥fj∥L(p1,φ1) ∼ 1
φ1(B)1/p1

. 类似地, ∥gj∥L(p2,φ2) ∼ 1
φ2(B)1/p2

. 故

ˆ
B

|b(x)− bB′ |dx . φ(B)1/q|B|∥[b, Iα]1∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ)

1

φ1(B)1/p1
1

φ2(B)1/p2
rα

. φ(B)1/q|B|∥[b, Iα]1∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ)φ(B)1/prα

. rα|B|φ(B)1/q−1/p∥[b, Iα]1∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ) .

由上式和 (1.11), 可得

1

ψ(B)

 
B

|b(x)− bB |dx 6 2

ψ(B)

 
B

|b(x)− bB′ |dx . ∥[b, Iα]1∥L(p1,φ1)×L(p2,φ2)→L(q,φ) .

定理 1.1 证毕.
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Abstract In this paper, we consider the commutators [b, Iα]i (i = 1, 2), where Iα is a bilinear fractional
integral operator, and b is a function in generalized Campanato spaces with the variable growth condition. We
give necessary and sufficient conditions for the boundedness of [b, Iα]i (i = 1, 2) on generalized Morrey spaces
with the variable growth condition.
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