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摘要 本文研究同类平行机环境下的在线排序问题, 其中工件具有任意到达时间, 目标为最小化最大

完工时间. 所讨论机器的速度, 除了最后一台为 s (s > 1) 外, 其余 m − 1 台机器的速度均为 1. 本

文分析了列表 (list scheduling, LS) 算法的性能, 得到了机器数 m = 2 及 m > 3 时 LS 算法的竞争比

分别为 3+
√
5

2 和 4− 4
m+1 , 并在一般情形下设计了一个竞争比不超过 3.8626 的更好的算法—改良列表

(modified list scheduling, MLS) 算法.

关键词 在线排序 同类平行机 到达时间 算法 竞争比

MSC (2020) 主题分类 90B35, 90C27

1 引言

排序问题中, 给定 n 个工件的集合 L = {J1, J2, . . . , Jn}, 任意工件 Jj 的长度用正数 pj 表示, m

台机器记为 M1,M2, . . . ,Mm, 每台机器 Mi 在任一时刻只能加工一个工件. 在线排序是指工件序列一

个一个地在线出现, 在不知道后面工件任何信息的情形下, 当一个工件到达就必须立即为其安排一台

机器加工, 只有当前工件被安排后才能获得后面是否还有工件到来的信息. 最后使所有工件完工的目

标函数达到最优. 本文所讨论的目标是在这个排序下使该工件序列 L 加工完成的最后完工时间最小,

即最大完工时间最小. 通常使用学界公认的三参数表示法 α|β|γ 表示排序问题, 其中 α 为机器环境,

β 为工件特征, γ 为目标函数; 在线排序问题的三参数表示法为 α|online|γ. 机器环境中的同型平行机
(也称为相同平行机) 用 P 表示, 同类平行机用 Q 表示. 求解在线排序问题的方案被称为在线排序算

法. 一般用竞争比衡量一个算法性能的好坏.
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对于 m 台同型平行机环境下的在线排序问题 Pm|online|Cmax, 最简单的在线排序算法是由 Gra-

ham [14]给出的列表 (list scheduling, LS)算法. LS算法是经常被用到的非中断在线算法的简单例子,它

总是将当前工件安排到能将之最早加工完成的机器上. Graham已证明了 m台同型平行机下 LS算法

的竞争比为 2− 1
m ,且当 m = 2, 3时 LS算法是最好的. 当机器数 m > 4时, Galambos和Woeginger [13]

将这个界进行了改进. 第一个成功将竞争比值从 2 变小的是 Bartal 等 [3], 后来 Chen 等 [6]、Karger

等 [17]、Albers [1] 给出了一些比 LS算法要好的算法. 据我们所知,对于机器数 m为任意值时当前最好

的竞争比为 1.9201, 这是由 Fleischer 和 Wahl [12] 给出的. 基于目前已知的 3 个最优值下界
∑

pj/m,

p(1) 及 max16k6⌊n−1
m ⌋

∑km+1
j=km−k+1 p(j), Tan 和 Li [22] 给出了同型平行机器数 m > 4 时较好的竞争比

伪下界, 其中 p(1) 和 p(j) 分别表示工件集中加工时间第 1 大和第 j 大的工件长度.

目标为最小化最大完工时间的 m 台同类平行机环境下的在线排序问题记为 Qm|online|Cmax, 其

中 m > 2. 用 si (一般情形下假设 si > 1) 表示机器 Mi 的加工速度, 则工件 Jj 在机器 Mi 上加工所

用的时间为 pj

si
, 其中 j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . ,m. 不失一般性, 假定 s1 6 s2 6 · · · 6 sm, 工件、机器

在零时刻是可用的, 同时, 当一个工件在加工时不允许将其中断加工, 而让另一个没有加工的工件抢

先加工. Cho和 Sahni [8] 最先研究了 m台同类平行机下的在线排序问题.他们证明了 Qm|online|Cmax

的 LS 算法的竞争比不超过 1+
√
m−1√
2

; 当 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m− 1) 且 sm = s > 1 时, LS 算法的竞争

比为 1 + m−1
m+s−1min{s, 2} 6 3− 4

m+1 , 且当 s = 2 (m > 3) 时, 界可达到 3− 4
m+1 . 对于 Q2|online|Cmax,

即 2 台同类平行机下的在线排序问题, Epstein 等 [11] 证明了 LS 算法的竞争比为 min{ 2s+1
s+1 , s+1

s },
且此时 LS 算法是最优的在线排序算法, 其中 s = s2/s1 表示机器速度之比. Cai 和 Yang [5] 考虑了

Q3|online|Cmax. 他们令 s = s2/s1和 t = s3/s2为机器速度之比,证明了当机器速度比值 (s, t) ∈ G1∪G2

时, 贪婪算法—LS 算法是一个最优的在线算法, 其中 G1 = {(s, t) | 1 6 t < 1+
√
31

6 , s > 3t
5+2t−6t2 },

G2 = {(s, t) | t > 1 + s, s > 1, t > 1}. 此外, 对于更一般的速度比, 他们给出了竞争比的一个上界.

Aspnes等 [2] 最先考虑了为 Qm|online|Cmax 设计一个比 LS算法更好的算法. 他们给出了一个新算法,

在确定情形下的竞争比为 8, 在随机情形下的竞争比为 2e ≈ 5.436. 后来, Berman 等 [4] 将相应比值分

别改进至 3 +
√
8 ≈ 5.828 和 3.31

ln2.155 ≈ 4.311. 当机器数 m > 4 时, Li 和 Shi [20] 给出了一个竞争比为

2.8795 的新算法, 而 LS 算法相应的竞争比却为 3, 并证明了当 m 6 3 且 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m − 1),

sm = 2 时 LS 算法是最优的. 此外, 当 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m − 1) 及 sm = s > 1 时, 可将界 3 − 4
m+1

进行改进. 当 m > 4 及 1 6 s 6 2 时, Cheng 等 [7] 给出了一个竞争比不超过 2.45 的算法. Dolgui 等 [9]

将问题推广为 k 台机器速度是 s (1 < s 6 2)、其他 m − k 台机器速度是 1 的情形, 针对该问题设计

的在线算法的竞争比不超过 2.618. 另外, Ebenlendr 和 Sgall [10] 改进机器数 m 为任意值时的下界至

2.564. Jeż等 [16] 给出了机器数 m 6 11时的下界. 关于同类平行机下工件不含到达时间的在线排序相

关算法竞争比如表 1 所示.

Li 和 Huang [18, 19] 在机场取货物流的应用中将 m 台同型平行机下的 Graham 在线排序问题进

行了推广. 他们依据在线订单模式描述推广的在线排序模型. 一个订单包含的信息是一个工件的到

达时间和它的长度, 工件订单在开始时一个接一个在线出现, 订单一到达, 排序者就需要给相应工件

安排一台机器和一个时间窗口加工该工件,只有当前工件被安排好以后才能知道是否有下一个工件订

单. 此模型中后到的订单工件的到达时间可能小于先到的订单工件的到达时间, 故称此模型为工件有

任意到达时间的在线排序问题. 这个问题可以按如下的方式定义: 给定工件序列 {J1, J2, . . . , Jn}, 工件
Jj 的到达时间和长度分别为 rj 和 pj . 设当前要安排的是到达时间和长度分别为 rj 和 pj 的工件 Jj ,

排序者只有在工件 Jj 被分配了一台机器和一个加工时间窗口后才能知道后面是否还有工件订单的到

来. 这里工件达到时间序列 {r1, r2, . . . , rn}是任意的. 如果所有工件的到达时间是 0, 则此问题就变为
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表 1 同类平行机下工件不含到达时间的在线排序问题相关算法竞争比

算法 竞争比 机器数 机器速度

LS 1+
√

m−1√
2

[8] m 任意 –

LS 3− 4
m+1

[8] m 任意 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m− 1), sm = s > 1

LS min{ 2m−3+s
m−1

, 2m−2+s
m−1+s

} [21] m 任意 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m− 1), sm = s 6 1

LS min{ 2s+1
s+1

, s+1
s

} [11] m = 2 s = s2
s1

LS 1+s+2st
s+st

[5] m = 3 s1 = 1, s2 = s, s3 = st, s, t > 1, (s, t) ∈ G1,

G1 = {(s, t) | 1 6 t 6 1+
√
31

6
, s > 3t

5+2t+6t2
}

LS 1+s
st

[5] m = 3 s1 = 1, s2 = s, s3 = st, s, t > 1, (s, t) ∈ G2,

G2 = {(s, t) | s(t− 1)t > 1 + s, s > 1, t > 1}

LS min{ 1+s+2st
s+st

, 1+s
st

, 1+s+3st
1+s+st

} [5] m = 3 s1 = 1, s2 = s, s3 = st, s, t > 1

LS min{ 1+s2+s3
s3

, 1+s2+2s3
s2+s3

, 1+s2+3s3
1+s2+s3

} [15] m = 3 –

Assign-R 8 [2] m 任意 –

Assign-R 3 +
√
8 [4] m 任意 –

算法 A 2.8795 [20] m → ∞ si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m− 1), sm = 2

算法 S 2.45 [7] m > 4 si = 1 (i = 1, 2, . . . ,m− 1), sm = s (1 6 s 6 2)

R 竞争算法 A 2.564 [10] m 任意 si = α−i (i = 1, 2, . . . ,m), α > 1

参数算法 2.618 [9] m 任意 si = s (1 < s 6 2, i = 1, 2, . . . , k),

st = 1 (t = k + 1, k + 2, . . . ,m)

TwoGroups
2(s+2)

3
[21] m = 3 s1 = s2 = 1, s3 = s, 0 6 s 6 −1 +

√
10
2

TwoGroups
2(s+3)
2s+3

[21] m = 3 s1 = s2 = 1, s3 = s, −1 +
√

10
2

< s 6 1

Graham 的经典排序问题.

本文考虑速度分别为 s1 = s2 = · · · = sm−1 = 1, sm = s > 1 的 m 台同类平行机下的工件有任意

到达时间的在线排序问题, 这在之前的研究中是没有出现过的. 本文证明了当 m = 2 时 LS 算法的竞

争比为 3+
√
5

2 ,当 m > 3时 LS算法的竞争比为 4− 4
m+1 ,并给出了一个竞争比不超过 3.8626的更好的

算法—改良列表 (modified list scheduling, MLS) 算法.

本文余下内容分 4节进行论述. 第 2节主要介绍需要用到的几个定义以及工件有任意到达时间的

LS 算法. 第 3 节讨论给定速度的 m 台同类平行机下工件有任意到达时间的 LS 算法的竞争比. 第 4

节主要介绍 MLS 算法, 并对其性能进行详细分析. 第 5 节对全文进行总结.

2 一些定义及 LS 算法

首先给出衡量算法性能好坏的竞争比的概念.

定义 2.1 给定速度为 s1, s2, . . . , sm 的 m 台同类平行机器集 M = {M1,M2, . . . ,Mm} 及工件集
L = {J1, J2, . . . , Jn}. 不失一般性, 假设 s1 6 s2 6 · · · 6 sm. 工件 Jj 的到达时间与工件长度分别用 rj

和 pj 表示, 算法 A为一启发式算法, CA
max(L)和 COPT

max (L)分别表示算法 A的最后完工时间和最优离

线算法的最后完工时间. 下式表示 Qm|online, rj |Cmax 问题算法 A 的竞争比:

R(m,A) = sup
L

CA
max(L)

COPT
max (L)

.

223



成夏炎等: 同类平行机下工件有任意到达时间的在线排序

接下来的论述中, 若没有特别说明, 均认为 si = 1, i = 1, 2, . . . ,m− 1, sm = s > 1.

在工件有任意到达时间的在线排序中, 空闲时间间隔是非常重要的概念.

定义 2.2 假设 Jj 是当前要安排加工的工件, 其到达时间和长度分别为 rj 和 pj . 称机器 Mi 对

工件 Jj 有空闲时间间隔, 若存在满足下面两个条件的时间间隔 [T1, T2].

(1)机器 Mi 在区间 [T1, T2]是空闲的, 且一个到达时间为 T2 的工件已被安排在 Mi 上的 T2 时刻

开始加工.

(2) 当 1 6 i 6 m− 1 时, T2 −max{T1, rj} > pj ; 当 i = m 时, T2 −max{T1, rj} > pj

s .

显然, 若机器 Mi 对工件 Jj 有空闲时间间隔, 则工件 Jj 在空闲时间间隔能被安排在机器 Mi 上

加工.

定义 2.3 对于一个在线算法 A, Hj
i 表示机器 Mi (1 6 i 6 m) 加工工件 Jj 前夕的最后完工时

间, 简称机器 Mi 的高度. Hi 表示算法 A 下机器 Mi 加工最后一个工件 Jn 前夕的高度.

下面对工件有任意到达时间的 LS 算法进行介绍.

LS 算法

1◦. 设 Hj
i 是机器 Mi (i = 1, 2, . . . ,m) 的当前完工时间. 工件 Jj 是算法下的到达时间和工件长度分别为 rj 和 pj 的新

工件.

2◦. 假设存在一些对工件 Jj 有空闲时间间隔的机器. 选择对工件 Jj 有空闲时间间隔 [T1, T2] 的最小的 T1 的机器 Mi,

再将工件 Jj 安排在机器 Mi 上, 在空闲时间间隔 [T1, T2] 中的 max{T1, rj} 时刻开始加工. 否则转入 3◦.

3◦. 令 k := max{i | Mi 能最早加工完工件 Jj}, 将工件 Jj 安排在机器 Mk 上加工.

3 LS 算法的性能分析

本节主要讨论机器环境为同类平行机、工件具有任意到达时间的 LS 算法的竞争比, 其中机器速

度分别为 s1 = s2 = · · · = sm−1 = 1, sm = s > 1. 本节用到的方法为最小反例法.

定理 3.1 对于任意工件集 L = {J1, J2, . . . , Jn}, 有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6


2 + min

{
1

s
,

s

s+ 1

}
6 3 +

√
5

2
, m = 2,

2 +
m− 1

s+m− 1
min{2, s} 6 4− 4

m+ 1
, m > 3.

证明 设 L = {J1, J2, . . . , Jn} 是一个最小反例, 即 L 是不满足定理 3.1 且含最少工件的工件集.

显而易见, 对于最小反例 L, 最后的工件 Jn 完工时间是 CLS
max(L).

首先证明当 m > 2 时, 有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6 2 +
s(m− 1)

s+m− 1
. (3.1)

由 LS 算法有 sHm + pn > sCLS
max(L) 及 Hi + pn > CLS

max(L), i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. 故

CLS
max(L) 6

∑m−1
i=1 (Hi + pn) + (sHm + pn)

s+m− 1
. (3.2)

令 ui 为 LS 算法下机器 Mi (i = 1, 2, . . . ,m) 上的总空闲时间, 则易得下面的不等式:

ui 6 COPT
max (L), i = 1, 2, . . . ,m,
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COPT
max (L) >

∑n
j=1 pj

s+m− 1
,

COPT
max (L) > rj +

pj
s
, j = 1, 2, . . . , n.

由 (3.2) 及上面不等式有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6
∑m−1

i=1 (Hi + pn) + (sHm + pn)

(s+m− 1)COPT
max (L)

=

∑n
j=1 pj +

∑m−1
i=1 ui + sum + (m− 1)pn

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 (s+m− 1)COPT
max (L) +

∑m−1
i=1 COPT

max (L) + sCOPT
max (L) + s(m− 1)COPT

max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

= 2 +
s(m− 1)

s+m− 1
.

接下来证明当 m > 3 及 s > 2 时有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6 2 +
2(m− 1)

s+m− 1
. (3.3)

若不存在 LS 算法下在机器 Mm 上加工但在最优算法下不在机器 Mm 上加工的工件, 则 Hm 6
COPT

max (L) 且有

CLS
max(L) 6 Hm +

pn
s

6 2COPT
max (L) 6

(
2 +

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

若存在这样的工件, LS 算法下在机器 Mm 上加工但在最优算法下不在机器 Mm 上加工, 则令其中最

后一个工件 J ′ 的长度为 t′. 令SUC(J ′) 为在 LS 算法下 J ′ 之后的安排在机器 Mm 上的所有工件组

成的集合, 也表示该集合中所有工件的总长. 故 SUC(J ′) 中的所有工件在最优算法下安排在机器 Mm

上. 显然有

SUC(J ′) 6 sCOPT
max (L) 及 t′ 6 COPT

max (L).

我们分两种情形讨论:

情形 1 LS 算法下 J ′ 之后机器 Mm 上有空闲时间间隔.

此时, 记 [a, b] 是 LS 算法下机器 Mm 上最后一个空闲时间间隔. 若 b >
Hm+ pn

s

2 , 则有

CLS
max(L) 6 Hm +

pn
s

< 2b < 2COPT
max (L) 6

(
2 +

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

若 b 6 Hm+ pn
s

2 , 则

SUC(J ′) > sHm − sb > sHm − pn
2

.

所以

CLS
max(L) 6 Hm +

pn
s

6 2SUC(J ′) + pn
s

+
pn
s

=
2(SUC(J ′) + pn)

s
. (3.4)

在最优算法下, 若 Jn 安排在机器 Mm 上加工, 则有 SUC(J ′) + pn 6 sCOPT
max (L). 故由 (3.4) 有

CLS
max(L) 6

2(SUC(J ′) + pn)

s
6 2COPT

max (L) 6
(
2 +

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).
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在最优算法下, 若 Jn 不是安排在机器 Mm 上加工, 则有 SUC(J ′) 6 sCOPT
max (L) 及 pn 6 COPT

max (L). 由

(3.4) 也有

CLS
max(L) 6

2(SUC(J ′) + pn)

s
6 2(sCOPT

max (L) + COPT
max (L))

s

6
(
2 +

2

s

)
COPT

max (L) 6
(
2 +

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

所以, 在 LS 算法下只要机器 Mm 上 J ′ 后存在空闲时间间隔, (3.3) 就成立.

情形 2 LS 算法下 J ′ 之后机器 Mm 上没有空闲时间间隔.

由 LS 算法有

Hi + t′ > Hm − SUC(J ′)

s
, i = 1, 2, . . . ,m− 1.

所以,若在最优算法下工件 Jn 安排在机器 Mm 上加工,则有 SUC(J ′)+pn 6 sCOPT
max (L),且对于 i = 1,

2, . . . ,m− 1 有

Hi + COPT
max (L) > Hi + t′ > Hm − SUC(J ′)

s
= Hm +

pn
s

− SUC(J ′) + pn
s

> CLS
max(L)− COPT

max (L). (3.5)

若在最优算法下工件 Jn 不是安排在机器 Mm 上加工, 则有 pn 6 COPT
max (L) 及

CLS
max(L) 6 Hi + pn 6 Hi + COPT

max (L), i = 1, 2, . . . ,m− 1. (3.6)

由 (3.5) 及 (3.6), 总有

CLS
max(L) 6 Hi + 2COPT

max (L), i = 1, 2, . . . ,m− 1. (3.7)

对于机器 Mm, 有

sCLS
max(L) 6 sHm + pn.

故结合 (3.7), 有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

=
sCLS

max(L) + (m− 1)CLS
max(L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 sHm + pn +
∑m−1

i=1 (Hi + 2COPT
max (L))

(s+m− 1)COPT
max (L)

=
sHm + pn +

∑m−1
i=1 Hi + 2(m− 1)COPT

max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

6
∑n

j=1 pj +
∑m−1

i=1 ui + sum + 2(m− 1)COPT
max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 (s+m− 1)COPT
max (L) +

∑m−1
i=1 COPT

max (L) + sCOPT
max (L) + 2(m− 1)COPT

max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

= 2 +
2(m− 1)

s+m− 1
.

故 (3.3) 总是成立的. 结合 (3.1), 对于任意的 m > 3, 都有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6 2 +
(m− 1)

s+m− 1
min{2, s} 6 4− 4

m+ 1
.
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当 m = 2 时, 下面的不等式显然成立:

sCLS
max(L) 6 sH2 + pn 6 su2 +

n∑
j=1

pj 6 sCOPT
max (L) + (1 + s)COPT

max (L).

所以有
CLS

max(L)

COPT
max (L)

6 2 +
1

s
.

结合 (3.1), 当 m = 2 时有

CLS
max(L)

COPT
max (L)

6 2 + min

{
1

s
,

s

s+ 1

}
6 3 +

√
5

2
.

至此, 定理 3.1 证明完毕.

定理 3.2 对于任意的 m > 2, 都有

R(m,LS) =


3 +

√
5

2
, m = 2,

4− 4

m+ 1
, m > 3.

证明 由定理 3.1 知, 只需要证明当 m > 3 时存在一个工件序列 L0 使得

CLS
max(L0)

COPT
max (L0)

→ 4− 4

m+ 1

以及当 m = 2 时存在一个工件序列 L1 使得

CLS
max(L1)

COPT
max (L1)

→ 3 +
√
5

2
.

对于任意给定的 m > 3, 令 s = 2 及 n = (2m − 2)(m + 1) + 3. 构造下列工件序列 L0 = {J1, J2,
. . . , Jn}:

• ri = k + 1
2 − ε, pi = 2ε, 0 6 k 6 m, i = k(m+ 1) + 1;

• ri = k + 1− ε, pi = 2ε, 0 6 k 6 m, i = k(m+ 1) + 2;

• ri = k + 1− ε, pi = ε, 0 6 k 6 m, k(m+ 1) + 2 < i 6 (k + 1)(m+ 1);

• ri = 0, (m+ 1)2 + 1 6 i 6 (2m− 2)(m+ 1) + 3;

• pi = 1, (m+ 1)2 + 1 6 i 6 (2m− 2)(m+ 1);

• p(2m−2)(m+1)+1 = p(2m−2)(m+1)+2 = m+ 1;

• p(2m−2)(m+1)+3 = 2(m+ 1),

其中 ε 为充分小的正数.

除了最后 3个工件,我们可将前面的 (2m− 2)(m+1)个工件划分成 2m− 2组 G1, G2, . . . , G2m−2,

每一组 Gk (k = 1, 2, . . . , 2m− 2) 包含 m+ 1 个工件, 即

Gk = {J(k−1)(m+1)+1, J(k−1)(m+1)+2, . . . , J(k−1)(m+1)+m+1}.

为了简单起见, 令 g(k) = (k − 1)(m + 1) (k = 1, 2, . . . , 2m − 2), 则工件 Jg(k)+j (k = 1, 2, . . . , 2m − 2,

j = 1, 2, . . . ,m+ 1) 表示 Gk 组中第 j 个工件.
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首先考虑 LS 算法. 每组 Gk (k = 1, 2, . . . , 2m − 2) 中前两个工件 Jg(k)+1 及 Jg(k)+2 安排在机器

Mm 上加工, 第 i + 2 个工件 Jg(k)+i+2 安排在机器 Mm−i (i = 1, 2, . . . ,m − 1) 上加工, 最后三个工件

均安排在机器 Mm 上加工. 用 MLS
i (L0)表示在 LS算法下工件序列 L0 在机器 Mi (i = 1, 2, . . . ,m)上

的工件集, 则 LS 算法下的工件序列 L0 表示如下 (如图 1 所示):

MLS
m (L0) = {Jg(1)+1, Jg(1)+2, . . . , Jg(k)+1, Jg(k)+2, . . . , Jg(2m−3)+1, Jg(2m−3)+2, Jn−2, Jn−1, Jn},

MLS
m−i(L0) = {Jg(1)+i+2, . . . , Jg(k)+i+2, . . . , Jg(2m−3)+i+2},

其中 1 6 i 6 m− 1, 所以有 CLS
max(L0) = 4m.

接下来, 考虑最优算法. 此时, 工件 Jn, Jn−1, Jn−2 及每组 Gk (k = m + 2, . . . , 2m − 2) 中的工

件将先于每组 Gk (k = 1, 2, . . . ,m,m + 1) 中的工件安排. 工件 Jn 安排到机器 Mm 上, 工件 Jn−1

及 Jn−2 分别安排到机器 Mm−1 及 Mm−2 上, 每组 Gm+1+i (i = 1, 2, . . . ,m − 3) 中的总长为 m + 1

的 m + 1 个工件均安排在相应机器 Mi 上. 至于前 m + 1 组工件, 每组 Gk (k = 1, 2, . . . ,m + 1) 长

度为 ε, 共有 m − 1 个, 它们是 Jg(k)+i+2 (i = 1, 2, . . . ,m − 1), 因 LS 算法中的安排我们将之相应

安排在机器 Mm−i 上. 每组 Gk (k = 1, 2, . . . ,m + 1) 中剩下的两个长度为 2ε 的工件为 Jg(k)+1 及

Jg(k)+2. 故将 Jg(i)+2 (i = 1, 2, . . . ,m − 1) 安排在机器 Mi 上, 其余的 m + 3 个工件 Jg(1)+1, Jg(2)+1,

. . . , Jg(m−1)+1, Jg(m)+1, Jg(m)+2, Jg(m+1)+1, Jg(m+1)+2 均安排在机器 Mm 上. 用 MOPT
i (L0) 表示最优

算法下工件序列 L0 在机器 Mi (i = 1, 2, . . . ,m) 上的工件集, 则最优算法下工件序列 L0 的排序结果

如下 (图 2 所示):

MOPT
m (L0) = {Jn, Jg(1)+1, Jg(2)+1, . . . , Jg(m−1)+1, Jg(m)+1, Jg(m)+2, Jg(m+1)+1, Jg(m+1)+2},

MOPT
m−1 (L0) = {Jn−1, Jg(1)+m+1, Jg(2)+m+1, . . . , Jg(m+1)+m+1, Jg(m−1)+2},

MOPT
m−2 (L0) = {Jn−2, Jg(1)+m, Jg(2)+m, . . . , Jg(m+1)+m, Jg(m−2)+2},

MOPT
m−i (L0) = Gm+1+i ∪ {Jg(1)+i+2, Jg(2)+i+2, . . . , Jg(m+1)+i+2, Jg(m−i)+2},

其中 3 6 i 6 m− 1.

所以有 COPT
max (L0) = m+ 1 + (m+ 3)ε. 因此

CLS
max(L0)

COPT
max (L0)

=
4m

m+ 1 + (m+ 3)ε
→ 4− 4

m+ 1
(ε → 0).

图 1 LS 算法下工件序列 L0 的排序
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图 2 最优算法下工件序列 L0 的排序

当 m = 2 时, 令 s = 1+
√
5

2 及 n = 4. 构造按如下方式工件序列 L1 = {J1, J2, J3, J4}:
• r1 = r2 = 1− ε, r3 = r4 = 0;

• p1 = (1+
√
5)ε

2 , p2 = ε, p3 = 1, p4 = 1+
√
5

2 ,

其中 ε 是充分小的正数. 则 LS 算法及最优算法下的排序结果如下:

• MLS
1 (L1) = {J2, J4}, MLS

2 (L1) = {J1, J3};
• MOPT

1 (L1) = {J3, J2}, MOPT
2 (L1) = {J4, J1}.

因此有

COPT
max (L1) = 1 + ε, CLS

max(L1) = r2 + p2 + p4 = 1− ε+ ε+
1 +

√
5

2
=

3 +
√
5

2
.

所以
CLS

max(L1)

COPT
max (L1)

=
3+

√
5

2

1 + ε
→ 3 +

√
5

2
(ε → 0).

至此, 定理 3.2 证明完毕.

4 MLS 算法及其性能分析

本节给出一个比 LS 算法更好的新在线算法—MLS 算法. 首先定义一个符号: 给定一批工件

{J1, J2, . . . , Jn}, 对于 j = 1, 2, . . . , n, 令

Rj := max

{
p1 + p2 + · · ·+ pj

s+m− 1
, rk +

∑
rk′>rk,k′6j pk′

s+m− 1
, rk +

pk
s
, rk + pmax{rk,⌈s⌉}, k = 1, 2, . . . , j

}
,

其中 pmax{rk,⌈s⌉} 表示到达时间不小于 rk 的前 j 个工件中第 ⌈s⌉个大工件的长度,若不存在这一工件,

则令 pmax{rk,⌈s⌉} = 0. 不难看出, Rj 是最优算法下工件序列 L = {J1, J2, . . . , Jj} 最后完工时间的一个
下界. 为了简便起见, 在不引起混淆的情形下将 Rn 写成 R.
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命题 4.1 容易看出 R1 6 R2 6 · · · 6 Rn.

命题 4.2 α = 3.8626 及 β = 1.7012589 满足下面两个方程:

1

β2
+

17(α− β)

33β
= 1,

1

3β
+

11

3
= α.

由定理 3.1 可知, LS 算法的最坏性能比是关于 m 的增函数, 且当 1 6 s < 2 时该最坏性能比是 s

的增函数, s > 2 时却是 s 的减函数. 因此, 针对 m > 29 以及在 s = 2 的邻域内达到最坏性能比的工

件特征将 LS 算法进行了改进, 设计了 MLS 算法. 具体如下:

MLS 算法

0◦. 若有 ⌈s⌉ > m+1
10
或 m < 29, 则应用 LS 算法, 否则转入 1◦.

1◦. 在现算法下, 假设 Jj 是当前需要加工的新工件, 且在安排 Jj 之前机器 Mi 的当前完工时间为 Hi. 将相应机器按

H1 6 H2 6 · · · 6 Hm−1 重新排序.

2◦. 假设存在对工件 Jj 有空闲时间间隔的机器. 选择对工件 Jj 有空闲时间间隔 [T1, T2]的最小的 T1 机器 Mi,再将工

件 Jj 安排在机器 Mi 上, 在空闲时间间隔 [T1, T2] 中的 max{T1, rj} 时刻开始加工. 否则转入 3◦.

3◦. 令 k := max{i | Mi 能最早加工完工件 Jj}.
4◦. 若满足下面的条件:

(a) k 6 m− 2;

(b) Hk 6 rj < Hk+1;

(c) Hk+1 + pj 6 αR;

(d) rj > R
β
,

则将工件 Jj 安排在机器 Mk+1 上加工, 否则转入 5◦.

5◦. 将工件 Jj 安排在机器 Mk 上加工.

下面分析 MLS 算法的最坏性能比. 先给出如下引理.

引理 4.1 若 ⌈s⌉ > m+1
10 或 m < 29, 则有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 α.

证明 若 ⌈s⌉ > m+1
10 或 m < 29, 则 MLS 算法就是 LS 算法. 考虑以下 3 种情形.

情形 1 m < 29. 此时由定理 3.1 有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 4− 4

29
< α.

情形 2 ⌈s⌉ > m+1
10 及 m > 39. 此时有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 2 +
m− 1

s+m− 1
min{2, s} = 2 +

2(m− 1)

s+m− 1

6 2 +
2(m− 1)

m+1
10 − 1 +m− 1

=
42

11
+

160

11(11m− 19)

6 42

11
+

160

11(11× 39− 19)

< α.

情形 3 ⌈s⌉ > m+1
10 及 29 6 m < 39. 此时有 ⌈s⌉ > m+1

10 > 3, 因此 s > 3. 进而有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 2 +
m− 1

s+m− 1
min{2, s} = 2 +

2(m− 1)

s+m− 1
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6 2 +
2(m− 1)

3 +m− 1
6 2 +

2(39− 1)

3 + 39− 1

< α.

证毕.

接下来对于任意工件集 L = {J1, J2, . . . , Jn}, 我们将证明当 ⌈s⌉ 6 m+1
10 及 m > 29 时下面的 (4.1)

成立:

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 α. (4.1)

因此由引理 4.1 及 (4.1) 有如下定理.

定理 4.1 对于任意工件集 L = {J1, J2, . . . , Jn}, 有 CMLS
max (L)

COPT
max (L) 6 α.

现开始证明 (4.1). 接下来的证明若没有特别说明, 假设 ⌈s⌉ 6 m+1
10 及 m > 30 总是成立的. 另设

L = {J1, J2, . . . , Jn} 是 (4.1) 的最小反例, 即使得 (4.1) 不成立的最少工件的集合.

定义 4.1 在 MLS 算法下, 若工件 Jj 安排在机器 Mi 加工且 Hj
i 6 rj , 则称 Jj 是 Mi 上的空闲

工件; 称时间间隔 [Hj
i , rj ] 是由工件 Jj 产生的空闲时间间隔; 若机器 Mi (1 6 i 6 m) 上在加工完空闲

工件 Jj 之后再无空闲工件, 则称空闲工件 Jj 为 Mi 上最后空闲工件.

由空闲工件的定义可知, 在 MLS 算法下任意机器上第一个工件是空闲工件且任意空闲工件一定

是在步骤 5◦ 被安排加工的. 令 (a, b) 是满足下面两条的空闲区间:

(i) R
β 6 a < b 6 R;

(ii) MLS 算法下在区间 (a, b) 中同时空闲的所有机器数是最大的.

在 MLS 算法下, 令机器 Mi 上产生空闲时间间隔 (a, b) 的空闲工件为 Jj(i). 现假设

• A = {i | 1 6 i 6 m− 1,在 MLS 算法下 Mi 在区间 (a, b) 是空闲的};
• A′ = {i | i ∈ A, pj(i) 6 (β−1)R

β };
• j(i0) = max{j(i) | i ∈ A′};
• B = {i | i ∈ A′, j(i) < j(i0)} = A′ \ {j(i0)}.
引理 4.2 集合 B 满足 |B| 6 17(m+1)

30 .

证明 首先证明, 若 B ̸= ∅, 则工件 Jj(i0) 是在步骤 5◦ 被安排加工的, 原因是步骤 4◦ 的条件 (c)

不满足. 工件 Jj(i0) 在步骤 5◦ 被安排加工且 rj(i0) > a > H
j(i0)
i0

是显然的, 因为空闲时间间隔 (a, b)是

由工件 Jj(i0) 产生的. 对于任意的 i ∈ B,由集合 B 及区间 (a, b)的定义可知 j(i0) > j(i)成立,所以有

H
j(i0)
i0

6 a < b 6 rj(i) < rj(i) + pj(i) = H
j(i)+1
i 6 H

j(i0)
i .

也就是说, 由 MLS 算法步骤 4◦ 知 H
j(i0)
i > rj(i0) 一定成立. 因此工件 Jj(i0) 满足步骤 4◦ 的条件 (a)

和 (b). 至于条件 (d), 它直接来自于以下不等式:

rj(i0) > b > a > R

β
>

Rj(i0)

β
.

所以, 工件 Jj(i0) 是因为不满足步骤 4◦ 的条件 (c) 而在步骤 5◦ 被安排加工. 因此, 对于任意的 i ∈ B,

都有

pj(i0) +H
j(i0)
i > αRj(i0).

231



成夏炎等: 同类平行机下工件有任意到达时间的在线排序

对于任意的 i ∈ B, 令 Jj(i) 是机器 Mi 上最后空闲工件. 由上述讨论及 MLS 算法知

H
j(i0)
i − rj(i) > αRj(i0) − pj(i0) − rj(i)

> α rj(i) − pj(i0) − rj(i)

> α rj(i) −
(β − 1)R

β
− rj(i)

> (α− 1)a− (β − 1)R

β

> (α− β)R

β
.

令

Si = {j | Jj 在机器 Mi 上的时间间隔 [rj(i),H
j(i0)
i ] 内加工}, i ∈ B,

S =
∪
i∈B

Si,

则有 ∑
j∈S

pj =
∑
i∈B

∑
j∈Si

pj =
∑
i∈B

(H
j(i0)
i − rj(i)) >

|B|(α− β)R

β
.

接下来进一步证明对于任意的 j ∈ S 都有 rj > R
β2 . 设工件 Jj 在机器 Mi 上加工. 若 j = j(i), 则

rj > a > R
β2 . 否则, 工件 Jj 安排在工件 Jj(i) 之后且在工件 Jj(i0) 之前. 所以, 工件 Jj 在步骤 4◦ 必须

被安排加工. 由 MLS 算法步骤 4◦ 的条件 (d), 有下面的不等式成立:

rj >
Rj

β
>

rj(i)

β
>

a

β
> R

β2
.

所以

R > R

β2
+

∑
j∈S pj

s+m− 1
>

R

β2
+

|B|(α− β)R

(s+m− 1)β
> R

β2
+

10|B|(α− β)R

11(m+ 1)β
,

其中最后的不等式由 ⌈s⌉ 6 m+1
10 得到. 因此, 由上面的不等式及命题 4.2 的第一个方程 1

β2 + 17(α−β)
33β

= 1 有 |B| 6 17(m+1)
30 . 引理证毕.

引理 4.3 集合 A 满足 |A| 6 |B|+ ⌈s⌉ 6 2(m+1)
3 .

证明 首先证明 |A| 6 |B| + ⌈s⌉. 若结论不成立, 令 C = {i | i ∈ A, pj(i) > (β−1)R
β }, 则由

A = B ∪ C ∪ {i0} 有 |C| > ⌈s⌉. 因为对于任意的 i ∈ A 都有 rj(i) > a, 所以

R > a+ pmax{a,⌈s⌉} > a+
(β − 1)R

β
> R

β
+

(β − 1)R

β
= R.

显然矛盾. 故第一个不等式已经证明. 至于第二个不等式,可由引理 4.2的结论及假设 ⌈s⌉ 6 m+1
10 直接

得到.

接下来, 用 ui 表示 MLS 算法下机器 Mi (i = 1, 2, . . . ,m) 上的总空闲时间. 由集合 A 的定义可

知, 对于区间 [Rβ , R] 中的任意时间, 在机器 M1,M2, . . . ,Mm−1 中最多有 |A| 台机器同时处于空闲状
态. 故有下面的不等式成立:

m−1∑
i=1

ui 6
(m− 1)R

β
+ |A|

(
R− R

β

)
6 (m− 1− |A|+ |A|β)COPT

max (L)

β
. (4.2)
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引理 4.4 若工件 Jn 在步骤 5◦ 安排加工, 则下面的不等式成立:

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

s(m− 1)

s+m− 1
.

证明 由 MLS 算法及 (4.2) 有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6
∑m−1

i=1 (Hi + pn) + (sHm + pn)

(s+m− 1)COPT
max (L)

=

∑n
j=1 pj +

∑m−1
i=1 ui + sum + (m− 1)pn

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

s(m− 1)

s+m− 1
.

证毕.

引理 4.5 若 Jn 在步骤 5◦ 安排加工, 则下面的不等式成立:

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1
.

证明 与定理 3.1的证明类似. 若不存在 MLS算法下在机器 Mm 上加工但最优算法下不在机器

Mm 上加工的工件,即 MLS算法下在机器 Mm 上加工的所有工件在最优算法下同样在机器 Mm 上加

工, 则 Hm 6 COPT
max (L), 且有

CMLS
max (L) 6 Hm +

pn
s

6 2COPT
max (L)

6
(
1 +

m− 1− |A|+ |A|β
(s+m− 1)β

+
s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

若存在这样的工件, MLS 算法下在机器 Mm 上加工但最优算法下不在机器 Mm 上加工, 则令其

中最后一个工件 J ′ 的长度为 t′. 用 SUC(J ′) 表示 MLS 算法下机器 Mm 上在 J ′ 之后加工的所有工

件,这些工件的总长度也用它表示. 在最优算法下 SUC(J ′)中的工件也安排在机器 Mm 上加工. 显然,

SUC(J ′) 6 sCOPT
max (L) 及 t′ 6 COPT

max (L). 现从以下两种情形进行讨论.

情形 1 MLS 算法下机器 Mm 上在 J ′ 之后有空闲时间间隔. 此时用 [a, b] 表示 MLS 算法下机器

Mm 上的最后空闲时间.

若 b >
Hm+ pn

s

2 , 则

CMLS
max (L) 6 Hm +

pn
s

6 2b 6 2COPT
max (L)

6
(
1 +

m− 1− |A|+ |A|β
(s+m− 1)β

+
s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

若 b 6 Hm+ pn
s

2 , 则 SUC(J ′) > sHm − sb > sHm−pn

2 . 所以

CMLS
max (L) 6 Hm +

pn
s

6 2SUC(J ′) + pn
s

+
pn
s

=
2(SUC(J ′) + pn)

s
.

在最优算法下, 若 Jn 是安排在机器 Mm 上加工的, 则 SUC(J ′) + pn 6 sCOPT
max (L). 所以有

CMLS
max (L) 6 2(SUC(J ′) + pn)

s
6 2COPT

max (L)

6
(
1 +

m− 1− |A|+ |A|β
(s+m− 1)β

+
s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).
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若 Jn 在最优算法下不是安排在机器 Mm 上加工的, 则 SUC(J ′) 6 sCOPT
max (L) 且 pn 6 COPT

max (L). 故有

CMLS
max (L) 6 2(SUC(J ′) + pn)

s
6

(
2 +

1

s

)
COPT

max (L)

6
(
1 +

m− 1− |A|+ |A|β
(s+m− 1)β

+
s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1

)
COPT

max (L).

情形 2 MLS 算法下机器 Mm 上在 J ′ 之后没有空闲时间间隔.

与定理 3.1 的证明类似, 可以得到如下结论:

• CMLS
max (L) 6 Hi + 2COPT

max (L), i = 1, 2, . . . ,m− 1;

• 对于机器 Mm, sCMLS
max (L) 6 sHm + pn.

故有
CMLS

max (L)

COPT
max (L)

=
sCMLS

max (L) + (m− 1)CMLS
max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 (sHm + pn) +
∑m−1

i=1 (Hi + 2COPT
max (L))

(s+m− 1)COPT
max (L)

=
(sHm + pn) +

∑m−1
i=1 Hi + 2(m− 1)COPT

max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

=

∑n
j=1 pj +

∑m−1
i=1 ui + sum + 2(m− 1)COPT

max (L)

(s+m− 1)COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1
.

证毕.

引理 4.6 若工件 Jn 在步骤 5◦ 安排加工, 则有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(m+ 1)β
+

2m

m+ 1
.

证明 由引理 4.4 有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

s(m− 1)

s+m− 1
.

易知上述不等式的右边部分是关于 s 的增函数. 由引理 4.5 有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(s+m− 1)β
+

s

s+m− 1
+

2(m− 1)

s+m− 1
.

易知上述不等式的右边部分是关于 s 的减函数. 令 s = 2, 至此引理 4.6 得证.

引理 4.7 若工件 Jn 在步骤 5◦ 安排加工, 则 CMLS
max (L)

COPT
max (L) 6 α.

证明 由引理 4.3–4.6, 有

CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 1 +
m− 1− |A|+ |A|β

(m+ 1)β
+

2m

m+ 1

6 3 +
m+ 1− 2(m+1)

3 + 2(m+1)
3 β

(m+ 1)β

=
1

3β
+

11

3

= α.
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最后一个等式由命题 4.2 的第二个方程得到.

引理 4.8 若工件 Jn 在步骤 4◦ 安排加工, 则 CMLS
max (L)

COPT
max (L)

6 α.

证明 由 MLS 算法, 有
CMLS

max (L)

COPT
max (L)

6 Hk+1 + pn
R

6 α.

证毕.

由引理 4.7 和 4.8 的结论可直接得到定理 4.1.

至此, (4.1) 已被证明完毕.

5 结论

本文在综述了在线排序问题研究进展的基础上, 先讨论了速度分别为 s1 = s2 = · · · = sm−1 = 1,

sm = s > 1 的 m 台同类平行机下的工件有任意到达时间的 LS 算法的性能, 得到了机器数为 2 时

的竞争比为 3+
√
5

2 , 超过 2 台机器时的竞争比为 4 − 4
m+1 . 然后设计了一个比 LS 算法更好的在线算

法—MLS 算法, 并证明了其竞争比不超过 3.8626.

致谢 由衷感谢审稿人对本文提出宝贵的修改意见.
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Online scheduling for jobs with arbitrary release times on
uniform machines

Xiayan Cheng, Congcong Zhao, Lina Ma & Rongheng Li

Abstract In this paper, we study the problem of online scheduling on uniform machines, in which the jobs have
arbitrary release times and the objective function is to minimize the maximum completion time. The speeds of
the machines are 1 for the first m− 1 machines, but the last one’s is s (s > 1). The performance of the LS (list
scheduling) algorithm is analyzed. When the numbers of machines are m = 2 and m > 3, it is presented that the

competitive ratios of the LS algorithm are 3+
√
5

2
and 4− 4

m+1
, respectively. In general, a better algorithm called

MLS (modified list scheduling) is also designed for the problem and it is shown that the competitive ratio of the
MLS is no more than 3.8626.
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MSC(2020) 90B35, 90C27

doi: 10.1360/SSM-2024-0095

236

https://doi.org/10.1137/S0097539799527969
https://doi.org/10.1007/s10951-010-0177-x
https://doi.org/10.1007/s10951-010-0177-x
https://doi.org/10.1016/j.orl.2015.07.002

	引言
	一些定义及 LS 算法
	LS 算法的性能分析
	MLS 算法及其性能分析
	结论

