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摘要 本文首先建立几乎对角算子在离散型加权乘积 Triebel-Lizorkin空间 ḟ0,2p,w(R)上的有界性,其中

R 表示 Rn1 × Rn2 上所有二进矩形构成的集合, 并结合乘积小波再生公式来建立 Euclid 空间上加权

乘积 Hardy 空间 Hp
w(Rn1 × Rn2) 的小波刻画; 其次, 基于此小波刻画, 利用序列空间的提升和投影方

法证明加权乘积 Carleson 测度空间 CMOpw(Rn1 × Rn2) 是加权乘积 Hardy 空间 Hp
w(Rn1 × Rn2) 的对

偶空间.
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1 引言

随着函数空间理论的发展, Hardy空间在调和分析及偏微分方程等领域起着非常重要的作用. 1992

年, Meyer [30] 给出了 Hardy 空间 H1(Rn) 的小波刻画, 同时, 基于小波基的分解以及小波系数的 Car-

leson 条件刻画了有界平均振荡函数空间 BMO(Rn). Liu [27] 进一步研究了弱 Hardy 空间 WH1(Rn)
的小波刻画. Wu [34] 利用具有紧支集的小波给出了加权 Hardy 空间 Hp

w(Rn) (其中 0 < p < ∞,

w ∈ A∞(Rn)) 的小波面积积分刻画. 2001 年, Garćıa-Cuerva 和 Martell [12] 基于向量值的分析给出了

加权原子 Hardy 空间 Hp
w(R) 的小波刻画, 其中 0 < p 6 1, w ∈ A∞(R), 部分改进了文献 [34] 的结果,

该小波不受紧支集条件限制, 这也拓展了可刻画的小波类别. 2009 年, Lee 等 [24] 基于加权 Hardy 空

间 Hp
w(R) 的小波刻画得到了 Hp

w(R) 的对偶空间为加权 Carleson 测度空间 CMOpw(R). 2017 年, 在

Coifman 和 Weiss 意义下的齐型空间 (X, d, µ) 上, Fu 等 [11] 借助 Auscher-Hytönen 几乎正交小波基证

明了当 f ∈ H1
at(X) 和 g ∈ BMO(X) 时, 将它们的乘积 f × g 视为一个分布且 f × g 可表示为两个有

界双线性算子之和, 这两个算子分别是从 H1
at(X)×BMO(X) 到 L1(X) 以及从 H1

at(X)×BMO(X) 到

H log(X) 的映射. 2018 年, Han 等 [19] 基于 Auscher-Hytönen 几乎正交小波基构建了相应的试验函数
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空间及分布空间并建立相应的小波再生公式, 进而发展了齐型空间上 Hardy 空间的 Littlewood-Paley

理论. 2021 年, He 等 [20] 在齐型空间 (X, d, µ) 上, 建立了 Besov 和 Triebel-Lizorkin 空间的小波刻画.

2023 年, Wang 等 [32] 利用小波刻画以及几乎对角算子的有界性建立了 Triebel-Lizorkin 空间 F s∞,q(X)

的分子刻画. 最近, Liu等 [28, 29] 利用小波刻画了加权各向异性 Hardy空间, 同时也获得了它的对偶结

论. 关于函数空间中小波的相关进展, 可参见文献 [18, 21–23].

关于多参数乘积函数理论方面, Gundy 和 Stein [15] 首先引入了乘积 Hardy 空间, 并通过非切向

极大函数、鞅极大函数以及相应的平方函数来刻画此乘积 Hardy 空间. Chang 和 Fefferman [3, 4] 建

立了乘积 Hardy 空间的原子分解等实变理论. 1988 年, Fefferman [9] 证明了, 若 w ∈ Ap(Rn1 × Rn2),

1 < p < ∞, 则 Journé 类乘积奇异积分算子在 Lpw(Rn1 × Rn2) 上有界. 1995 年, Wang [33] 通过离散

变换和 Journé 引理给出了双圆盘上的乘积 Triebel-Lizorkin 空间的原子分解并证明了几乎对角算子

在其上的有界性. 2012 年, Ding 等 [6] 证明了当 w ∈ A∞(Rn1 × Rn2) 时, 一类卷积型奇异积分算子

在 Hp
w(Rn1 × Rn2) 上的有界性. Bownik 等 [2] 和 Li 等 [25] 建立了加权各向异性乘积 Hardy 空间的

Littlewood-Paley 刻画和对偶结论. 2018 年, Han 等 [19] 基于 Auscher-Hytönen 几乎正交小波基在齐型

空间上获得了乘积 Hardy 空间 Hp(X1 ×X2) 的对偶空间为乘积 Carleson 测度空间 CMOp(X1 ×X2),

其中 max{ ω1

ω1+η1
, ω2

ω2+η2
} < p 6 1, ηi ∈ (0, 1], ωi 是 Xi 的上维数, i = 1, 2. 最近, Georgiadis 等 [13] 在

Euclid 空间上基于小波的相关实变理论建立了乘积 Hardy 空间 Hp(Rn1 × Rn2) (0 < p 6 1) 框架并得

到了几乎对角算子在离散型乘积 Triebel-Lizorkin空间 ḟs,qp (R) (0 < p, q <∞, s ∈ R2)上的有界性. 关

于乘积 Hardy 空间及其对偶理论, 可参见文献 [5, 7, 8, 16,17,26,35–37].

受文献 [12,24,34]中加权 Hardy空间的小波刻画及文献 [13,19,25,33,37]中乘积 Hardy空间的相

关对偶结论的启发, 很自然地提出以下两个相关问题, 即能否利用小波刻画加权乘积 Hardy 空间, 同

时建立加权乘积 Hardy 空间的对偶空间. 本文的主要目的是解决上述两个问题.

为陈述本文主要结论,首先引入相关定义.设 f 是 Rn1 ×Rn2 上的可测函数, (x1, x2) ∈ Rn1 ×Rn2 .

定义强极大函数 Msf 为

Msf(x1, x2) = sup
I1×I2∋(x1,x2)

1

|I1 × I2|

∫
I1×I2

|f(y1, y2)|dy1dy2,

其中上确界取遍所有边与坐标轴平行的矩形 I1 × I2 ⊂ Rn1 ×Rn2 . 由强极大函数可引入乘积空间上的

权类.

定义 1.1 (乘积空间上的 Muckenhoupt 权类 [6, 10]) 权函数 w(x1, x2) 被称为 Rn1 × Rn2 上的 Ar

权 (记为 w ∈ Ar(Rn1 × Rn2)), 若有(
1

|I1 × I2|

∫
I1×I2

w(x1, x2)dx1dx2

)(
1

|I1 × I2|

∫
I1×I2

w(x1, x2)
− 1

r−1 dx1dx2

)r−1

6 C, 1 < r <∞

对任意的 Rn1 ×Rn2 上的矩形 I1 × I2 成立; 若有 Msw(x1, x2) 6 Cw(x1, x2), a.e. (x1, x2) ∈ Rn1 ×Rn2 ,

则称 w ∈ A1(Rn1×Rn2). 记 A∞(Rn1×Rn2) =
∪

16r<∞Ar(Rn1×Rn2). 对于任意的 w ∈ A∞(Rn1×Rn2),

定义 w 的临界指标为 rw = inf{r > 1 : w ∈ Ar(Rn1 × Rn2)}. 关于 Ar(Rn1 × Rn2) 权有以下性质.

(i) 若 w(x1, x2) ∈ Ar(Rn1 × Rn2), 则对几乎处处的 x1 ∈ Rn1 , w(x1, ·) 一致满足 Ar(Rn2) 条件; 类

似地, 对几乎处处的 x2 ∈ Rn2 , w(·, x2) 一致满足 Ar(Rn1) 条件.

(ii) 若 w ∈ Ar(Rn1 × Rn2), 1 < r, q <∞, 则有如下加权 Fefferman-Stein 向量值不等式成立:∥∥∥∥(∑
j

Mq
s (fj)

) 1
q
∥∥∥∥
Lr

w(Rn1×Rn2 )

6 C

∥∥∥∥(∑
j

|fj |q)
) 1

q
∥∥∥∥
Lr

w(Rn1×Rn2 )

. (1.1)
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类似于加权 Hardy-Littlewood 极大函数, 可以定义加权强极大函数 Mwf ,

Mwf(x1, x2) = sup
I1×I2∋(x1,x2)

w(I1 × I2)
−1

∫
I1×I2

|f(y1, y2)|w(y1, y2)dy1dy2,

当 w ≡ 1 时, Mw 即为强极大算子 Ms. 对于 Mw, 上述不等式 (1.1) 仍然成立.

为引入本文主要研究的加权乘积 Hardy 空间, 首先回顾与 Schwartz 函数相关的定义. 设 φi ∈
S(Rni), i = 1, 2, 且满足

(i) supp φ̂i ⊂ {ξi ∈ Rni : 2−1 6 |ξi| 6 2},

(ii) |φ̂i(ξi)| > c > 0, 若 2−
3
4 6 |ξi| 6 2

3
4

(1.2)

以及

(iii)
∑
vi∈Z

φ̂i(2−viξi) = 1, ξi ∈ Rni \ {0}. (1.3)

令 S(Rn1 × Rn2) 为 Rn1 × Rn2 上的 Schwartz 函数空间, 其对偶空间是缓增广义函数空间

S′(Rn1 × Rn2). 记

S∞(Rn1 × Rn2) :=

{
ϕ ∈ S(Rn1 × Rn2) :

∫
Rni

xkii ϕ(x1, x2)dxi = 0,∀ ki ∈ Nni
0 , i = 1, 2

}
.

空间 S′
∞(Rn1 × Rn2) 记为 S∞(Rn1 × Rn2) 的对偶空间.

定义 1.2 (加权乘积 Hardy 空间) 若 (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 , v = (v1, v2) ∈ Z2, 设 φi ∈ S(Rni) 满

足 (1.2) 和 (1.3), φ(x1, x2) := φ1(x1)φ
2(x2), φv(x1, x2) := 2v1n1+v2n2φ(2v1x1, 2

v2x2), 加权乘积 Hardy

空间可定义为

Hp
w(Rn1 × Rn2) =

{
f ∈ S′

∞(Rn1 × Rn2) : ∥f∥Hp
w
=

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

|φv ∗ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w(Rn1×Rn2 )

<∞
}
,

其中 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2).

为给出上述加权乘积 Hardy 空间的小波刻画, 引入小波的相关概念 (参见文献 [30]). 设 D 是 Rn

上所有二进方体构成的集合, 对于 Rn 上任意的函数 ψ, 定义 ψI(x) = |I|−1/2ψ(x−xI

ℓ(I) ), I ∈ D, xI 表示
其左下角的坐标. 设 m ∈ Z 是一个整数. 如果一个实变量的函数 ψ(x) 满足以下四个性质, 则称它是

一个 m 类的小波 (基). 这些性质如下.

(a) 若 m = 0, 则 ψ(x) ∈ L∞(R); 若 m > 1, 则 ψ(x) 及它的直到 m 阶的导数都属于 L∞(R).
(b) ψ(x) 及其直到 m 阶的导数在无穷远处都是速降的.

(c) 对 0 6 k 6 m, 有
∫ +∞
−∞ xkψ(x) dx = 0.

(d) 函数 2
v
2ψ(2vx− k) (v ∈ Z, k ∈ Z) 的集合构成 L2(R) 的一组正交基.

函数 2
v
2ψ(2vx−k) (v ∈ Z, k ∈ Z)称为由 “母亲” ψ 生成的小波,而条件 (a)–(c)分别表示加到 “小

波的母亲” 上的正则性、局部性及振动性. 一般地, 如果引入第二个函数 φ(x), 称它为 “小波的父亲”

(函数 ψ(x) 是 “小波的母亲”). φ(x) 与 ψ(x) 一样, 具有性质 (a) 和 (b), 但用条件∫ +∞

−∞
φ(x) dx = 1

代替了条件 (c), 又用条件 “φ(x − k) (k ∈ Z) 与 ψI (I ∈ D, |I| 6 1) 构成 L2(R) 的一组正交基” 来代

替 (d).
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令 E 表示 2n − 1 个序列 (e1, . . . , en) 的集合, 其中每个 ej 取 0 或 1, 但序列 (0, 0, . . . , 0) /∈ E. 设

ψe(x) :=
n∏
j=1

ψe
j

(xj), e = (e1, . . . , en) ∈ E,

其中 ψ0 = φ, ψ1 = ψ, 则集合

{ψeI : I ∈ D, e ∈ E}

是 Rn 上的正则张量积小波基, 且 {ψeI} 满足如下重要的性质:

(i) ψeI ∈ S(Rn);
(ii) 存在某个常数 b > 0, 使得 supp ψ̂eI ⊂ [−b2v, b2v]n, I ∈ Dv;
(iii) 对于任意常数 M,K > 0, 有 |∂αψeI(x)| 6 C2v(

n
2 +|α|)(1 + 2v|x− xI |)−M 和

∫
Rn x

αψeI(x)dx = 0,

I ∈ Dv, |α| 6 K;

其中 Dv 表示所有边长为 ℓ(I) = 2−v 的二进方体构成的集合.

利用上述正则张量积小波可定义 Rn1 × Rn2 上的乘积小波. 记 Di 是 Rni 中所有二进方体构成的

集合, 对于任意 Ii ∈ Di, 用 xIi 表示其左下角顶点, 其中 i = 1, 2. 令 R 表示在 Rn1 × Rn2 中所有形

如 I1 × I2 的二进矩形构成的集合, 其中 Ii ∈ Di, 并设 xI := (xI1 , xI2). 记 xi := (x1i , . . . , x
ni
i ) ∈ Rni ,

x := (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 . 考虑在 Rni 上的正则张量积小波基: ψeiIi (xi), Ii ∈ Di, ei ∈ Ei, 其中

ψIi(xi) := |Ii|−
1
2ψ

(
xi − xIi
ℓ(Ii)

)
,

ψei(xi) :=

ni∏
j=1

ψe
j
i (xji ), ei = (e1i , . . . , e

ni
i ), i = 1, 2,

Ei 为 2ni −1个序列 (e1i , . . . , e
ni
i )的集合,这里每个 eji 取 0或 1, j = 1, . . . , ni,但序列 (0, 0, . . . , 0) /∈ Ei.

设 E := E1 × E2, 定义乘积小波基为

ψe
I1×I2(x1, x2) := ψe1I1 (x1)ψ

e2
I2
(x2), I1 × I2 ∈ R, e = (e1, e2) ∈ E.

注意到, 对于任意的 f ∈ S∞(Rn1 × Rn2) (或 f ∈ S′
∞(Rn1 × Rn2)),

f =
∑

I1×I2∈R,e∈E

⟨f, ψe
I1×I2⟩ψ

e
I1×I2

在 S(Rn1 × Rn2) (或 S′
∞(Rn1 × Rn2) ) 中收敛 (参见文献 [13, 命题 6.2]).

利用乘积小波基可定义如下平方算子及加权乘积 Carleson 测度空间:

Gψf =

( ∑
I1×I2∈R,e∈E

|⟨f, ψe
I1×I2⟩|

2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2

, f ∈ L2(Rn1 × Rn2).

定义 1.3 (加权乘积 Carleson 测度空间) 设 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2), 加权乘积 Carleson

测度空间 CMOpw(Rn1 × Rn2) 是所有 g ∈ L1
loc 构成的集合且满足

∥g∥CMOp
w
= sup

Ω

(
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω,e∈E

|⟨g, ψe
I1×I2⟩|

2 |I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

<∞,

其中上确界取遍 Rn1 × Rn2 中所有的开集 Ω, 且 Ω 满足 w(Ω) <∞.

4
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本文的主要结论是利用乘积小波基给出加权乘积 Hardy 空间的等价刻画并建立加权乘积 Hardy

空间的对偶刻画.

定理 1.1 设 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1×Rn2),对所有的 f ∈ Hp
w(Rn1×Rn2),存在常数 c, C ∈ (0,∞),

使得

c∥f∥Hp
w
6 ∥Gψf∥Lp

w
6 C∥f∥Hp

w
.

定理 1.2 设 0 < p 6 1 且 w ∈ A∞(Rn1 × Rn2). 在如下意义下, Hp
w(Rn1 × Rn2) 的对偶空间是

CMOpw(Rn1 × Rn2).

(1) 对每个 g ∈ CMOpw(Rn1 × Rn2), 存在一个线性泛函 lg, lg 最初可定义在 L2(Rn1 × Rn2) ∩
Hp
w(Rn1 × Rn2) 上, 随后可以连续延拓到 Hp

w(Rn1 × Rn2) 上且 ∥lg∥ 6 C∥g∥CMOp
w
.

(2)反之,Hp
w(Rn1×Rn2)上的每个连续线性泛函 l都可以表示为 l = lg,其中 g是 CMOpw(Rn1×Rn2)

空间中的某个函数且 ∥g∥CMOp
w
6 C∥l∥.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2 节利用乘积小波基来刻画加权乘积 Hardy 空间. 为此, 需要

引入几乎对角算子并通过对偶的方法证明该算子在离散型加权乘积 Triebel-Lizorkin 空间 ḟ0,2p,w(R) 上

是有界的 (见引理 2.2). 第 3 节引入两个加权乘积序列空间 spw(Rn1 × Rn2) 和 cpw(Rn1 × Rn2) 并证明

spw(Rn1 × Rn2) 的对偶空间是 cpw(Rn1 × Rn2) (见定理 3.1). 第 4 节利用序列空间的提升和投影的方法

证明加权乘积 Hardy 空间的对偶空间是加权乘积 Carleson 测度空间.

注 1.1 在本文中, n = (n1, n2) ∈ N2,用 Rn1 ×Rn2 来表示乘积空间. 记 αi := (α1, α2, . . . , αni) ∈
Nni

0 (N0 := N ∪ {0}), xαi
i := (x1i )

α1 · · · (xni
i )αni , |αi| := α1 + · · · + αni , ∂

αi := ( ∂
∂x1

i
)α1 · · · ( ∂

∂x
ni
i

)αni . 在

Rn 上, 函数 f 的 Fourier 变换 f̂ 被定义为 f̂(ξ) :=
∫
Rn f(x)e

−ixξdx. 对于 p > 1, 利用 p′ 表示其

共轭指标, 即 1
p + 1

p′ = 1. 对于集合 I1 × I2 ⊂ Rn1 × Rn2 , |Ii| 表示 Ii 的 Lebesgue 测度, i = 1, 2,

|I1 × I2|−
s
n := |I1|−

s1
n1 × |I2|−

s2
n2 , 其中 s = (s1, s2) ∈ R2, χI1×I2 表示其特征函数. 用 f ∼ g 表示存在正

常数 c 和 C 使得 cf 6 g 6 Cf .

2 几乎对角算子和加权乘积 Hardy 空间

为了证明定理 1.1, 先引入离散型加权乘积 Triebel-Lizorkin 空间 ḟs,qp,w(R) 的定义以及两个重要的

引理.

定义 2.1 设 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2), 离散型加权乘积 Triebel-Lizorkin 空

间 ḟs,qp,w(R) 定义为所有满足以下条件的复值序列 g = {gI1×I2}I1×I2∈R 的集合:

∥g∥ḟs,q
p,w(R) =

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

(|I1 × I2|−
s
n |gI1×I2 |χ̃I1×I2)q

) 1
q
∥∥∥∥
Lp

w(Rn1×Rn2 )

<∞,

其中 χ̃I1×I2 = |I1 × I2|−
1
2χI1×I2 .

若对于所有序列 g = {gI1×I2}I1×I2∈R, e ∈ E, 有

Aeg = {(Aeg)I1×I2}I1×I2∈R =

{ ∑
J1×J2∈R

aeI1×I2,J1×J2gJ1×J2

}
I1×I2∈R

,

则称线性算子 Ae 与矩阵 {aeI1×I2,J1×J2}I1×I2,J1×J2∈R 是相关联的.

5
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对于 v = (v1, v2) ∈ Z2, 设 Di
vi 为 Di 中所有边长为 ℓ(Ii) = 2−vi 的二进方体的集合, Rv 是所有形

如 I1 × I2 的二进矩形构成的集合且 Ii ∈ Di
vi . 同样地,对于 µ = (µ1, µ2) ∈ Z2, Rµ 是所有形如 J1 × J2

的二进矩形构成的集合且 Ji ∈ Di
µi
, i = 1, 2.

定义 2.2 (几乎对角算子, 参见文献 [25, 第 2653 页]) 设 s ∈ R2, 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞ 且
ε ∈ (0,∞), 若矩阵 {aeI1×I2,J1×J2}I1×I2,J1×J2∈R 满足

sup
I1×I2,J1×J2

|aeI1×I2,J1×J2 |
ωI1×I2,J1×J2(ε)

<∞,

其中

ωI1×I2,J1×J2(ε) :=

2∏
i=1

(
ℓ(Ii)

ℓ(Ji)

)si(
1 +

|xIi − xJi |
max{ℓ(Ii), ℓ(Ji)}

)−Qi−ε

×min

{(
ℓ(Ii)

ℓ(Ji)

)ni+ε

2

,

(
ℓ(Ji)

ℓ(Ii)

)ni+ε

2 +Qi−ni
}
,

Qi =
ni

min (1, p/rw, q)
,

则称与矩阵 {aeI1×I2,J1×J2}I1×I2,J1×J2∈R 相关联的线性算子 Ae 为 ḟs,qp,w(R) 上的几乎对角算子.

引理 2.1 设 λi > ni, i = 1, 2, 给定 µi, vi ∈ Z, 对于 ℓ(Ii) = 2−vi , 有

∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |
2∏
i=1

(1 + 2min{µi,vi}|xiJ1×J2
− xiI1×I2

|)λi

6 C
2∏
i=1

max{1, 2(µi−vi)ni}Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χJ1×J2
)
(x1, x2), (x1, x2) ∈ I1 × I2. (2.1)

证明 结合文献 [10, 第 147 页, 注 A.3] 和 [1, 第 1501 页] 的证明方法, 可得 (2.1).

引理 2.2 几乎对角算子 Ae 在 ḟ0,2p,w(R) 上是有界的, 其中 0 < p <∞, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2).

证明 不妨先考虑 p/rw > 1 的情形, 对于序列 g = {gI1×I2}I1×I2∈R, 记

Ae = Ae
1 +Ae

2 +Ae
3 +Ae

4 ,

则有

(Aeg)I1×I2 = (Ae
1g)I1×I2 + (Ae

2g)I1×I2 + (Ae
3g)I1×I2 + (Ae

4g)I1×I2

=

( ∑
ℓ(I1)<ℓ(J1)
ℓ(I2)<ℓ(J2)

+
∑

ℓ(I1)>ℓ(J1)
ℓ(I2)<ℓ(J2)

+
∑

ℓ(I1)>ℓ(J1)
ℓ(I2)>ℓ(J2)

+
∑

ℓ(I1)<ℓ(J1)
ℓ(I2)>ℓ(J2)

)
aeI1×I2,J1×J2gJ1×J2 .

注意到当 p/rw > 1 时, 有 Qi = ni, i = 1, 2. 本文只给出 Ae
4 在 ḟ0,2p,w(R) 上的有界性, 其余三项 Ae

i ,

i = 1, 2, 3 的估计可类似得到. 利用引理 2.1, 有

|(Ae
4g)I1×I2 | 6 C

∑
ℓ(I1)<ℓ(J1)
ℓ(I2)>ℓ(J2)

ωI1×I2,J1×J2(ε)|gJ1×J2 |

6
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6 C
∑
v1>µ1
v26µ2

∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

2(−v1+µ1)
n1+ε

2 +(−µ2+v2)
n2+ε

2

× |gJ1×J2 |
(1 + ℓ−1(J1)|xJ1 − xI1 |)n1+ε

1

(1 + ℓ−1(I2)|xJ2 − xI2 |)n2+ε

6 C
∑
v1>µ1
v26µ2

2(−v1+µ1)
n1+ε

2 +(−µ2+v2)
n2+ε

2 +(µ2−v2)(n2+
ε
4 )Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χJ1×J2
)
(x1, x2)

6 C
∑
v1>µ1
v26µ2

2(−v1+µ1)
n1+ε

2 +(µ2−v2)(n2
2 − ε

4 )Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χJ1×J2
)
(x1, x2).

利用 Hölder 不等式和加权 Fefferman-Stein 向量值不等式, 可得

∥Ae
4g∥ḟ0,2

p,w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

(|(Ae
4g)I1×I2 |χ̃I1×I2)2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v1,v2∈Z

(∣∣∣∣ ∑
v1>µ1
v26µ2

2(−v1+µ1)
n1+ε

2 +(µ2−v2)(n2
2 − ε

4 )Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χJ1×J2
)∣∣∣∣χ̃I1×I2)2) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v1,v2∈Z

(∣∣∣∣ ∑
v1>µ1
v26µ2

2(−v1+µ1)
ε
2−(µ2−v2) ε

4Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χ̃J1×J2
)∣∣∣∣)2) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v1,v2∈Z

(∣∣∣∣ ∑
v1>µ1
v26µ2

Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χ̃J1×J2
)∣∣∣∣)2) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
µ1,µ2∈Z

(∣∣∣∣Ms

( ∑
ℓ(J1)=2−µ1

ℓ(J2)=2−µ2

|gJ1×J2 |χ̃J1×J2
)∣∣∣∣)2) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
J1×J2∈R

(|gJ1×J2 |χ̃J1×J2)2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

,

即证得 Ae
4 在 ḟ0,2p,w(R) 上是有界的.

对于 p/rw 6 1 的情形, 取充分接近的 p̃ < p/rw, 定义 Ãe 和序列 h̃ 如下:

Ãe = (ãeI1×I2,J1×J2)I1×I2,J1×J2∈R, ãeI1×I2,J1×J2 = |aeI1×I2,J1×J2 |
p̃

(
|I1 × I2|
|J1 × J2|

) 1
2−

p̃
2

,

h̃ = {h̃I1×I2}I1×I2∈R, h̃I1×I2 = |I1 × I2|
1
2−

p̃
2 |gI1×I2 |p̃.

7
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由 ∥f p̃∥
L

p/p̃
w

= ∥f∥p̃
Lp

w
, 有

∥h̃∥1/p̃
f
0,2/p̃

p/p̃,w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|gI1×I2 |
p̃· 2p̃ |I1 × I2|(−

1
2+

1
2−

p̃
2 )

2
p̃χI1×I2

) p̃
2
∥∥∥∥1/p̃
L

p/p̃
w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|gI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= ∥g∥ḟ0,2
p,w
.

进而可得

∥Aeg∥ḟ0,2
p,w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|(Aeg)I1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6
∥∥∥∥( ∑

I1×I2∈R

( ∑
J1×J2

|aeI1×I2,J1×J2 |
p̃|gJ1×J2 |p̃

) 2
p̃

|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|(Ãeh̃)I1×I2 |
2
p̃ |I1 × I2|(

p̃
2−

1
2 )

2
p̃ |I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|(Ãeh̃)I1×I2 |
2
p̃ |I1 × I2|−

2/p̃
2 χI1×I2

) 1/p̃
2/p̃

∥∥∥∥
Lp

w

= ∥Ãeh̃∥1/p̃
ḟ
0,2/p̃

p/p̃,w

.

借鉴文献 [1, 定理 4.1] 中单参数情形的几乎对角算子的验证过程, 可知对于任意的 ε > 0, Ãe 是

ḟ
0,2/p̃
p/p̃,w(R) 上的几乎对角算子. 利用 Ãe 的有界性可推导出 Ae 的有界性,

∥Aeg∥ḟ0,2
p,w

6 ∥Ãeh̃∥1/p̃
ḟ
0,2/p̃

p/p̃,w

6 ∥h̃∥1/p̃
ḟ
0,2/p̃

p/p̃,w

= ∥g∥ḟ0,2
p,w
.

证毕.

为了给出加权乘积 Hardy 空间的小波刻画, 需要引入 S∞(Rn1 × Rn2) (或 S′
∞(Rn1 × Rn2)) 上的

再生公式. 设 φi ∈ S(Rni) 满足 (1.2) 和 (1.3), φ(x1, x2) := φ1(x1)φ
2(x2), (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 , I1 × I2

∈ R, 记

φI1×I2(x1, x2) := |I1 × I2|−
1
2φ

(
x1 − xI1
ℓ(I1)

,
x2 − xI2
ℓ(I2)

)
. (2.2)

可知 {φI1×I2}I1×I2∈R 满足下面的一些性质:

(i) 对于任意 N1, N2 > 0, v ∈ Z2, 存在一个常数 C > 0, 使得对 I1 × I2 ∈ Rv, 有

|φI1×I2(x1, x2)| 6 C2
v1n1+v2n2

2

2∏
i=1

(1 + 2vi |xi − xIi |)−Ni ; (2.3)

(ii) 对于 v ∈ Z2 且 I1 × I2 ∈ Rv, 有

supp φ̂I1×I2 ⊂ {(ξ1, ξ2) ∈ Rn1 × Rn2 : 2vi−1 6 |ξi| 6 2vi+1, i = 1, 2}. (2.4)

8
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命题 2.1 (再生公式, 参见文献 [25, 引理 2.3] 和 [13, 命题 2.3]) 对于任意 f ∈ S∞(Rn1 × Rn2)

(或 f ∈ S′
∞(Rn1 × Rn2)), φI1×I2 如 (2.2) 所定义, 则

f =
∑

I1×I2∈R

⟨f, φI1×I2⟩φI1×I2 (2.5)

在 S∞(Rn1 ×Rn2) (或 S′
∞(Rn1 ×Rn2)) 中成立. 此外, (2.5) 中的级数在 L2(Rn1 ×Rn2) 意义下也收敛.

引理 2.3 (参见文献 [13, 引理 2.4]) 设 t, b1, b2 > 0, 则存在一个常数 C = C(t, b1, b2) > 0 使得对

任意满足 supp f̂ ⊂ [−b1, b1]n1 × [−b2, b2]n2 的 f ∈ S′(Rn1 × Rn2), 有

sup
(y1,y2)∈Rn1×Rn2

|f(y1, y2)|∏2
i=1(1 + bi|xi − yi|)

ni
t

6 C(Ms(|f |t)(x1, x2))
1
t , (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 .

基于上面的定义和引理, 我们给出定理 1.1 的证明.

定理 1.1 的证明 第 1 步 证明 ∥f∥Hp
w

6 C∥Gψf∥Lp
w
. 可借鉴文献 [13, 定理 4.2] 中的方法,

首先考虑有限支撑序列的情况. 设 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩ Hp
w(Rn1 × Rn2) 且 ∥Gψf∥Lp

w
< ∞. 取

{⟨f, φI1×I2⟩} ∈ ḟ0,2p,w(R) 是有限支撑序列, 其中 0 < p 6 1. 令 v = (v1, v2) ∈ Z2, 由 (2.4) 和 (2.5) 可得

φv ∗ f(x1, x2) =
v1+1∑

µ1=v1−1

v2+1∑
µ2=v2−1

∑
I1×I2∈Rµ

⟨f, φI1×I2⟩φv ∗ φI1×I2(x1, x2), (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 .

令 τi >
ni

t , 0 < t < p
rw
, i = 1, 2. 由于 |µi − vi| 6 1, 所以 (2.3) 蕴涵着

|φv ∗ φI1×I2(x1, x2)| 6
∫
Rn1×Rn2

|φv(x1 − y1, x2 − y2)||φI1×I2(y1, y2)|dy1dy2

=

∫
Rn1×Rn2

|2v1n1+v2n2φ(2v1(x1 − y1), 2
v2(x2 − y2))||φI1×I2(y1, y2)|dy1dy2

6 C
2∏
i=1

23vini/2

∫
Rni

(1 + 2vi |xi − yi|)−τi(1 + 2vi |yi − xIi |)−τidyi

6 C
2∏
i=1

23µini/2

∫
Rni

(1 + 2µi |xi − yi|)−τi(1 + 2µi |yi − xIi |)−τidyi.

根据文献 [14, 第 44 页], 有∫
Rni

2µini(1 + 2µi |xi − yi|)−τi(1 + 2µi |yi − xIi |)−τidyi 6 C(1 + 2µi |xi − xIi |)−τi .

因此,

|φv ∗ φI1×I2(x1, x2)| 6 C
2∏
i=1

2
µini

2 (1 + 2µi |xi − xIi |)−τi .

由此可得

|φv ∗ f(x1, x2)| 6 C

v1+1∑
µ1=v1−1

v2+1∑
µ2=v2−1

∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2

2∏
i=1

(1 + 2µi |xi − xIi |)−τi .

9
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对于 x = (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 且 µ = (µ1, µ2) ∈ Z2, 存在唯一包含 x = (x1, x2) 的二进矩形 J :=

J1 × J2 ∈ Rµ 使得

1 + 2µi |xi − xIi | 6 1 + 2µi(|xi − xJi |+ |xJi − xIi |) 6 2(1 + 2µi |xJi − xIi |).

利用文献 [13, 引理 4.3], 进而有

|φv ∗ f(x1, x2)| 6 C

v1+1∑
µ1=v1−1

v2+1∑
µ2=v2−1

∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2

2∏
i=1

(1 + 2µi |xJi − xIi |)−τi

6 C

v1+1∑
µ1=v1−1

v2+1∑
µ2=v2−1

(
Ms

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)t
(x1, x2)

) 1
t

.

结合强极大函数 Ms 的 L
p/t
w (ℓ2/t) 的有界性, 其中 0 < t < p

rw
, w ∈ Ap/t(Rn1 × Rn2), 可得以下估计:

∥f∥Hp
w
=

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

|f ∗ φv|2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

( v1+1∑
µ1=v1−1

v2+1∑
µ2=v2−1

(
Ms

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)t) 1
t
)2) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
µ∈Z2

(
Ms

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)t) 2
t
) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
µ∈Z2

(
Ms

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)t) 2
t
) t

2
∥∥∥∥1/t
L

p/t
w

6 C

∥∥∥∥( ∑
µ∈Z2

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)2) t
2
∥∥∥∥1/t
L

p/t
w

= C

∥∥∥∥( ∑
µ∈Z2

( ∑
I1×I2∈Rµ

|⟨f, φI1×I2⟩||I1 × I2|−
1
2χI1×I2

)2) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

.

因此, 对所有有限支撑序列 {⟨f, φI1×I2⟩} ∈ ḟ0,2p,w(R), 有

∥f∥Hp
w
6 C∥{⟨f, φI1×I2⟩}∥ḟ0,2

p,w
<∞. (2.6)

接下来利用上述有限支撑序列的结论, 结合稠密性来证明对任意的序列 {⟨f, φI1×I2⟩} ∈ ḟ0,2p,w(R), (2.6)

也成立. 为便于理解, 不妨记

a := {aI1×I2} := {⟨f, φI1×I2⟩} ∈ ḟ0,2p,w(R),

并记

f := Tψa :=
∑

I1×I2∈R
aI1×I2φI1×I2 .

10
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注意到 I1 × I2 ∈ Rv, v ∈ Z2, 对于任意正整数 N , 可以构造一个有限支撑序列. 设

aI1×I2,N =

aI1×I2 , |v1| 6 N, |v2| 6 N, I1 × I2 ⊂ [2N−1, 2N+1]n1+n2 ,

0, 其他情形,

并记 aN = {aI1×I2,N}, 则 aN 是有限支撑序列. 由于( ∑
v∈Z2

∑
I1×I2∈Rv 且 I1×I2∈{|v1|6N,|v2|6N,I1×I2⊂[2N−1,2N+1]n1+n2}{

|aI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2

6 C

( ∑
I1×I2∈R

|aI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2

且 ∥a∥ḟ0,2
p,w

<∞,

结合 limN→∞ |aI1×I2 − aI1×I2,N | = 0, 可得

lim
N→∞

∥a− aN∥ḟ0,2
p,w

= ∥ lim
N→∞

(a− aN )∥ḟ0,2
p,w

= 0.

对每个 N , aN 是有限支撑序列, 故有 ∥TψaN∥Hp
w
6 ∥aN∥ḟ0,2

p,w
, 进而可以得到

∥Tψa∥Hp
w
6 lim inf

N→∞
∥TψaN∥Hp

w
6 C lim inf

N→∞
∥aN∥ḟ0,2

p,w
6 C∥a∥ḟ0,2

p,w
,

这表明 (2.6) 对任意的序列 a 也是成立的.

由于 f ∈ L2(Rn1 ×Rn2)∩Hp
w(Rn1 ×Rn2),则 f =

∑
I1×I2∈R,e∈E⟨f, ψe

I1×I2⟩ψ
e
I1×I2 在 S′

∞(Rn1 ×Rn2)

中收敛, 由此可得

⟨f, φI1×I2⟩ =
∑

J1×J2∈R,e∈E

⟨f, ψe
J1×J2⟩⟨ψ

e
J1×J2 , φI1×I2⟩ =

∑
J1×J2∈R,e∈E

beI1×I2,J1×J2⟨f, ψ
e
J1×J2⟩,

其中 beI1×I2,J1×J2 := ⟨ψe
J1×J2 , φI1×I2⟩. 由文献 [13, 第 59 页] 可以得到以下几乎正交估计, 即对于任意

M,K > 0, 存在一个正常数 C 使得

|⟨φIi , ψe
Ji⟩| 6 Cmin

{
ℓ(Ii)

ℓ(Ji)
,
ℓ(Ji)

ℓ(Ii)

}K(
1 +

|xIi − xJi |
max{ℓ(Ii), ℓ(Ji)}

)−M

, i = 1, 2,

进而有

|⟨φI1×I2 , ψe
J1×J2⟩| 6 C

2∏
i=1

min

{
ℓ(Ii)

ℓ(Ji)
,
ℓ(Ji)

ℓ(Ii)

}K(
1 +

|xIi − xJi |
max{ℓ(Ii), ℓ(Ji)}

)−M

. (2.7)

结合 (2.7) 和引理 2.2, 可知具有矩阵 {beI1×I2,J1×J2}I1×I2,J1×J2∈R 的算子 Be 是几乎对角算子且有界.

因此,

∥f∥Hp
w
6 C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

∣∣∣∣ ∑
J1×J2∈R,e∈E

beI1×I2,J1×J2⟨f, ψ
e
J1×J2⟩

∣∣∣∣2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R,e∈E

|⟨f, ψe
I1×I2⟩|

2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

11
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= C∥Gψf∥Lp
w

<∞.

第 2 步 对于 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩ Hp
w(Rn1 × Rn2), 下面证明 ∥Gψf∥Lp

w
6 C∥f∥Hp

w
. 由于 f =∑

I1×I2∈R,e∈E⟨f, ψe
I1×I2⟩ψ

e
I1×I2 在 S′

∞(Rn1 × Rn2) 中收敛, 因此, 对于任意 I1 × I2 ∈ R, e ∈ E, 有

⟨f, ψe
I1×I2⟩ =

∑
J1×J2∈R

⟨f, φJ1×J2⟩⟨ψe
I1×I2 , φJ1×J2⟩ =

∑
J1×J2∈R

aeI1×I2,J1×J2⟨f, φJ1×J2⟩,

其中

aeI1×I2,J1×J2 := ⟨ψe
I1×I2 , φJ1×J2⟩.

利用 (2.7)和引理 2.2,可知与矩阵 {aeI1×I2,J1×J2}I1×I2,J1×J2∈R 相关联的算子 Ae 是几乎对角算子且在

ḟ0,2p,w(R) 上是有界的. 因此,

∥Gψf∥Lp
w
=

∥∥∥∥{ ∑
I1×I2∈R,e∈E

|⟨f, ψe
I1×I2⟩|

2|I1 × I2|−1χI1×I2

} 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

=

∥∥∥∥{ ∑
I1×I2∈R,e∈E

∣∣∣∣ ∑
J1×J2∈R

aeI1×I2,J1×J2⟨f, φJ1×J2⟩
∣∣∣∣2|I1 × I2|−1χI1×I2

} 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6
∥∥∥∥{ ∑

I1×I2∈R
|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2

} 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

.

定义 φ̃(x1, x2) := φ(−x1,−x2), 其中 (x1, x2) ∈ Rn1 ×Rn2 . 对于任意 I1 × I2 ∈ Rv,v = (v1, v2) ∈ Z2, 利

用 (2.2) 可得

|⟨f, φI1×I2⟩| =
∣∣∣∣ ∫

Rn1×Rn2

f(x1, x2)φI1×I2(x1, x2)dx1dx2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Rn1×Rn2

f(x1, x2)2
v1n1+v2n2

2 φ(2v1(x1 − xI1), 2
v2(x2 − xI2))dx1dx2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Rn1×Rn2

f(x1, x2)2
− v1n1+v2n2

2 φv(x1 − xI1 , x2 − xI2)dx1dx2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Rn1×Rn2

f(x1, x2)2
− v1n1+v2n2

2 φ̃v(xI1 − x1, xI2 − x2)dx1dx2

∣∣∣∣
= 2−

v1n1+v2n2
2 |f ∗ φ̃v(xI1 , xI2)|.

注意到 1 + 2vi+1|xIi − xi| 6 3, xi ∈ Ii, 有∑
I1×I2∈R

|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2

=
∑
v∈Z2

∑
I1×I2∈Rv

|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2

6 C
∑
v∈Z2

∑
I1×I2∈Rv

|f ∗ φ̃v(xI1 , xI2)|2χI1×I2

6 C
∑
v∈Z2

∑
I1×I2∈Rv

|f ∗ φ̃v(xI1 , xI2)|2
2∏
i=1

(1 + 2vi+1|xIi − xi|)−
2ni
t χI1×I2

12
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6 C
∑
v∈Z2

∑
I1×I2∈Rv

(
sup

(y1,y2)∈I1×I2
|f ∗ φ̃v(y1, y2)|

2∏
i=1

(1 + 2vi+1|yi − xi|)−
ni
t

)2

χI1×I2 ,

其中 0 < t < p
rw
. 由 (1.2) 可知

supp f̂ ∗ φ̃v = supp(f̂ · ̂̃φv) ⊂ [−2v1+1, 2v1+1]n1 × [−2v2+1, 2v2+1]n2 .

利用引理 2.3, 可得 ∑
I1×I2∈Rv

|⟨f, φI1×I2⟩|2|I1 × I2|−1χI1×I2 6 C[Ms(|f ∗ φ̃v|t)]
2
t .

再结合强极大函数 Ms 的 L
p/t
w (ℓ2/t) 的有界性, 可得如下估计:

∥Gψf∥Lp
w
=

∥∥∥∥{ ∑
I1×I2∈R,e∈E

|⟨f, ψe
I1×I2⟩|

2|I1 × I2|−1χI1×I2

} 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

[Ms|f ∗ φ̃v|t]
2
t

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

[Ms|f ∗ φ̃v|t]
2
t

) t
2
∥∥∥∥1/t
L

p/t
w

6 C

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

|f ∗ φ̃v|2
) t

2
∥∥∥∥1/t
L

p/t
w

= C

∥∥∥∥( ∑
v∈Z2

|f ∗ φ̃v|2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp

w

= C∥f∥Hp
w
.

综合第 1 和 2 步, 对于 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2), 存在常数 c, C ∈ (0,∞), 使得

c∥f∥Hp
w
6 ∥Gψf∥Lp

w
6 C∥f∥Hp

w
.

利用 L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2) 在 Hp

w(Rn1 × Rn2) 中的稠密性 (参见文献 [31, 引理 3.1]), 可得

定理 1.1 的主要结论.

3 序列空间及其对偶

为了证明定理 1.2, 引入下面两个加权乘积序列空间及其对偶结论.

定义 3.1 设 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2). 加权乘积序列空间 spw(Rn1 × Rn2) 定义为所有的

复值序列的集合

spw(Rn1 × Rn2)

=

{
{sI1×I2} : ∥{sI1×I2}∥spw =

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w(Rn1×Rn2 )

<∞
}
.

13
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类似地, cpw(Rn1 × Rn2) 定义为所有的复值序列的集合

cpw(Rn1 × Rn2) =

{
{tI1×I2} : ∥{tI1×I2}∥cpw = sup

Ω

(
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

<∞
}
,

其中上确界取遍 Rn1 × Rn2 中所有的开集 Ω, 且 Ω 满足 w(Ω) <∞.

定理 3.1 令 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2), 则 (spw(Rn1 × Rn2))′ = cpw(Rn1 × Rn2).

证明 首先,证明 cpw(Rn1 ×Rn2)⊆(spw(Rn1 ×Rn2))′,即证明对所有的 {tI1×I2}∈cpw(Rn1 ×Rn2),令

l({sI1×I2}) =
∑

I1×I2∈R

sI1×I2tI1×I2 , ∀ {sI1×I2} ∈ spw(Rn1 × Rn2),

则有

|l({sI1×I2})| 6 C∥{sI1×I2}∥spw∥{tI1×I2}∥cpw .

为此, 令

h(x1, x2) =

( ∑
I1×I2∈R

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2(x1, x2)

) 1
2

,

这意味着 ∥{sI1×I2}∥spw = ∥h∥Lp
w
. 设

Ωk = {(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 : h(x1, x2) > 2k}

以及

Bk =

{
I1 × I2 ∈ R : w((I1 × I2) ∩ Ωk) >

1

2
w(I1 × I2) 和 w((I1 × I2) ∩ Ωk+1) 6

1

2
w(I1 × I2)

}
.

由 Cauchy-Schwarz 不等式, 有∣∣∣∣ ∑
I1×I2∈R

sI1×I2tI1×I2

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∑
k∈Z

∑
I1×I2∈Bk

sI1×I2tI1×I2

∣∣∣∣
6

∑
k∈Z

( ∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|

) 1
2
( ∑
I1×I2∈Bk

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

6
(∑
k∈Z

( ∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|

) p
2
( ∑
I1×I2∈Bk

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) p
2
) 1

p

6 C∥{tI1×I2}∥cpw

(∑
k∈Z

w(Ωk)
1− p

2

( ∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|

) p
2
) 1

p

,

其中最后一个不等式源于以下事实: 若 I1 × I2 ∈ Bk, 记

Ω̃k :=

{
(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 :Mw(χΩk

)(x1, x2) >
1

2

}
,

14
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则 I1 × I2 ⊆ Ω̃k. 利用加权强极大函数 Mw 的加权 (r, r) (其中 r > rw) 有界性, 可得

w(Ω̃k)
1
r =

(∫
Ω̃k

w(x1, x2) dx1dx2

) 1
r

6 2

(∫
Ω̃k

(Mw(χΩk
)(x1, x2))

rw(x1, x2) dx1dx2

) 1
r

6 2

(∫
Rn1×Rn2

|Mw(χΩk
)(x1, x2)|rw(x1, x2) dx1dx2

) 1
r

6 2

(∫
Rn1×Rn2

|χΩk
(x1, x2)|rw(x1, x2) dx1dx2

) 1
r

= 2w(Ωk)
1
r .

故 w(Ω̃k) 6 2rw(Ωk), 这意味着( ∑
I1×I2∈Bk

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

6 C∥{tI1×I2}∥cpww(Ωk)
1
p−

1
2 .

我们断言 ∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|
6 C22kw(Ωk), (3.1)

不妨先假设该断言成立, 则有∣∣∣∣ ∑
I1×I2∈R

sI1×I2tI1×I2

∣∣∣∣ 6 C∥{tI1×I2}∥cpw

(∑
k∈Z

2kpw(Ωk)

) 1
p

6 C∥{tI1×I2}∥cpw∥h∥Lp
w

6 C∥{tI1×I2}∥cpw∥{sI1×I2}∥spw .

上述第二个不等式成立是因为, 对每个 k ∈ Z, 有

∥h∥p
Lp

w
= p

∫ ∞

0

λp−1w({(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 : h(x1, x2) > λ})dλ,

被积函数是关于 λ 的非增函数, 考虑以下 Riemann 和

∥h∥p
Lp

w
= p

∑
k∈Z

∫ 2k+1

2k
λp−1w({(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 : h(x1, x2) > λ})dλ

> p
∑
k∈Z

∫ 2k+1

2k
(2k+1)p−1w(Ωk+1)dλ

= p
∑
k∈Z

2kp+p−1w(Ωk+1)

= 2−1p
∑
k∈Z

2kpw(Ωk).
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为证明上述断言 (3.1), 只需要证明∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|
6 C

∫
Ω̃k\Ωk+1

h(x1, x2)
2w(x1, x2)dx1dx2,

因为 ∫
Ω̃k\Ωk+1

h(x1, x2)
2w(x1, x2)dx1dx2 6 22(k+1)w(Ω̃k) 6 C22kw(Ωk).

对于 I1 × I2 ∈ Bk, 有 I1 × I2 ⊆ Ω̃k 且 w((I1 × I2) ∩ Ωk+1) 6 1
2w(I1 × I2), 故而

w((Ω̃k \ Ωk+1) ∩ (I1 × I2)) >
1

2
w(I1 × I2).

因此, ∫
Ω̃k\Ωk+1

h(x1, x2)
2w(x1, x2)dx1dx2

=

∫
Ω̃k\Ωk+1

∑
I1×I2∈R

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2(x1, x2)w(x1, x2)dx1dx2

>
∑

I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w((Ω̃k \ Ωk+1) ∩ (I1 × I2))

w(I1 × I2)

w(I1 × I2)

|I1 × I2|

> 1

2

∑
I1×I2∈Bk

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|
.

断言 (3.1) 得证.

其次, 证明 (spw(Rn1 ×Rn2))′ ⊆ cpw(Rn1 ×Rn2). 对于 Rn1 ×Rn2 中满足 w(Ω) <∞ 的开集 Ω, 定义

∥{sI1×I2}∥l2Ω(w) =

( ∑
I1×I2⊆Ω

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|

) 1
2

.

利用 Hölder 不等式, 可得

∥{sI1×I2χ{I1×I2⊆Ω}}∥spw

=

(∫
Ω

( ∑
I1×I2⊆Ω

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) p
2

w(x1, x2)dx1dx2

) 1
p

6 w(Ω)
1
p−

1
2

(∫
Ω

∑
I1×I2⊆Ω

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2(x1, x2)w(x1, x2)dx1dx2

) 1
2

= w(Ω)
1
p−

1
2

( ∑
I1×I2⊆Ω

|sI1×I2 |2
w(I1 × I2)

|I1 × I2|

) 1
2

= w(Ω)
1
p−

1
2 ∥{sI1×I2}∥l2Ω(w).

因此, 有 (
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

16
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=
1

w(Ω)
1
p−

1
2

sup
∥{sI1×I2

}∥
l2
Ω

(w)
61

∑
I1×I2⊆Ω

|sI1×I2tI1×I2 |

6 1

w(Ω)
1
p−

1
2

sup
∥{sI1×I2

}∥
l2
Ω

(w)
61

∥{tI1×I2}∥(spw)′∥{sI1×I2χ{I1×I2⊆Ω}}∥spw

= ∥{tI1×I2}∥(spw)′ sup
∥{sI1×I2}∥l2

Ω
(w)

61

1

w(Ω)
1
p−

1
2

∥{sI1×I2χ{I1×I2⊆Ω}}∥spw

6 ∥{tI1×I2}∥(spw)′ sup
∥{sI1×I2

}∥
l2
Ω

(w)
61

∥{sI1×I2}∥l2Ω(w) 6 ∥{tI1×I2}∥(spw)′ .

对上式中 Ω 取上确界, 可得 ∥{tI1×I2}∥cpw 6 ∥{tI1×I2}∥(spw)′ , 这意味着 (spw(Rn1 × Rn2))′ ⊆ cpw(Rn1 ×
Rn2).

4 加权乘积 Hardy 空间的对偶

本节利用定理 3.1和 1.1给出定理 1.2的证明. 首先,定义一个从复值序列族到 S′
∞(Rn1 ×Rn2)的

映射 P ,

P ({sI1×I2}) =
∑

Ĩ1×Ĩ2∈R,e∈E

sĨ1×Ĩ2ψ
e
Ĩ1×Ĩ2

.

同时, 对于 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2), 定义另一个从 S′

∞(Rn1 × Rn2) 到复值序列族的映射

L(f) =

{ ∑
e∈E

⟨f, ψe
I1×I2⟩

}
使得所有的内积 ⟨f, ψe

I1×I2⟩ 都是良定义的. 接下来, 说明 spw(Rn1 × Rn2) 与 Hp
w(Rn1 × Rn2), 以及

cpw(Rn1 × Rn2) 与 CMOpw(Rn1 × Rn2) 之间的关系. 对于 0 < p 6 1, w ∈ A∞(Rn1 × Rn2), 定理 1.1 给出

了对于 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2), 有

∥{L(f)}∥spw =

∥∥∥∥{ ∑
e∈E

⟨f, ψe
I1×I2⟩

}∥∥∥∥
spw

=

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R,e∈E

|⟨f, ψe
I1×I2⟩|

2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= ∥Gψf∥Lp
w
6 C∥f∥Hp

w
, (4.1)

且对于 {sI1×I2} ∈ spw(Rn1 × Rn2), 有

∥P ({sI1×I2})∥Hp
w
6 C∥GψP ({sI1×I2})∥Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R,e∈E

∣∣∣∣⟨ ∑
Ĩ1×Ĩ2∈R,e∈E

sĨ1×Ĩ2ψ
e
Ĩ1×Ĩ2

, ψe
I1×I2

⟩∣∣∣∣2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= C

∥∥∥∥( ∑
I1×I2∈R

|sI1×I2 |2|I1 × I2|−1χI1×I2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp

w

= C∥{sI1×I2}∥spw . (4.2)
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结合 (4.1) 与 (4.2), 可得 P ◦ L 在 L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2) 上是恒等映射.

根据 spw(Rn1 × Rn2) 和 CMOpw(Rn1 × Rn2) 的定义, 对于 g ∈ CMOpw(Rn1 × Rn2), 有

∥{L(g)}∥cpw = sup
Ω

(
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω,e∈E

|⟨g, ψe
I1×I2⟩|

2 |I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

= ∥g∥CMOp
w
, (4.3)

且对于 {tI1×I2} ∈ cpw(Rn1 × Rn2), 有

∥P ({tI1×I2})∥CMOp
w

= sup
Ω

(
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω,e∈E

∣∣∣∣⟨ ∑
Ĩ1×Ĩ2∈R,e∈E

tĨ1×Ĩ2ψ
e
Ĩ1×Ĩ2

, ψe
I1×I2

⟩∣∣∣∣2 |I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

= sup
Ω

(
1

w(Ω)
2
p−1

∑
I1×I2⊆Ω

|tI1×I2 |2
|I1 × I2|
w(I1 × I2)

) 1
2

= ∥{tI1×I2}∥cpw . (4.4)

结合 (4.3) 与 (4.4), 可得 P ◦ L 在 L2(Rn1 × Rn2) ∩ CMOpw(Rn1 × Rn2) 上是恒等映射.

基于上述讨论, 下面给出定理 1.2 的详细证明.

定理 1.2 的证明 对于 g ∈ CMOpw(Rn1 × Rn2), 定义线性泛函 l̃g 如下:

l̃g = ⟨L(f), L(g)⟩, f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2).

由 (4.1), (4.3) 及定理 3.1 知, 当 f ∈ L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2) 时, 有

|l̃g| 6 C∥L(f)∥spw∥L(g)∥cpw 6 C∥f∥Hp
w
∥g∥CMOp

w
.

由于 L2(Rn1 × Rn2) ∩Hp
w(Rn1 × Rn2) 在 Hp

w(Rn1 × Rn2) 中稠密, 借用文献 [25, 定理 2.16] 中的方法,

映射 l̃g 可延拓为 Hp
w(Rn1 × Rn2) 上的连续线性泛函 lg 且满足 ∥lg∥ 6 C∥g∥CMOp

w
.

反之, 设 l ∈
(
Hp
w(Rn1 ×Rn2)

)′
, 在 spw(Rn1 ×Rn2) 上定义 l1 = l ◦ P . 由 (4.2) 可知 l1 ∈

(
spw(Rn1 ×

Rn2)
)′
. 根据定理 3.1, 存在

{tI1×I2} ∈ cpw(Rn1 × Rn2)

使得对于 {sI1×I2} ∈ spw(Rn1 × Rn2), 有

l1({sI1×I2}) =
∑

I1×I2∈R

sI1×I2tI1×I2 ,

且 ∥{tI1×I2}∥cpw ≈ ∥l1∥ 6 C∥l∥. 对于 f ∈ Hp
w(Rn1 × Rn2), 有

l(f) = l1 ◦ L(f) =
∑

I1×I2∈R,e∈E

⟨f, ψe
I1×I2⟩tI1×I2 = ⟨L(f), L(g)⟩,

其中 g =
∑
I1×I2∈R,e∈E tI1×I2ψ

e
I1×I2 . 这表明 l = lg, 由 (4.4) 可得

∥g∥CMOp
w
= ∥{tI1×I2}∥cpw 6 C∥l∥.

证毕.
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Wavelet characterizations of weighted product Hardy spaces
and their duals

Taotao Zheng, Wenjing Li, Chunmei Zhang & Di Wu

Abstract In this paper, we first establish the boundedness of the almost diagonal operator on the discrete
weighted product Triebel-Lizorkin spaces ḟ0,2

p,w(R), where R denotes the set of all dyadic rectangles on Rn1 ×Rn2 ,
and then we construct the wavelet characterization of the weighted product Hardy spaces Hp

w(Rn1 × Rn2) on
Euclidean spaces by combining the product wavelet reproduction formula. Furthermore, based on this wavelet
characterization, we prove that the weighted product Carleson measure spaces CMOp

w(Rn1 × Rn2) are the dual
spaces of the weighted product Hardy spaces Hp

w(Rn1 × Rn2) by using the lifting and projection methods of
sequence spaces.

Keywords weighted product Hardy spaces, weighted product Carleson measure spaces, wavelet, sequence

spaces, almost diagonal operator
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