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摘要 在超高维生存数据分析中, 识别对患者生存时间具有显著影响的关键因素, 对于优化治疗策略

和推动精准医疗具有重要意义. 特征筛选是解决此类问题的有效方法, 但其中一个关键问题是, 如何

建立合适的阈值方法来区分重要变量和不重要变量. 本文利用数据分割策略和重组技术建立一种数据

驱动的阈值选取方法, 使其在不同情境下能选取合适的阈值, 有效区分重要变量和不重要变量. 进一

步地, 基于所选阈值提出适用于超高维右删失生存数据的特征筛选方法. 该方法的显著优点是, 不仅

能够在快速有效降维的同时准确保留所有重要变量, 而且可以把错误发现率 (FDR) 控制在一定范围

内. 在一定的正则化条件下, 本文建立该方法的理论框架, 包括确定筛选性质、排序秩相合性、有限样

本下的 FDR 界限理论和渐近 FDR 控制理论. 数值模拟结果显示, 此方法在变量选择和 FDR 控制方

面均有优良表现, 且效果明显优于现有的其他方法. 最后, 本文将该方法应用于弥漫性大 B 细胞淋巴

瘤数据集的分析中, 进一步验证了其有效性和实用性.
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1 引言

随着科技的迅速发展, 超高维数据广泛出现在经济学、生物医学、基因组学等众多科学领域. 例

如, 在基因组学中, 核糖核酸 (RNA) 测序或全基因组测序通常生成包含数万个特征的大规模数据. 生

物医学影像技术, 如磁共振成像 (MRI) 和计算机断层扫描 (CT) 扫描, 也会产生复杂的高维数据集.

超高维数据的一个显著特点是, 协变量个数 p 远远大于样本量 n, 且可以随着 n 指数阶增长. 在稀

疏性假设下, 在众多协变量中只有少数协变量对感兴趣事件有显著影响. 因此, 如何准确识别这些重
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要变量, 成为超高维数据分析中的一个重要且核心问题. 为了解决这一问题, Fan 和 Lv [8] 首次提出

了 “独立特征筛选” 的思想, 并在线性回归模型的框架下建立了确定独立特征筛选 (SIS) 方法. 此方

法可以在快速有效降维的同时准确保留所有重要变量. 此后, SIS 方法被推广到不同的模型和数据结

构中. 例如, Zhao 和 Li [23] 提出了 Cox 比例风险模型下处理超高维生存数据的特征筛选方法, Gorst-

Rasmussen 和 Scheike [9] 提出了单指标危险率模型下超高维生存数据的特征筛选方法. Song 等 [18]、

Zhang 等 [21]、Zhou 和 Zhu [24]、Liu 等 [14]、Zhang 等 [22]、Pan 等 [16] 和 Zhang 等 [20] 进一步提出了不

依赖于任何模型假设的特征筛选方法. 这些方法突破了模型的限制, 应用范围更加广泛.

特征筛选方法的核心思想是评估每个协变量对响应变量的边际影响,将那些影响显著的协变量视

为重要变量, 而将影响较小的协变量视为不重要变量. 为了量化每个协变量的影响, 需要定义一个非

负统计量指标 ωj , 并根据其取值大小决定是否保留或舍弃对应的协变量 Zj . 假设 ω̂j 为基于观测数据

得到的 ωj 的估计值, 则所选重要变量指标集可定义为

Â(L) = {j : ω̂j > L, j = 1, . . . , p},

其中 L 是用于区分重要变量和不重要变量的阈值, 它的选取至关重要. 然而, L 的理论值通常依赖于

协变量与响应变量联合分布中的一些未知参数,这些参数往往很难获取. 因此,现有文献通常采用 Fan

和 Lv [8] 提出的硬阈值准则, 即根据影响程度从大到小对协变量进行排序, 选取前 [n/ log(n)] 个变量

作为重要变量. 此准则虽然应用简单, 但这种通用的方式在许多情况下效果并不理想, 经常会误选许

多不重要变量, 导致错误发现率 (FDR) 过高. 在特征筛选方法中, 阈值的选择是一个关键问题. 过大

的阈值可能导致一些重要变量的漏选, 无法满足确定筛选性质; 而过小的阈值则可能保留过多不重要

变量, 进而增加 FDR. 因此, 如何选择合适的阈值 L, 既能保留所有重要变量, 又能实现 FDR 控制, 成

为特征筛选方法中的一个重要挑战. 现有关于 FDR 控制的阈值选取方法大致可以分为两类. 第一类

方法通常会建立一个基准模型, 与此模型相比具有较高边际效应的协变量会被选出. 例如, Zhu 等 [25]

提出了一种基于辅助变量的阈值选择方法, Fan 等 [7]、Barut 等 [3] 和 Pan 等 [16] 也借助辅助变量提出

了类似的阈值选择方法. 然而, 这些研究未深入探讨 FDR 控制的理论性质. 第二类方法则利用边际

效应的特殊性质来构造 FDR 的估计量, 并选择符合预期 FDR 的协变量. 例如, Zhao 和 Li [23] 以及

Barut等 [3] 借助 t检验来实现 FDR控制, Liu等 [13] 利用 knockoff特征来确定阈值并实现 FDR控制,

Guo 等 [10]、Du 等 [6] 和 He 等 [11] 采用样本分割策略, 构造了具有对称性质的统计量来选取阈值. 目

前, 关于 FDR 控制的阈值选取方法的研究已取得显著进展, 但大多数研究集中在完整数据或线性模

型上, 对删失生存数据的研究很少. 在生物医学和临床试验中, 人们经常收集到超高维的删失生存数

据. 除了维度极高的特点外, 这类数据的响应变量 (如患者的生存时间 T ) 由于存在删失, 通常无法被

完全观测, 这使得对其统计分析更加具有挑战性. 现有对超高维删失生存数据进行降维的特征筛选方

法 [9, 14,16,21,22,24] 大多采用硬阈值规则, 并未考虑 FDR 控制的问题. 因此, 如何在超高维删失生存数

据中设计有效的阈值选择方法, 并在此基础上建立高效的特征筛选方法, 以确保在快速降维的同时既

能保留所有重要变量又能实现 FDR 控制, 成为一个重要且具有实际意义的研究问题.

本文在 Cox 比例风险模型的框架下, 研究超高维右删失生存数据的特征筛选与 FDR 控制问题.

首先, 建立数据驱动的阈值选取方法, 使其在不同情境下能选取合适的阈值, 更好地区分重要变量和

不重要变量. 其核心思想是利用数据分割策略和重组技术构造具有对称性质的统计量, 然后利用此统

计量的对称性得到错误发现数量的近似值, 进而获取合适的阈值. 其次, 基于所选阈值提出适用于超

高维右删失生存数据且能实现 FDR 控制的变量筛选方法. 此方法的突出优点是, 不仅能够在快速有

效降维的同时保留所有重要变量, 而且可以将 FDR 控制在预设的范围内. 进一步地, 在一定的正则化
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条件下建立所提方法的理论框架. 本文不仅证明了特征筛选的理论性质, 如确定筛选性质和排序秩相

合性; 还证明了 FDR 控制的理论性质, 包括有限样本下的 FDR 界限理论和渐近 FDR 控制理论. 接

下来, 通过数值模拟实验验证该方法在有限样本下的表现, 并与已有的方法进行对比, 结果发现此方

法在变量筛选和 FDR 控制方面的性能明显优于现有的其他方法. 最后, 将提出的方法应用到弥漫性

大 B 细胞淋巴瘤 (DLBCL) 数据集的分析中, 可以有效识别与患者生存时间密切相关的基因, 并预测

患者未来的生存风险. 该方法计算过程简单且高效, 为其在实际问题中的应用提供了极大的便利.

本文的余下内容安排如下. 第 2 节首先构建一种数据驱动的阈值选取方法, 并在此基础上提出适

用于超高维右删失生存数据且能实现 FDR 控制的变量筛选方法. 第 3 节在适当的正则化条件下建立

所提方法的理论框架. 第 4 节通过大量数值模拟, 系统评估所提方法在有限样本下的表现. 第 5 节将

此方法应用于弥漫性大 B 细胞淋巴瘤研究的真实数据分析中, 验证其实用性. 第 6 节总结全文, 并探

讨本文所提方法的潜在拓展方向.

2 阈值选取方法的提出和特征筛选方法的建立

2.1 模型和数据

令 T 表示失效时间, C 表示删失时间, Z = (Z1, . . . , Zp)
T 表示 p 维协变量向量, X = min(T,C)

为实际观测时间, ∆ = I(T 6 C)为删失示性变量, I(·)为示性函数. 不失一般性,本文假设给定协变量

Z 时 T 和 C 是相互独立的. Cox 比例风险模型 [4] 假设给定协变量 Z 时生存时间 T 的条件危险率函

数形式如下:

λ(t | Z) = λ0(t) exp(β
TZ),

其中 λ0(t)为基准危险率函数, β = (β1, β2, . . . , βp)
T 是 p维未知参数. 在超高维数据中,协变量的维数

p 远远大于样本量 n, 且可以允许它随着 n 指数阶增长. 根据稀疏性假设, 在众多协变量中只有少部

分协变量对失效时间 T 有显著影响, 这些协变量被称为重要协变量. 令 A = {j : βj ̸= 0, j = 1, . . . , p}
表示重要变量指标集, Ac = {1, . . . , p} \A表示不重要变量指标集. 本文的研究目的是找到协变量的一

个指标集 Â, 使其能够包含所有重要变量且满足

lim
n→∞

supE

{
#{j : j ∈ Â ∩ Ac}
#{j : j ∈ Â} ∨ 1

}
6 α,

其中 α 为事先设定的阈值, #{·} 表示集合中元素个数.

2.2 特征筛选方法的建立

为了实现这个目标, 本文利用样本拆分策略和重组技术构建具有对称性质的新统计量, 然后基于

该统计量的对称性建立数据自适应阈值选择方法,最后基于所选阈值提出一种处理超高维右删失生存

数据的变量筛选方法. 该方法在数据降维过程中可以有效保留所有重要变量且实现 FDR 控制. 假设

此研究包含 n 个独立个体, 观测数据可表示为

{Xi,∆i,Zi = (Zi1, . . . , Zip)
T : i = 1, . . . , n}.

首先, 将数据分为两个独立的子集 D1 和 D2, 分别表示为

(XD1 ,∆D1 ,ZD1) 和 (XD2 ,∆D2 ,ZD2),
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样本量分别为 n1 和 n2 = n− n1. 接下来, 利用第一部分数据集 D1 进行初步变量选择,在所选变量中

拟合 Cox 模型, 并构造具有对称性质的统计量以量化每个协变量的影响效应. 通过数据驱动的方法选

取合适的阈值, 以实现目标 FDR 水平的控制. 具体而言, 所提方法包括以下步骤.

2.2.1 对称统计量的构造

首先, 基于数据集 D1 来建立统计量. 分别考虑超高维数据和高维数据两种情形. 对于维数远大

于样本量 n 的超高维数据 (例如, p = O(exp(nα)) 且 α > 0), 首先利用生存数据中超高维变量筛选方

法,如 Zhao和 Li [23] 提出的变量筛选方法 PSIS (principled sure independence screening procedure),进

行初步的数据降维, 再利用正则化方法 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) 进一

步选择变量. 令 I 表示变量筛选后剩余协变量的指标集, ZI = (Zj , j ∈ I), p0 = |I| 表示剩余协变量的
数量. 基于观测数据 (XD1 ,∆D1 ,ZD1,I), 似然函数可表示为

l1(β) =
∏
i∈D1

{
exp(βTZi,I)∑

j∈D1
I(Xj > Xi) exp(βTZj,I)

}∆i

.

正则化方法 LASSO 对应的目标函数表示为

L1(β) = log(l1(β))− λ∥β∥1 =
∑
i∈D1

∆i

{
βTZi,I − log

( ∑
j∈D1

I(Xj > Xi) exp(β
TZj,I)

)}
− λ∥β∥1.

极大化上面的目标函数可以得到 LASSO 估计值

β̂1,LASSO = (β̂1,1, β̂1,2, . . . , β̂1,p0)
T = argmaxβL1(β).

基于第一部分数据集 D1 所建立的统计量表示为 µ̂1 = (µ̂11, . . . , µ̂1p)
T, 其中

µ̂1j =

β̂1,j , j ∈ I,

0, j ∈ Ic.
(2.1)

对于高维数据 (例如, p = O(nα) 且 α > 1), 直接采用正则化方法 LASSO 来进行变量选择. 基于观测

数据 (XD1 ,∆D1 ,ZD1), 惩罚对数偏似然函数可表示为

L∗
1(β) =

∑
i∈D1

∆i

{
βTZi − log

( ∑
j∈D1

I(Xj > Xi) exp(β
TZj)

)}
− λ∥β∥1.

通过极大化惩罚对数偏似然函数可得到 LASSO 估计值

β̂∗
1,LASSO = (β̂∗

1,1, β̂
∗
1,2, . . . , β̂

∗
1,p)

T = argmaxL∗
1(β).

此时, 基于第一部分数据集 D1 所建立的统计量表示为

µ̂1 = (µ̂11, . . . , µ̂1p)
T = β̂∗

1,LASSO. (2.2)

接下来, 基于数据集 D2 来建立统计量. 令

S = {j : β̂j ̸= 0, j = 1, . . . , p}
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表示基于数据集 D1 所选出的重要变量指标集,

Sc = {1, 2, . . . , p} \ S

表示未选中的不重要变量指标集. 再基于 S 中变量拟合 Cox模型,利用数据集 D2 来计算极大似然估

计. 令

ZS = (Zj , j ∈ S),

基于数据集 (XD2 ,∆D2 ,ZD2,S), 极大似然估计值

β̂MLE = (β̂1, β̂2, . . . , β̂s)
T

定义为

β̂MLE = argmaxβl2(β),

其中

l2(β) =
∏
i∈D2

{
exp(βTZi,S)∑

j∈D2
I(Xj > Xi) exp(βTZj,S)

}∆i

.

因此, 基于第二部分数据集 D2 可建立统计量 µ̂2 = (µ̂21, . . . , µ̂2p)
T, 其中

µ̂2j =

β̂j , j ∈ S,

0, j ∈ Sc.
(2.3)

最后, 将基于数据集 D1 和 D2 所建立的统计量融合起来. 对于第 j 个协变量 Zj , 基于 D1 和 D2

所建立的边际效应统计量分别记为 µ̂1j 和 µ̂2j , 将二者融合建立新的统计量如下:

Ŵj = µ̂1j · µ̂2j , j = 1, . . . , p. (2.4)

直观来看, 若 Zj 是重要变量, 则 µ̂1j 和 µ̂2j 通常取值较大且符号相同, 因此 Ŵj 的值较大; 若 Zj 是不

重要变量, 后面的引理 3.1 将证明当 j ∈ Ac 时 Ŵj 满足对称性. 综上, 基于 Ŵj 的取值可以有效区分

重要变量和不重要变量.

注 2.1 (2.4) 中 Ŵj 的构建方式并不唯一, 还可以选择其他方式来构建 Ŵj . 例如, Ŵj = |µ̂1j +

µ̂2j | − |µ̂1j − µ̂2j |或 Ŵj = sign(µ̂1j · µ̂2j)(|µ̂1j |+ |µ̂2j |). 注意, 在构造 Ŵj 时必须保证, 当 j ∈ Ac 时, Ŵj

满足对称性或近似对称性.

2.2.2 阈值选取方法的建立和变量筛选方法的提出

基于上面建立的新统计量 Ŵj , 给定阈值 t > 0, 所选重要变量指标集定义为

Â(t) = {j : Ŵj > t, j = 1, . . . , p}.

Â(t) 中的错误发现比率 (FDP) 可表示为

FDP(t) =
#{j ∈ Ac : Ŵj > t}
#{j : Ŵj > t} ∨ 1

.
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根据 Ŵj 的定义可知 #{j ∈ A : Ŵj 6 −t} 非常小. 利用 Ŵj (j ∈ Ac) 的对称性可知

#{j ∈ Ac : Ŵj > t} ≈ #{j ∈ Ac : Ŵj 6 −t}.

因此, 可以得到 FDP(t) 的一个保守估计如下:

F̂DP(t) =
#{j : Ŵj 6 −t}
#{j : Ŵj > t} ∨ 1

.

为了将 FDR控制在给定水平 α之下,本文提出如下数据驱动的阈值选取方法来选择合适的阈值 L > 0:

L = inf

{
t > 0 :

1 + #{j : Ŵj 6 −t}
#{j : Ŵj > t} ∨ 1

6 α

}
. (2.5)

进一步地, 所选重要变量指标集可定义为

Â(L) = {j : Ŵj > L, j = 1, . . . , p}. (2.6)

称这种方法为基于数据划分和融合的特征筛选方法 (FSDS).

2.2.3 基于 FSDS 的硬阈值筛选方法

在上文所建立的 FSDS方法中,我们是基于数据分割后所建立的新统计量 Ŵj 来进行变量筛选.在

实际应用中, 人们可能更倾向于使用原始全样本数据去建立筛选统计量以提高效率. 接下来, 将 FSDS

方法和硬阈值筛选思路相结合, 提出基于 FSDS 的硬阈值筛选方法.

首先, 利用 FSDS 方法确定筛选阈值 L. 具体地, 将数据集随机分为 D1 和 D2 两部分, 分别计算

统计量 µ̂1 和 µ̂2, 然后按照 (2.4) 将其融合得到新的统计量 Ŵj , 再根据 (2.5) 确定合适的阈值 L. 接

下来, 定义所选重要变量的指标集为

Â(L) = {j : Ŵj > L, j = 1, . . . , p},

并计算该集合中的元素个数 |Â(L)|. 然后, 基于原始全样本数据构建新的边际效应统计量 ω̂j , 并从中

选择前 |Â(L)| 个具有最大取值的变量作为重要变量. 此处通过硬阈值 |Â(L)| 进行特征筛选等价于使
用如下定义的阈值 L∗:

L∗ = ω̂(p−|Â(L)|+1),

其中 ω̂(1) 6 · · · 6 ω̂(p) 表示 ω̂j 的顺序统计量. 由于使用全样本信息来构建筛选统计量 ω̂j , 可以预期

其能够更好地实现确定筛选性质. 称这个方法为基于 FSDS 的硬阈值筛选方法 (HT-FSDS). 这里可以

使用已有文献 [9, 14, 16, 18, 21–24] 中的变量筛选方法来构建筛选统计量 ω̂j . HT-FSDS 方法能够有效

处理 Cox 比例风险模型下超高维右删失数据中的变量筛选问题, 并实现对 FDR 的有效控制.

3 FSDS 方法的理论性质

本节首先证明 FSDS 方法的变量筛选性质, 包括确定筛选性质和排序秩相合性. 然后, 建立

FSDS 方法的 FDR 控制理论, 包括 FDR 界的有限样本理论以及 FDR 控制的渐近理论. 假设 a =
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(a1, . . . , ap)
T 和 b = (b1, . . . , bp)

T 均为 p维向量, a⊗b表示矩阵 abT, a⊗2 表示矩阵 a⊗a. 令 Wj = β2
j

(j = 1, 2, . . . , p), Ni(t) = I(Ti 6 t,∆i = 1), Yi(t) = I(Ti > t), τ 表示研究结束时间.

S = {j : β̂j ̸= 0, j = 1, . . . , p}

表示在第一部分数据集 D1 中基于正则化方法 LASSO 所选变量集合. 定义

S(l)(β, t) =

n2∑
i=1

Z⊗l
i,SYi(t) exp(β

TZi,S)/n2 (l = 0, 1, 2),

E(β, t) = S(1)(β, t)/S(0)(β, t),

V (β, t) = S(2)(β, t)/S(0)(β, t)− E(β, t)⊗2.

在整个证明过程中, 假设 FSDS 方法满足下面正则化条件.

(C1)
∫ τ

0
λ0(t)dt < ∞.

(C2)存在 β 的一个邻域 B, 以及定义在 B × [0, τ ]上的标量 s(0)、向量 s(1) 和矩阵函数 s(2) 满足

sup
t∈[0,τ ],β∈B

∥S(l)(β, t)− s(l)(β, t)∥ p−→ 0 (l = 0, 1, 2).

此外, 存在 δ > 0 使得 n
−1/2
2 supi,t |Zi,S |Yi(t) I{βTZi,S > −δ |Zi,S |}

p−→ 0.

(C3) 令 B, s(0), s(1) 和 s(2) 满足条件 (C2), 定义 e(β, t) = s(1)(β, t)/s(0)(β, t), v(β, t) = s(2)(β, t)/

s(0)(β, t)−e(β, t)⊗2. 对于所有 β ∈ B, t ∈ [0, τ ]满足 s(1)(β, t) = ∂s(0)(β, t)/∂β, s(2)(β, t) = ∂2s(0)(β, t)/

∂β2.对于 t ∈ [0, τ ], s(0)(·, t), s(1)(·, t)和 s(2)(·, t)是 β ∈ B 上的连续函数, s(0), s(1) 和 s(2) 在 B× [0, τ ]

上有界, s(0) 在 B × [0, τ ] 上远离零, 并且矩阵 Σ =
∫ τ

0
v(β, t)s(0)(β, t)λ0(t) dt 是正定阵.

(C4) 当 n → ∞ 时, P (A ⊆ S) → 1.

(C5) 估计量 µ̂1 满足 ∥µ̂1 − β∥∞ = Op(cnp), 其中 cnp 是一个序列, 满足 cnp → 0 和 1/(
√
n · cnp)

= O(1).

(C6) minj∈A Wj > 2cn−κ, 其中 c > 0 是常数, κ ∈ [0, 1/2).

这些正则化条件比较温和, 在大多数情况下可以满足. 条件 (C1)–(C3) 主要用于推导 Cox 比例风

险模型中极大似然估计的渐近性质 [1]. 条件 (C4)确保在使用 LASSO正则化方法降维时, 所有重要变

量可以被保留. 通过选择合适的 λ 值可以实现这一点. 此条件已广泛用于很多文献中 (参见文献 [6]).

在实际应用中, 可以使用 Akaike 信息准则 (Akaike information criterion, AIC) 选择一个过拟合的模型

来达到此条件.条件 (C5)假设 µ̂1 是 β 的一个合理估计量, Du等 [6] 在证明理论性质时也假设了类似

的条件. 条件 (C6) 要求重要变量对应的信号不能太弱, 这是一个很合理的假设, 已广泛用于变量筛选

的相关文献中 (参见文献 [8, 18]) .

引理 3.1 假设条件 (C1)–(C5) 成立, 无论使用何种数据分割方式, 对于 j ∈ Ac, Ŵj 的渐近分布

关于零对称.

注 3.1 此引理证明了无论采用何种数据分割方式, Ŵj (j ∈ Ac) 的分布在渐近意义上关于零对

称. 这为数据驱动阈值选取方法 (2.5) 的建立奠定了理论基础.

接下来证明估计值 Ŵj 的相合性, 并进一步证明 FSDS 方法的变量筛选性质, 包括确定筛选性质

和排序秩相合性.

定理 3.1 假设条件 (C1)–(C6) 成立, 可以得到下列结论.
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(i) (估计的相合性) 对于任意 c > 0 和 κ ∈ [0, 1/2), 存在常数 c1 > 0 和 c2 > 0 满足

P
(

max
16j6p

|Ŵj −Wj | > cn−κ
)
6 O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
.

(ii) (秩相合性) 存在常数 c1 > 0 和 c2 > 0 满足

P
(
max
j /∈A

Ŵj < min
j∈A

Ŵj

)
> 1−O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
.

(iii) (确定筛选性) 如果 α > 1/a, 存在常数 c1 > 0 和 c2 > 0 使得

P (A ⊆ Â(L)) > 1−O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
,

其中 L 的值由 (2.5) 确定, Â(L) 的定义见 (2.6).

注 3.2 定理 3.1 奠定了特征筛选方法 FSDS 的理论基础. 由定理 3.1 中的 (ii) 可以得到, 当

n → ∞ 时, P (maxj /∈A Ŵj < minj∈A Ŵj) → 1. 因此, 根据 Ŵj 的取值从大到小对协变量进行排序, 确

实可以以趋近 1 的概率将所有重要变量排列在不重要变量之前. 由定理 3.1 中的 (iii) 可以得到, 当

n → ∞ 时, P (A ⊆ Â(L)) → 1. 由此可见, 用 FSDS 方法对数据进行筛选时, 能以趋近 1 的概率保留所

有重要变量.

接下来建立 FSDS方法的 FDR控制性质,包括 FDR界的有限样本理论以及 FDR控制的渐近理

论. 定义 ŴS = (Ŵj : j ∈ S), Ŵ−j = ŴS \ Ŵj , θj = |P (Ŵj > 0 | |Ŵj |, Ŵ−j)− 1/2|.
定理 3.2 假设条件 (C1)–(C5) 成立, 对于任意 α > 0, 用 FSDS 方法进行变量筛选时, 其对应的

FDR 满足

FDR 6 min
ϵ>0

{
α · 1 + 2ϵ

1− 2ϵ
+ P

(
max

j∈Ac∩S
θj > ϵ

)}
. (3.1)

定理 3.2给出了 FSDS方法的 FDR上界. 它表明对 θj 的严格控制可以实现 FDR的有效控制.接

下来,建立该方法 FDR控制的渐近理论.对于任意 j ∈ Ac,定义 νj = I(Ŵj < 0), Sj = ν1+ν2+ · · ·+νj .

假设存在某个序列 cn → ∞, 当 n → ∞ 时满足 E(νj) = 1/2 + o(c−1
n ), 且当 (n, p) → ∞ 时 cn/p → 0.

可以得到以下引理 3.2.

引理 3.2 假设条件 (C1)–(C5) 成立, 阈值 L 由 (2.5) 所确定, 可以得到

E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

]
6 1 + o(1), (3.2)

其中当 (n, p) → ∞ 时, o(1) → 0.

定理 3.3 假设条件 (C1)–(C5) 成立, 对于任意 α > 0, 用 FSDS 方法进行变量筛选时, 其对应的

FDR 满足

FDR = E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]
6 α+ o(1), (3.3)

其中当 (n, p) → ∞ 时, o(1) → 0. 因此

lim sup
(n,p)→∞

FDR 6 α. (3.4)

注 3.3 结合定理 3.1 和 3.3 的内容可知, 当 α > 1/a 时, 所建立的特征筛选方法 FSDS 既满足

确定筛选性质, 又能将 FDR 有效地控制在给定水平 α 之下, 即本文所建立的特征筛选方法 FSDS 不

仅能在快速有效降维的同时准确保留所有重要变量, 而且可以将 FDR 控制在一定范围内.
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4 FSDS 方法的模拟计算

本节通过数值模拟试验来验证 FSDS 在有限样本下的有效性. 为了对比不同方法的效果, 这里

分别考虑 Zhao 和 Li [23] 在 Cox 比例风险模型下所提出的独立筛选方法 PSIS, Gorst-Rasmussen 和

Scheike [9] 提出的可以处理单指标危险率模型的变量筛选法 FAST, Song 等 [18] 提出的无模型筛选方

法 CRIS, Zhou 和 Zhu [24] 提出的无模型筛选方法 CSIRS, Zhang 等 [20] 基于距离相关系数提出的无模

型筛选方法 DCSIS. 在这五种方法中, 考虑 Fan 和 Lv [8] 提出的硬阈值准则, 即保留前 d = [n/ log(n)]

个变量. 进一步地, 将这五种方法和本文提出的硬阈值筛选方法 HT-FSDS 相结合, 分别简记为 HT-

FSDS-PSIS, HT-FSDS-FAST, HT-FSDS-CRIS, HT-FSDS-CSIRS 和 HT-FSDS-DCSIS. 此外, 为了更全

面地评估 FSDS 方法在 FDR 控制方面的性能, 本文进一步引入了 He 等 [11] 提出的 SDA-C 方法作为

对比. 此方法基于 Cox 比例风险模型构建, 在变量筛选的过程中考虑了 FDR 控制的问题. 为了评估

不同方法的效果, 分别考虑以下指标.

(1) 错误发现率 (FDR): 被错误识别为重要变量的非重要变量所占的比例.

(2) 真阳性率 (TPR): 被正确识别为重要变量的重要变量所占的比例.

(3) 模型大小 (MS): 最后所保留的变量的数目.

(4) F1- 得分 (F1): 精确率和召回率的调和平均数, 计算公式为

F1 =
2

recall−1 + precision−1
=

TP

TP + 0.5 · (FP + FN)
,

其中 TP 表示被正确识别为重要变量的变量数目, FP 表示被错误识别为重要变量的变量数目, FN 表

示被错误识别为不重要变量的变量数目. F1- 得分越高, 表现越好.

(5) Pa: 所有重要变量同时被选出来的概率.

我们给出 200 次模拟实验所得到的 FDR, TPR, MS, F1 和 Pa 的平均数.

例 4.1 本文考虑从如下 Cox 比例风险模型中生成生存时间 Ti, 其条件危险率函数为

λ(t | Zi) = λ0(t) exp(Z
T
i β),

其中基准危险率函数 λ0(t) = (t − 0.5)2, β = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), 即前 14 个分量值为 1, 余下的分

量值为 0. 因此, 只有前 14 个协变量是重要变量, 重要变量指标集为 A = {1, 2, . . . , 14}. 协变量
Zi = (Zi1, . . . , Zip) 来自多元正态分布 N(0,Σ), 这里分别考虑两种不同的协方差矩阵.

情况 (a) Σ = (σij), 当 i ∈ A 且 j ∈ A 时, σij = 0.5; 当 i ∈ Ac 且 j ∈ Ac 时, σij = 0.2; 余下的

σij = 0.

情况 (b) Σ = (σij), 对于 i, j = 1, . . . , p, σij = 0.8|i−j|.

删失时间 C 来自均匀分布 Unif(0, τ), τ 的取值大小取决于所设定的删失率. 考虑样本量 n = 400, 协

变量的维数 p = 2000, 5000, 删失率 (cr) 为 20% 和 40%, α = 0.2, 对每种设置都重复 200 次实验.

模拟计算的结果见表 1 和 2. 通过对比分析可以看出, 所提出的 FSDS 方法在各种情况下均能将

FDR 控制在预设水平 α = 0.2 之下, 同时 TPR 和 Pa 的值接近 1. 基于硬阈值准则的变量筛选方法

PSIS, FAST, CSIRS, DCSIS 和 CRIS 在数据稀疏情况下虽然能将重要变量准确选出, 但 FDR 太高,

会导致很多不重要变量被错误保留. 例如, 在情况 (a) 中, 当 n = 400, p = 2000, cr = 20% 时, 所提

出的 FSDS 方法的经验 FDR 为 0.180, 而 PSIS, FAST, CSIRS, DCSIS 和 CRIS 方法的经验 FDR 为

0.788. 这表明 PSIS, FAST, CSIRS, DCSIS 和 CRIS 方法无法控制 FDR. SDA-C 方法虽然能较好地控

9
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表 1 例 1 情况 (a) 中 FDR、TPR、F1- 得分、Pa 和 MS 的模拟计算结果

p 方法
cr = 20% cr = 40%

FDR TPR F1 Pa MS FDR TPR F1 Pa MS

2000 FSDS 0.180 1.000 0.895 0.995 17.585 0.185 0.999 0.892 0.990 17.675

SDA-C 0.183 0.777 0.770 0.225 14.010 0.173 0.658 0.706 0.045 11.665

HT-FSDS-PSIS 0.180 1.000 0.895 1.000 17.585 0.185 1.000 0.892 1.000 17.675

HT-FSDS-FAST 0.180 1.000 0.895 1.000 17.585 0.185 1.000 0.892 1.000 17.675

HT-FSDS-CSIRS 0.180 1.000 0.895 1.000 17.585 0.185 1.000 0.892 1.000 17.675

HT-FSDS-DCSIS 0.180 1.000 0.895 1.000 17.585 0.185 1.000 0.892 1.000 17.675

HT-FSDS-CRIS 0.180 1.000 0.895 1.000 17.585 0.185 1.000 0.892 1.000 17.675

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

5000 FSDS 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.184 0.999 0.892 0.985 17.705

SDA-C 0.144 0.600 0.676 0.040 10.250 0.192 0.535 0.618 0.020 9.835

HT-FSDS-PSIS 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.183 1.000 0.892 0.995 17.705

HT-FSDS-FAST 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.183 1.000 0.892 0.995 17.705

HT-FSDS-CSIRS 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.183 1.000 0.892 0.995 17.705

HT-FSDS-DCSIS 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.183 1.000 0.892 0.995 17.705

HT-FSDS-CRIS 0.176 1.000 0.898 1.000 17.450 0.183 1.000 0.892 0.995 17.705

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

制 FDR,但 TPR取值较低,说明它会漏选一些重要变量. 此外,该方法的 Pa 取值也较小,说明其很少

能在一次筛选中同时选出所有的重要变量. 此外, 可以观察到 HT-FSDS-PSIS, HT-FSDS-FAST, HT-

FSDS-CSIRS, HT-FSDS-DCSIS 和 HT-FSDS-CRIS 也表现良好, 在某些情况下 FDR 值略小于 FSDS

方法. 这并不令人意外, 因为这些方法利用了全样本信息来构建统计量进行变量筛选, 因此避免了信

息损失. 此外, 为了评估 FSDS 方法在不同 α 取值下的表现, 本文在情况 (a) 和 (b) 中分别考虑了

α = 0.1, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30. 当 n = 400, p = 2000 时的模拟结果见表 3, 通过观察可见, 本文所提出的

FSDS 方法在不同的 α 取值下均能有效控制 FDR, 并且变量筛选效果良好. 这表明 FSDS 方法具有较

强的稳健性.

例 4.2 为了评估 FSDS方法在不同模型设定下的稳健性,本文考虑采用如下转换模型生成生存

时间:

H(T ) = −βTZ + ϵ,

其中 H(t) = log{0.5(e2t − 1)}, ϵ ∼ N(0, 1), 协变量 Zi = (Zi1, . . . , Zip) 来自多元正态分布 N(0,Σ), 协
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表 2 例 1 情况 (b) 中 FDR、TPR、F1- 得分、Pa 和 MS 的模拟计算结果

p 方法
cr = 20% cr = 40%

FDR TPR F1 Pa MS FDR TPR F1 Pa MS

2000 FSDS 0.182 0.999 0.895 0.990 17.535 0.182 0.996 0.893 0.965 17.490

SDA-C 0.157 0.738 0.761 0.100 12.920 0.167 0.612 0.676 0.010 10.960

HT-FSDS-PSIS 0.182 0.999 0.895 0.990 17.535 0.181 0.996 0.893 0.970 17.490

HT-FSDS-FAST 0.182 0.999 0.894 0.985 17.535 0.181 0.996 0.893 0.970 17.490

HT-FSDS-CSIRS 0.182 0.999 0.895 0.990 17.535 0.181 0.996 0.893 0.970 17.490

HT-FSDS-DCSIS 0.183 0.999 0.894 0.980 17.535 0.181 0.996 0.893 0.970 17.490

HT-FSDS-CRIS 0.183 0.998 0.893 0.970 17.535 0.183 0.995 0.892 0.950 17.490

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

5000 FSDS 0.187 0.999 0.891 0.985 17.670 0.177 0.996 0.895 0.955 17.510

SDA-C 0.127 0.570 0.663 0.005 9.670 0.143 0.490 0.601 0.005 8.480

HT-FSDS-PSIS 0.187 1.000 0.891 0.995 17.670 0.176 0.998 0.896 0.980 17.510

HT-FSDS-FAST 0.187 1.000 0.891 0.995 17.670 0.175 0.998 0.897 0.985 17.510

HT-FSDS-CSIRS 0.187 1.000 0.891 0.995 17.670 0.176 0.998 0.896 0.980 17.510

HT-FSDS-DCSIS 0.187 0.999 0.891 0.990 17.670 0.176 0.998 0.896 0.975 17.510

HT-FSDS-CRIS 0.189 0.998 0.890 0.970 17.670 0.178 0.995 0.893 0.940 17.510

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 0.995 66.000

方差矩阵按照情况 (b) 的方式生成. 其他设置和例 4.1 保持一致. 模拟计算的结果见表 4. 通过观察对

比, 可以得到与例 4.1 类似的结论. 本文所提出的 FSDS 方法能够将 FDR 控制在预设水平 α = 0.2 之

下, 且 TPR 和 Pa 的取值均接近 1. 基于硬阈值的筛选方法 PSIS, FAST, CSIRS, DCSIS 和 CRIS 无

法控制 FDR. SDA-C 方法虽然能较好地控制 FDR, 但 TPR 取值较低, 会漏选一些重要变量. 综上所

述, 即便数据生成过程偏离 Cox 模型假设, FSDS 方法依然在 FDR 控制和变量筛选精度方面展现出

良好且稳健的性能.

5 DLBCL 数据的分析

本节将所提出的 FSDS 方法应用于 DLBCL 患者数据集的分析. DLBCL 是美国成人中最常见的

淋巴瘤类型之一, 约 60% 的 DLBCL 患者在接受化疗后未能存活. 因此, 深入了解哪些遗传因子对患

者的生存时间具有显著影响,对于制定有效的治疗策略至关重要. Rosenwald等 [17] 收集了 240名患者

的生存时间 (T ) 和 7399 个基因表达水平的数据, 并对这些患者的特征进行了总结. 在该数据的探索
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表 3 例 1 不同 α 取值下 FDR、TPR、F1- 得分、Pa 和 MS 的模拟计算结果

情况 α
cr = 20% cr = 40%

FDR TPR F1 Pa MS FDR TPR F1 Pa MS

(a) 0.10 0.068 1.000 0.962 0.995 15.185 0.070 0.999 0.961 0.990 15.200

0.15 0.126 1.000 0.929 0.995 16.305 0.129 0.999 0.927 0.990 16.375

0.20 0.180 1.000 0.895 0.995 17.585 0.185 0.999 0.892 0.990 17.675

0.25 0.242 1.000 0.854 0.995 19.275 0.235 0.999 0.859 0.990 18.995

0.30 0.279 1.000 0.829 0.995 20.350 0.278 0.999 0.831 0.990 20.185

(b) 0.10 0.066 0.999 0.963 0.990 15.170 0.065 0.998 0.963 0.965 15.080

0.15 0.127 0.999 0.928 0.990 16.315 0.119 0.998 0.932 0.970 16.110

0.20 0.182 0.999 0.895 0.990 17.535 0.183 0.998 0.893 0.970 17.545

0.25 0.230 0.999 0.864 0.990 18.760 0.240 0.998 0.857 0.975 19.030

0.30 0.270 0.999 0.836 0.990 19.880 0.283 0.999 0.827 0.980 20.310

性分析中, 所有基因的表达水平均进行了标准化处理, 即均值为零, 标准差为 1. 在 240 名患者中, 102

名患者在最后一次随访时仍然存活, 因此该数据集的删失率为 42.5%. 该数据集可表示为 {Xi,∆i,Zi}
(i = 1, . . . , 240),其中 Z = (Z1, . . . , Z7399)

T 表示 p = 7399个基因的表达水平, Xi 为第 i名患者的生存

时间, ∆i 为删失指示变量. 研究的主要目标是从 p = 7399 个基因表达水平中识别出与患者生存时间

密切相关的基因.

此处, 采用本文所提出的 FSDS 方法对数据进行分析. 首先, 将 240 名患者随机均匀地分为两个

数据集. 然后, 构建具有对称性质的统计量, 并根据 (2.5) 确定合适的阈值. 基于该阈值, 从 7399 个基

因中筛选出重要基因. 在设定 FDR 水平 α = 0.2 的条件下, FSDS 方法成功识别出五个重要基因, 其

对应的唯一标识符 (UNIQID) 分别为 31981, 17154, 28178, 33358 和 32679. 接着, 基于这些选定的基

因变量拟合了 Cox 模型, 得到的系数估计值分别为 0.543, −0.186, −0.321, 0.416 和 −0.503. 分析结果

表明,这五个基因可能对患者的生存风险具有重要影响.这一发现与 Zhang等 [20] 的分析结果一致,此

文献中同样识别出基因 31981 和 32679 对患者的生存风险有显著影响. 此外, 通过观察估计系数, 可

以发现基因 31981 对患者生存风险的影响最大, 这一结论与 Li 和 Luan [12] 的分析结果一致, 他们的

研究也表明该基因对患者生存风险的影响最为显著.

进一步地, 为了评估所提出方法的预测性能, 类似于 Rosenwald 等 [17] 的方法, 将 240 名患者随

机分为训练集 (160 名患者) 和测试集 (80 名患者). 训练集用于建立预测模型, 测试集用于评估模

型的性能. 首先, 将所提出的 FSDS 方法应用于训练集, 以筛选重要基因. 基于这些选定的基因, 拟

合 Cox 比例风险模型, 并获得未知参数的估计值. 接下来, 计算测试集中患者的风险得分. 将训练

集中患者风险得分的均值设为阈值, 并根据该阈值将测试集患者划分为低风险组和高风险组, 随后绘

制 Kaplan-Meier 生存曲线. 为了进行比较, 这里对比了另外五种方法, 分别是 Zhao 和 Li [23] 提出的

PSIS, Gorst-Rasmussen 和 Scheike [9] 提出的 FAST, Song 等 [18] 提出的 CRIS, Zhou 和 Zhu [24] 提出

的 CSIRS, 以及 Zhang 等 [20] 提出的 DCSIS. 具体而言, 首先将这五种变量筛选方法应用于训练集,

选取前 [160/ log(160)] = 31 个基因. 然后, 基于所选基因拟合 Cox 比例风险模型, 并使用正则化方法

LASSO 从这 31 个基因中进一步筛选出重要基因, 借助五折交叉验证方法选择合适的惩罚参数. 同样

地,基于得到的未知参数估计值计算测试集中患者的风险得分,并将其划分为低风险组和高风险组,接

着绘制 Kaplan-Meier 生存曲线. 图 1 展示了不同方法对应的 Kaplan-Meier 生存曲线. 通过观察图 1,
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表 4 例 2 情况 (b) 中 FDR、TPR、F1- 得分、Pa 和 MS 的模拟计算结果

p 方法
cr = 20% = 40%

FDR TPR F1 Pa MS FDR TPR F1 Pa MS

2000 FSDS 0.178 0.999 0.896 0.990 17.580 0.175 0.999 0.898 0.985 17.405

SDA-C 0.144 0.737 0.767 0.080 12.745 0.128 0.611 0.692 0.010 10.325

HT-FSDS-PSIS 0.178 1.000 0.896 0.995 17.580 0.174 1.000 0.899 1.000 17.405

HT-FSDS-FAST 0.178 1.000 0.896 0.995 17.580 0.174 1.000 0.899 1.000 17.405

HT-FSDS-CSIRS 0.178 1.000 0.896 0.995 17.580 0.174 1.000 0.899 1.000 17.405

HT-FSDS-DCSIS 0.178 0.999 0.896 0.990 17.580 0.174 1.000 0.899 1.000 17.405

HT-FSDS-CRIS 0.179 0.999 0.895 0.980 17.580 0.178 0.996 0.895 0.950 17.405

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

5000 FSDS 0.167 1.000 0.904 1.000 17.220 0.177 0.998 0.897 0.975 17.430

SDA-C 0.135 0.596 0.674 0.030 10.325 0.160 0.485 0.590 0.000 8.655

HT-FSDS-PSIS 0.168 0.998 0.902 0.975 17.220 0.176 1.000 0.898 0.995 17.430

HT-FSDS-FAST 0.169 0.998 0.901 0.965 17.220 0.176 1.000 0.898 0.995 17.430

HT-FSDS-CSIRS 0.168 0.999 0.903 0.980 17.220 0.176 0.999 0.898 0.990 17.430

HT-FSDS-DCSIS 0.168 0.998 0.902 0.975 17.220 0.175 1.000 0.898 1.000 17.430

HT-FSDS-CRIS 0.168 0.998 0.902 0.975 17.220 0.179 0.996 0.895 0.945 17.430

PSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

FAST 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CSIRS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

DCSIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000

CRIS 0.788 1.000 0.350 1.000 66.000 0.788 1.000 0.350 0.995 66.000

可以看出, 基于 FSDS 方法所绘制的 Kaplan-Meier 生存曲线明显分开, 而 FAST, PSIS, CRIS, CSIRS

和 DCSIS 方法所对应的生存曲线区分较不明显. 为了客观评估这些生存曲线之间的差异, 我们对各

方法进行了 Log-rank 检验. 结果显示, FSDS 方法的 P 值为 0.005, PSIS 方法的 P 值为 0.135, FAST

方法的 P 值为 0.422, CSIRS 方法的 P 值为 0.478, DCSIS 方法的 P 值为 0.234, CRIS 方法的 P 值为

0.598. 这一结果进一步验证了 FSDS 方法在预测性能上的有效性, 且其表现明显优于其他方法. 综上

所述, 本文提出的 FSDS 方法能够有效处理超高维右删失生存数据的降维问题, 并且基于该方法所建

立的预测模型能有效预测患者未来的生存风险.

6 结论

本文聚焦于 Cox 比例风险模型下超高维右删失生存数据的降维问题, 首先提出了一种数据自适

应阈值选择方法, 该方法能够在不同情境下选择合适的阈值, 准确地区分重要变量与不重要变量. 基

于该阈值, 进一步提出了适用于超高维右删失生存数据的变量筛选方法 FSDS. 在构建 FSDS 方法时,
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图 1 (网络版彩图) 测试集中高风险组和低风险组对应的 Kaplan-Meier 生存曲线

我们充分考虑了 FDR 控制问题. 因此, 此方法不仅能在快速有效降维的同时保留所有重要变量, 还可

以将 FDR 控制在一定的范围之内. 在一定的正则化条件下, 本文证明了 FSDS 方法具有良好的变量

筛选性质,包括确定筛选性质和排序秩相合性. 此外,本文还证明了该方法拥有 FDR控制的相关性质,

包括有限样本下的 FDR界限理论和渐近 FDR控制理论.结合定理 3.1和 3.3的内容可知,当 α > 1/a

时, 所建立的特征筛选方法 FSDS 既满足确定筛选性质, 又能将 FDR 有效地控制在给定水平 α 之下.

数值模拟结果显示, FSDS方法在变量选择和 FDR控制方面均有优良表现, 且效果明显优于现有的其

他方法. 实际数据分析进一步证明了 FSDS 方法能够有效处理超高维右删失生存数据的降维问题, 并
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且基于该方法所选变量构建的模型具有较好的预测性能. FSDS 方法计算简单且快速, 具有广泛的应

用前景. 例如,在生物医学和临床试验中, FSDS方法能够帮助研究人员揭示影响患者生存时间的关键

因素, 辅助疾病预测及个性化治疗方案的制定. 此外, FSDS 方法还可应用于医疗健康领域的早期诊

断、风险评估等实际问题中, 在公共卫生监测、金融风险识别、精准医疗和个性化治疗等领域也具有

重要的应用价值.

尽管 FSDS 方法是在 Cox 比例风险模型的框架下提出的, 其核心思想可平行推广至其他类型的

生存分析模型, 如加速失效时间模型或加性风险模型等. 具体而言, 在推广过程中, 只需要根据目标模

型的具体结构对统计量 µ̂1 和 µ̂2 进行相应调整. 对称统计量 Ŵj 的构建和阈值的选取均可采取与本

文类似的方法. 为增强方法的通用性和模型稳健性, 可以进一步探索不依赖于特定模型的阈值选择方

法. 例如, 可考虑利用协变量与生存时间之间的相关性指标 (如相关系数、非参数相关测度等) 来构造

具有对称结构的统计量 Ŵj . 我们将在后续研究中进一步系统地开展这些方法和理论的探索.

致谢 谨此感谢主编、副主编、编委及各位审稿人对本文提出的宝贵意见和悉心指导, 这些建议对提升本文质量具有

重要作用.
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附录 A 附录

附录 A.1 引理 3.1 的证明

根据文献 [1, 定理 3.2], 当条件 (C1)–(C3) 成立时, 极大似然估计值 β̂MLE = (β̂1, β̂2, . . . , β̂s)
T 渐近

服从正态分布. 具体地, 可得到
√
n2(β̂MLE − β)

d−→ N(0,Σ−1). 基于这个结论, 结合 µ̂2j 的定义, 可知

对于任意 j ∈ Ac ∩ S, µ̂2j 渐近服从均值为零的正态分布. 因此, µ̂2j 的分布在渐近意义上关于零对称.

Dai等在文献 [5,引理 2.1]中指出,对于任意 j ∈ Ac,若 µ̂1j 和 µ̂2j 中至少有一个的分布是关于零渐近

对称的, 则无论采取何种数据分割形式, Ŵj 的分布在渐近意义下也关于零对称. 基于此结论和 µ̂2j 的

对称性, 可以直接推断出, 对于任意 j ∈ Ac, Ŵj 的渐近分布关于零对称.

附录 A.2 定理 3.1 的证明

(i) 由 Ŵj 和 Wj 的定义可知, 存在常数 C1 > 0 使得

|Ŵj −Wj | = |µ̂1j · µ̂2j − βj · βj | = |µ̂1j · µ̂2j − µ̂1j · βj + µ̂1j · βj − βj · βj |

6 |µ̂1j | · |µ̂2j − βj |+ |βj | · |µ̂1j − βj | 6 C1 · (|µ̂2j − βj |+ |µ̂1j − βj |).

因此, 对于任意 ϵ > 0, 可以得到

P (|Ŵj −Wj | > ϵ) 6 P (|µ̂1j − βj | > ϵ/(2C1)) + P (|µ̂2j − βj | > ϵ/(2C1)). (A.1)

首先, 计算 P (|µ̂1j − βj | > ϵ/(2C1)). 根据 Markov 不等式可得

P (|µ̂1j − βj | > ϵ/(2C1)) = P (|µ̂1j − βj |2 > ϵ2/(4C2
1 )) 6

E(|µ̂1j − βj |2)
ϵ2/(4C2

1 )
.

由条件 (C5)可知,统计量 µ̂1 满足 ∥µ̂1−β∥∞ = Op(cnp),其中 cnp 满足 cnp → 0和 1/(
√
n ·cnp) = O(1).

因此,对于任意 j,有 |µ̂1j −βj | = Op(cnp). 由 1/(
√
n · cnp) = O(1),可得 E(|µ̂1j −βj |2) = O(1/n). 因此,

P (|µ̂1j − βj | > ϵ/(2C1)) 6 O(1/(nϵ2)). (A.2)

接下来计算 P (|µ̂2j − βj | > ϵ/(2C1)). 根据 Andersen 和 Gill [1] 的讨论和 β̂MLE 的定义, 可得到

n
−1/2
2 U(β, 1) = n−1

2 I(β∗, 1) ·
√
n2(β̂MLE − β),
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其中

U(β, 1) =
∑
i∈D2

∫ 1

0

[
Zi,S − S(1)(β, t)

S(0)(β, t)

]
dMi(t) =

∑
i∈D2

∫ 1

0

[Zi,S − E(β, t)]dMi(t)

和

I(β∗, 1) =
∑
i∈D2

∫ 1

0

V (β∗, t)dNi(t),

Mi(t) = Ni(t) −
∫ t

0
λi(u)du (i ∈ D2, t ∈ [0, 1]) 是定义在 [0, 1] 上的局部鞅, β∗ 取值落于 β 与 β̂1,MLE

之间. 令 Uj(β, 1) 表示 U(β, 1) 的第 j 个分量, Ijj(β
∗, 1) 表示矩阵 I(β∗, 1) 主对角线上的第 j 个元素.

根据 µ̂2j (j ∈ S) 的定义可知

n
−1/2
2 Uj(β, 1) = n−1

2 Ijj(β
∗, 1) ·

√
n2(µ̂2j − βj).

令 Ej(β, t)表示 E(β, t)的第 j 个分量, ej(β, t)表示 e(β, t)的第 j 个分量. 根据鞅的性质和条件 (C2),

可得

n
−1/2
2 Uj(β, 1) = n

−1/2
2

∑
i∈D2

∫ 1

0

[Zij − Ej(β, t)]dMi(t)

= n
−1/2
2

∑
i∈D2

{∫ 1

0

[Zij − ej(β, t)]dMi(t) +

∫ 1

0

[ej(β, t)− Ej(β, t)]dMi(t)

}

= n
−1/2
2

∑
i∈D2

∫ 1

0

[Zij − ej(β, t)]dMi(t) +Op(1/
√
n2).

令 fij(β) =
∫ 1

0
[Zij − ej(β, t)]dMi(t), 则 n

−1/2
2 Uj(β, 1) = n

−1/2
2

∑
i∈D2

fij(β) +Op(1/
√
n2). 显然, fij(β)

(i ∈ D2) 相互独立且满足 E{fij(β)} = 0. 令 En 表示经验测度, 则

n
−1/2
2 |Uj(β, 1)| 6 n

1/2
2 sup

β
|(En − E)fij(β)|+Op(1/

√
n2).

由条件 (C1)–(C3) 可知, 存在常数 C2 > 0 使得对于任意 j ∈ S 和 i ∈ D2, 有 |fij(β)| 6 C2. 根据文献

[15, 定理 9] 可得, 对于任意 ϵ > 0, 存在常数 C3 > 0 满足

P
(
n
1/2
2 sup

β
|(En − E)fij(β)| > ϵ

)
= P

(
n
−1/2
2 sup

β
|n2 · (En − E)fij(β)| > ϵ

)
= P

(
sup
β

|n2 · (En − E)fij(β)| > n
1/2
2 ϵ

)
6 2 exp(−C3n2ϵ

2).

接下来, 将上式和 |µ̂2j − βj | 关联. 根据前面的讨论可知 n
−1/2
2 Uj(β, 1) = n−1

2 Ijj(β
∗, 1) · √n2(µ̂2j − βj).

由条件 (C1)–(C3) 可知, 存在常数 C4 > 0 使得
√
n2|µ̂2j − βj | = |n2Ijj(β

∗, 1)−1| · |n−1/2
2 Uj(β, 1)| 6

C4 · |n−1/2
2 Uj(β, 1)| 6 C4 · n1/2

2 supβ |(En − E)fij(β)|+Op(1/
√
n2). 因此

P (
√
n2|µ̂2j − βj | > ϵ) 6 P

(
C4 · n1/2

2 sup
β

|(En − E)fij(β)|+Op(1/
√
n2) > ϵ

)
.

对于任意 ζ > 0,有 P (C4 ·n1/2
2 supβ |(En−E)fij(β)|+Op(1/

√
n2) > ϵ) 6 P (n

1/2
2 supβ |(En−E)fij(β)| >

C−1
4 (ϵ− ζ))+P (Op(1/

√
n2) > ζ). 因此,存在常数 C5 > 0使得 P (

√
n2|µ̂2j −βj | > ϵ) 6 2 exp(−C5n2ϵ

2).
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进一步地, 存在常数 C6 > 0 使得

P (|µ̂2j − βj | > ϵ/2C1) 6 O(exp(−C6n
2ϵ2)). (A.3)

由 (A.1)–(A.3) 可得, 对于任意 ϵ > 0, 有

P (|Ŵj −Wj | > ϵ) 6 O(1/nϵ2) +O(exp(−C6n
2ϵ2)). (A.4)

令 ϵ = cn−κ, 其中 c > 0, κ ∈ [0, 1/2), 则存在常数 c1 > 0 和 c2 > 0 使得

P (|Ŵj −Wj | > cn−κ) 6 O

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]
. (A.5)

从而可得

P
(

max
16j6p

|Ŵj −Wj | > cn−κ
)
6 p max

16j6p
P (|Ŵj −Wj | > cn−κ)

6 O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
. (A.6)

(ii) 根据条件 (C6) 和 minj∈A Wj > 2cn−κ, 结合 (A.6) 可得

P
(
min
j∈A

Ŵj 6 max
j /∈A

Ŵj

)
= P

(
max
j /∈A

Ŵj −max
j /∈A

Wj −min
j∈A

Ŵj +min
j∈A

Wj > min
j∈A

Wj

)
6 P

(
max
j /∈A

Ŵj −max
j /∈A

Wj −min
j∈A

Ŵj +min
j∈A

Wj > 2cn−κ
)

6 P
(
max
j /∈A

|Ŵj −Wj | > cn−κ
)
+ P

(
max
j∈A

|Ŵj −Wj | > cn−κ
)

6 2P
(

max
16j6p

|Ŵj −Wj | > cn−κ
)

6 O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
.

因此,

P
(
max
j /∈A

Ŵj < min
j∈A

Ŵj

)
> 1−O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
.

(iii) 由 (ii) 可知 minj∈A Ŵj > maxj /∈A Ŵj 成立的概率大于 1−O{p[ c1
n1−2κ + exp(−c2n

2(1−κ))]}, 即
重要变量排在不重要变量之前的概率大于 1− O{p[ c1

n1−2κ + exp(−c2n
2(1−κ))]}. 考虑寻找 (2.5) 中所定

义的阈值 L 的过程, 从最小的值 |Ŵd+1| = 0 开始, 然后移动到第二小的值 |Ŵd|, 接着移动到 |Ŵd−1|,
依此类推. 当找到一个值满足 (2.5) 时, 过程停止. 考虑事件 B = {minj∈A Ŵj > maxj /∈A |Ŵj |}, 可知事
件 B 发生的概率大于等于 1 − O{p[ c1

n1−2κ + exp(−c2n
2(1−κ))]}. 令 Lmin = minj∈A |Ŵj | = minj∈A Ŵj .

当 α > 1/a 时,

1 + #{j : Ŵj 6 −Lmin}
#{j : Ŵj > Lmin} ∨ 1

=
1 + 0

a
6 α.

根据 (2.5) 中 L 的定义, 可知寻找 L 的过程最迟在 t 达到 Lmin 时停止, 因此 L 6 Lmin. 可以得到

Â(L) = {j : Ŵj > L, j = 1, . . . , p} ⊇ {j : Ŵj > Lmin, j = 1, . . . , p} = A.

因此,

P (A ⊆ Â(L)) > 1−O

{
p

[
c1

n1−2κ
+ exp(−c2n

2(1−κ))

]}
.
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附录 A.3 定理 3.2 的证明

对于任意 t > 0 和 ϵ > 0, 定义

Rϵ(t) =

∑
j∈Ac I(Ŵj > t, θj 6 ϵ)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −t)
.

考虑事件 ζ = {θ = maxj∈Ac θj 6 ϵ} 和从 Ŵ 映射到 L > 0 的阈值准则 L = T (Ŵ ). 对 j = 1, . . . , p,

定义

Lj = T (Ŵ1, . . . , Ŵj−1, |Ŵj |, Ŵj+1, . . . , Ŵp) > 0.

由阈值 L 的定义可得∑
j∈Ac I(Ŵj > L, θj 6 ϵ)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)
=

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)
·
∑

j∈Ac I(Ŵj > L, θj 6 ϵ)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)
6 α ·Rϵ(L).

接下来, 推导 E[Rϵ(L)] 的上界. 根据 Rϵ(L) 的定义可得

E[Rϵ(L)] = E

[∑
j∈Ac I(Ŵj > L, θj 6 ϵ)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

]

=
∑
j∈Ac

E

[
I(Ŵj > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

]

=
∑
j∈Ac

E

{
E

[
I(Ŵj > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

∣∣∣∣ |Ŵj |, Ŵ−j

]}

=
∑
j∈Ac

E

{
P (Ŵj > 0 | |Ŵj |, Ŵ−j) ·

I(|Ŵj | > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}
.

上述第二步是基于 L 和 Lj 的定义; 第三步是基于条件期望的性质; 最后一步成立是因为给定

(|Ŵj |, Ŵ−j) 后, 唯一未知的量是 Ŵj 的符号. 由 θj = |P (Ŵj > 0 | |Ŵj |, Ŵ−j)− 1/2|, 可得 P (Ŵj > 0 |
|Ŵj |, Ŵ−j)− 1/2 6 θj , P (Ŵj > 0 | |Ŵj |, Ŵ−j) 6 1/2 + θj . 因此,

E[Rϵ(L)] 6
∑
j∈Ac

E

{(
1

2
+ θj

)
· I(|Ŵj | > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}

6
(
1

2
+ θj

)
·
∑
j∈Ac

E

{
I(|Ŵj | > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}

6
(
1

2
+ θj

)
·
[ ∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj > Lj , θj 6 ϵ)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}

+
∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}]

=

(
1

2
+ θj

)
·
[
E[Rϵ(L)] +

∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}]
.
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由文献 [2,引理 6]可知,对于任意 j和 k,如果 Ŵj 6 −min(Lj , Lk)和 Ŵk 6 −min(Lj , Lk),则 Lj = Lk.

如果对所有 j ∈ Ac, 有 Ŵj > −Lj , 则

∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}
= 0;

否则,

∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lj)

}
=

∑
j∈Ac

E

{
I(Ŵj 6 −Lj)

1 +
∑

k∈Ac,k ̸=j I(Ŵk 6 −Lk)

}
= 1.

因此,

E[Rϵ(L)] 6
(
1

2
+ θj

)
· [E[Rϵ(L)] + 1] 6

(
1

2
+ ϵ

)
· [E[Rϵ(L)] + 1].

通过简单的计算可得 E[Rϵ(L)] 6 1+2ϵ
1−2ϵ .

因此, FSDS 方法对应的 FDR 可表示为

FDR = E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]

= E

[∑
j∈Ac{I(Ŵj > L, θj 6 ϵ) + I(Ŵj > L, θj > ϵ)}

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]

6 α · E[Rϵ(L)] + E

[∑
j∈Ac I(Ŵj > L, θj > ϵ)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]
.

因此,

FDR 6 min
ϵ>0

{
α · 1 + 2ϵ

1− 2ϵ
+ P

(
max

j∈Ac∩S
θj > ϵ

)}
.

附录 A.4 引理 3.2 的证明

考虑寻找 (2.5) 所定义的阈值 L 的过程. 不失一般性, 假设对于 j ∈ Ac, Ŵj 已按顺序排列为

|Ŵ1| > |Ŵ2| > · · · > |Ŵd| > 0, 进一步定义 |Ŵd+1| = 0. 为了找到阈值 L, 可以从最小的值 |Ŵd+1| = 0

开始尝试, 然后依次尝试第二小的值 |Ŵd|, 接着尝试 |Ŵd−1|, 以此类推. 直到找到满足 (2.5) 所定义的

阈值 L 时停止. 在这个过程中, L 可以看作一个停止时间.

特别地, 对于 k = d+ 1, d, d− 1, . . . , 1, 定义

Mk =

∑
j∈Ac I(Ŵj > |Ŵk|)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −|Ŵk|)
=

∑
j∈Ac I(j 6 k, Ŵj > 0)

1 +
∑

j∈Ac I(j 6 k, Ŵj < 0)
.

根据 νk 和 Sk 的定义, 可得 νk = I(Ŵk < 0), Sk = ν1 + ν2 + · · ·+ νk, 因此

Mk =

∑
j∈Ac I(j 6 k, Ŵj > 0)

1 +
∑

j∈Ac I(j 6 k, Ŵj < 0)
=

(1− ν1) + (1− ν2) + · · ·+ (1− νk)

1 + ν1 + ν2 + · · ·+ νk
=

k + 1

1 + Sk
− 1.
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令 Fk 表示 ν1 + ν2 + · · ·+ νk, νk+1, . . . , νd+1 生成的 σ 代数. 给定 Fk, 可以判断 k 是否在重要变量指

标集 A 中. 因此, L 是关于过程 Md+1,Md, . . . ,M1 及其滤波序列 Fd+1 ⊂ Fd ⊂ · · · ⊂ F1 的反向停止

时间 (从 d+ 1 到 1).

接下来, 证明过程 Md+1,Md, . . . ,M1 是关于滤波序列 Fd+1 ⊂ Fd ⊂ · · · ⊂ F1 的反向上鞅. 由文献

[19,引理 8]可知 P (νk = 1 | Fk) = Sk/k. 如果 Sk = 0,则 Sk−1 = 0,从而 Mk−1 = k−1+1
1+Sk−1

− 1 = k− 1 <

k = Mk. 如果 Sk > 0, 则

E(Mk−1 | Fk) =

(
k

1 + Sk
− 1

)
· P (νk = 0 | Fk) +

(
k

1 + Sk − 1
− 1

)
· P (νk = 1 | Fk)

=

(
k

1 + Sk
− 1

)
·
(
1− Sk

k

)
+

(
k

1 + Sk − 1
− 1

)
· Sk

k

=
k − Sk

1 + Sk

= Mk.

因此, E(Mk−1 | Fk) 6 Mk, 意味着 Md+1,Md, . . . ,M1 是关于滤波序列 Fd+1 ⊂ Fd ⊂ · · · ⊂ F1 的反向

上鞅. 因为 L 是停止时间, 所以由上鞅的可选停止定理可得

E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

]
6 E(Md) = E

(
d+ 1

1 + Sd
− 1

)
= E

(
1− Sd/d

1/d+ Sd/d

)
.

由文献 [19, 引理 11] 可知, 当 (n, p) → ∞ 时, Sd/d
p−→ 1/2. 定义函数 f(x) = (1 − x)/(1/d + x), 因为

f(x) 有界且连续, 可以得到

E

(
1− Sd/d

1/d+ Sd/d

)
→ E

(
1− 1/2

0 + 1/2

)
= 1.

因此

E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

]
6 1 + o(1), (A.7)

其中当 (n, p) → ∞ 时, o(1) → 0.

附录 A.5 定理 3.3 的证明

根据 (2.5) 中阈值 L 的定义、FDR 的定义和引理 3.2 的结果可得

FDR = E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]

= E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)
·
1 +

∑
j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

1 ∨
∑p

j=1 I(Ŵj > L)

]

6 E

[ ∑
j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)
· α

]

= α ·
[ ∑

j∈Ac I(Ŵj > L)

1 +
∑

j∈Ac I(Ŵj 6 −L)

]
6 α+ o(1).

证毕.
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Feature screening and false discovery rate control for
ultrahigh-dimensional survival data based on adaptive
threshold selection

Jing Zhang & Hengjian Cui

Abstract In the analysis of ultrahigh-dimensional survival data, identifying key factors associated with patients’
survival times from a large set of covariates is essential for optimizing treatment strategies and advancing precision
medicine. Feature screening is an effective approach to address this issue, but one key and challenging problem is
how to choose an appropriate threshold to distinguish important variables from irrelevant ones. In this paper, we
propose a data-driven threshold selection method based on a data-splitting strategy and a reassembling technique,
enabling the selection of an appropriate threshold in different scenarios to better distinguish between active and
inactive covariates. Based on the selected threshold, we introduce a feature screening method for ultrahigh-
dimensional right-censored survival data. The significant advantage of this method is that it not only allows for
rapid and effective dimensionality reduction while accurately retaining all important variables but also controls
the false discovery rate (FDR) within a certain range. Under certain regularization conditions, we establish the
theoretical framework for the proposed procedure, including the sure screening property, the rank consistency
property, the finite-sample theory for FDR control, and the asymptotic theories for FDR control. Numerical
simulations show that the proposed method performs excellently in both variable selection and FDR control, and
outperforms existing methods significantly. Finally, we apply the proposed method to analyze the diffuse large
B-cell lymphoma dataset, further validating its effectiveness and practical applicability.

Keywords false discovery rate control, feature screening, threshold selection, ultrahigh-dimensional right-

censored survival data
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