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摘要 本文从多分类支持向量机、多标签分类和双边排序等实际应用中抽象凝练出一类矩阵 0/1复合

优化问题, 其目标函数涉及离散的 0/1 损失函数、非光滑的极大值函数以及线性项三重复合结构. 本

文给出现有相关工作中 5种稳定点在这一问题下的具体形式,分析在特定条件下各稳定点之间以及与

该问题解之间的关系, 并进一步建立矩阵 0/1 复合优化问题的二阶必要和充分最优性条件. 尽管矩阵

0/1 复合优化属于非凸非连续问题, 本文的最优性结论均无需约束规范假设.
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1 引言

本文考虑如下的矩阵 0/1 复合优化问题:

min
X∈Rn×s

h(X) + λ∥AX +B∥M0/1, (1.1)

其中 h : Rn×s → R 为连续函数, λ > 0 为权重参数, A : Rn×s → Rm×q 为线性算子, B ∈ Rm×q 为给定

矩阵. 对于矩阵 U = [u1, . . . ,um]⊤ ∈ Rm×q, 矩阵 0/1 损失函数 ∥ · ∥M0/1 : Rm×q → R 定义为

∥U∥M0/1 :=
m∑
i=1

ℓ0/1(maxui),
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其中 max 函数取值为向量的最大分量, 而 ℓ0/1 : R → R 为经典的一维 0/1 损失函数, 定义为

ℓ0/1(t) :=

1, t > 0,

0, t 6 0.

所以 ∥U∥M0/1 相当于先对矩阵 U 的每一行取极大值, 然后将相应的 0/1 损失函数值累加, 这类函数广

泛应用于机器学习、统计以及通信等领域, 相应的矩阵 0/1 复合优化 (1.1) 可以涵盖多分类支持向量

机 [2, 9]、多标签分类 [26, 27] 和双边排序 [17] 等实际问题. 然而 (1.1) 目标函数第二部分同时涉及 3 种复

合项:非凸非连续的 ℓ0/1 函数、非光滑的 max函数以及线性项,所以矩阵 0/1复合优化是具有高度复

合结构的 NP (non-deterministic polynomial)困难问题 [7], 与其相关的理论分析工作比较少. 本文的主

要工作是直接针对矩阵 0/1 损失函数性质进行研究, 并建立 (1.1) 的一阶和二阶最优性条件.

1.1 文献回顾

下面围绕最优性理论方面回顾与问题 (1.1) 相关的工作, 并阐述本文的研究动机.

一阶最优性理论 当 s = q = 1 时, 矩阵 0/1 损失函数退化为向量 0/1 损失函数 ∥u∥0/1 :=∑m
i=1 ℓ0/1(ui), 从而 (1.1) 退化为如下的向量 0/1 复合优化问题:

min
x∈Rn

h(x) + λ∥Ax+ b∥0/1, (1.2)

其中矩阵 A ∈ Rm×n 和向量 b ∈ Rm 均为给定数据. Zhou 等 [30] 分别利用 ∥ · ∥0/1 的极限次微分和临
近点算子定义了问题 (1.2) 的 KKT (Karush-Kuhn-Tucker) 点和 P 稳定 (proximal stationary) 点, 两

种稳定点在适当条件下可以相互转化, 当 h 连续可微时, 局部最优解在矩阵 A 特定行线性无关条件

下可证明是 P 稳定点, 进一步 h 为凸函数时, P 稳定点为局部最优解. Zhang 等 [29] 将 (1.2) 的 KKT

点等价转化为一类带有线性约束的光滑优化问题的 KKT 点, 并进一步与 (1.2) 的局部最优解建立联

系, 从而可以在无需线性无关约束规范情形下得到与文献 [30] 相同的一阶最优性结论. 这一结果主要

基于 ℓ0/1 损失函数的分片线性结构, 而对于一般的下半连续函数和光滑函数构成的非凸复合优化问

题, 建立相应的一阶必要最优性条件则需要约束规范 [3, 4, 23]. 最近, Cui 等 [10] 对一类涉及 ℓ0/1 函数与

连续函数复合的优化问题,借助指标集将 ℓ0/1 复合项转化为连续函数不等式约束,进而通过伪 B稳定

点 (pseudo Bouligand stationary point) 建立原问题局部最优解的一阶必要性条件. 对于与文献 [10] 相

同的问题, Han 等 [13] 借助其上图化形式提出了一种 E 稳定点 (epi-stationary point), 它要比伪 B 稳

定点更强, 且在适当条件下等价于原问题的局部最优解. 由此涉及 ℓ0/1 函数的优化问题稳定点种类繁

多, 当推广到矩阵 0/1复合优化问题 (1.1)时, 这些稳定点的具体形式、相互关系以及适用情形需要进

一步研究和讨论.

二阶最优性条件 非凸非连续优化问题的二阶最优性条件是非常具有难度的研究课题, 目前未见

问题 (1.1) 的二阶最优性理论工作, 所以本文在此简要回顾一些非凸非连续优化问题的二阶最优性分

析相关技术. 对于带有 ℓ0 稀疏约束, 且其余目标及约束函数均二次连续可微的情形, Pan 等 [22] 利用

变分分析方法建立二阶最优性条件, 其中局部最优解的必要条件需要非线性约束集和 ℓ0 约束集切锥

可分离的约束规范. 如果将文献 [22] 中的 ℓ0 约束替换为 ℓ0 正则项, 相应的稀疏优化问题可以与一类

光滑非线性互补问题稳定点建立联系 [11, 15],由于这类互补问题通常不满足常见的二阶约束规范,因此

要建立其二阶最优性条件,需要根据问题结构设计新的约束规范.在向量 0/1复合优化方面, 文献 [29]

将 (1.2) 与一类带有线性约束的光滑优化问题建立联系, 当 h 二次连续可微时, 无需任何约束规范即
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可建立二阶最优性条件. 然而这些技术不能直接应用于 (1.1), 因为矩阵 0/1 损失函数同时包含离散函

数 ℓ0/1 与非光滑 max 的复合. 另外, 以上文献中的光滑函数均要求二次可微, 能否推广到更为复杂的

情形有待进一步研究.

1.2 方法与主要工作

为了便于后续的理论证明与符号表示, 本文考虑问题 (1.1) 的约束等价形式:

min
X,U

h(X) + λ∥U∥M0/1 s.t. AX +B = U . (1.3)

该问题同样称为矩阵 0/1 复合优化.

矩阵 0/1损失函数的极限次微分显式表达式在研究 (1.3)各种稳定点关系的过程中发挥着重要作

用. 一方面, 它可以在特定条件下转化为临近点算子形式, 从而建立 KKT 点和 P 稳定点的相互转化

关系; 另一方面, 它可以保证 KKT 点与相应的乘子满足互补关系, 从而使 (1.3) 的 KKT 点等价转化

为一类带有线性约束连续优化问题的 KKT 点. 这类连续优化问题不仅与伪 B 稳定点的定义有着紧

密联系, 还可以用于建立二阶最优性条件. 具体来说, 它的目标函数为 h, 约束为带有指标集的线性函

数, 一方面可看作问题 (1.3) 在稳定点局部范围内的近似形式; 另一方面它比 (1.3) 的性质更好, 比较

直观的一个优点就是仅含线性约束, 可以在无需任何约束规范情形下建立二阶最优性条件. 此外, 可

以看到这种技术很好地避免了同时处理函数 ∥ · ∥M0/1 和 h, 即使问题 (1.3)中函数 h不满足二次连续可

微性, 也可以建立二阶最优性条件.

本文的主要贡献总结如下:

(i) 建立了多分类支持向量机、多标签分类以及双边分类等实际问题中的矩阵 0/1 复合优化数学

模型. 首次计算了矩阵 0/1损失函数的次微分和临近点算子,在此基础上定义了问题 (1.3)的 KKT点

和 P 稳定点, 并证明了它们在临近点算子参数满足特定取值范围条件下可以相互转化.

(ii) 给出了问题 (1.3) 的伪 KKT 点、伪 B 稳定点以及 E 稳定点的具体形式, 并证明了当 h 为光

滑或凸函数时, 它们均与 KKT 点等价, 从而特定条件下可以转化为 P 稳定点. 若 h 光滑, 则 P 稳定

点为局部最优解的必要条件; 若 h 为凸函数, 则 P 稳定点与局部最优解等价; 若 h 强凸, 则 P 稳定点

在临近点参数充分大时可以成为全局最优解.

(iii) 首次建立了 h 为 C1,1 类函数 (光滑且梯度局部 Lipschitz 连续) 情形下矩阵 0/1 复合优化的

二阶最优性理论. (1.3) 的局部最优解无需任何约束规范即可满足二阶必要条件; 另外, 若 P 稳定点满

足二阶充分条件, 则可以得到 (1.3) 目标函数的二次增长条件.

1.3 论文结构

本文余下内容的安排如下. 第 2 节介绍本文常用符号和基本定义. 第 3 节介绍矩阵 0/1 复合优化

的实际应用, 并建立相应的数学模型. 第 4 节给出 ∥ · ∥M0/1 次微分和临近点算子的显式表达式, 定义问

题 (1.3) 的 5 种稳定点, 进而研究它们之间以及与 (1.3) 最优解的关系. 第 5 节建立问题 (1.3) 的二阶

必要和充分最优性条件. 第 6 节给出本文研究内容的总结.

2 符号及定义

本文采用大写粗体字母表示矩阵 U ,小写粗体字母表示向量 u,其中 ui和 u(k)分别表示 U 的第 i

行和第 k列元素组成的列向量, uik表示矩阵 U 第 i行第 k列元素.此外,后文还将用 [uik]m×q 表示第 i
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行第 k 列元素为 uik 的 m × q 维矩阵. 记 [m] := {1, 2, . . . ,m}, 给定单元指标集 S ⊆ [m], US 表示矩

阵 U ∈ Rm×q 指标为 S 的行所组成的子矩阵. 给定双元集 I ⊆ [m]× [q], 定义 UI := {uik | (i, k) ∈ I}.
定义 1 和 0 分别为所有元素为 1 和 0 且具有适当维度的矩阵. ek 表示第 k 个元素等于 1、其

余元素为 0 的适当维度列向量, 在此基础上 ek = 1 − ek. 令 Rq
6 := {u ∈ Rq | u 6 0}, 它的补集记作

Rq

6. 给定向量 u = (u1, . . . , uq)
⊤, 则 u+ := (max(u1, 0), . . . ,max(uq, 0))

⊤ 且 u− := −(−u)+. 给定矩阵

U ,Z ∈ Rm×q,矩阵内积 ⟨U ,Z⟩ :=
∑m

i=1

∑q
k=1 uikzik,符号 U ⊥ Z 表示两矩阵对应元素至少一个为 0,

记 N(U , δ) := {Z ∈ Rm×q | ∥Z−U∥ < δ}. ∥ · ∥用于表示向量的二范数或矩阵的 Frobenius范数. 给定

线性算子 A, 其伴随算子记作 A⊤. 给定表达式 π, 符号 JπK = 1 表示 π 成立, JπK = 0 表示 π 不成立.

下面介绍一些基本数学定义, 可参见文献 [23]. 给定函数 φ : Rm×q → R, 该函数在 U 的正则次微

分定义为

∂̂φ(U) :=

{
V ∈ Rm×q

∣∣∣∣ lim inf
U ̸=U→U

φ(U)− φ(U)− ⟨V ,U −U⟩
∥U −U∥

> 0

}
,

该函数在 U 的极限次微分定义为

∂φ(U) := {V ∈ Rm×q | U → U , φ(U) → φ(U),Z ∈ ∂̂φ(U),Z → V },

函数 φ 在 U 的关于参数 α > 0 的临近点算子定义为

Proxαφ(U) := argmin
U∈Rm×q

1

2α
∥U −U∥2 + φ(U).

如果给定 σ > 0, 对于任意 U ,V ∈ Rm×q 以及 µ ∈ [0, 1], 都有

φ(µU + (1− µ)V ) 6 µφ(U) + (1− µ)φ(V )− σ

2
µ(1− µ)∥U − V ∥2.

则称 φ 为 σ- 强凸函数.

函数 φ 在 U 关于 D 的方向导数定义为

φ′(U ;D) := lim
t↓0

φ(U + tD)− φ(U)

t
.

如果函数 φ在所有点处局部 Lipschitz连续且方向导数存在,则称其为 B可微 (Bouligand differentiable)

函数.

集合 Ω ⊆ Rm×q 在 U 的切锥定义为

TΩ(U) := {V ∈ Rm×q | U ∈ Ω,U → U , t ↓ 0, (U −U)/t → V }.

若矩阵函数 Φ : Rn×s → R 在 X 处可微, 则它的梯度为

∇Φ(X) :=

[
∂Φ(X)

∂xij

]
n×s

.

如果 Φ 在 X 处二次可微, 本文将其 Hessian 矩阵记作如下线性算子 [18]:

∇2Φ(X) := {[⟨∇ϕij(X), · ⟩]n×s | ϕij(X) = [∇Φ(X)]ij , i ∈ [n], j ∈ [s]},

特别地, ∥∇2Φ(X)∥ :=
√∑n

i=1

∑s
j=1 ∥∇ϕij(X)∥2.
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如果函数 Φ 连续可微, 且梯度满足局部 Lipschitz 连续, 则记作 Φ ∈ C1,1. 在这一条件下, 根据

Rademacher 定理, 函数 Φ 在 Rn×s 上几乎处处二次可微, 它在 X 处的广义 Hessian 矩阵定义如下:

∂2Φ(X) := co{M | ∃Xν → X,Φ 在 Xν 处二次可微,∇2Φ(Xν) → M},

其中 co 表示集合的凸包.

3 应用实例

本节展示矩阵 0/1 损失函数在实际领域的应用, 它可以准确表示相关问题的评价指标, 刻画问题

的本质, 进而建立矩阵 0/1 复合优化模型 (1.3).

(i)多分类支持向量机.考虑含有 q个类别的多分类问题,令 {(ci, vi)}mi=1为训练样本,其中 ci ∈ Rn

为样本特征, vi ∈ [q] 为类别标签. 给定待预测样本特征 c, 可定义 ⟨c,x(k)⟩ 为 c 关于第 k 个类别的评

分, 多分类器 fX : Rn → [q] 通常将 c 归为最大评分所在的类别 [9]:

fX(c) := argmax
k∈[q]

⟨x(k), c⟩.

多分类学习的主要目标就是估计以上的参数矩阵 X = [x(1), . . . ,x(q)] ∈ Rn×q, 从而使如下分类准确率

(accuracy) 尽可能高:

1

m

m∑
i=1

JfX(ci) = viK.
为达成这一目的, 可令如下不等式成立数量尽可能多:

max(X⊤ci − 1⟨x(vi), ci⟩+ evi) 6 0, i ∈ [m]. (3.1)

这里的 evi 可以保证样本实际所属类别的评分比其他类别至少高一分,从而有利于提升模型的容错率.

借助 ℓ0/1 损失函数, 极大化 (3.1) 中不等式成立数量可转化为如下的优化问题:

min
X∈Rm×q

h(X) + λ
m∑
i=1

ℓ0/1(max(X⊤ci − 1⟨x(vi), ci⟩+ evi)),

以上问题可看作特定参数设置下的矩阵 0/1 复合优化. 这里函数 h 为正则项, 用于降低过拟合风险或

特征选择, 可取作 ℓ2 范数平方 [9] ∥X∥2、ℓ1 范数 [25] ∥X∥1 :=
∑q

k=1 ∥x(k)∥1 和 ℓ2,1 范数 [2]∥X∥2,1 :=∑n
j=1 ∥xj∥. 此外, 其他参数可采用如下设置:

s = q, A(·) = [⟨A(i,k), · ⟩]m×q, A(i,k) = ci(ek − evi)
⊤, B = [ev1 , . . . , evm

]⊤.

(ii)多标签分类. 对于含有 q 个类别的多标签分类问题,训练样本为 {(ci,vi)}mi=1,其中 ci ∈ Rn 为

样本特征, vi ∈ {−1, 1}q 为类别标签, vik = 1表示样本属于第 k 类, 否则不属于, 所以这类问题允许样

本同时属于多个类别. 基于二元相关性 [26] (binary relevance) 的多标签分类器 fX : Rn → {−1, 1}q 通
常采用如下方式预测样本 c 的类别标签:

fX(c) := [sgn(⟨x(1), c⟩), . . . , sgn(⟨x(q), c⟩)]⊤,
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其中 sgn 为符号函数, 变量为正数, 相应取值为 1, 否则为 −1. 多标签分类器的一个重要评价指标为

子集准确率 [27] (subset accuracy), 定义如下:

1

m

m∑
i=1

JfX(ci) = viK.
为了极大化子集准确率, 实际当中可考虑求解 X 使得如下不等式成立数量尽可能多:

max(1− vi ⊙ (X⊤ci)) 6 0, i ∈ [m],

其中 ⊙ 为 Hadamard 乘积. 可转化为求解如下优化问题:

min
X∈Rm×q

h(X) + λ

m∑
i=1

ℓ0/1(max(1− vi ⊙ (X⊤ci))).

以上问题可看作模型 (1.1) 的一个特例, 其中函数 h 为正则项, 在多标签分类领域相关工作中可取作

ℓ2 范数平方 [26] ∥X∥2、ℓ2,1 范数 [20] ∥X∥2,1 :=
∑m

i=1 ∥xi∥ 和特征图函数 [6] ⟨X,LX⟩ (L ∈ Rn×n 为给

定 Laplace 矩阵) 等. 此外, 其他数据取值如下:

s = q, A(·) = [⟨A(i,k), · ⟩]m×q, A(i,k) = −vikcie
⊤
k , B = 1.

(iii) 双边排序. 令 C+ = [c+1 , . . . , c
+
m]⊤ ∈ Rm×n 和 C− := [c−1 , . . . , c

−
q ] ∈ Rq×n 分别为正类和负类

样本矩阵. 给定样本 c ∈ Rn, 排序问题通常将 fx(c) = ⟨x, c⟩ 作为样本的评分, 同时要求正类样本评分

要高于负类样本, 其中顶端准确率 (accuracy at the top) 考虑了每个正类样本评分与最大负类样本评

分的大小关系, 定义为

1

m

m∑
i=1

r
fx(c

+
i ) > max

k∈[q]
fx(c

−
k )

z
.

为了让顶端准确率尽可能大, 可考虑求解 x 使得如下不等式成立数量尽可能多:

max(C−x− 1⟨c+i ,x⟩+ 1) 6 0, i ∈ [m].

进一步转化为如下优化问题:

min
x∈Rn

h(x) + λ
m∑
i=1

ℓ0/1(max(C−x− 1⟨c+i ,x⟩+ 1)),

以上模型可看作问题 (1.1) 的特例, 其中可取函数 h(x) = ∥x∥2/2 来增强模型的泛化性, 其他参数设置

如下:

s = 1, A(·) = [⟨a(i,k), · ⟩]m×q, a(i,k) = c−k − c+i , B = 1.

(iv) 向量 0/1 复合优化. 当 s = q = 1 时, 矩阵 0/1 复合优化退化为向量 0/1 复合优化 (1.2). 文

献 [30] 对这类优化模型的应用进行了详细的介绍, 可以涵盖支持向量机 [8]、1-bit 压缩感知 [5] 以及最

大序相关 [12] 等问题.
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4 一阶最优性理论

本节给出非凸复合优最优性分析中的几类稳定点来刻画问题 (1.1) 的局部最优解. 这些稳定点适

用于不同的情形, 它们之间的关系将会被重点研究. 在定义这些稳定点之前, 需要给出矩阵 0/1 损失

函数的一些基本性质.

4.1 次微分与临近点算子

矩阵 0/1 损失函数是下半连续且有下界的, 它的次微分和临近点算子具有显示表达式.

定理 4.1 (矩阵 0/1 损失次微分) 给定 U ∈ Rm×q, 矩阵 0/1 损失函数在 U 处的正则和极限次

微分相等, 且可以表示为

∂̂∥U∥M0/1 = ∂∥U∥M0/1 = Θ :=

Z ∈ Rm×q

∣∣∣∣∣∣
zi = 0, 若 ui ∈ Rq

6,

zi > 0, zi ⊥ ui, 若 ui ∈ Rq
6,

∀ i ∈ [m]

 . (4.1)

证明 首先来证明 ∂̂∥U∥M0/1 ⊇ Θ. 任取 Z ∈ Θ, 当序列 Uν → U 时, 对于任意 i ∈ [m], 考虑如下

表达式的取值情形:

∆ν
i := ℓ0/1(maxuν

i )− ℓ0/1(maxui)− ⟨zi,uν
i − ui⟩.

若 ui ∈ Rq

6, 则 zi = 0且 maxui > 0. 由于 max函数连续,当 Uν 充分靠近 U 时, maxuν
i > 0, 从

而 ∆ν
i = 1− 1− 0 = 0.

若 ui ∈ Rq
6 且 maxui < 0, 则 zi = 0. 同上可根据 max 函数连续性推导出 ∆ν

i = 0.

当 ui ∈ Rq
6 且 maxui = 0 时, 不妨假定 Uν 充分靠近 U , 从而使得 1 − ⟨zi,uν

i − ui⟩ > 0. 如果

maxuν
i > 0, 则 ∆ν

i = 1 − 0 − ⟨zi,uν
i − ui⟩ > 0. 如果 maxuν

i 6 0, 则 uν
i 6 0, 再根据 zi ⊥ ui 可得

∆ν
i = 0− 0− ⟨zi,uν

i ⟩ > 0.

综合以上 3 种情形可知 Uν 充分靠近 U 时, 对于任意 i ∈ [m], 都有 ∆ν > 0, 从而

lim inf
Uν→U ,Uν ̸=U

∑m
i=1 ∆

ν
i

∥Uν −U∥
> 0.

这意味着 Z ∈ ∂̂∥U∥M0/1, ∂̂∥U∥M0/1 ⊇ Θ.

接下来证明 ∂̂∥U∥M0/1 ⊆ Θ. 对于任意 Z ∈ ∂̂∥U∥M0/1, 都有

η := lim inf
Uν→U ,Uν ̸=U

∥Uν∥M0/1 − ∥U∥M0/1 − ⟨Z,Uν −U⟩
∥Uν −U∥

> 0.

取定序号 (i0, k0) ∈ [m]× [q], 下面选取不同序列 {Uν} 来逼近 U .

当 ui0 ∈ Rq

6 时, 任取 k0 ∈ [m], zi0k0 = 0 一定成立, 否则令

uν
ik =

uik, 若 i ̸= i0 或 k ̸= k0,

uik + tzik, 若 i = i0 且 k = k0.
(4.2)

显然 t ↓ 0 时, U ̸= Uν → U , 并且 Uν 充分靠近 U 时, maxuν
i0

> 0 且 maxui0 > 0, 进一步得到

0 6 η = lim inf
t↓0

−
tz2i0k0

t|zi0k0 |
= −|zi0k0 |. (4.3)
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这意味着 zi0k0 = 0, 从而推导出矛盾.

当 ui0 ∈ Rq
6 且 ui0k0 < 0 时, zi0k0 = 0 一定成立. 否则按照 (4.2) 取序列 Uν 充分靠近 U 时,

uν
i0k0

< 0, 从而 ∥Uν∥M0/1 = ∥U∥M0/1, 仍然可以推导出矛盾 (4.3).

当 ui0 ∈ Rq
6 且 ui0k0 = 0 时, 令

uν
ik =

uik, 若 i ̸= i0 或 k ̸= k0,

uik − t, 若 i = i0 且 k = k0.

显然 t ↓ 0 时, U ̸= Uν → U , 并且 uν
ik < 0, 从而 ∥Uν∥M0/1 = ∥U∥M0/1. 进一步可推导出

0 6 η = lim inf
t↓0

tzi0k0

t
,

从而 zi0k0 > 0.

综合以上 3 种情形可以推导出 Z ∈ Θ. 至此已证得 ∂̂∥U∥M0/1 = Θ.

下面证明 ∂∥U∥M0/1 = Θ. 由文献 [23, 定理 8.6] 可以推导出 Θ = ∂̂∥U∥M0/1 ⊆ ∂∥U∥M0/1, 所以接
下来只需要证明 Θ ⊇ ∂∥U∥M0/1. 任取 Z ∈ ∂∥U∥M0/1, 根据极限次微分定义, 存在序列 Uν → U 且

∥Uν∥M0/1 → ∥U∥M0/1, 使得存在 Zν ∈ ∂̂∥Uν∥M0/1, 满足 Zν → Z. 当 Uν 充分靠近 U 时, 由于 ∥ · ∥M0/1 仅
在有限集 {0, 1, . . . ,m} 中取值, 所以有

∥Uν∥M0/1 = ∥U∥M0/1, (4.4)

除此之外以下集合的包含关系成立:

{i ∈ [m] | maxuν
i > 0} ⊇ {i ∈ [m] | maxui > 0}, (4.5a)

{(i, k) ∈ [m]× [q] | uν
ik = 0} ⊆ {(i, k) ∈ [m]× [q] | uik = 0}, (4.5b)

{(i, k) ∈ [m]× [q] | uν
ik < 0} ⊇ {(i, k) ∈ [m]× [q] | uik < 0}. (4.5c)

表达式 (4.4) 和 (4.5a) 实际上意味着 (4.5a) 中的两个集合相等, 再结合 (4.5b) 和 (4.5c), 可以推导出

Zν ∈ ∂̂∥Uν∥M0/1 ⊆ Θ. 由于 Θ 为闭集, 所以 Zν → Z ∈ Θ. 至此完成了 (4.1) 的证明.

从表达式 (4.1) 中可以看出, 如果 Z ∈ ∂∥U∥M0/1, 则一定有互补性质 U ⊥ Z > 0 成立. 同时对于

任意 λ > 0 都有 ∂λ∥U∥M0/1 = λ∂∥U∥M0/1 = ∂∥U∥M0/1.
定理 4.2 (矩阵 0/1 损失临近点算子) 给定 Y ∈ Rm×q, λ > 0 和 α > 0, 以下结论成立:

(i) 在点 Y 处, 函数 λ∥ · ∥M0/1 关于参数 α > 0 的临近点算子可表示为

(Proxαλ∥·∥M
0/1

(Y ))i =


yi, 若 ∥(yi)+∥ ∈ (

√
2αλ,+∞),

{yi, (yi)−}, 若 ∥(yi)+∥ ∈ {0,
√
2αλ},

(yi)−, 若 ∥(yi)+∥ ∈ (0,
√
2αλ).

(4.6)

(ii) 若矩阵 U ,Z ∈ Rm×q 满足 U ∈ Proxαλ∥·∥M
0/1

(U + αZ), 则对于任意 i ∈ [m], 向量 ui 和 zi 的

取值范围满足如下两种情形之一:

∥(ui)+∥ ∈ [
√
2αλ,+∞), zi = 0,

0 > ui ⊥ zi > 0, ∥zi∥ ∈ [0,
√
2λ/α].

(4.7)
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证明 (i) 根据 ∥ · ∥2 和 ∥ · ∥M0/1 的可分离性以及临近点算子定义, 对于任意 i ∈ [m], 都有

(Proxαλ∥·∥M
0/1

(Y ))i = argmin
u∈Rq

1

2α
∥u− yi∥2 + λℓ0/1(maxu). (4.8)

将以上问题的目标函数定义为 φ, 取值如下:

φ(u) =


1

2α
∥u− yi∥2, 若 u ∈ Rq

6,

1

2α
∥u− yi∥2 + λ, 若 u ∈ Rq

6.

将函数 φ在区域 Rq
6 和 Rq

6 上的函数最小取值分别记作 val1 和 val2, 相应的点记作 sol1 和 sol2. 下面

根据 yi 取值考虑两种情形:

若 yi ∈ Rq
6, 即 ∥(yi)+∥ = 0, 则显然 0 = val1 < val2. 从而问题 (4.8) 的解为 sol1 = yi = (yi)−.

若 yi ∈ Rq

6, 即 ∥(yi)+∥ > 0, 则 sol1 = (yi)−, val1 = ∥yi − (yi)−∥2/(2α) = ∥(yi)+∥2/(2α). 同时,

sol2 = yi 且 val2 = λ. 接下来只需要比较 val1 和 val2 的大小来决定 (4.8) 的形式. 当 val1 > val2

时, ∥(yi)+∥ >
√
2αλ, (4.8) 的解为 sol2 = yi. 当 val1 = val2 时, ∥(yi)+∥ =

√
2αλ, (4.8) 的解为

{sol1, sol2} = {(yi)−,yi}. 当 val1 < val2 时, ∥(yi)+∥ <
√
2αλ, (4.8) 的解为 sol1 = (yi)−.

(ii) 如果 U ∈ Proxαλ∥·∥M
0/1

(U + αZ) 成立, 则按照如下几种情形考虑对于任意 i ∈ [m], ui 和 zi 的

取值范围:

若 ∥(ui + αzi)+∥ ∈ (
√
2αλ,+∞), 则 ui = ui + αzi, 从而 zi = 0 且 ∥(ui)+∥ ∈ (

√
2αλ,+∞).

若 ∥(ui + αzi)+∥ = 0, 则 ui + αzi 6 0 且 ui = ui + αzi, 从而 zi = 0 且 ui 6 0.

若 ∥(ui + αzi)+∥ =
√
2αλ, 则 ui ∈ {ui + αzi, (ui + αzi)−}. 如果 ui = ui + αzi, 则 zi = 0 且

∥(ui)+∥ =
√
2αλ; 如果 ui = (ui + αzi)−, 则 0 > ui ⊥ zi > 0 且 ∥zi∥ = ∥(zi)+∥ =

√
2λ/α.

若 ∥(ui + αzi)+∥ ∈ (0,
√
2αλ), 则 ui = (ui + αzi)−, 从而 0 > ui ⊥ zi > 0 且 ∥zi∥ = ∥(zi)+∥ ∈ (0,√

2λ/α).

综合以上讨论, ui 和 zi 满足取值范围 (4.7).

下面证明相反的结论.如果 ui和 zi满足取值范围 (4.7),考虑如下情形: 若 ∥(ui)+∥ ∈ [
√
2αλ,+∞)

且 zi = 0, 则 ∥(ui + αzi)+∥ ∈ [
√
2αλ,+∞), 从而 ui = ui + αzi ∈ (Proxαλ∥·∥M

0/1
(U + αZ))i.

若 0 > ui ⊥ zi > 0 且 ∥zi∥ ∈ [0,
√
2λ/α], 则 ∥(ui + αzi)+∥ ∈ [0,

√
2αλ], 从而 ui = (ui + αzi)− ∈

(Proxαλ∥·∥M
0/1

(U + αZ))i. 综合以上两种情形可得 U ∈ Proxαλ∥·∥M
0/1

(U + αZ). 至此完成了结论 (ii) 的

证明.

关于定理 4.1 和 4.2, 有如下讨论.

注 4.1 (i) 首先给出一个计算矩阵 0/1 损失函数次微分和临近点算子的实例. 考虑

U∗ =


3, 0

2, −1

0, −1

 , λ = 1, α = 2.

显然 u∗
1,u

∗
2 /∈ R2

6, 而 u∗
3 ∈ R2

6, 从而

∂∥U∗∥M0/1 =



0, 0

0, 0

β, 0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ β > 0

 .
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另外, 可以计算
√
2λα = 2, ∥(u∗

1)+∥ = 3, ∥(u∗
2)+∥ = 2, ∥(u∗

3)+∥ = 0, 从而

Proxαλ∥·∥M
0/1

(U∗) =



3, 0

2, −1

0, −1

 ,


3, 0

0, −1

0, −1


 .

(ii) 通过比较表达式 (4.1) 和 (4.7), 如果 U ,Z ∈ Rm×q 满足 U ∈ Proxαλ∥·∥M
0/1

(U + αZ), 则

Z ∈ ∂∥U∥M0/1 一定成立, 这种情形下不仅互补性质 U ⊥ Z > 0 成立, 而且 U 和 Z 相应分量的取值范

围还会被 λ 和 α 限制.

(iii)当 s = q = 1时, ∥ · ∥M0/1 退化为向量 0/1损失函数 ∥ · ∥0/1,相应次微分和临近点算子表达式为

∂∥u∥0/1 =

z ∈ Rm

∣∣∣∣∣∣ zi
= 0, 若 ui ̸= 0,

> 0 若 ui = 0

 ,

[Proxαλ∥·∥0/1
(y)]i =


yi, 若 yi ∈ (−∞, 0) ∪ (

√
2αλ,+∞),

{yi, 0}, 若 yi ∈ {0,
√
2αλ},

0, 若 yi ∈ (0,
√
2αλ),

i ∈ [m].

从而得到文献 [30] 的相关结果.

4.2 稳定点关系

矩阵 0/1 复合优化 (1.3) 可行集定义为 F := {(X,U) | AX +B = U}, 它的增广 Lagrange 函数

可写作

L(W ,Z) := h(X) + λ∥U∥M0/1 + ⟨Z,AX +B −U⟩,

其中 W := (X,U) 为原始变量, 后续将沿用该简记形式, Z 为乘子. 基于 Lagrange 函数的临界点, 可

以定义问题 (1.1) 的 KKT 点. 这类稳定点在文献 [3] 中用于研究非凸复合优化问题的一阶必要性条

件, 而文献 [30] 利用这种稳定点建立了向量 0/1 复合优化的一阶必要以及充分最优性条件.

定义 4.1 (KKT 点) 若点 W ∗ := (X∗,U∗) ∈ F 和 Z∗ 满足

0 ∈ ∂WL(W ∗,Z∗), (4.9)

则称它们分别为问题 (1.3) 的 KKT 点和 Lagrange 乘子, (W ∗,Z∗) 称作该问题的 KKT 对.

表达式 (4.9) 实际上等价于如下的 KKT 系统:
∂h(X∗) +A⊤Z∗ ∋ 0,

−Z∗ + ∂λ∥U∗∥M0/1 ∋ 0,

AX∗ +B −U∗ = 0.

(4.10)

注 4.1 表明使用临近点算子可以对 (4.10) 中的 Z∗ ∈ ∂λ∥U∗∥M0/1 进行更加细致的刻画. 临近点算子通

常用于设计迭代算法 [24], 因此相应的 P 稳定点 (proximal stationary point) 会更加有利于算法性质分

析. 文献 [28, 30] 针对向量 0/1 复合优化的算法收敛性分析均采用了 P 稳定点, 本文在此将这一定义

推广到矩阵 0/1 复合优化 (1.3).
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定义 4.2 (P 稳定点) 如果点 W ∗ := (X∗,U∗) 和 Z∗ 满足如下系统:
∂h(X∗) +A⊤Z∗ ∋ 0,

U∗ ∈ Proxαλ∥·∥M
0/1

(U∗ + αZ∗),

AX∗ +B −U∗ = 0,

(4.11)

则称它们分别为问题 (1.3) 的 P 稳定点和 P 稳定乘子, (W ∗,Z∗) 称作该问题的 P 稳定对.

稳定点系统 (4.10) 和 (4.11) 的第二行均可保证互补条件 U∗ ⊥ Z∗ > 0 成立, 这说明它们与带有

不等式约束的优化问题可以建立联系.文献 [29]利用这种思想将向量 0/1复合优化问题与特定的光滑

线性约束优化的 KKT 点建立等价关系, 从而在最优性分析中无需引入任何约束规范假设. 本文接下

来将这类等价关系推广到矩阵 0/1 复合优化. 给定问题 (1.3) 的可行点 W ∗ = (X∗,U∗), 定义如下指

标集:

S∗
6 := {i ∈ [m] | maxu∗

i 6 0}, S∗
> := {i ∈ [m] | maxu∗

i > 0}.

基于指标集 S∗
6, 定义如下线性约束优化问题:

min
X,U

h(X)

s.t. AX +B −U = 0,

US∗
6 6 0

 =: F∗
K (可行集).

(4.12)

该问题的 Lagrange 函数可写作

L∗(W ,Z,Q) = h(X) + ⟨Z,AX +B −U⟩+ ⟨Q,US∗
6⟩,

其中 (Z,Q) 为问题 (4.12) 的 Lagrange 乘子.

定义 4.3 (伪 KKT 点) 若 W ∗ ∈ F∗
K 和 (Z∗,Q∗) 分别为问题 (4.12) 的 KKT 点和 Lagrange 乘

子, 即满足 0 ∈ ∂WL∗(W ∗,Z∗,Q∗),

0 6 Q∗ ⊥ U∗
S∗
6
6 0,

(4.13)

则称它们为问题 (1.3) 的伪 KKT 点和伪 Lagrange 乘子, 此外称 (W ∗,Z∗,Q∗) 为伪 KKT 对.

定义 4.3 的命名方式参考了文献 [10] 中的伪 B 稳定点 (pseudo Bouligand stationary point). 这一

工作考虑了 0/1 损失函数和 B 可微函数复合的优化问题, 因此可以包含本文的 0/1 损失函数和 max

函数复合情形. 为了给出问题 (1.3) 的伪 B 稳定点定义, 需要引入如下涉及指标集 S∗
6 和 S∗

> 的优化

问题:

min
X,U

h(X)

s.t. AX +B −U = 0,

maxui > 0, i ∈ S∗
>,

maxuj 6 0, j ∈ S∗
6

 =: F∗
B (可行集).

(4.14)
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定义 4.4 (伪 B 稳定点) 若 W ∗ ∈ F∗
B 为问题 (4.14) 的 B 稳定点, 即满足

h′(X∗;DX) > 0, ∀ (DX ,DU ) ∈ TF∗
B
(W ∗),

则称其为问题 (1.3) 的伪 B 稳定点.

优化问题 (4.12) 的可行集 F∗
K 为凸集, 而相比之下 (4.14) 的可行集 F∗

B 增加了约束 maxui > 0,

i ∈ S∗
>, 所以 F∗

B 非凸. 实际上, 对于点 W ∗, 这些约束可以严格成立, 属于非积极约束, 在后续分析中

不必考虑. 所以相比之下, 问题 (4.12) 的性质更好且形式简洁, 它在第 5 节还可以用于建立 (1.3) 的二

阶最优性条件.

最近, Han 等 [13] 针对 0/1 损失和一般函数复合的优化问题提出了一种 E 稳定点 (epi-stationary

point). 为了给出问题 (1.3) 的 E 稳定点, 需要考虑其等价的上图化形式:

min
X,U ,r

r

s.t. AX +B −U = 0,

h(X) + λ∥U∥M0/1 6 r

 =: FE (可行集).
(4.15)

给定点 W ∗, 为简便起见, 接下来定理中将记 r∗ := h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1.
定义 4.5 (E 稳定点) 若 (W ∗, r∗) ∈ FE 为问题 (4.15) 的 B 稳定点, 即满足

dr > 0, ∀ (DW , dr) ∈ TFE (W
∗),

则称 W ∗ 为问题 (1.3) 的 E 稳定点.

下面将给出定义 4.1–4.5五种稳定点之间的关系,由于 P稳定点的定义方式引入了参数 α > 0,因

此它和其他稳定点的关系会单独讨论.

定理 4.3 问题 (1.3) 的稳定点具有如下关系:

(i) 若 h 为光滑或凸函数, 则 KKT 点、伪 KKT 点、伪 B 稳定点以及 E 稳定点均相互等价.

(ii)若 (W ∗,Z∗)为 P稳定对, 则它为 KKT对; 反之,若 (W ∗,Z∗)为 KKT对, 则它为 P稳定对,

且参数 α ∈ (0,min{α∗
U , α

∗
Z}), 其中

α∗
U :=


+∞, 若 U∗ 6 0,

minu∗
i ∈Rq

6,i∈[m]

∥(u∗
i )+∥2

2λ
, 其他,

α∗
Z :=


+∞, 若 Z∗ = 0,

minz∗
i ̸=0,i∈[m]

2λ

∥z∗
i ∥2

, 其他.

证明 (i) KKT 点 ⇔ 伪 KKT 点. 伪 KKT 点对 (W ∗,Z∗,Q∗) 满足的系统 (4.13) 等价于
∂h(X∗) +A⊤Z∗ ∋ 0,

0 6 ZS∗
6 ⊥ US∗

6 6 0, ZS∗
>
= 0,

AX∗ +B −U∗ = 0, Q∗ = Z∗
S∗
6
,

(4.16)

相比于 (4.10), 仅在第二行不同. 两者的等价性由矩阵 0/1损失函数的极限次微分表达式 (4.1)可直接

验证.

伪 KKT 点 ⇔ 伪 B 稳定点. 令 W ∗ 为伪 B 稳定点, 首先来说明当邻域半径 δ1 足够小时, 可

保证 F∗
B ∩ N(W ∗, δ1) = F∗

K ∩ N(W ∗, δ1). 由于 F∗
B ⊆ F∗

K , 故只需要证明 F∗
B ∩ N(W ∗, δ1) ⊇ F∗

K
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∩N(W ∗, δ1). 由于对于任意 i ∈ S∗
> 都有 maxu∗

i > 0, 所以当 δ1 足够小时, 根据 max 函数的连续性,

任取 W ∈ F∗
K ∩ N(W ∗, δ1), 对于任意 i ∈ S∗

>, maxui > 0 均成立, 所以 W ∈ F∗
B ∩ N(W ∗, δ1). 当

F∗
B ∩N(W ∗, δ1) = F∗

K ∩N(W ∗, δ1)成立时, 由切锥定义可得 TF∗
B
(W ∗) = TF∗

K
(W ∗), 从而W ∗ 为伪 B

稳定点等价于

h′(X∗;DX) > 0, ∀ (DX ,DU ) ∈ TF∗
K
(W ∗). (4.17)

当 f 为光滑或凸函数时, 可由文献 [23, 定理 6.12] 和 [19, 定理 4.14] 证明 W ∗ 等价于问题 (4.12) 的

KKT 点, 即 (1.3) 的伪 KKT 点.

伪 KKT 点 ⇔ E 稳定点. 令 W ∗ 为 E 稳定点且 r∗ := h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1, 则 (W ∗, r∗) 同时为如

下优化问题的可行点:

min
X,U ,r

r

s.t. AX +B −U = 0,

h(X) + λ∥U∗∥M0/1 6 r,

US∗
6 6 0

 =: F∗ (可行集).
(4.18)

令邻域半径 δ2 足够小从而使 W ∈ N(W ∗, δ2) 满足如下条件:

δ2 < λ/4, |h(X)− h(X∗)| 6 λ/2, S∗
> ⊆ S> := {i ∈ [m] | maxui > 0}, (4.19)

其中第二个不等式由于 h 为光滑或有限凸函数从而满足连续性, 集合包含关系由 max 函数连续性得

到. 接下来将通过左右集合互相包含证明 FE ∩N((W ∗, r∗), δ2) = F∗ ∩N((W ∗, r∗), δ2).

“⊇”. 对于任意 (W , r) ∈ F∗ ∩N((W ∗, r∗), δ2), 均满足 US∗
6 6 0, 结合 (4.19) 中的 S∗

> ⊆ S> 可推

导出 ∥U∥M0/1 = ∥U∗∥M0/1, 从而 (W , r) ∈ FE ∩N((W ∗, r∗), δ2).

“⊆”. 对于任意 (W , r) ∈ FE ∩N((W ∗, r∗), δ2), 均满足

r > h(X) + λ∥U∥M0/1. (4.20)

为证明 (W , r) ∈ F∗ ∩N((W ∗, r∗), δ2), 只需要证明 S∗
> = S> 即可. 假设这一结论不成立, 则 S∗

> ( S>,

必然有 ∥U∥M0/1 > ∥U∗∥M0/1 + 1. 结合 (4.20) 和 (4.19), 可以得到

r > h(X) + λ∥U∗∥M0/1 + λ > h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1 + λ/2 = r∗ + λ/2.

显然这与 |r − r∗| < δ2 6 λ/4 矛盾.

当 FE ∩N((W ∗, r∗), δ2) = F∗ ∩N((W ∗, r∗), δ2) 时, 由切锥定义可得 TFE (W
∗) = TF∗(W ∗), 从而

W ∗ 为 E 稳定点等价于

dr > 0, ∀ (DW , dr) ∈ TF∗(W ∗). (4.21)

根据文献 [13, 命题 5], 可以证明 (4.21) 实际上等价于 (4.17). 同上一条等价关系证明, 可以得到 W ∗

等价于 (1.3) 的伪 KKT 点.

(ii) 比较表达式 (4.11) 和 (4.10), 根据定理 4.2(ii), 只需要证明

Z∗ ∈ ∂∥U∗∥M0/1 ⇔对于任意 i ∈ [m], u∗
i 和 z∗

i 满足表达式 (4.7),
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其中 “⇐” 通过比较 (4.7) 和 (4.1) 可直接验证. 接下来证明 “⇒”. 任取 Z∗ ∈ ∂∥U∗∥M0/1, 对于任意
i ∈ [m], 考虑如下 3 种情形:

若 u∗
i ∈ Rq

6 且 z∗
i = 0, 则 ∥(u∗

i )+∥2/(2λ) > α∗
U > α, 从而 ∥(u∗

i )+∥ ∈ [
√
2αλ,+∞).

若 u∗
i 6 0 且 z∗

i = 0, 则显然两者取值满足 (4.7) 第二条.

若 u∗
i 6 0 且 z∗

i ̸= 0, 则 2λ/∥z∗
i ∥2 > α∗

Z > α, 从而 ∥z∗
i ∥ ∈ (0,

√
2λ/α].

以上 3 种情形均满足 (4.7), 至此完成定理证明.

注 4.2 通过观察 (4.16)可以发现,若 (Z∗,Q∗)为 (1.3)的伪 Lagrange乘子,则一定有Q∗ = ZS∗
6 .

此外, (W ∗,Z∗,Z∗
S∗
6
) 为伪 KKT 对当且仅当 (W ∗,Z∗) 为 KKT 对.

由于定理 4.3 给出了各稳定点相互等价关系, 下面统一采用 P- 稳定点来建立问题 (1.3) 的一阶

最优性条件. 值得注意的是, 由于 P- 稳定点引入了参数 α > 0, 这一特点可以使它在特定条件下与问

题 (1.3) 的全局最优解建立联系.

定理 4.4 (一阶最优性条件) 对于问题 (1.3), 给定可行点 W ∗, 以下结论成立:

(i) 若函数 h 连续可微, 则局部最优解 W ∗ 一定是 P 稳定点;

(ii) 若 h 为凸函数, 则 W ∗ 为局部最优解当且仅当它为 P 稳定点;

(iii) 若 h 为 σh- 强凸函数, W ∗ 为 P 稳定点且相应的参数 α > ∥A∥2/σh, 则 W ∗ 为全局最优解.

证明 (i)由文献 [13,命题 3]可知问题 (1.3)的局部最优解W ∗ 一定是 E稳定点,再根据定理 4.3

可推导出 W ∗ 为 P 稳定点.

(ii) 若 W ∗ 为 P 稳定点, 由定理 4.3 可知它一定是 E 稳定点, 根据文献 [13, 推论 3] 可证明 W ∗

与局部最优解等价.

(iii) 若 W ∗ 为 P 稳定点, 根据 (4.11) 和临近点算子定义, 对于任意 U = AX +B, 都有

1

2α
∥U − (U∗ + αZ∗)∥2 + λ∥U∥M0/1 6 1

2α
∥αZ∗∥2 + λ∥U∗∥M0/1,

化简可得

λ∥U∥M0/1 − λ∥U∗∥M0/1 > ⟨Z∗,U −U∗⟩ − 1

2α
∥U −U∗∥2

= ⟨A⊤Z∗,X −X∗⟩ − 1

2α
∥A(X −X∗)∥2,

其中上式第二行由 U∗ = AX∗ + B 得到. 由 (4.11) 第一行可知, 存在 V ∗ ∈ ∂h(X∗), 使得 −V ∗ =

A⊤Z∗, 从而

λ∥U∥M0/1 − λ∥U∗∥M0/1 > −⟨V ∗,X −X∗⟩ − ∥A∥2

2α
∥X −X∗∥2. (4.22)

当函数 h 满足 σh- 强凸时, 根据文献 [1, 定理 5.24], 可得

h(X)− h(X∗) > ⟨V ∗,X −X∗⟩+ σf

2
∥X −X∗∥.

将该不等式与 (4.22) 相加, 可知对于任意 W ∈ F 都有

h(X) + λ∥U∥M0/1 − (h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1) >
(
σf

2
− ∥A∥2

2α

)
∥X −X∗∥2 > 0.

从而 W ∗ 为 (1.3) 全局最优解.
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5 二阶最优性理论

给定问题 (1.3) 的 P 稳定对 (W ∗,Z∗), 定理 4.3 和注 4.2 表明 (W ∗,Z∗,Z∗
S∗
6
) 一定是问题 (4.12)

的 KKT 对. 相比于问题 (1.3), 问题 (4.12) 目标函数去掉了非凸非连续的 ∥ · ∥M0/1 且仅含有线性约束,

非常有利于最优性分析.

基于以上观察, 本节的核心思想是利用简洁的线性约束连续优化问题 (4.12) 来建立 (1.3) 二阶最

优性条件.这种技术可以使我们考虑更具一般性的函数 h,例如,利用文献 [14,16]中的结果,可以在函

数 h ∈ C1,1 且无需任何约束规范情形下建立 (1.3) 二阶最优性条件. 在此之前需要介绍临界锥的相关

概念. 定义如下指标集:

I∗
0 := {(i, k) ∈ [m]× [q] | u∗

ik = 0, z∗ik = 0}, I∗
> := {(i, k) ∈ [m]× [q] | u∗

ik = 0, z∗ik > 0}.

由文献 [21, 第 12.5 小节] 可知, 问题 (4.12) 在乘子 (W ∗,Z∗,Z∗
S∗
6
) 处的临界锥表达式为

C(W ∗,Z∗) := {D = (DX ,DU ) | ADX −DU = 0,DU
I∗
0
6 0,DU

I∗
>
= 0},

可进一步简化为

C∗ = {DX | (ADX)I∗
0
6 0, (ADX)I∗

>
= 0}.

定理 5.1 (二阶必要条件) 若 h ∈ C1,1 且 W ∗ 为问题 (1.3) 的局部最优解, 则存在相应的 P 稳

定乘子 Z∗. 那么对每个 DX ∈ C∗, 都存在线性算子M∗ ∈ ∂2h(X∗), 使得 ⟨DX ,M∗DX⟩ > 0.

证明 首先来说明W ∗ 是问题 (4.12)的局部最优解. 由于W ∗ 为 (1.3)的局部最优解, 所以存在

δ > 0, 使得

h(X) + λ∥U∥M0/1 > h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1, ∀W ∈ N(W ∗, δ) ∩ F . (5.1)

若进一步 W ∈ N(W ∗, δ) ∩ F∗
K , 则 US∗

6 6 0, 从而 ∥U∥M0/1 6 ∥U∗∥M0/1. 再根据 (5.1) 可得

h(X) > h(X∗), ∀W ∈ N(W ∗, δ) ∩ F∗
K ,

即 W ∗ 为 (4.12) 局部最优解. 再根据文献 [14, 推论 3.1], 可证明对于任意 D ∈ C(W ∗,Z∗), 都存在

M̃∗ ∈ ∂2
W ,WL∗(W ∗,Z∗,Z∗

S∗
6
), 使得 ⟨D,M̃∗D⟩ > 0. 根据函数 L∗(·,Z∗,Z∗

S∗
6
) 定义可以验证

∂2
W ,WL∗(W ∗,Z∗,Z∗

S∗
6
) =

 ∂2h(X∗) 0

0 0

 . (5.2)

代入以上表达式即可得到最终结论.

下面用一个例子来验证矩阵 0/1 复合优化稳定点关系和二阶必要最优性条件.

例 5.1 定义一维函数 g(t) := t3 − t, 考虑问题 (1.3) 满足如下参数设置:

m = n = s = 2, q = 3, h(X) =
1

2

2∑
i=1

2∑
j=1

[g(xij)]
2
+, λ = 1,

AX =

 −x11 x12 −x11 + x12

x11 + x21 x12 + x22 x22

 , B = 1,
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此时有 h ∈ C1,1. 下面考虑点 X∗ = [1,−1;−1, 1], U∗ = AX∗ +B = [0, 0,−1; 1, 1, 2]. 可以验证对于任

意 W = (X,U) ∈ N(W ∗, 1), 都有

h(X) > h(X∗) = 0 且 ∥U∥M0/1 > ∥U∗∥M0/1 = 1,

从而 W ∗ = (X∗,U∗) 为 (1.3) 的局部最优解. 令 Z∗ = 0, Q∗ = 0, 则 (W ∗,Z∗) 满足 (4.10) 且

(W ∗,Z∗,Q∗) 满足 (4.16), 从而 W ∗ 同时为 (1.3) 的 KKT 点和伪 KKT 点. 此外, 还可以验证 W ∗

满足 P- 稳定点系统 (4.11), 其中满足参数取值范围 α ∈ (0, 3). 不仅如此, 由于 h′(X∗;DX) = 0,

∀DX ∈ R2×2 恒成立, 所以 X∗ 还是伪 B 稳定点. 另外, 根据文献 [14, 例 2.2], 可以求解出

∂2h(X∗) = {V ⊙ (·) | vij ∈ [0, 4], i, j ∈ {1, 2}},

其中 ⊙为 Hadamard乘积.在这种情形下,对于任意 DX ∈ C∗ 和M∗ ∈ ∂2h(X∗),都有 ⟨DX ,M∗DX⟩
> 0, 因此二阶必要性条件成立.

定理 5.2 (二阶充分条件) 令 h ∈ C1,1 且 (W ∗,Z∗) 为问题 (1.3) 的 P 稳定对, 若对每个M∗ ∈
∂2h(X∗), 都有如下条件成立:

⟨DX ,M∗DX⟩ > 0, ∀DX ∈ C∗\{0}, (5.3)

则 W ∗ 为问题 (1.3) 的严格局部最优解, 同时存在 δ∗ > 0 和 γ > 0 使得

h(X) + λ∥U∥M0/1 > h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1 + γ∥W −W ∗∥2, ∀W ∈ N(W ∗, δ∗) ∩ F . (5.4)

证明 只需要证明 (5.4) 即可说明 W ∗ 为严格局部最优解. 不妨令 δ∗ 足够小从而使得对于任意

W ∈ N(W ∗, δ∗) 都有

δ∗ <
√
λ/2γ, |h(X)− h(X∗)| 6 λ/2, S∗

> ⊆ S> := {i ∈ [m] | maxui > 0}. (5.5)

根据表达式 (5.2) 可知, 二阶充分条件 (5.2) 等价于对每个 M̃∗ ∈ ∂2
W ,WL∗(W ∗,Z∗,Z∗

S∗
6
), 都有

⟨D,M̃∗D⟩ > 0, ∀D ∈ C(W ∗,Z∗)\{0}.

当 δ∗ 充分小时, 根据文献 [16, 定理 1], 可知存在 γ > 0 使得

h(X)− h(X∗) > γ∥W −W ∗∥2, ∀W ∈ N(W ∗, δ∗) ∩ F∗
K . (5.6)

下面将分为两部分证明 (5.4).

若W ∈ N(W ∗, δ∗) ∩F∗
K , 由 (5.5) 中的 S∗

> ⊆ S> 可以证明 ∥U∥M0/1 > ∥U∗∥M0/1, 再与 (5.6) 相加即

可证明 (5.4).

若W ∈ N(W ∗, δ∗)∩ (F\F∗
K),结合 S∗

> ⊆ S>,则一定有 ∥U∥M0/1 > ∥U∗∥M0/1 +1,再根据 (5.5)可得

h(X) + λ∥U∥M0/1 − (h(X∗) + λ∥U∗∥M0/1) > λ− λ/2 > γ∥W −W ∗∥2.

至此完成本定理的证明.

注 5.1 本文最优性理论无需任何约束规范的主要原因在于构造的连续优化问题 (4.12) 仅含线

性约束, 这种约束集的切锥等于线性化可行方向锥 (参见文献 [21, 引理 12.7]). 所以, 如果在模型 (1.1)

基础上增加线性约束, 相应的最优性分析依然无需任何约束规范. 而对于矩阵 0/1 损失函数和一般光

滑函数复合的情形, 利用本文方法转化后的优化问题涉及非线性约束, 相应的最优性理论则需要引入

特定的约束规范.
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6 结论

本文研究的矩阵 0/1复合优化问题具有广泛的应用背景,但是它是具有高度复合结构的 NP (non-

deterministic polynomial) 困难问题, 直接对其进行最优性分析的文献非常少. 本文计算了矩阵 0/1 损

失函数的极限次微分和临近点算子, 然后借鉴相关文献中的思想, 定义了矩阵 0/1 复合优化的 5 种稳

定点, 研究了它们之间以及和该问题解的关系. 此外, 本文还建立了该问题的二阶必要和充分最优性

条件. 如何准确高效地计算矩阵 0/1 复合优化的稳定点是重要的课题, 这需要在未来进一步细致研究.
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