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摘要 设 f(z)为复平面内极点重级至少为 2、零点重级至少为 3的亚纯函数, α(z) := β(z) exp (γ(z)),

其中 β(z) 为非常数的椭圆函数, γ(z) 为整函数. 本文证明, 如果 σ(f(z)) > σ(α(z)), 那么方程 f ′(z)

= α(z) 在复平面内有无穷多个根.
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1 引言

1959 年, Hayman [1] 证明了下述结果.

定理 A 设 f(z) 为复平面内的超越亚纯函数, α 为有穷非零复数. 如果对于任意的 z ∈ C, f(z)
̸= 0, 那么方程 f ′(z) = α 在复平面内有无穷多个根.

设 α 和 f 为两个亚纯函数, 如果当 r → ∞ 时 T (r, α) = o{T (r, f)}, 可能除去 r 的一个线性测度

有限的集合,则称 α 为 f 的一个小函数. 我们自然地要问: 如果用 f(z)的小函数 α(z)替换定理 A中

的有穷非零复数 α, 相应的结论是否依然成立?

2008 年, Pang 等 [2] 推广了定理 A, 得到如下结果.

定理 B 设 f(z) 为复平面内的超越亚纯函数, α(z) ( ̸≡ 0) 为有理函数. 如果 f(z) 零点重级至少

为 2 (至多有限个零点例外), 那么方程 f ′(z) = α(z) 在复平面内有无穷多个根.

2008 年, Liu 等 [3] 得到了如下结果.

定理 C 设 k > 2 为整数, f(z) 为复平面内的无穷级亚纯函数. 记 α(z) := P (z) exp (Q(z)), 其中

P (z) ( ̸≡ 0) 和 Q(z) 均为多项式. 如果

(1) f(z) 的极点重级至少为 2 (至多有限个极点例外),

(2) f(z) 的零点重级至少为 k + 1 (至多有限个零点例外),

那么方程 f (k)(z) = α(z) 在复平面内有无穷多个根.
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显然,定理 B和 C中的小函数 α(z)的极点和零点的个数均有限.我们感兴趣的问题是,对于 α(z)

有无限个零点和极点的情形, 相应的结论是否依然成立? 本文证明了如下结果.

定理 1.1 设 f(z) 为复平面内的亚纯函数, 其极点重级至少为 2 (至多有限个极点例外), 零点重

级至少为 3 (至多有限个零点例外). 记 α(z) := β(z) exp (γ(z)), 其中 β(z) 为非常数的椭圆函数, γ(z)

为整函数. 如果 σ(f(z)) > σ(α(z)), 那么方程 f ′(z) = α(z) 在复平面内有无穷多个根.

注 1.1 我们视 f(z) 和 α(z) 公共的极点为方程 f ′(z) = α(z) 的根.

2 符号和基本引理

C 表示复平面, D 表示复平面内的区域. 设 z0 ∈ C 及 r > 0, 记 ∆(z0, r) := {z | |z − z0| < r},
∆ := ∆(0, 1), ∆′(z0, r) := {z | 0 < |z−z0| < r}和∆′ := ∆′(0, 1). n(r, f)表示亚纯函数 f 在∆(0, r)内的

极点个数 (计算重数). 在区域 D 内, fn
χ⇒ f 表示 {fn}在 D 内按球距内闭一致收敛到 f ,其中 f 为 D

内的亚纯函数或者 f ≡ ∞. 在区域 D 内, fn ⇒ f 表示 {fn} 在 D 内在通常意义下 (按 Euclid 距离)

内闭一致收敛到 f , 其中 f 为 D 内的亚纯函数. 设 f 为区域 D 内的亚纯函数, 记

f#(z) :=
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
, S(D, f) :=

1

π

∫∫
D

[f#(z)]2dxdy, S(r, f) := S(∆(0, r), f). (2.1)

Ahlfors-Shimizu 特征函数定义为 T0(r, f) :=
∫ r

0
S(t,f)

t dt, T (r, f) 表示 Nevanlinna 特征函数. 因为

T (r, f) − T0(r, f) 是变量 r 的有界函数, 所以, T0(r, f) 和 T (r, f) 在特定情形下可以相互替换. 亚纯

函数 f 的级 ρ(f) 和超级 σ(f) 分别定义为

ρ(f) := lim sup
n→∞

log T (r, f)

log r
和 σ(f) := lim sup

n→∞

log log T (r, f)

log r
.

引理 2.1 [4] 设 m为正整数, R 为有理函数. 如果对于任意的 z ∈ C, R′(z) ̸= z−m, 那么 R(z)是

一个常数函数.

引理 2.2 设 f 为复平面内非常数的有穷级亚纯函数,零点重级至少为 2. 如果对于任意的 z ∈ C,
f ′(z) ̸= 1, 那么 f(z) = (z−a)2

z−b , 其中 a 和 b (̸= a) 是常数.

注 2.1 根据文献 [5] 中的引理 6 (取 j = 1, k = 2) 和引理 8 (取 k = 1), 引理 2.2 成立.

引理 2.3 [6] 设 m 为正整数, R 为有理函数. 如果 R 的极点重级至少为 2 且零点重级至少为 3,

那么方程 R′(z) = zm 在复平面内至少有一个根.

引理 2.4 [7] 设 F 是区域 D 内的一族亚纯函数, F 中的每个函数的零点的重级至少是 k+1. 如

果 F 在 z0 ∈ D 处不正规, 那么对每一个 α (0 6 α 6 k), 都存在

(1) 点列 zn ∈ D, zn → z0;

(2) 函数列 fn ∈ F ;

(3) 正数列 ρn → 0,

使得在复平面内 gn(ζ) = ρ−α
n fn(zn + ρnζ)

χ⇒ g(ζ), 其中 g 为复平面内非常数的亚纯函数, 并且 g#(ζ)

6 g#(0) = k + 1. 此外, g 的级至多为 2.

引理 2.5 [3] 设 {fn} 是单位圆盘 ∆ 内的一族亚纯函数, {fn} 中的每个函数的零点重级至少是
k + 1. 如果 an → 0 和 f#

n (an) → ∞, 那么存在

(1) 点列 zn → 0;

(2) {fn} 的一个子列, 仍然记作 {fn};
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(3) 正数列 ρn 6 M
k+1
√

f#
n (an)

, 其中 M 是一个与 n 无关的常数,

使得在复平面内 gn(ζ) = ρ−k
n fn(zn + ρnζ)

χ⇒ g(ζ), 其中 g 为复平面内非常数的亚纯函数, 并且 g#(ζ)

6 g#(0) = k + 1. 此外, g 的级至多为 2.

引理 2.6 [8] 设 f 为单位圆盘 ∆ 内的亚纯函数, a1、a2 和 a3 为三个判别的有穷复数. 如果∏3
i=1(f(z)− ai) 在 ∆ 内的零点个数 6 n, 其中每个零点仅计算一次, 那么,

S(r, f) 6 n+
A

1− r
, 0 6 r < 1,

其中 A > 0 是仅与 a1、a2 和 a3 有关的常数.

引理 2.7 [9] 设 f 为复平面内的亚纯函数, α 为有穷非零复数, 则

(αf)
#
(z) 6 max

{
|α|, 1

|α|

}
f#(z).

3 辅助引理

引理 3.1 设 f 为复平面内非常数的亚纯函数. 如果 f 的极点和零点的重级均至少为 2, 那么对

于任意有穷非零复数 α, 方程 f ′ = α 在复平面内至少有一个根.

证明 假设存在有穷非零复数 α 使得方程 f ′ = α 在复平面内没有根. 根据定理 B 和引理 2.2,

f(z) = α(z−a)2

z−b , 其中 a 和 b (̸= a) 是常数, 这与 f 的极点重级至少为 2 矛盾.

引理 3.2 设 f(z) 为复平面内超级 σ(f) > 0 的亚纯函数, ε ∈ (0, σ(f)) 为任意给定的常数, 则存

在点列 an → ∞ 和正数列 δn → 0 使得

S(∆(an, δn), f) > exp (|an|σ(f)−ε), f#(an) > exp (|an|σ(f)−ε), δn 6 exp (−|an|σ(f)−ε), (3.1)

其中点列 {an} 和正数列 {δn} 均与常数 ε 有关.

证明 事实上, 我们只需要证明当 n 充分大以后, (3.1) 成立 (然后只需选择子列并重新编号).

我们断言: 存在正数列 Rn → ∞ 使得当 n 充分大以后,

S(Rn, f) > exp (R σ(f)−ε/3
n ). (3.2)

否则, 存在 R0 > 1 使得当 r > R0 时 S(r, f) < exp (r σ(f)−ε/3). 于是, 当 r > R0 时,

T (r, f) =

∫ r

0

S(t, f)

t
dt 6

∫ R0

0

S(t, f)

t
dt+

∫ r

R0

exp (tσ(f)−ε/3)

t
dt

6
∫ R0

0

S(t, f)

t
dt+

1

σ(f)− ε/3

∫ r

R0

exp (tσ(f)−ε/3)d(tσ(f)−ε/3)

=

∫ R0

0

S(t, f)

t
dt+

exp (r σ(f)−ε/3)− exp (R0
σ(f)−ε/3)

σ(f)− ε/3
. (3.3)

由 (3.3) 得

σ(f) = lim sup
r→∞

log log T (r, f)

log r
6 σ(f)− ε

3
,

这显然是不可能的.
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记 An := {z | −Rn 6 Rez 6 Rn,−Rn 6 Imz 6 Rn} 和 λn := INT(2Rn exp (R
σ(f)−ε/2
n )), 其中

INT 是取整函数. 我们用平行于实轴和虚轴的直线将正方形 An 划分为 λ2
n 个全等的正方形 Ωn

i,j , 其

中 i = 1, 2, . . . , λn, j = 1, 2, . . . , λn. 假设

S(Ωn
in,jn , f) = max{S(Ωn

i,j , f) | i = 1, 2, . . . , λn, j = 1, 2, . . . , λn}, (3.4)

f#(an) = max{f#(z) | z ∈ Ωn
in,jn}. (3.5)

我们断言:

(1) Ωn
in,jn

的边长 Ln 满足 Ln = (1 + o(1)) exp (−R
σ(f)−ε/2
n );

(2) 当 n 充分大以后, S(Ωn
in,jn

, f) > exp (R
σ(f)−ε/2
n );

(3) 当 n 充分大以后, f#(an) > exp (R
σ(f)−ε/2
n ).

显然, Ln = 2Rn

λn
= (1+o(1)) exp (−R

σ(f)−ε/2
n ), (1)成立. 由 S(Rn, f) 6 S(An, f)=

∑λn

i=1

∑λn

j=1 S(Ω
n
i,j , f),

结合 (3.2) 和 (3.4) 知, 当 n 充分大以后,

S(Ωn
in,jn , f) >

S(An, f)

λ2
n

> S(Rn, f)

λ2
n

> exp (R
σ(f)−ε/3
n )

[2Rn exp (R
σ(f)−ε/2
n )]2

> exp(R σ(f)−ε/2
n ),

即 (2) 成立. 显然, πS(Ωn
in,jn

, f) =
∫∫

Ωn
in,jn

[f#(z)]2dxdy, 由 (2.1)、(3.5) 和积分中值定理知, 当 n 充分

大以后,

f#(an) >

√
πS(Ωn

in,jn
, f)

L2
n

> exp (R σ(f)−ε/2
n ). (3.6)

由 (3) 不难看出, an → ∞. 记 δn := 2Ln. 显然, Ωn
in,jn

⊂ ∆(an, δn), |an| < 2Rn. 由 (1) 和 (2) 知,

当 n 充分大以后, S(∆(an, δn), f) > exp (|an|σ(f)−ε), δn 6 exp (−|an|σ(f)−ε).

引理 3.3 设 r、R 和 ρ 为三个正数且满足 r < R < ρ, f(z) 和 g(z) 为 ∆(0, ρ) 内的两个亚纯函

数, 则

S(r, fg) 6 S(R, f) + S(R, g) +
1

2π

(
log

R

r

)−1 ∫ 2π

0

log(|g(reiθ)|+ |g(reiθ)|−1)dθ.

证明 为了方便起见, 我们用符号
∫
Γt

Fdθ 表示定积分
∫ 2π

0
F (teiθ)dθ, 其中 Γt := {z | |z| = t}.

根据 Ahlfors-Shimizu 形式的第一基本定理 (参见文献 [10, 第 12 页]), 有∫ R

r

S(t, fg)

t
dt =

1

2π

[ ∫
ΓR

log
√
1 + |fg|2dθ −

∫
Γr

log
√

1 + |fg|2dθ
]
+

∫ R

r

n(t, fg)

t
dt. (3.7)

显然有∫
ΓR

log
√
1 + |fg|2dθ 6

∫
ΓR

log
√
1 + |f |2dθ +

∫
ΓR

log
√
1 + |g|2dθ,

∫
Γr

log
√
1 + |f |2dθ =

∫
Γr

log

√
1 +

∣∣∣∣fgg
∣∣∣∣2dθ 6

∫
Γr

log
√
1 + |fg|2dθ +

∫
Γr

log
√
1 + |g|−2dθ.

(3.8)

由 (3.7) 和 (3.8) 知,∫ R

r

S(t, fg)

t
dt 6 1

2π

[ ∫
ΓR

log
√
1 + |f |2dθ −

∫
Γr

log
√
1 + |f |2dθ

]
+

∫ R

r

n(t, f)

t
dt

+
1

2π

[ ∫
ΓR

log
√
1 + |g|2dθ −

∫
Γr

log
√
1 + |g|2dθ

]
+

∫ R

r

n(t, g)

t
dt
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+
1

2π

[ ∫
Γr

log
√
1 + |g|2dθ +

∫
Γr

log
√
1 + |g|−2dθ

]
=

∫ R

r

S(t, f)

t
dt+

∫ R

r

S(t, g)

t
dt+

1

2π

[ ∫
Γr

log(|g|+ |g|−1)dθ

]
. (3.9)

显然有 ∫ R

r

S(t, fg)

t
dt >

(
log

R

r

)
S(r, fg),∫ R

r

S(t, f)

t
dt+

∫ R

r

S(t, g)

t
dt 6

(
log

R

r

)
(S(R, f) + S(R, g)).

(3.10)

由 (3.9) 和 (3.10) 知, 引理 3.3 成立.

引理 3.4 在定理 1.1 的假设条件下, 假设方程 f ′(z) = α(z) 在复平面内根的个数有限; β(z)

= zmβ̂(z), 其中 m 为非零整数; β̂(0) = 1; 在 ∆ 内, β̂(z) ̸= 0,∞. 设 an → ∞ 和 bn → 0 为复数列且满

足 β(z + an − bn) = β(z), tn 为正数列且满足 tn 6 exp (−|an|λ), 其中 λ ∈ (σ(α), σ(f)) 为常数. 记

Tn(ζ) :=
f(an − bn + tnζ)

tm+1
n exp(γ(an − bn + tnζ))

,

则 {Tn(ζ)} 在 C \ {0} 内正规.

证明 假设结论不成立, 即存在一点 ζ0 ∈ C \ {0}, 使得 {Tn(ζ)} 在 ζ0 不正规. 根据引理 2.4 (取

α = 1), 存在点列 ζn → ζ0, {Tn} 的一个子列 (仍然记作 {Tn}), 及正数列 ρn → 0 使得在复平面内,

Gn(ξ) =
Tn(ζn + ρnξ)

ρn

χ⇒ G(ξ), (3.11)

其中 G 为复平面内非常数的亚纯函数, 极点和零点重级均至少为 2. 通过简单的计算可得

T ′
n(ζ) =

f ′(an − bn + tnζ)

tmn exp(γ(an − bn + tnζ))
− tnγ

′(an − bn + tnζ)
f(an − bn + tnζ)

tm+1
n exp(γ(an − bn + tnζ))

,

从而有
f ′(an − bn + tnζ)

tmn exp(γ(an − bn + tnζ))
= T ′

n(ζ) + tnγ
′
n(tnζ)Tn(ζ). (3.12)

将 ζ = ζn + ρnξ 代入 (3.12) 得

f ′(an − bn + tnζn + tnρnξ)

tmn exp(γ(an − bn + tnζn + tnρnξ))
= G′

n(ξ) + tnρnγ
′(an − bn + tnζn + tnρnξ)Gn(ξ). (3.13)

对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, R) 内, 有

|γ′(an − bn + tnζn + tnρnξ)| 6 M(|2an|, γ′) 6 exp(|2an|ρ(γ)+(λ−σ(α))/3)

6 exp(|an|σ(α)+(λ−σ(α))/2) = exp(|an|(λ+σ(α))/2).

于是, 在复平面内,

tnγ
′(an − bn + tnζn + tnρnξ) ⇒ 0. (3.14)

记

Un(ξ) :=
f ′(an − bn + tnζn + tnρnξ)− α(an − bn + tnζn + tnρnξ)

tmn exp(γ(an − bn + tnζn + tnρnξ))
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=
f ′(an − bn + tnζn + tnρnξ)

tmn exp(γ(an − bn + tnζn + tnρnξ))
− β(tnζn + tnρnξ)

tmn
. (3.15)

显然, 在复平面内,
β(tnζn + tnρnξ)

tmn
⇒ c = ζm0 . (3.16)

由 (3.11) 和 (3.13)−(3.16) 知, 在 C \G−1(∞) 内, Un(ζ) ⇒ G′(ζ)− c. 由引理的假设条件和 (3.15) 不难

看出, 对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, R) 内, Un(ξ) ̸= 0. 再结合 Hurwitz 定理知, 在

复平面内, 或者 G′(ζ)− c ≡ 0 或者 G′(ζ)− c ̸= 0, 这与引理 3.1 矛盾.

4 定理 1.1 的证明

假设结论不成立,即方程 f ′(z) = α(z)在复平面内根的个数有限.在下文中, ε ∈ (0, (σ(f)−σ(α))/8)

表示一个给定的常数.

由定理 1.1 的假设条件知, 当 |z| 充分大以后,

f ′(z) ̸= α(z),
f ′(z)

α(z)
̸= 1. (4.1)

记 F (z) := f(z)
α(z) . 显然, σ(F ) = σ(f). 因为 α(z) = β(z) exp (γ(z)), 所以,

σ(F ) = σ(f) > σ(α) > σ(exp (γ)) = ρ(γ).

通过简单的计算可得
f ′(z)

α(z)
= F ′(z) + F (z)

(
β′(z)

β(z)
+ γ′(z)

)
. (4.2)

根据引理 3.2, 存在点列 an → ∞ 和正数列 δn → 0 使得

S(∆(an, δn), F ) > exp (|an|σ(f)−ε), F#(an) > exp (|an|σ(f)−ε), δn 6 exp (−|an|σ(f)−ε). (4.3)

设 ω1 和 ω2 为椭圆函数 β(z) 的两个基本周期, P 为椭圆函数 β(z) 的一个基本周期四边形. 显然

存在两个整数 in 和 jn 使得 bn ∈ P, 其中 bn = an − inω1 − jnω2. 不妨假设 bn → b∗ (否则, 选取子列

并重新编号).

不失一般性, 不妨假设 b∗ = 0, ∆ ⊂ P, β(z) = zmβ̂(z), 其中 m 为整数, β̂(0) = 1, 在 ∆ 内, β̂(z)

̸= 0,∞. 为了方便起见, 记

Fn(z) := F (an − bn + z), 其中 z ∈ ∆, (4.4)

fn(z) := f(an − bn + z), αn(z) := α(an − bn + z), γn(z) := γ(an − bn + z), 其中 z ∈ ∆. (4.5)

我们断言:

(a1) 当 n 充分大以后, 在 ∆ 内, f ′
n(z) ̸= αn(z) = β(z) exp (γn(z));

(a2) 当 n 充分大以后, S(∆(bn, δn), Fn) > exp (|an|σ(f)−ε) 和 F#
n (bn) > exp (|an|σ(f)−ε);

(a3) 当 n 充分大以后, 在 ∆ 内, 1 ̸= f ′
n(z)

αn(z)
= F ′

n(z) + Fn(z)(
β′(z)
β(z) + γ′

n(z)).

由 (4.1) 和 (4.5) 知 (a1) 成立. 显然, S(∆(bn, δn), Fn) = S(∆(an, δn), F ), F#
n (bn) = F#(an), 结合 (4.3)

知 (a2) 成立. 将 z = an − bn + z 代入 (4.2), 结合 (4.1) 和 (4.4) 知 (a3) 成立.
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我们断言: β(0) = 0 或 β(0) = ∞. 否则, 假设 β(0) ̸= 0,∞. 显然, 当 n 充分大以后, 在 ∆ 内, Fn

的极点和零点重级均至少为 2. 由 (a2) 和 Marty 定则, {Fn} 在点 0 不正规. 根据引理 2.5 (取 k = 1),

存在点列 zn → 0, {Fn} 的一个子列 (仍然记作 {Fn}), 及正数列 ρn 6 M√
F#

n (bn)
(其中 M 是一个与 n

无关的常数) 使得在复平面内,

Gn(ζ) = ρ−1
n Fn(zn + ρnζ)

χ⇒ G(ζ), (4.6)

其中 G 为复平面内非常数的亚纯函数, 极点和零点重级均至少为 2. 由 (a2) 知, 当 n 充分大以后,

ρn 6 M exp

(
− 1

2
|an|σ(f)−ε

)
6 exp (−|an|σ(f)−2ε). (4.7)

对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, R) 内,

|γ′(an − bn + zn + ρnζ)| 6 M(|2an|, γ′) 6 exp(|2an|ρ(γ)+ε) 6 exp(|an|σ(α)+2ε). (4.8)

由 (4.7) 和 (4.8) 知, 在复平面内,

ρnγ
′(an − bn + zn + ρnζ) ⇒ 0. (4.9)

显然, 在复平面内, β′(zn+ρnζ)
β(zn+ρnζ)

⇒ β′(0)
β(0) , 从而在复平面内,

ρn
β′(zn + ρnζ)

β(zn + ρnζ)
⇒ 0. (4.10)

将 z = zn + ρnζ 代入 (a3) 得

1 ̸= f ′
n(zn + ρnζ)

αn(zn + ρnζ)
= G′

n(ζ) +

[
ρn

β′(zn + ρnζ)

β(zn + ρnζ)
+ ρnγ

′(an − bn + zn + ρnζ)

]
Gn(ζ). (4.11)

由 (4.9)–(4.11) 知, 在 C \G−1(∞) 内,

1 ̸= f ′
n(zn + ρnζ)

αn(zn + ρnζ)
⇒ G′(ζ). (4.12)

根据 Hurwitz 定理, 在复平面内, 或者 G′(ζ) ≡ 1 或者 G′(ζ) ̸= 1, 这与引理 3.1 矛盾.

下一步, 我们讨论 β(0) = 0 和 β(0) = ∞ 的情形.

我们断言: 当 n 充分大以后, bn 6 exp (−|an|σ(f)−3ε). 否则, 选取 {bn} 的子列并重新编号使得对
所有的自然数 n 均有 bn > exp (−|an|σ(f)−3ε). 记

ηn := exp (−|an|σ(f)−2ε) 和 Bn(z) :=
F (an + ηnz)

ηn
=

Fn(bn + ηnz)

ηn
. (4.13)

显然, ηn/bn → 0. 于是, 对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后,

bn + ηnz ∈ ∆, bn + ηnz ̸= 0, 其中 z ∈ ∆(0, R), (4.14)

从而, 在 ∆(0, R) 内, Bn(z) 的极点和零点重数均至少为 2. 由 (a2) 知, 当 n 充分大以后,

B#
n (0) = η2n

|F ′
n(bn)|

η2n + |Fn(bn)|2
> η2n

|F ′
n(bn)|

1 + |Fn(bn)|2
= η2nF

#
n (bn) > exp (|an|σ(f)−2ε). (4.15)
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显然, B#
n (0) → ∞. 根据 Marty 定则, {Bn(z)} 在点 0 不正规. 根据引理 2.4 (取 α = 1), 存在点列

zn → 0, {Bn(z)} 的一个子列 (仍然记作 {Bn(z)}), 及正数列 ρn → 0 使得在复平面内,

Gn(ζ) =
Bn(zn + ρnζ)

ρn
=

Fn(bn + ηn(zn + ρnζ))

ρnηn

χ⇒ G(ζ), (4.16)

其中 G 为复平面内非常数的亚纯函数, 极点和零点重级均至少为 2. 因为 ηn/bn → 0, 所以, 在复平

面内,

ηn
β′(bn+ηn(zn+ρnζ))

β(bn+ηn(zn+ρnζ))
=

m

bn/ηn+zn+ρnζ
+ ηn

β̂′(bn+ηn(zn+ρnζ))

β̂(bn+ηn(zn+ρnζ))
⇒ 0. (4.17)

对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, R) 内,

|γ′(an + ηn(zn + ρnζ))| 6 M(|2an|, γ′) 6 exp(|2an|ρ(γ)+ε) 6 exp(|an|σ(α)+2ε).

于是, 在复平面内,

ηnγ
′(an + ηn(zn + ρnζ)) ⇒ 0. (4.18)

将 z = bn + ηn(zn + ρnζ) 代入 (a3) 得, 当 n 充分大以后,

1 ̸= f ′
n(bn + ηn(zn + ρnζ))

αn(bn + ηn(zn + ρnζ))

= G′
n(ζ) + ρnηn

(
β′(bn + ηn(zn + ρnζ))

β(bn + ηn(zn + ρnζ))
+ γ′(an + ηn(zn + ρnζ))

)
Gn(ζ). (4.19)

由 (4.16)–(4.19) 知, 在 C \G−1(∞) 内,

1 ̸= f ′
n(bn + ηn(zn + ρnζ))

αn(bn + ηn(zn + ρnζ))

χ⇒ G′(ζ).

根据 Hurwitz 定理, 在复平面内, 或者 G′(ζ) ≡ 1 或者 G′(ζ) ̸= 1, 这与引理 3.1 矛盾.

记

σn := exp (−|an|σ(f)−5ε), λn := exp (−|an|σ(f)−6ε),

Sn(z) :=
Fn(z)

z
, Ŝn(z) := Sn(λnz).

(4.20)

我们断言: 当 n 充分大以后,

S(1, Ŝn(z)) > exp (|an|σ(f)−3ε). (4.21)

显然, 当 n 充分大以后, ∆(bn, δn) ⊂ ∆(0, σn), S(∆(0, σn), Fn) > S(∆(bn, δn), Fn). 因为
σn

λn
→ 0, 所以,

当 n 充分大以后,

S

(
1

2
, Fn(λnz)

)
> S

(
σn

λn
, Fn(λnz)

)
= S(σn, Fn(z)) > exp (|an|σ(f)−ε). (4.22)

根据引理 3.3, 当 n 充分大以后,

S

(
1

2
, Fn(λnz)

)
= S

(
1

2
,
Fn(λnz)

z
· z

)
6 S

(
1,

Fn(λnz)

z

)
+ S(1, z) +

log 5− log 2

log 2
. (4.23)
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由 (4.22) 和 (4.23) 知, 当 n 充分大以后,

S

(
1,

Fn(λnz)

z

)
> exp (|an|σ(f)−2ε). (4.24)

由引理 2.7 和 (4.24) 知, 当 n 充分大以后,

S(1, Ŝn(z)) = S

(
1,

Fn(λnz)

λnz

)
> λ2

n S

(
1,

Fn(λnz)

z

)
> exp (|an|σ(f)−3ε).

我们分两种情形讨论.

情形 1 β(0) = 0.

由 (a1) 知, 当 n 充分大以后, fn(0) ̸= 0. 显然, Sn(z) =
Fn(z)

z = fn(z)

zm+1β̂(z) exp (γn(z))
. 因而, 当 n 充

分大以后, Sn(0) = ∞. 不妨假设对所有的自然数 n 均有 fn(0) ̸= 0 和 Sn(0) = ∞ (否则, 选取子列并

重新编号).

记 Dn := {z | |Sn(z)| = 3, |z| 6 2λn}. 我们断言: 当 n 充分大以后, Dn 不是空集. 否则, 选取

{Dn}的子列并重新编号使得对所有的自然数 n均有 Dn 为空集. 因为 Sn(0) = ∞,所以在 ∆(0, 2)内,

|Ŝn(z)| > 3. 于是,

n

(
2,

1

(Ŝn(z)− 1)(Ŝn(z)− 2)(Ŝn(z)− 3)

)
= 0.

根据引理 2.6, 存在 M > 0 使得 S(1, Ŝn(z)) 6 M , 这与 (4.21) 矛盾.

不妨假设对所有的自然数 n 均有 Dn 不是空集 (否则, 选取子列并重新编号). 记

Tn(ζ) :=
fn(tnζ)

tm+1
n exp(γn(tnζ))

= ζm+1β̂(tnζ)Sn(tnζ), (4.25)

其中 tn 为集合 Dn 中模最小的一个元素.

我们断言:

(b1) tn ̸= 0, |tn| 6 2λn;

(b2) 在 ∆ 内, |Sn(tnζ)| > 3 和 Tn(ζ) ̸= 0.

因为 Sn(0) = ∞, 所以 tn ̸= 0. 由 Dn 的定义知, |tn| 6 2λn. 故 (b1) 成立. 因为 tn 为集合 Dn 中模最

小的一个元素, 0 是 Sn(z) 的一个极点, 所以在 ∆ 内, |Sn(tnζ)| > 3. 由 (4.25) 知, 在 ∆′ 内, Tn(ζ) ̸= 0.

由 fn(0) ̸= 0 和 (4.25) 知, Tn(0) ̸= 0. 故 (b2) 成立.

我们断言: {Tn}在复平面内正规. 根据引理 3.4, {Tn}在 C\{0}内正规. 从 {Tn}的任一子列均可
选出一个子列 (仍然记作 {Tn})使得在 C\{0}内, Tn(ζ)

χ⇒ T (ζ). 由 (4.25)知, |T (1)| = limn→∞ |Tn(1)|
= limn→∞ |β̂(tn)Sn(tn)| = 3. 因而, T−1(ζ) 为 C \ {0} 内的亚纯函数. 由 (b2) 和最大模原理知, 在 ∆

内, T−1
n (ζ) ⇒ T−1(ζ), 所以在复平面内, Tn(ζ)

χ⇒ T (ζ). 于是, {Tn} 在复平面内正规.

从 Tn(ζ) 中选取一个子列 (仍然记作 Tn(ζ)) 使得在复平面内 Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ). 由 (4.25) 知, |T (1)|

= limn→∞ |β̂(tn)Sn(tn)| = 3. 因而, T (ζ) 为复平面内的亚纯函数. 显然, T (ζ) 的极点重数至少为 2,

T (ζ) 的零点重数至少为 3.

对于任意给定的 R > 0, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, R) 内, 有

|γ′
n(tnζ)| = |γ′(an − bn + tnζ)| 6 M(|2an|, γ′) 6 exp(|2an|ρ(γ)+ε) 6 exp(|an|σ(α)+2ε).

于是, 在复平面内,

tnγ
′
n(tnζ) ⇒ 0. (4.26)
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通过简单的计算可得

T ′
n(ζ) =

f ′
n(tnζ)

tmn exp(γn(tnζ))
− tnγ

′
n(tnζ)

fn(tnζ)

tm+1
n exp(γn(tnζ))

,

从而, 由 (4.26) 知, 在 C \ T−1(∞) 内,

f ′
n(tnζ)

tmn exp(γn(tnζ))
= T ′

n(ζ) + tnγ
′
n(tnζ)Tn(ζ) ⇒ T ′(ζ). (4.27)

记

Un(ζ) :=
f ′
n(tnζ)− α(tnζ)

tmn exp(γn(tnζ))
=

f ′
n(tnζ)

tmn exp(γn(tnζ))
− β(tnζ)

tmn
. (4.28)

由 (4.27) 和 (4.28) 知, 在 C \ T−1(∞) 内,

Un(ζ) ⇒ T ′(ζ)− ζm. (4.29)

由 (a1) 可以看出, 当 n 充分大以后,

Un(ζ) ̸= 0. (4.30)

由 (4.29)、(4.30) 和 Hurwitz 定理, 在复平面内, 或者 T ′(ζ)− ζm ≡ 0 或者 T ′(ζ)− ζm ̸= 0. 根据定理 B

和引理 2.3, 在复平面内 T ′(ζ)− ζm ≡ 0. 于是, 在复平面内 T (ζ) = ζm+1

m+1 + c, 其中 c为常数. 因为 T (ζ)

的零点重数至少为 3, 所以 c = 0 和 T (ζ) = ζm+1

m+1 , 这与 |T (1)| = 3 矛盾.

情形 2 β(0) = ∞.

情形 2.1 m < −1.

由 (a1) 知, 当 n 充分大以后, fn(0) ̸= ∞. 显然, Sn(z) =
Fn(z)

z = fn(z)

zm+1β̂(z) exp (γn(z))
. 因而, 当 n 充

分大以后, Sn(0) = 0. 不妨假设对所有的自然数 n 均有 fn(0) ̸= ∞ 和 Sn(0) = 0 (否则, 选取子列并重

新编号).

记 Dn := {z | |Sn(z)| = 3, |z| 6 2λn}. 我们断言: 当 n 充分大以后, Dn 不是空集. 否则, 选取

{Dn} 的子列并重新编号使得对所有的自然数 n 均有 Dn 为空集. 因为 Sn(0) = 0, 所以在 ∆(0, 2) 内,

|Ŝn(z)| < 3. 于是,

n

(
2,

1

(Ŝn(z)− 3)(Ŝn(z)− 4)(Ŝn(z)− 5)

)
= 0.

根据引理 2.6, 存在 M > 0 使得 S(1, Ŝn(z)) 6 M , 这与 (4.21) 矛盾.

不妨假设对所有的自然数 n 均有 Dn 不是空集 (否则, 选取子列并重新编号). 记

Tn(ζ) :=
fn(tnζ)

tm+1
n exp(γn(tnζ))

= ζm+1β̂(tnζ)Sn(tnζ), (4.31)

其中 tn 为集合 Dn 中模最小的一个元素.

与情形 1 类似, 我们可以证明

(c1) tn ̸= 0, |tn| 6 2λn;

(c2) 在 ∆ 内, |Sn(tnζ)| 6 3 和 Tn(ζ) ̸= ∞.

我们断言: {Tn} 在复平面内正规. 根据引理 3.4, {Tn} 在 C \ {0} 内正规. 从 {Tn} 的任意子
列均可选出一个子列 (仍然记作 {Tn}) 使得在 C \ {0} 内 Tn(ζ)

χ⇒ T (ζ). 由 (4.31) 知, |T (1)| =

limn→∞ |Tn(1)| = limn→∞ |β̂(tn)Sn(tn)| = 3. 因而, T (ζ) 为 C \ {0} 内的亚纯函数. 由 (c2) 和最大模原

理, 在 ∆ 内 Tn(ζ) ⇒ T (ζ), 所以在复平面内 Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ). 于是, {Tn} 在复平面内正规.
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从 Tn(ζ) 中选取一个子列 (仍然记作 Tn(ζ)) 使得在复平面内 Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ). 由 (4.31) 知, |T (1)|

= limn→∞ |β̂(tn)Sn(tn)| = 3, 因而, T (ζ) 为复平面内的亚纯函数. 显然, T (ζ) 的零点重数至少为 3. 根

据 (c2) 知, 在 ∆ 内 T (z) ̸= ∞.

与情形 1类似,我们可以证明: 在复平面内,或者 T ′(ζ)−ζm ≡ 0或者 T ′(ζ)−ζm ̸= 0. 假设在复平

面内 T ′(ζ)− ζm ≡ 0. 于是, 在复平面内 T (ζ) = 1
(1+m)ζ−m−1 + c, 其中 c为常数. 因为 T (ζ)的零点重数

至少为 3, 所以 c = 0 和 T (ζ) = 1
(1+m)ζ−m−1 , 这与 |T (1)| = 3 矛盾. 因而, 在复平面内 T ′(ζ)− ζm ̸= 0.

因为在 ∆ 内 T (ζ) ̸= ∞, 所以在复平面内 T ′(ζ) ̸= ζm. 根据定理 B 和引理 2.1 知, T (ζ) 是一个常数函

数, 从而 T (ζ) ≡ 3eiθ, 其中 θ 为常数. 于是, 在复平面内,

Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ) = 3eiθ 和 Sn(tnζ) =

Tn(ζ)

ζm+1β̂(tnζ)

χ⇒ 3eiθζ−m−1. (4.32)

记 En := {z | |Sn(z)| = 3, 3|tn| < |z| 6 8λn}. 我们断言: 当 n 充分大以后, En 不是空集. 否则, 选

取 {En} 的子列并重新编号使得对所有的自然数 n 均有 En 为空集. 由 (4.32) 和 Hurwitz 定理知,

n

(
7,

1

(Ŝn(z)− 1)(Ŝn(z)− 2)(Ŝn(z)− 3)

)
= −3(m+ 1).

根据引理 2.6, 存在 M > 0 使得 S(1, Ŝn(z)) 6 M , 这与 (4.21) 矛盾.

不妨假设对所有的自然数 n 均有 En 不是空集 (否则, 选取子列并重新编号). 记

Vn(ζ) :=
fn(rnζ)

rm+1
n exp(γn(rnζ))

= ζm+1β̂(rnζ)Sn(rnζ), (4.33)

其中 rn 为集合 En 中模最小的一个元素.

我们断言:

(d1) |rn| 6 8λn;

(d2) rn
tn

→ ∞;

(d3) 当 n 充分大以后, 在 ∆ 内, Vn(ζ) ̸= 0.

由 En 的定义知, (d1) 成立. 由 (4.32) 和 Hurwitz 定理知, (d2) 成立. 因为在复平面内, Tn(ζ)
χ⇒ 3eiθ,

所以, 当 n 充分大以后, 在 ∆(0, 4|tn|) 内, fn(z) ̸= 0. 由 (4.32) 和 En 的定义知, 当 n 充分大以后, 在

∆(0, |rn|) \∆(0, 3|tn|) 内, |Sn(z)| > 2, 从而, 在 ∆(0, |rn|) \∆(0, 3|tn|) 内, fn(z) ̸= 0. 于是, 当 n 充分大

以后, 在 ∆(0, |rn|) 内, fn(z) ̸= 0. 由 (4.33) 知, (d3) 成立.

我们断言: {Vn} 在复平面内正规. 根据引理 3.4, {Vn} 在 C \ {0} 内正规. 从 {Vn} 的任意
子列均可选出一个子列 (仍然记作 {Vn}) 使得在 C \ {0} 内 Vn(ζ)

χ⇒ V (ζ). 由 (4.33) 知, |V (1)|
= limn→∞ |Vn(1)| = limn→∞ |β̂(rn)Sn(rn)| = 3. 因而, V −1(ζ)为 C\{0}内的亚纯函数. 由 (d3)和最大

模原理, 在 ∆ 内 V −1
n (ζ) ⇒ V −1(ζ), 所以在复平面内, Vn(ζ)

χ⇒ V (ζ). 于是, {Vn(ζ)} 在复平面内正规.

从 Vn(ζ) 中选取一个子列 (仍然记作 Vn(ζ)) 使得在复平面内,

Vn(ζ)
χ⇒ V (ζ). (4.34)

由 (4.33) 知, |V (1)| = limn→∞ |Vn(1)| = limn→∞ |β̂(rn)Sn(rn)| = 3, 因而 V (ζ) 为复平面内的亚纯函数.

与情形 1 类似, 我们可以证明: 在复平面内, 或者 V ′(ζ) − ζm ≡ 0 或者 V ′(ζ) − ζm ̸= 0. 假设

在复平面内 V ′(ζ) − ζm ≡ 0. 于是, 在复平面内, V (ζ) = 1
(1+m)ζ−m−1 + c, 其中 c 为常数. 显然, V (ζ)

367



杨拍等: 涉及超级亚纯函数的一个 Picard 型定理

的零点重数至少为 3, 所以 c = 0 和 V (ζ) = 1
(1+m)ζ−m−1 , 这与 |V (1)| = 3 矛盾. 因而, 在复平面内,

V ′(ζ)− ζm ̸= 0.

通过简单的计算可得

f ′
n(rnζ)

rmn exp(γn(rnζ))
= V ′

n(ζ) + rnγ
′
n(rnζ)Vn(ζ). (4.35)

与引理 3.4 证明中的方法类似, 我们可以得到: 在复平面内,

rnγ
′
n(rnζ) ⇒ 0. (4.36)

由 (4.35) 和 (4.36) 知, 在 C \ V −1(∞) 内,

f ′
n(rnζ)− αn(rnζ)

rmn exp(γn(rnζ))
=

f ′
n(rnζ)

rmn exp(γn(rnζ))
− ζmβ̂n(rnζ) ⇒ V ′(ζ)− ζm. (4.37)

由 (a1) 知, 当 n 充分大以后,
f ′
n(rnζ)− αn(rnζ)

rmn exp(γn(rnζ))
̸= 0. (4.38)

由 (4.38) 和最大模原理, 在复平面内,

Ln(ζ) =

[
f ′
n(rnζ)− αn(rnζ)

rmn exp(γn(rnζ))

]−1

⇒ L(ζ) = [V ′(ζ)− ζm]−1. (4.39)

显然, V ′(ζ)− ζm 是复平面内的亚纯函数, 所以在复平面内, L(ζ) ̸≡ 0. 由 (4.31)、(4.33) 和 (d2) 知,

V (0) = lim
n→∞

Vn(0) = lim
n→∞

fn(0)

rm+1
n exp(γn(0))

= lim
n→∞

Tn(0)

(
rn
tn

)−m−1

= ∞.

设 0 为 V (ζ) 的一个 k 级极点. 由 (4.34) 和 Hurwitz 定理, Vn(ζ) 有 k 个极点 (计算重数) ζi → 0

(i = 1, 2, . . . , k). 由 (4.33) 知, fn(rnζ) 有 k 个极点 (计算重数) ζi → 0. 由 (a1) 知, 当 n 充分大以后,

fn(0) ̸= ∞. 因而, ζi ̸= 0 (i = 1, 2, . . . , k). 由 (4.39) 知, 当 n 充分大以后, Ln(ζ) 至少有 k + 1 个零

点 ζi → 0 和一个 −m 级零点 ζ = 0. 根据 Hurwitz 定理, 0 为 L(ζ) 的一个零点且零点重数至少为

k + 1 −m. 另一方面, 因为 0 为 V (ζ) 的一个 k 级极点以及 0 为 ζm 的一个 −m 级极点, 所以, 0 为

L(ζ) 的一个重数至多为 max{k + 1,−m} 的零点. 因而, k + 1−m 6 max{k + 1,−m}, 矛盾.

情形 2.2 m = −1.

不妨假设 Sn(0) → c0 (否则, 选取子列并重新编号), 其中 c0 为有穷复数或者 c0 = ∞.

情形 2.2.1 c0 为有穷复数. 记 Dn := {z | |Sn(z)| = |c0| + 3, |z| 6 2λn}. 我们断言: 当 n 充分大

以后, Dn 不是空集. 否则, 选取 {Dn} 的子列并重新编号使得对所有的自然数 n 均有 Dn 为空集且

|Sn(0)− c0| < 1. 因为 Sn(0) → c0, 所以在 ∆(0, 2) 内, |Ŝn(z)| < |c0|+ 3. 于是,

n

(
2,

1

(Ŝn(z)− |c0| − 3)(Ŝn(z)− |c0| − 4)(Ŝn(z)− |c0| − 5)

)
= 0.

根据引理 2.6, 存在 M > 0 使得 S(1, Ŝn(z)) 6 M , 这与 (4.21) 矛盾.

不妨假设对所有的自然数 n 均有 Dn 不是空集且 |Sn(0) − c0| < 1 (否则, 选取子列并重新编

号). 记

Tn(ζ) :=
fn(tnζ)

exp(γn(tnζ))
= β̂(tnζ)Sn(tnζ), (4.40)
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其中 tn 为集合 Dn 中模最小的一个元素.

与情形 1 类似, 我们可以证明

(e1) tn ̸= 0, |tn| 6 2λn;

(e2) 在 ∆ 内, |Sn(tnζ)| 6 |c0|+ 3 和 Tn(ζ) ̸= ∞.

与情形 2.1 类似, 我们可以证明: {Tn(ζ)} 在复平面内正规. 从 Tn(ζ) 中选取一个子列 (仍然记作

Tn(ζ)) 使得在复平面内, Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ). 由 (4.40) 知,

|T (1)| = lim
n→∞

|Tn(1)| = lim
n→∞

|β̂(tn)Sn(tn)| = |c0|+ 3,

T (0) = lim
n→∞

Tn(0) = lim
n→∞

β̂(0)Sn(0) = c0.

因而, T (ζ) 为复平面内非常数的亚纯函数. 显然, T (ζ) 的零点重数至少为 3.

与情形 1 类似, 我们可以证明: 在复平面内, 或者 T ′(ζ) − ζ−1 ≡ 0 或者 T ′(ζ) − ζ−1 ≠ 0. 如果在

复平面内 T ′(ζ)− ζ−1 ≡ 0, 那么 T (ζ) 是一个多值函数, 矛盾. 因而, 在复平面内 T ′(ζ)− ζ−1 ̸= 0. 又因

为 T (0) = c0, 所以在复平面内, T ′(ζ) ̸= ζ−1. 根据定理 B 和引理 2.1, T (ζ) 是一个常数函数, 矛盾.

情形 2.2.2 c0 = ∞. 记 Dn := {z | |Sn(z)| = 3, |z| 6 2λn}. 我们断言: 当 n 充分大以后, Dn 不是

空集. 否则, 选取 {Dn} 的子列并重新编号使得对所有的自然数 n 均有 Dn 为空集且 |Sn(0)| > 4. 因

为 Sn(0) → ∞, 所以在 ∆(0, 2) 内, |Ŝn(z)| > 3. 于是,

n

(
2,

1

(Ŝn(z)− 1)(Ŝn(z)− 2)(Ŝn(z)− 3)

)
= 0.

根据引理 2.6, 存在 M > 0 使得 S(1, Ŝn(z)) 6 M , 这与 (4.21) 矛盾.

不妨假设对所有的自然数 n 均有 Dn 不是空集且 |Sn(0)| > 4 (否则, 选取子列并重新编号). 记

Tn(ζ) :=
fn(tnζ)

exp(γn(tnζ))
= β̂(tnζ)Sn(tnζ), (4.41)

其中 tn 为集合 Dn 中模最小的一个元素.

我们断言:

(f1) tn ̸= 0, |tn| 6 2λn;

(f2) 在 ∆ 内, |Sn(tnζ)| > 3 和 Tn(ζ) ≠ 0.

因为 |Sn(0)| > 4, 所以 tn ̸= 0. 由 Dn 的定义结合 |Sn(0)| > 4 知, |tn| 6 2λn, 在 ∆ 内 |Sn(tnζ)| > 3.

由 (4.41) 知, 在 ∆ 内 Tn(ζ) ̸= 0.

与情形 1 类似, 我们可以证明: {Tn(ζ)} 在复平面内正规. 从 Tn(ζ) 中选取一个子列 (仍然记作

Tn(ζ)) 使得在复平面内 Tn(ζ)
χ⇒ T (ζ). 由 (4.41) 知,

|T (1)| = lim
n→∞

|Tn(1)| = lim
n→∞

|β̂(tn)Sn(tn)| = 3,

T (0) = lim
n→∞

Tn(0) = lim
n→∞

β̂(0)Sn(0) = ∞.

因而, T (ζ) 为复平面内非常数的亚纯函数. 显然, T (ζ) 的零点重数至少为 3.

与情形 1 类似, 我们可以证明: 在复平面内, 或者 T ′(ζ) − ζ−1 ≡ 0 或者 T ′(ζ) − ζ−1 ≠ 0. 如果在

复平面内 T ′(ζ)− ζ−1 ≡ 0, 那么 T (ζ) 是一个多值函数, 矛盾. 因而, 在复平面内 T ′(ζ)− ζ−1 ̸= 0. 与情

形 2.1 类似, 我们可以推导出矛盾.
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5 结论与讨论

本文利用亚纯函数正规族理论证明了一个 Picard 型定理 (即定理 1.1). 然而遗憾的是, 本文作者

依然不清楚定理 1.1中 f(z)的极点重数至少为 2这一个条件是否是必要的. 另一个遗憾的是,定理 1.1

中 α(z)是 f(z)的一类性质非常特殊的小函数,这是因为 α(z)的零点在复平面内的分布非常均匀. 事

实上, 我们最终要解决的是下述一般性问题:

设 f(z) 为复平面内的超越亚纯函数, α(z) ( ̸≡ 0) 为 f(z) 的小函数, 则 f ′(z)− α(z) 在复平面内是

否必定有无穷多个根零点?

上述问题的研究仍没有突破性的进展,我们将这个问题明确提出来的目的是希望引起更专业人士

的关注, 并积极热情地投入到此问题的研究中来.

致谢 感谢审稿人的仔细审稿与有益意见.
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A Picard type theorem concerning meromorphic functions of

hyper-order
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Abstract Let f(z) be a meromorphic function in the complex plane, whose poles are multiple and whose zeros

have multiplicity at least 3. Set α(z) := β(z) exp (γ(z)), where β(z) is a nonconstant elliptic function and γ(z)

is an entire function. In this paper, we prove that if σ(f(z)) > σ(α(z)), then f ′(z) = α(z) has infinitely many

solutions.
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