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摘要 内点方法是求解不等式约束优化的一类重要和有效的方法, 而经典增广 Lagrange 函数方法是

求解等式约束优化和凸优化的有效方法. 最近的研究表明, 结合内点技术的增广 Lagrange 函数具有

很好的高阶光滑性质, 并能够保持优化问题的凸性. 因此该函数既能够用于有效求解非凸优化, 也能

够用于有效求解凸优化问题. 本文综述近年来我们关于内点增广 Lagrange 函数方法的系列研究进展,

并对下一步的研究方向进行展望.
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1 引言

考虑一般约束优化

min
x∈Rn

f(x)

s.t. h(x) = 0,

g(x) > 0,

(1.1)

其中 f : Rn → R, h : Rn → Rp, g : Rn → Rm 是 Rn 上的二次连续可微函数, n > 0, p > 0, m > 0 是正

整数. 另外, p = 0 表明 (1.1) 没有等式约束只有不等式约束, m = 0 表明 (1.1) 是等式约束优化问题.

这里的 “一般” 是指除可微性外对函数的结构和性质 (如线性性和凸性) 没有特别的要求, 因此其理论

和方法可应用于非凸优化和凸优化. 需要特别指出的是, 作为国内非线性优化研究的先驱之一, 韩继
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业教授在涉及非线性规划、不可微优化、变分不等式与互补问题、双层规划、半定规划和组合优化等

的运筹学领域作出了突出贡献. 在韩继业教授 90 寿辰来临之际, 祝他健康长寿, 继续为中国运筹学事

业作出更大贡献.

增广 Lagrange 函数首先分别由 Hestenes [11] 和 Powell [22] 为求解等式约束优化独立提出, 然后由

Rockafellar [24–26] 扩展到了凸优化. 具体地, 通过在 (1.1) 中引进松弛变量 s ∈ Rm
+ , 可得到一个具有非

负约束和等式约束的等价的优化问题

min
x∈Rn,s∈Rm

f(x)

s.t. h(x) = 0,

g(x)− s = 0, s > 0.

(1.2)

然后基于问题 (1.2), 利用等式约束优化的增广 Lagrange 函数将 (1.1) 转化为

min
x∈Rn,s∈Rm

f(x)− λTh(x)− µT(g(x)− s) +
1

2
ρ∥h(x)∥2 + 1

2
ρ∥g(x)− s∥2

s.t. s > 0,

(1.3)

其中 ρ > 0 是罚参数, λ ∈ Rp 和 µ ∈ Rm 分别为对应于等式和不等式约束的 Lagrange 乘子估计. 经过

简单的计算, (1.3) 可以等价地化简为无约束优化

min
x∈Rn

LA(x, λ, µ; ρ) , f(x)− λTh(x) +
1

2
ρ∥h(x)∥2 +

m∑
i=1

ϕi(x, µi; ρ), (1.4)

其中

ϕi(x, µi; ρ) =


−µigi(x) +

1

2
ρgi(x)

2, 若 ρgi(x) 6 µi,

−1

2

µ2
i

ρ
, 否则.

显然, 由于最后一项的存在, (1.4) 中的目标函数 LA(x, λ, µ; ρ) 只是关于 x 的一阶光滑函数, 但不是二

阶光滑的函数. 它是分片二阶光滑函数. 它的梯度是半光滑函数, 并在适当条件下可以是强半光滑函

数 (参见文献 [23]).

内点方法在求解线性优化中取得了巨大成功,受到了国际上优化专家甚至社会领域工作者的广泛

关注 (参见文献 [10,12,20,27,31]), 纽约时报在 1984 年还为此专门发布了一条消息. 人们很快发现, 内

点方法的思想可以追溯到早期的约束优化的对数障碍方法 [21]. 自 20 世纪 80 年代中期以来的三十多

年里,人们对线性和非线性优化的内点方法开展了广泛的研究,并在凸优化领域取得了显著的进展,极

大促进了优化算法与理论的发展 [19]. 然而, 相对于凸优化, 内点方法在非凸优化领域的进展较为有限

(参见文献 [20, 27]). 对应于优化问题 (1.2) 的对数障碍问题是

min
x∈Rn,s∈Rm

f(x)−
m∑
i=1

ξ ln si

s.t. h(x) = 0, g(x)− s = 0,

(1.5)

其中 ξ > 0 是障碍参数, 且目标函数只在 s > 0 时才有意义. 注意到优化问题 (1.5) 是等式约束优化,

因此可以写出它的增广 Lagrange 函数, 并将它转化为下列无约束优化:

min
x∈Rn,s∈Rm

f(x)−
m∑
i=1

ξ ln si − λTh(x)− µT(g(x)− s) +
1

2
ρ∥h(x)∥2 + 1

2
ρ∥g(x)− s∥2. (1.6)
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通过按分量逐个计算它关于 si 极小, 可进一步将它等价地简化为

min
x∈Rn

LB(x, λ, µ; ρ, ξ) , f(x)− λTh(x) +
1

2
ρ∥h(x)∥2 +

m∑
i=1

ψi(x, µi; ρ, ξ), (1.7)

其中

ψi(x, µi; ρ, ξ) = −ξ ln si(x, µi; ρ, ξ)− µi(gi(x)− si(x, µi; ρ, ξ)) +
1

2
ρ(gi(x)− si(x, µi; ρ, ξ))

2,

这里

si(x, µi; ρ, ξ) =
1

2

[√(
gi(x)−

µi

ρ

)2

+ 4
ξ

ρ
+

(
gi(x)−

µi

ρ

)]
.

由于当 ξ > 0 时 si(x, µi; ρ, ξ) 和 ψi(x, µi; ρ, ξ) 均为 x 的二阶光滑函数, 且当 ξ = 0 时 si(x, µi; ρ, ξ) =

max{0, gi(x)−µi

ρ }和 ψi(x, µi; ρ, ξ) = ϕi(x, µi; ρ),因此 ψi(x, µi; ρ, ξ)实际上是非二阶光滑函数 ϕi(x, µi; ρ)

的一种基于内点的高阶光滑化函数, 其中 ξ > 0 既是内点方法的对数障碍参数, 也是非二阶光滑函数

的光滑化参数.

称函数 LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 为内点增广 Lagrange 函数. 它除了依赖于原始变量 x 和对偶变量 λ 和 µ

以外,还依赖于罚参数 ρ和光滑化参数 ξ. 我们关于非线性约束优化内点增广 Lagrange函数方法的研

究正是基于将原问题 (1.1) 转化为求解极大极小问题

min
x∈Rn

max
λ∈Rp,µ∈Rm

LB(x, λ, µ; ρ, ξ) (1.8)

提出的. 在求解问题 (1.8) 的过程中, 我们需要根据迭代点处的函数和梯度值信息逐步修正罚参数和

光滑化参数, 并在光滑化参数靠近零时终止我们的算法.

本文余下内容的结构如下. 第 2节给出内点增广 Lagrange函数 LB(x, λ, µ; ρ, ξ)的分析性质,包括

它的一阶和二阶可微性,以及它对应的极大极小问题 (1.8)与优化问题 (1.1)和 (1.5)的解的关系.第 3

节给出一个求解非凸约束优化的内点松弛方法及其收敛性结果.第 4节给出求解非凸约束优化的一个

交替极小化方法. 然后在第 5 节给出内点增广 Lagrange 函数在求解半定规划、二阶锥规划和线性规

划等凸优化中的应用. 第 6 节给出本文的结论, 并在最后指出下一步可能的研究方向.

本文中使用的符号均为常用的符号, 所有的向量均为列向量. 特别地, ∥ · ∥ 表示 l2- 范数, 下标 i

表示一个向量函数的第 i 个分量函数, 或者是一个向量的第 i 个分量, 下标 k 表示与第 k 次迭代有

关. 矩阵或者向量的转置用上标 T 表示. 符号 ◦ 表示两个向量的 Hadamard 积. 除第 5.2 小节外, e 表

示所有分量为 1 的向量. 为简单起见, 将形式为 (xT, yT, zT)T 的向量简记为 (x, y, z), 记 fk = f(xk),

si = si(x, µi; ρ, ξ), ski = si(xk, µki; ρ, ξk), sk = (ski, i = 1, . . . ,m).

2 内点增广 Lagrange 函数的基本性质

本节的结论可在文献 [14] 或者 [16] 中找到, 或者与其中相关的结论类似地证明.

引理 2.1 (可微性) 给定 ρ > 0 和 ξ > 0. 如果 f : Rn → R, h : Rn → Rp 和 g : Rn → Rm 均在

Rn 上二次连续可微, 则

(1) LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 是关于 x 的二次连续可微函数, 且

∇xLB(x, λ, µ; ρ, ξ) = ∇f(x)−∇h(x)(λ− ρh(x))− ρ∇g(x)z, (2.1)

537



刘新为等: 约束优化的内点增广 Lagrange 函数方法

∇2
xxLB(x, λ, µ; ρ, ξ) =

(
∇2f(x)−

p∑
i=1

(λi − ρhi(x))∇2hi(x)−
m∑
i=1

ρzi∇2gi(x)

)

+

m∑
i=1

ρ∇hi(x)∇hi(x)T +

m∑
i=1

ρ
zi

si + zi
∇gi(x)∇gi(x)T, (2.2)

其中

zi =
1

2

[√(
gi(x)−

µi

ρ

)2

+ 4
ξ

ρ
−
(
gi(x)−

µi

ρ

)]
,

满足 ρz = µ− ρg(x) + ρs;

(2) LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 是关于 λ 和 µ 的二次连续可微函数, 且

∇λLB(x, λ, µ, ρ, ξ) = −h(x), ∇2
λλLB(x, λ, µ; ρ, ξ) = 0, (2.3)

∇µLB(x, λ, µ; ρ, ξ) = s− g(x), ∇2
µµLB(x, λ, µ; ρ, ξ) = −1

ρ
(S + Z)−1S, (2.4)

其中 S = diag(s) 和 Z = diag(z) 是对角矩阵.

引理 2.2 (凸性) 给定 ρ > 0 和 ξ > 0.

(1)若 f 和 −gi (i = 1, . . . ,m)均为 Rn上的凸函数, hi (i = 1, . . . , p)为仿射函数,则 LB(x, λ, µ; ρ, ξ)

是关于 x 在 Rn 上的凸函数;

(2) LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 是关于 λ 的线性函数, 也是关于 µ 的严格凹函数.

引理 2.3 (稳定性) 下列结论成立:

(1) 给定 ξ > 0 和 ρ > 0, 令 (x∗, λ∗, µ∗) ∈ Rn × Rp × Rm 是极大极小问题 (1.8) 的一个局部解 (也

就是一个鞍点), 则

∇f(x∗)−∇h(x∗)λ∗ −∇g(x∗)µ∗ = 0, (2.5)

h(x∗) = 0, (2.6)

g(x∗)− s∗ = 0, (2.7)

其中 s∗ = (s∗i , i = 1, . . . ,m), 且

s∗i =
1

2

[√(
gi(x∗)−

µ∗
i

ρ

)2

+ 4
ξ

ρ
+

(
gi(x

∗)− µ∗
i

ρ

)]
;

(2) 若 (x∗, λ∗, µ∗) 满足方程组 (2.5)–(2.7), 且 ξ = 0 和 ρ > 0, 则 (x∗, λ∗, µ∗) 是原始优化问题 (1.1)

的一个 KKT 对.

注意到 s 是 x 和 µ 的函数, 并依赖于参数 ξ 和 ρ. 称满足方程组

∇f(x)−∇h(x)λ−∇g(x)µ = 0, h(x) = 0, g(x)− s(x, µ; ρ, ξ) = 0

的点 (x, λ, µ) 为极大极小问题 (1.8) 的稳定点.

引理 2.4 (等价性) 给定 ξ > 0 和 ρ > 0, 则 (x∗, λ∗, µ∗) 是极大极小问题 (1.8) 的稳定点当且仅

当 s∗ = g(x∗), µ∗ = ξ(S∗)−1e, 且 ((x∗, s∗), (λ∗, µ∗)) 是对数障碍问题 (1.5) 的 KKT 对.

定理 2.1 (最优性) 令 x∗ 是原问题 (1.1) 的一个局部极小点, 在 x∗ 处线性无关约束规范条件

满足, 且存在 λ∗ ∈ Rp 和 µ∗ ∈ Rm
+ 使得 (x∗, λ∗, µ∗) 满足问题 (1.1) 的二阶最优性充分条件. 那么对于

λ = λ∗ 和 µ = µ∗, 存在常数 ρ̃ > 0 使得对所有 ρ > ρ̃ 及充分小的 ξ > 0, x∗ 是内点增广 Lagrange 函数

LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 的一个
√
ρξ- 近似严格局部极小.
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3 一个原始对偶内点松弛方法及收敛性

由引理 2.4, 如果每次迭代近似精确求解问题 (1.8), 则它与现有的许多非线性优化的原始对偶内

点方法 [5, 6, 17,18,28–30] 类似. 本节提出的算法每次迭代对给定的参数仅求解问题 (1.8) 一个拟 Newton

步, 然后自适应地修正罚参数和对数障碍参数. 它与经典非线性优化原始对偶内点方法的其他显著区

别在于, 在充分靠近解之前对偶迭代 µk 不必是正的.

定义残差函数

ϕ(ξ,ρ)(x, λ, µ) =
1

2
∥∇f(x)−∇h(x)λ−∇g(x)µ∥2 + 1

2
∥h(x)∥2 + 1

2
∥g(x)− s(x, µ; ρ, ξ)∥2.

下面给出基于求解极大极小问题 (1.8) 的原始对偶内点松弛方法 (见算法 1).

算法 1 求解非线性约束优化 (1.1) 的原始对偶内点松弛方法

给定 (x0, λ0, µ0) ∈ Rn+p+m, B0 ∈ Rn×n, ρ0 > 0, η > 1, γ0, δ, τ, σ ∈ (0, 1), ϵ > 0.

选择 ξ0 > 0 使得 ξ0 6 max{ηϕ(ξ0,ρ0)(x0, λ0, µ0), ϵ}. 令 γ = min{γ0, ξ0/ϕ(ξ0,ρ0)(x0, λ0, µ0)}.
对于 k = 0, 1, . . . , 如果 ξk 6 ϵ 且 ϕ(ξk,ρk)

(xk, λk, µk) 6 ϵ, 算法终止. 否则,

步 1. 计算 ∆ξk = −ξk + γϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk);

步 2. 计算 sk = s(xk, µk; ρk, ξk) 和 zk = 1
ρk

(µk − g(xk) + sk), 令 Sk = diag(sk) 和 Zk = diag(zk), 解线性方程组
Bk −∇h(xk) −∇g(xk)

∇h(xk)
T 0 0

(Sk + Zk)
−1Zk∇g(xk)

T 0 1
ρk

(Sk + Zk)
−1Sk



dx

dλ

dµ

 =


−rdk

−rhk

−rek + 1
ρk

∆ξk(Sk + Zk)
−1e


得出 dk = (dxk, dλk, dµk), 其中

rdk = ∇f(xk)−∇h(xk)λk −∇g(xk)µk, rhk = h(xk), rek = g(xk)− sk;

步 3. 选择步长 αk ∈ (0, 1] 是 {1, δ, δ2, . . .} 的最大数使得

ϕ(ξk+αk∆ξk,ρk)
(xk + αkdxk, λk + αkdλk, µk + αkdµk) 6 (1− 2ταk)ϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk); (3.1)

步 4. 令 ξk+1 = ξk + αk∆ξk, xk+1 = xk + αkdxk, µk+1 = µk + αkdµk, λk+1 = λk + αkdλk;

步 5. 修正 ρk为 ρk+1 = max{ρk, σ∥µk+1∥∞/max(∥xk+1∥, 1)},从 {1, η−1, η−2, . . .}中选择最大数 σ′使得 ξ′k+1 = σ′ξk+1

满足 ξ′k+1 6 max{ηϕ(ξ′
k+1

,ρk+1)
(xk+1, λk+1, µk+1), ϵ}, 令

ξk+1 = ξ′k+1, γ = min{γ0, ξk+1/ϕ(ξk+1,ρk+1)
(xk+1, λk+1, µk+1)};

步 6. 修正 Bk 为 Bk+1.

注 3.1 对某个点 (xk, λk, µk) 及参数 ρk > 0, 可能有 ξ > ηϕ(ξ,ρk)(xk, λk, µk) 对所有 ξ > 0 成

立. 可以证明, 在这种情形下, (xk, λk, µk) 是原问题 (1.1) 的一个 KKT 对. 因此, 不失一般性, 假定

ξk 6 ηϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk) 对所有 k > 0 成立.

本节的收敛性理论主要来源于文献 [14]. 为了保证算法 1 是可运行的, 除了目标函数 f 和约束函

数 h 及 g 的连续可微性假设外, 我们还需要下列关于迭代点的一般性假设.

假设 3.1 假定对每个 k > 0, 在 (xk, λk, µk) 点处下列条件成立:

(1) Jacobi 矩阵 ∇h(xk) 是列满秩的;

(2) 对称矩阵 Bk +
∑m

i=1
ρ2
k

ξk
zki∇gi(xk)∇gi(xk)T 在零空间 {dx : ∇h(xk)Tdx = 0} 上是正定的.

在满足假设 3.1 条件下, 若取 ϵ = 0, 则算法 1 将产生一个无穷序列 {(xk, λk, µk)}. 为了建立其全
局收敛性结果, 需要进一步加强假设 3.1.
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假设 3.2 假定下列条件成立:

(1) 序列 {xk} ⊆ Ω, 其中 Ω 是 Rn 上的一个有界开子集;

(2) 矩阵 ∇h(xk) 是对所有 k > 0 都是列满秩的;

(3)矩阵序列 {Bk}是有界的,且存在常数 χ > 0使得对所有 k > 0及 {dx : ∇h(xk)Tdx = 0},都有

dTx

(
Bk +

m∑
i=1

ρ2k
ξk
zki∇gi(xk)∇gi(xk)T

)
dx > χ∥dx∥2.

定理 3.1 在假设 3.2 成立条件下, 如果对充分大的 k, ρk 保持不变, 则下列结论之一成立:

(1) 对某个 k > 0 和所有 ξ > 0, 有 ξ > ηϕ(ξ,ρk)(xk, λk, µk), (xk, λk, sk) 是原问题 (1.1) 的一个

KKT 对;

(2) 对所有充分大的 k, ξk 6 ηϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk), 且 {ϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk)} 单调下降, 则

ϕ(ξk,ρk)(xk, λk, µk) → 0, ξk → 0, 当 k → ∞ 时,

即无穷序列 {(xk, λk, µk)} 的每个聚点都是原问题 (1.1) 的 KKT 对.

为了分析局部收敛性,需要下列更强的假设,其中 (3), (4)和 (5)分别对应于线性无关约束规范条

件、严格互补松弛条件和强二阶充分条件. 这些假设对于非线性约束优化算法的局部收敛性分析是标

准的, 但对算法作适当的修改后可以适当地放松. 为简单起见, 我们对此不作更多的讨论.

假设 3.3 假定下列条件成立:

(1) 当 k → ∞ 时, (xk, λk, µk) → (x∗, λ∗, µ∗) 和 ξk → 0;

(2) 函数 f , h 和 g 在 x∗ 的某个邻域里二次 Lipschitz 连续可微;

(3) 积极约束梯度向量 ∇hi(x∗) (i = 1, . . . , p) 和 ∇gi(x∗) (i ∈ {i = 1, . . . ,m : gi(x
∗) = 0}) 线性

无关;

(4) 等式 g(x∗) + µ∗ > 0 成立;

(5) 对所有非零向量 d ∈ {d : ∇h(x∗)Td = 0, ∇gi(x∗)Td = 0, i ∈ {i = 1, . . . ,m : gi(x
∗) = 0}},

Hessian 矩阵 B∗ 满足 dTB∗d > 0, 其中

B∗ = ∇2f(x∗)−
p∑

i=1

λ∗i∇2hi(x
∗)−

m∑
i=1

µ∗
i∇2gi(x

∗).

为简单起见, 令 wk = (xk, λk, µk), w
∗ = (x∗, λ∗, µ∗).

定理 3.2 在假设 3.3成立的条件下,存在充分小的数 ϵ > 0,使得对所有 (ξk, wk) ∈ {(ξ, w) ∈ R++

×Rn+p+m : ∥(ξ, w)− (0, w∗)∥ < ϵ}, 下列结论成立:

(1) 如果对每个 dx ∈ Rn 有 ∥(Bk −B∗)dx∥ = O(∥dx∥2), 则

∥(ξk, wk) + (∆ξk, dk)− (0, w∗)∥ = O(∥(ξk, wk)− (0, w∗)∥2),

即 (∆ξk, dk) 是一个二阶收敛步;

(2) 如果对每个 dx ∈ Rn 有 ∥(Bk −B∗)dx∥ = o(∥dx∥), 则

∥(ξk, wk) + (∆ξk, dk)− (0, w∗)∥ = o(∥(ξk, wk)− (0, w∗)∥).

它表明 (∆ξk, dk) 是一个超线性收敛步.
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定理 3.3 在假设 3.3成立条件下,如果对每个 dx ∈ Rn有 ∥(Bk−B∗)dx∥ = O(∥dx∥2),且 τ < 1/2,

则 ξk+1 = ξk, 或者 ξk+1 = γ0ϕ(ξk,ρ∗)(wk), 且 xk+1 = xk + dxk, µk+1 = µk + dµk, λk+1 = λk + dλk 对所

有充分大的 k 成立, 以及 ∥wk+1 − w∗∥ = O(∥wk − w∗∥2).
算法 1 已被应用于求解二次凸优化 (含线性优化) 并被证明是有效的 (参见文献 [33]).

4 一个交替极小化内点方法

与极大极小问题 (1.8) 相对应, 考虑极小极大问题

max
λ∈Rp,µ∈Rm

min
x∈Rn

LB(x, λ, µ; ρ, ξ), (4.1)

并称其为问题 (1.8) 的对偶问题. 由弱对偶定理可知, 问题 (1.8) 与 (4.1) 满足下列关系:

max
λ∈Rp,µ∈Rm

min
x∈Rn

LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 6 min
x∈Rn

max
λ∈Rp,µ∈Rm

LB(x, λ, µ; ρ, ξ).

基于求解问题 (4.1), Liu 等 [16] 提出了求解问题 (1.1) 的交替极小化方法, 也称为内点增广 Lagrange

乘子方法 (见算法 2).

算法 2 求解非线性约束优化 (1.1) 的交替极小化方法

给定 (x0, λ0, µ0) ∈ Rn+p+m, ξ0 ∈ (0, 1), ρ0 ∈ [1,∞), γ ∈ (0, 1), ϵ ∈ (0, µ0). 计算 KKT 方程残差

Edual
0 =

1

ρ0
∥∇f(x0)−∇h(x0)λ0 −∇g(x0)µ0∥∞,

Ecompl
0 =

1

ρ0
∥µ0 ◦ g(x0)∥∞, Efeas

0 = ∥(h(x0),max{0,−g(x0)})∥∞,

以及不可行稳定性残差度量

Eifs
0 = ∥∇h(x0)h(x0) +∇g(x0)max{0,−g(x0)}∥∞.

对于 k = 0, 1, . . . , 如果 max{Edual
k , Ecompl

k , Efeas
k } < ϵ, 或者 Efeas

k > ϵ 且 Eifs
k < ϵ, 终止算法. 否则, 循环计算步 1–4.

步 1 (得到原始变量估计). 对给定的 λk ∈ Rm 及参数 µk 和 ρk, 以 xk 为初始点, 寻找光滑无约束优化

minx
1

ρk
LB(x, λk, µk; ρk, ξk) (4.2)

的近似解 xk+1 直到满足

∥∇xLB(xk+1, λk, µk; ρk, ξk)∥∞ (= ∥∇f(xk+1)−∇h(xk+1)λ̂k+1 − ρk∇g(xk+1)ẑk+1∥∞)

6 0.95max{ρkϵ, ρ
(1−γ)
k ξk}, (4.3)

其中 ẑk+1 = z(xk+1, µk; ρk, ξk), λ̂k+1 = λk − h(xk+1).

步 2 (得到对偶变量估计). 计算 ŝk+1 = s(xk+1, µk; ρk, ξk). 令

µ̃k+1 = ρk ẑk+1 (= µk + ρk(ŝk+1 − g(xk+1))). (4.4)

步 3 (修正参数). 计算 s̃k+1 = s(xk+1, µ̃k+1; ρk, ξk). 令 r̃k+1 = ∥s̃k+1 − g(xk+1)∥∞.若 r̃k+1 > 0.95ξk 或者 ∥h(xk+1)∥∞
> 0.95∥h(xk)∥∞, 则取 ρk+1 > 2ρk, ξk+1 = ξk 及 µk+1 = µk, λk+1 = λk; 否则, 令 ξk+1 6 0.1ξk, ρk+1 = max{ρk, ∥(λ̂k+1,

µ̃k+1)∥∞} 及 µk+1 = µ̃k+1, λk+1 = λ̂k+1.

步 4 (计算残差). 计算 sk+1 = s(xk+1, µk+1; ρk+1, ξk+1), rk+1 = ∥sk+1 − g(xk+1)∥∞, 以及

Edual
k+1 =

1

ρk+1
∥∇f(xk+1)−∇h(xk+1)λk+1 −∇g(xk+1)µk+1∥∞, Ecompl

k+1 =
1

ρk+1
∥µk+1 ◦ g(xk+1)∥∞,

Efeas
k+1 = ∥(h(xk+1),max{0,−g(xk+1)})∥∞, Eifs

k+1 = ∥∇h(xk+1)h(xk+1) +∇g(xk+1)max{0,−g(xk+1)}∥∞.
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注 4.1 由于我们不预先假定极小化子问题 (4.2) 总是可达到最优解的, 也不假定保证极小化子

问题 (4.2) 是可解的任何充分条件, 算法 2 可在极小化子问题 (4.2) 时终止. 对任意给定的 λk, µk, ξk

和 ρk, 考虑用线搜索方法求解问题 (4.2):

xk,j+1 = xk,j + αk,jdk,j , (4.5)

其中

dk,j = − 1

ρk
B−1

k,j∇xLB(xk,j , λk, µk; ρk, ξk).

为简单起见, 假定 Bk,j ∈ Rn×n 对所有子迭代 j 一致正定, 选取 αk,j ∈ (0, 1] 满足 Armijo 线搜索条件

LB(xk,j + αk,jdk,j , λk, µk; ρk, ξk) 6 LB(xk,j , λk, µk; ρk, ξk) + σαk,j∇xLB(xk,j , λk, µk; ρk, ξk)
Tdk,j ,

其中 σ ∈ (0, 1) 是一个常数. 参照著名的 Zoutendijk 全局收敛性定理 [20, 27], 有如下结果:

引理 4.1 假定函数 f , h 和 g 均在 Rn 上两次连续可微, 且 f 在 Rn 上有下界. 如果问题 (4.2)

由线搜索迭代方法 (4.5) 求解, 则迭代 (4.5) 将在有限步内满足条件 (4.3).

由引理 4.1, 若取 ϵ = 0, 则类似于算法 1, 我们将得到一个无穷序列 {xk}. 本节接下来将给出关于
该序列的全局和局部收敛性结果, 详细证明可参见文献 [16].

定理 4.1 假定函数 f , h 和 g 均在 Rn 上两次连续可微, f 在 Rn 上有下界, ϵ = 0, {xk} 是由算
法 2 产生的无穷序列. 如果序列 {xk} ⊆ Ω, 其中 Ω 是 Rn 上的一个有界开子集, 则下列 3 个结论之一

成立:

(1) 对所有充分大的 k, 有 ξk+1 = ξk0 > 0, rk+1 > 0.95ξk 或者 ∥h(xk+1)∥∞ > 0.95∥h(xk)∥∞, 当

k → ∞ 时 ρk → ∞, 序列 {xk} 的任何聚点 x∗ 是问题 (1.1) 的不可行点, 且满足

∇h(x∗)h(x∗) +∇g(x∗)max{−g(x∗), 0} = 0,

即 x∗ 是问题 (1.1) 的一个不可行稳定点.

(2) 在某些迭代点 xk+1 处, rk+1 > 0.95ξk 或者 ∥h(xk+1)∥∞ > 0.95∥h(xk)∥∞; 在一些其他迭代点

xk′+1 处, 却是 rk′+1 6 0.95ξk′ 及 ∥h(xk′+1)∥∞ 6 0.95∥h(xk′)∥∞ (k′ > k, k → ∞, k′ → ∞), 两种情形交

替反复出现, 且当 k → ∞ 时有 ρk → ∞ 和 ξk → 0, 存在序列 {xk} 的聚点 x∗ 及相应的向量 λ∗ ∈ Rp

和 z∗ ∈ Rm 使得

∇h(x∗)λ∗ +∇g(x∗)z∗ = 0, h(x∗) = 0, z∗ > 0, g(x∗) > 0, (z∗)Tg(x∗) = 0,

即 x∗ 是问题 (1.1) 的一个可行点且是一个退化稳定点.

(3)对所有充分大的 k,有 rk+1 6 0.95µk 及 ∥h(xk′+1)∥∞ 6 0.95∥h(xk′)∥∞. 当 k → ∞时有 ξk → 0.

若存在某个正整数 k0 使得对所有 k > k0 有 ρk = ρk0 ,则序列 {xk}的每个聚点都是问题 (1.1)的 KKT

点. 若当 k → ∞ 时有 ρk → ∞, 则存在序列 {xk} 的一个聚点 x∗ 是问题 (1.1) 的一个退化稳定点.

上述定理表明算法 2具有强全局收敛性,它是在极弱条件下的非线性约束优化算法所能具有的全

局收敛性质 [3, 7, 17,18,32]. 为了分析算法的局部收敛性, 需要更多关于迭代序列的假设条件. 基于近年

来非线性约束优化在快速探测不可行性算法的研究进展 [2, 4, 8], 我们不仅关注算法 2 关于 KKT 点的

局部快速收敛性 (对应于定理 4.1(3)中的前一种情形),也关注该算法关于不可行稳定点的局部快速收

敛性 (与定理 4.1(1) 的情形相对应). 首先需要下列一般性假设.
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假设 4.1 假定下列假设条件成立:

(1) 当 k → ∞ 时有 xk → x∗;

(2) 函数 f , h 和 g 在 x∗ 的某个邻域内二次 Lipschitz 连续可微;

(3) 梯度向量 ∇hi(x∗) (i ∈ Ih) 及 ∇gi(x∗) (i ∈ Ig) 线性无关, 其中 Ih = {i : hi(x∗) = 0, i = 1,

. . . , p}, Ig = {i : gi(x∗) = 0, i = 1, . . . ,m}.
定理 4.2 在假设 4.1 下, 假定 x∗ 是一个不可行稳定点, 矩阵

B∗ =

p∑
i=1

hi(x
∗)∇2hi(x

∗)−
m∑
i=1

max{0,−gi(x∗)}∇2gi(x
∗) +

p∑
i=1

∇hi(x∗)∇hi(x∗)T

+
∑

i∈{i|gi(x∗)<0}

∇gi(x∗)∇gi(x∗)T

正定. 如果子问题 (4.2) 由 Newton 方法求解, 即在任何迭代点 xkj , 新的迭代点

xk,j+1 = xkj −
1

ρk
B−1

kj ∇xLB(xkj , λk, µk; ρk, ξk),

其中

Bkj =
1

ρk
∇2

xxLB(xkj , λk, µk; ρk, ξk),

则

∥xk+1 − x∗∥ = O

(
1

ρk

)
+O(∥xk − x∗∥2).

从而当 1
ρk

= O(∥xk − x∗∥2) 时, 序列 {xk} 的收敛速率是二次的; 否则, 若 1
ρk

= o(∥xk − x∗∥), 则序列
{xk} 的收敛速率是超线性的.

定理 4.3 在假设 4.1 下, 假定 x∗ 是一个 KKT 点, 对所有 k 充分大有 ρk = ρ, 当 k → ∞ 时有
(λk, µk) → (λ∗, µ∗), 且 µ∗ + g(x∗) > 0, 矩阵

B∗ = ∇2f(x∗)−
p∑

i=1

λ∗i∇2hi(x
∗)−

m∑
i=1

µ∗
i∇2gi(x

∗) + ρ

p∑
i=1

∇hi(x∗)∇hi(x∗)T

+ ρ
∑

i∈{i|µ∗
i >0}

∇gi(x∗)∇gi(x∗)T

正定,则存在正的常数 ξ̄, ϵ和 δ 使得对所有 (λ, µ; ξ) ∈ D = {(λ, µ; ξ) : ∥(λ, µ)− (λ∗, µ∗)∥ 6 δ, ξ ∈ [0, ξ̄)},
问题

min
x∈{x|∥x−x∗∥<ϵ}

LB(x, λ, µ; ρ, ξ)

有唯一解 x(λ, µ; ξ). 函数 x(·, ·; ·) : Rp+m ×R+ → Rn 在 D 的内部连续可微,且对所有 (λ, µ; ξ) ∈ D,有

∥x(λ, µ; ξ)− x∗∥ = O(∥(λ, µ)− (λ∗, µ∗)∥) +O(ξ).

而且, 如果 µ̃(λ, µ; ξ) = ρz(x(λ, µ; ξ), µ; ρ, ξ), 则存在正的常数 ξ̄, ϵ 和 δ, 使得对所有 (λ, µ; ξ) ∈ D =

{(λ, µ; ξ) : ∥(λ, µ)− (λ∗, µ∗)∥ 6 δ, ξ ∈ [0, ξ̄)}, 有

∥µ̃(λ, µ; ξ)− µ∗∥ = O(∥(λ, µ)− (λ∗, µ∗)∥) +O(ξ).
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定理 4.4 在定理 4.3 假设下, 如果 ξk = O(∥xk − x∗∥), 则

max{∥xk+1 − x∗∥, ∥(λk+1, µk+1)− (λ∗, µ∗)∥} = O(∥xk − x∗∥) +O(∥(λk, µk)− (λ∗, µ∗)∥).

本节的理论表明算法 2 可快速探测问题 (1.1) 的不可行性, 它既能应用于可行优化, 也可应用于

不可行优化, 相关证明可参见文献 [16].

5 内点增广 Lagrange 函数在求解凸优化中的应用

本节首先考虑算法 1 在求解线性半定规划和二阶锥规划中的应用, 然后基于内点增广 Lagrange

函数提出线性规划的交替极小化内点方法和加速交替极小化内点方法. 由于本节关于线性半定规划和

二阶锥规划的算法的步骤与算法 1 完全相同, 限于篇幅, 我们不给出它们的算法的完整描述, 仅给出

算法的关键部分, 即如何产生搜索方向及线搜索使用的效益函数.

5.1 求解线性半定规划的内点松弛方法

考虑线性半定规划问题:

min
X∈Sn

C •X s.t. Ai •X = bi, i = 1, . . . , p; X ≽ 0, (5.1)

其中 Sn 是 n 阶实对称矩阵空间, • 是矩阵的内积, C 和 Ai (i = 1, . . . , p) 是已知的 n 阶实对称矩阵,

b ∈ Rp 是常数向量. 与问题 (1.1) 相对应, f(X) = C •X, hi(X) = Ai •X − bi, g(X) = X. 相应地,

LB(X,λ, U ; ρ, ξ) = C •X −
p∑

i=1

λi(Ai •X − bi) +
1

2
ρ

p∑
i=1

(Ai •X − bi)
2 + ψ(X,U ; ρ, ξ), (5.2)

其中

ψ(X,U ; ρ, ξ) = −ξ ln detS(X,U ; ρ, ξ)− U • (X − S(X,U ; ρ, ξ)) +
1

2
ρ∥X − S(X,U ; ρ, ξ)∥2F ,

这里

S(X,U ; ρ, ξ) =
1

2

[√(
X − U

ρ

)2

+ 4
ξ

ρ
+

(
X − U

ρ

)]
(这里矩阵的平方和开方是指, 按正交分解意义下的特征值的平方和开方运算得到的, 详见文献 [34]).

毫无疑问, 算法 1 可直接应用于求解问题 (5.1). 结合线性半定规划问题的结构, 我们仅需要关

注非线性约束残差. 因此与算法 1 不同, 我们使用 ϕ(ξ,ρ)(X,λ, U) = 1
2∥S(X,U ; ρ, ξ) − X∥2F 作为残差

函数, 它也是算法线搜索中使用的效益函数. 为简单起见, 令 S = S(X,U ; ρ, ξ), ρZ = U − ρX + ρS,

G = ρ(S + Z), 搜索方向由下列 Newton 方程组计算:

Ai •∆X = bi −Ai •X, i = 1, . . . , p,

p∑
i=1

∆λiAi +∆U = C −
p∑

i=1

λiAi − U,

LS(∆U) + L(ρZ)(∆X) = 2∆ξI + LG(S −X),
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其中 LS(∆U)=S∆U+∆US, L(ρZ)(·)和 LG(·)与它一样均为 Lyapunov算子, ∆ξ=−ξ+γϕ(ξ,ρ)(X,λ, U).

通过矩阵向量化, 并引进半定矩阵优化中常用的符号 ⊗s, A 和 svec, 令 ∆x = svec(∆X), ∆u =

svec(∆U), 可将上述矩阵方程转化为下列线性方程组求解:

A(S ⊗s S)AT∆λ = ξrp + ξAE−1(Frd − rc),

∆u = rd −AT∆λ, (5.3)

∆x = E−1(rc −F∆u),

其中 E = ρZ ⊗s I, F = S ⊗s I, rp = b − Ax, rd = svec(C − ATλ − U), rc = svec( 12LG(S −X) + ∆ξI)

(详见文献 [34]).

与经典线性半定规划的内点方法如 AHO、HKM和 NT 方法等不同, 我们所考虑的内点松弛算法

(IPRSDP) 不需要选择对称化算子. 表 1 给出了几个内点方法复杂度的对比. 从表中可见 IPRSDP 形

成系数矩阵的复杂度与 NT 方法接近, 小于 AHO 方法及 HKM 方法.

5.2 求解二阶锥规划的内点松弛方法

二阶锥规划问题具有如下形式:

min

m∑
i=1

cTi xi s.t.

m∑
i=1

Aixi = b, xi ∈ Ki, i = 1, . . . ,m, (5.4)

其中 Ai ∈ Rp×ni , ci ∈ Rni , b ∈ Rp, Ki 为维数为 ni 的二阶锥, 即

Ki = {xi = (xi0, x̄i) ∈ R× Rni−1 : ∥x̄i∥ 6 xi0},

这里 ∥ · ∥ 是 Euclid 范数. 令 n = n1 + n2 + · · ·+ nm, K = K1 ×K2 × · · · ×Km, A = (A1 A2 · · · Am),

c = (c1, c2, . . . , cm), x = (x1, x2, . . . , xn), 则 K ⊂ Rn, A ∈ Rp×n, c ∈ Rn, x ∈ Rn, 且问题 (5.4) 可以简

写为

min cTx s.t. Ax = b, x ∈ K.

类似地, 可得到与问题 (5.4) 相应的内点增广 Lagrange 函数

LB(x, λ, µ; ρ, ξ) = cTx− λT(Ax− b) +
1

2
ρ∥Ax− b∥2 +

m∑
i=1

ψ(xi, µi; ρ, ξ), (5.5)

表 1 AHO, HKM, NT 和 IPRSDP 的线性方程组的系数矩阵以及形成系数矩阵的复杂度对比

方向 AHO HKM NT IPRSDP

E U ⊗s I I ⊗s I I ⊗s I ρZ ⊗s I

F X ⊗s I X ⊗s U−1 W ⊗s W S ⊗s I

E−1F (U ⊗s I)−1(X ⊗s I) X ⊗s U−1 W ⊗s W
1

µ
(S ⊗s S)

rc svec(ξI − XU+UX
2

) svec(ξU−1 −X) svec(ξU−1 −X) svec( 1
2
LG(S −X) + ∆ξI)

复杂度 6mn3 +m2n2 4mn3 +m2n2/2 2mn3 +m2n2/2 2mn3 +m2n2/2
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其中

ψ(xi, µi; ρ, ξ) = −ξ ln det si(xi, µi; ρ, ξ)− µT
i (xi − si(xi, µi; ρ, ξ)) +

1

2
ρ∥xi − si(xi, µi; ρ, ξ)∥2,

这里

si(xi, µi; ρ, ξ) =
1

2

[((
xi −

µi

ρ

)2

+ 8
ξ

ρ
ei

) 1
2

+

(
xi −

µi

ρ

)]
.

这里向量的 (·)2, (·) 1
2 和下面的 (·)−1 是在 Jordan 代数意义下的运算 [1], 详细定义可参见文献 [35,

(9)–(11)],且 det(x) = x20 −∥x̄∥2 (x = (x0, x̄)), ei = (1, 0) ∈ Rni . Zhang等 [35] 已表明,当 ξ > 0和 ρ > 0

时, si(xi, µi; ρ, ξ) ∈ Ki.

同样地, 基于问题 (5.4) 的结构, 我们只需要关注函数

ϕ(ξ,ρ)(x, λ, µ) =
1

2

m∑
i=1

∥xi − si(xi, µi; ρ, ξ)∥2,

并由下列方程组计算搜索方向:

∆ξ = −ξ + γϕ(ξ,ρ)(x, λ, µ),

AArw−1(ρz)Arw(s)AT∆λ = rp +AArw−1(ρz)(Arw(s)rd − rc), (5.6)

∆µ = rd −AT∆λ,

∆x = Arw−1(ρz)(rc −Arw(s)∆µ),

其中 Arw(·) 是箭形矩阵, s = s(x, µ; ρ, ξ), ρz = µ + ρs − ρx, rp = b − Ax, rd = c − ATλ, rc =

Arw(ρs+ ρz)(s− x) + ∆ξe.

算法的主要计算量在于系数矩阵 AArw−1(ρz)Arw(s)AT的形成与分解. 令 G = Arw−1(ρz)Arw(s).

即使 A 是稀疏的, 矩阵 AGAT 仍然可能是一个稠密矩阵, 从而给问题的求解带来困难. 为了给出该系

数矩阵高效的计算方式, 下面来分析矩阵 G 的结构. 首先考虑只有一个锥的情形, 即 m = 1.

定理 5.1 对于任意 x, µ ∈ Rn, 若 s = s(x, µ; ρ, ξ), z = µ
ρ + s− x, 则

G , Arw−1(ρz)Arw(s) =
1

ξ
(det(s)I + 2ssT − 2 det(s)eeT). (5.7)

对于多个锥的情形, 由定理 5.1 有

AGAT =
m∑
i=1

AiArw
−1(ρzi)Arw(si)A

T
i =

1

ξ

m∑
i=1

Ai(det(si)Ini
+ 2(sis

T
i − det(si)eie

T
i ))A

T
i . (5.8)

事实上,为了计算 ∆λ,我们并不直接求解 (5.6),而是通过定义 AGAT 的一个所谓的稀疏扩展表示,将

它转化为求解一个线性方程组, 以避免形成稠密矩阵, 从而提高求解效率 (详见文献 [35]).

5.3 求解线性规划的交替极小化方法

考虑线性规划

min
x

cTx s.t. Ax = b, x > 0, (5.9)
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其中 x ∈ Rn 是决策变量, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm 及 c ∈ Rn 是常数矩阵和向量. 与问题 (5.9) 对应的另一

个线性规划问题是

min
y

−bTy s.t. c−ATy > 0. (5.10)

众所周知, 问题 (5.9) 和 (5.10) 互为原始对偶问题, 有强对偶性成立. 且它们都是优化 (1.1) 在目

标和约束函数是线性函数时的特例. 特别地, 在 m < n 时, 与问题 (5.9) 相比, 问题 (5.10) 有更少的变

量, 并且不包含等式约束. 若令 s = c − ATy, 则 x 和 (y, s) 互为原始对偶变量, 即当 x∗ 是问题 (5.9)

的最优解时,相应的 Lagrange乘子 (y∗, s∗)中的 y∗ 也是问题 (5.10)的最优解,且 s∗ = c−ATy∗,反之

亦然.

下面仅考虑求解问题 (5.10). 首先在问题 (5.10) 中引进松弛变向量 s ∈ Rm
++, 与它相应的对数障

碍松弛问题为

min
y,s

−bTy −
m∑
i=1

ξ ln si s.t. ATy + s = c. (5.11)

相应的内点增广 Lagrange 函数为

LC(y, s, ν; ρ, ξ) , −bTy −
m∑
i=1

ξ ln si + νT(ATy + s− c) +
1

2
ρ∥ATy + s− c∥2. (5.12)

与问题 (4.1) 使用 LB(x, λ, µ; ρ, ξ) 为目标函数不同, 这里使用 LC(y, s, ν; ρ, ξ) 为目标函数, 并考虑下列

极大极小问题的交替极小化方法 (见算法 3):

max
ν∈Rn

min
y∈Rm,s∈Rn

LC(y, s, ν; ρ, ξ). (5.13)

算法 4 是结合文献 [9] 中的加速技巧提出的一个具有加速功能的内点交替极小化方法. 如果对所

有 k > 0, 有 τk = 1, 则它退化为算法 3.

算法 3 求解线性规划 (5.10) 的内点交替极小化方法

给定 y0 ∈ Rm, s0 ∈ Rn
++, ν0 ∈ Rn

++, ξ0 > 0, ρ0 > 0, ρmax > ρ0, γ1, γ2 ∈ (0, 1), ϵ > 0.

对于 k = 0, 1, . . . , 如果终止条件满足, 算法终止.

步 1 (极小化 y- 子问题). 计算 yk+1 = argminy LC(y, sk, νk; ρk, ξk).

步 2 (极小化 s- 子问题). 计算 sk+1 = argmins LC(yk+1, s, νk; ρk, ξk).

步 3 (修正变量 ν). 令 νk+1 = νk + ρk(A
Tyk+1 + sk+1 − c).

步 4 (修正内点参数和罚参数). 若 ∥ATyk+1 + sk+1 − c∥∞ > ∥ATyk + sk − c∥∞ > ϵ, 增加 ρk 为 ρk+1 = min(2ρk, ρmax);

若 ∥Aνk+1 − b∥ 6 γ1∥Aνk − b∥ 和 ξk > ϵ, 令 ξk+1 6 γ2ξk.

算法 4 求解线性规划的加速内点交替极小化方法

给定 y0 ∈ Rm, s0 ∈ Rn
++, ν0 ∈ Rn

++, ξ0 > 0, ρ0 > 0, ρmax > ρ0, γ1, γ2 ∈ (0, 1), τk ∈ (0, 2), ϵ > 0.

对于 k = 0, 1, . . . , 如果终止条件满足, 终止算法.

步 1. 计算 yk+1 = argminy − bTy + νTk ATy + 1
2
ρk∥ATy + sk − c∥2.

步 2. 计算 sk+1 = argmins − ξk
∑n

i=1 ln si + νTk s+ 1
2
ρk∥τk(ATyk+1 − c)− (1− τk)sk + s∥2.

步 3. 令 νk+1 = νk + ρk(τk(A
Tyk+1 − c)− (1− τk)sk + sk+1).

步 4. 若 ∥ATyk+1 + sk+1 − c∥∞ > ∥ATyk + sk − c∥∞ > ϵ, 增加 ρk 为 ρk+1 = min(2ρk, ρmax); 若 ∥Aνk+1 − b∥ 6 γ1∥Aνk

− b∥和 ξk > ϵ, 令 ξk+1 6 γ2ξk.
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注 5.1 算法 3 和 4 的主要计算量在步 1, 需要求解一个无约束的凸二次优化问题, 且该问题的

Hessian 矩阵为常数矩阵 AAT. 它等价于求解一个正定或半正定的线性方程组, 因此算法特别适合于

求解大规模线性规划. 步 2 是按分量可分离的严格凸二次函数极小化, 因此具有解析解, 且在 ρk 和

ξk 均为正的情形下, 所有解析解是正的, 因此两个方法是内点交替极小化方法. 这也是至今已知的第

三个内点交替方向方法 (前两个内点交替方向方法参见文献 [13, 15]).

6 结论与展望

由于本文中的所有算法对于原始不等式约束的松弛变量对所有 k > 0均有 sk > 0 (即所有迭代点

均为内点), 因此它们均可归结为内点方法. 另外, 它们都允许初始对偶变量 µ0 (或 ν0) 是任意的, 其

中前 4 个关于非线性优化的算法中的对偶迭代 µk 是否是内点取决于不等式约束是否渐进满足, 这是

它们被称为内点松弛方法的原因. 注意到算法 3 和 4 中的对偶迭代对所有 k > 0 有 νk > 0, 因此它们

本质上是一类原始对偶内点方法. 这也是它们与现有绝大多数线性规划交替极小化方法的重要不同

之处.

基于对数障碍问题的增广 Lagrange函数,本文首先提出了求解一般约束优化的内点方法 (算法 1).

与现有绝大多数非线性优化内点方法不同, 算法 1 不使用内外迭代框架 (即在内迭代近似求解一个对

数障碍子问题, 同时在外迭代修正障碍参数), 且在迭代过程中不需要通过阻尼步长来保证迭代点是

内点. 从而实现了内点方法与光滑化 Newton 方法, 以及内点障碍参数和光滑化参数之间的贯通. 该

方法在特殊凸优化中的应用表明了算法的有效性. 然后从对偶的角度, 考虑了一般约束优化的增广

Lagrange 内点方法 (算法 2). 这些内点方法与现有内点方法和增广 Lagrange 方法完全不同, 且能够

快速探测问题的不可行性. 特别是, 对于线性规划, 我们的交替极小化方法是一个原始对偶内点方法,

且每次只需要求解一个常数系数矩阵的线性方程组,不会出现现有绝大多数原始对偶内点方法类似的

坏条件现象.

对于内点方法, 一个自然产生的疑问是, 对于凸优化和线性规划, 本文的内点方法是否具有多项

式迭代复杂性. 另有两个值得关注的问题: 一是关于线性规划的交替极小化方法与现有凸优化的交替

极小化方法享有极其类似的算法框架, 因此可期待我们的方法与现有交替极小化方法一样, 具有非遍

历意义下和点列意义下的收敛速率; 二是关于凸优化的交替极小化方法 (包括 ADMM 方法) 的广泛

的研究结果和有效技术 (如预估校正技术和惯性邻近技术) 是否可应用来进一步改进我们的方法. 这

些问题是我们下一步的研究方向.

致谢 感谢审稿人对本文的认真审阅.
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Interior-point augmented Lagrangian methods for constrained
optimization

Xinwei Liu & Yu-Hong Dai

Abstract The interior-point approach is one kind of the most important and effective methods for nonlinear
inequality-constrained optimization, whereas classic augmented Lagrangian methods are very efficient in solving
nonlinear equality-constrained optimization and convex optimization. The new research has shown that the
interior-point augmented Lagrangian function can be of very nice higher-order smoothness, and is convex when the
original optimization problem is convex. These nice properties make the novel augmented Lagrangian applicable
and effective not only for convex optimization but also for non-convex optimization problems. In this paper,
we provide an overview of our recent research progress about the interior-point augmented Lagrange function
methods on the non-convex and convex optimization, and point out prospects for future research directions.

Keywords constrained optimization, non-convex optimization, convex optimization, linear programming,

augmented Lagrangian, interior-point method, alternating minimization method
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