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摘要 设 (X,F ) 是一个集值动力系统, 其中 X 是紧致度量空间, F 是 X 到 2X \ {∅} 的一个映射. 本

文对 (X,F ) 引入 (强) 熊混沌、弱混合和分布混沌, 证明熊混沌与弱混合是等价的以及强熊混沌集是

按序列分布混沌的.
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1 引言

混沌是 20 世纪最重要的理论之一, 它是动力系统研究的热点. 1975 年, Li 和 Yorke [19] 首次提出

了 “混沌” 的概念, 深刻地揭示了系统的复杂性. 随着人们不断深入地研究混沌, 不同领域的科学家提

出了各种各样的混沌: Li-Yorke 混沌 [19]、Devaney 混沌 [9]、熊混沌 [28] 和分布混沌 [22] 等. 此外, 随着

人们对系统复杂性的认识, 也有学者将正拓扑熵理解为混沌的. 2002 年, Huang 和 Ye [13] 证明了非周

期但有周期点的传递系统是 Li-Yorke 混沌的, 他们的结果表明 Devaney 混沌蕴涵 Li-Yorke 混沌. 同

年, Blanchard等 [4] 证明了正拓扑熵系统是 Li-Yorke混沌的. Li和 Ye [18] 系统地阐述了经典动力系统

混沌的发展.

1967 年, Furstenberg [11] 提出了弱混合的概念. 1991 年, Xiong 和 Yang [28] 证明了弱混合系统具

有非常复杂的动力学性状, 现在通常将这种动力学行为称为熊混沌. 2013 年, Oprocha [21] 给出了该结

果的另外一种证明方法. 2008 年, Blanchard 和 Huang [5] 提出了弱混合集的概念, 证明了正拓扑熵系

统具有弱混合集. 2017 年, Huang 等 [12] 将 Blanchard 和 Huang 的结果推广到对角线弱混合集, 给出

了对角线弱混合系统与多重熊混沌的等价刻画. 2019 年, Huang 和 Zhong [14] 研究了切换系统的弱混

合与熊混沌的关系. 2020 年, Li 等 [17] 研究了一些特殊系统的具有满 Hausdorff 维数的多重熊混沌集.

2021 年, Xiao [27] 进一步研究了具有满拓扑熵的多重熊混沌集的系统.
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近年来, 人们开始研究状态空间上多值映射系统的熵与混沌 (参见文献 [2, 3, 6–8, 10, 15, 16, 23, 26,

32]). 2016 年, Xu [29] 研究了集值动力系统的熵和其他动力学性质. 该文献对集值动力系统引入了强

混合的概念, 并研究了集值动力系统强混合与逐点碎轨性质的关系. 这些研究表明集值动力系统和经

典拓扑动力系统具有一些相似的动力学性质, 同时也有不同之处. 自然要问, 对于集值动力系统而言,

弱混合和熊混沌之间存在什么样的关系呢?

分布混沌是 Schweizer和 Smı́tal [22] 于 1994年引入的,且他们证明了对区间上的连续自映射系统,

系统有正拓扑熵等价于系统是分布混沌的. 1999 年, Wang [24] 引入了按序列分布混沌的概念, 证明了

区间映射是 Li-Yorke 混沌的当且仅当它是按某序列分布混沌的. 2002 年, Yang [30] 证明了熊混沌集是

按序列分布混沌的. 2017 年, Wang 等 [25] 对有限生成半群系统从集值的观点引入了分布混沌. 2020

年, Zeng 等 [31] 证明了有限生成集值系统的弱混合蕴涵按序列分布混沌. 自然地, 要问对于集值动力

系统, 熊混沌集是否是按序列分布混沌的呢?

为了回答上述两个问题, 本文对集值动力系统引入 (强) 熊混沌、弱混合和分布混沌的概念, 证明

熊混沌和弱混合是等价的以及强熊混沌集是按序列分布混沌的.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节首先给出一些基本符号和概念, 然后介绍集值动力系统的熊混

沌和弱混合, 最后证明熊混沌与弱混合的等价性. 第 3 节引入分布混沌的概念, 并证明强熊混沌集是

按序列分布混沌的.

2 熊混沌和弱混合

设 (X, d) 是一个紧致度量空间, 记 B(x, ε) = {y ∈ X, d(x, y) < ε}, d(A, x) = inf{d(a, x), a ∈ A},
B(A, ε) = {x ∈ X : d(A, x) < ε}. B(A, ε) 的闭包记为 B(A, ε).

设 (X,F )是一个集值动力系统,其中 X 是一个紧致度量空间, F 是 X 到 PX
0 =: 2X \{∅}的映射.

定义 2.1 设 (X,F )是一个集值动力系统.称 S ⊂ X 是一个熊混沌集,如果对任意的子集 E ⊂ S

和任意的单值连续映射 f : E → X, 存在 N 中的无限递增序列 {pi}, 使得对任意的 x ∈ E, 都有

lim
i→∞

d(F pi(x), f(x)) = 0.

称系统 (X,F ) 是熊混沌的, 如果在 X 中存在一个稠密的 Mycielski 熊混沌集, 其中 M ⊂ X 被称为

Mycielski 集, 如果 M 可表示成可数个 Cantor 集的并.

下面给出弱混合的概念. 设 U, V ⊂ X 是两个非空子集, 定义 U 和 V 的碰撞时间集为集合

{n ∈ N : U ∩ F−n(V ) ̸= ∅}, 其中 F−n(V ) = {x ∈ X : Fn(x) ∩ V ̸= ∅}.
定义 2.2 设 (X,F ) 是一个集值动力系统, 如果对任意的 n > 2 和非空开集 U1, . . . , Un, V1, . . . ,

Vn, 存在无限子集 S ⊂ N, 使得 S ⊂
∩n

i=1 N(Ui, Vi), 则称 (X,F ) 是弱混合的.

定理 2.1 设 (X,F ) 是一个集值动力系统. 如果 X 是熊混沌的, 则 (X,F ) 是弱混合的.

证明 设在 X 中存在一个稠密的 Mycielski 熊混沌集, 记为 M . 对任意的 n > 2 和非空开集

U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn, 分别取 xj ∈ Uj ∩ M 和 yj ∈ Vj , j = 1, . . . , n. 记 E = {x1, . . . , xn}. 定义映射
f : E ⊂ M → X 为 f(xj) = yj , 则 f 是连续的单值映射. 因此, 存在 N 中的无限递增序列 {pi}, 使得
对任意的 x ∈ E, 都有

lim
i→∞

d(F pi(x), f(x)) = 0.
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从而对任意的 j ∈ {1, . . . , n}, 都有
lim
i→∞

d(F pi(xj), yj) = 0.

取 δ > 0,使得 B(yj , δ) ⊂ Vj , j = 1, . . . , n. 对于 δ
4 ,存在 N > 0,使得当 i > N 时,有 d(F pi(xj), yj) <

δ
4 .

因此 F pi(xj) ∩ Vj ̸= ∅, i > N . 令 S = {pi : i > N}, 则 S ⊂
∩n

j=1 N(Uj , Vj). 故 (X,F ) 是弱混合的.

回顾下半连续的概念, 称集值映射 F : X → PX
0 为下半连续的, 如果对任意的开集 U ∈ X,

F−1(U) := {x ∈ X : F (x) ∩ U ̸= ∅} 是开集. 对于下半连续的系统, 有如下定理.

定理 2.2 设 (X,F ) 是一个集值动力系统, X 没有孤立点, 且 F 是下半连续的, 则 (X,F ) 是弱

混合的当且仅当 X 是熊混沌的.

由定理 2.1 知熊混沌蕴涵弱混合. 为了证明弱混合蕴涵熊混沌, 我们需要介绍一些有关超空间的

概念. 设 PX
C 表示 X 的所有非空闭子集构成的集合. 给 PX

C 赋予如下的 Hausdorff 度量 dH :

dH(A,B) = inf{ε > 0 : B(A, ε) ⊇ B,B(B, ε) ⊇ A}.

称空间 (PX
C , dH) 为 X 的超空间. 对 X 中任意的非空开集 U1, . . . , Un, 令

⟨U1, . . . , Un⟩ :=
{
A ∈ PX

C : A ⊂
n∪

i=1

Ui,且 Ui ∩A ̸= ∅, i = 1, . . . , n

}
.

令

T := {⟨U1, . . . , Un⟩ : U1, . . . , Un 是 X 的非空开子集, n ∈ N},

则 T 是 PX
C 的 Vietoris 拓扑的一个基. 由文献 [20] 知 Hausdorff 度量 dH 和 Vietoris 拓扑兼容.

称 Q ⊂ PX
C 是可遗传的, 如果对任意的 A ∈ Q 都有 PA

C ⊂ Q.

下面这个结果是著名的 Kuratowski-Mycielski 定理的一个形式 (参见文献 [1, 定理 5.10]).

引理 2.1 设 X 是一个没有孤立点的紧致度量空间. 如果 Q ⊂ PX
C 是可遗传的且稠密的 Gδ 集,

则存在一列递增的 Cantor 集 C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ X, 使得对任意的 i > 1, 有 Ci ∈ Q 且 C =
∪∞

i=1 Ci 在

X 中稠密.

设 (X,F ) 是一个集值动力系统. 给定 ε > 0, 称 A ⊂ X 是 ε- 分离的, 如果存在 δ ∈ (0, ε), n ∈ N,
z1, z2, . . . , zn ∈ X, 使得

(i) A ⊂
∪n

i=1 B(zi, δ);

(ii) 对任意的映射 h : {1, 2, . . . , n} → X, 存在 k ∈ N 满足 1
k < ε 使得对任意的 x ∈ B(zi, δ), 都有

F k(x) ∩B(h(i), ε) ̸= ∅.
将 X 中所有 ε- 分离的紧致子集构成的集合记为 X(ε, F ). 不难看出 X(ε, F ) 是可遗传的. 令

X(X,F ) =
∞∩

m=1

X

(
1

m
,F

)
.

引理 2.2 设 (X,F ) 是一个弱混合系统, 则 X(X,F ) ⊂ PX
C 是稠密的 Gδ 集.

证明 首先证明 X( 1
m , F )是 PX

C 中的开集. 设 A ∈ X( 1
m , F ),则存在 δ > 0, n ∈ N, z1, z2, . . . , zn ∈

X 使得

(i) A ⊂
∪n

i=1 B(zi, δ);

(ii) 对任意的映射 h : {1, 2, . . . , n} → X, 存在 k ∈ N 满足 1
k < ε 使得对任意的 x ∈ B(zi, δ), 都有

F k(x) ∩B(h(i), ε) ̸= ∅.
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令 Vi = B(zi, δ), i = 1, . . . , n, 则 A ⊂
∪n

i=1 Vi. 显然, 任意的 B ⊂
∪n

i=1 Vi 都是
1
m - 分离的. 特别

地, 如果 B ∈ ⟨V1, . . . , Vn⟩, 则 B ∈ X( 1
m , F ). 因此 X( 1

m , F ) 是 PX
C 中的开集.

其次, 证明 X( 1
m , F ) 在 PX

C 中稠密. 为此, 只需要证明对 X 中的任意非空开集 U1, U2, . . . , Un, 有

⟨U1, U2, . . . , Un⟩ ∩ X( 1
m , F ) ̸= ∅.

由 X 的紧性可以找到 p 个点 y1, y2, . . . , yp 使得 X =
∪p

i=1 B(yi,
1

2m ). 记 Vi = B(yi,
1

2m ), i =

1, . . . , p. 令 S = {αj = (a1, a2, . . . , an) : ai ∈ {1, 2, . . . , p}, j = 1, . . . , pn}. 用 αj(i) 表示 αj 的第 i 个分

量. 由于 (X,F ) 是弱混合系统, 所以存在 k1 > m 使得

Ui ∩ F−k1(Vα1(i)) ̸= ∅, i = 1, . . . , n.

因为 F 是下半连续的, 所以 F k1 也是下半连续的. 因此, F−k1Vα1(i) 是开集. 从而可以找到非空开集

W 1
i ⊂ Ui, i = 1, . . . , n, 使得对任意的 x ∈ W 1

i 都有 F k1(x) ∩ Vα1(i) ̸= ∅, i = 1, . . . , n.

再利用 (X,F ) 的弱混合性, 可知存在 k2 > k1, 使得

W 1
i ∩ F−k2(Vα2(i)) ̸= ∅, i = 1, . . . , n.

利用下半连续性, 可以找到非空开集 W 2
i ⊂ W 1

i , i = 1, . . . , n, 使得对任意的 x ∈ W 2
i 都有 F k2(x) ∩

Vα2(i) ̸= ∅, i = 1, . . . , n.

对 S 中余下的序列重复上述过程, 可以找到 k1, k2, . . . , kpn , 使得

W pn

i ⊂ W pn−1
i ⊂ · · · ⊂ W 1

i ⊂ Ui, i = 1, . . . , n

且对任意的 x ∈ W pn

i , i = 1, . . . , n, 都有

F kj (x) ∩ Vαj(i) ̸= ∅, j = 1, 2, . . . , pn.

取 zi ∈ W pn

i ,则 {z1, z2, . . . , zn} ∈ ⟨U1, U2, . . . , Un⟩. 取 δ ∈ (0, 1
m ),使得B(zi, δ) ⊂ W pn

i , i = 1, . . . , n.

对任意的映射 h : {1, 2, . . . , n} → X, 存在 αj , 使得 Vαj(i) ⊂ B(h(i), 1
m ), i = 1, 2, . . . , n. 故对任意的

x ∈ B(zi, δ), i = 1, . . . , n, 都有

F kj (x) ∩B

(
h(i),

1

m

)
⊇ F kj (x) ∩ Vαj(i) ̸= ∅, i = 1, . . . , n.

由此可得 {z1, z2, . . . , zn} 是 1
m - 分离的, 且 X( 1

m , F ) 在 PX
C 中稠密.

从上述已证明的结果可得, X(X,F ) 是 PX
C 中稠密的 Gδ 集.

引理 2.3 设 (X,F ) 是一个集值动力系统. 给定 X(X,F ) 中的无限递增集列 C1 ⊂ C2 ⊂ · · · , 则
对任意的子集 A ⊂ C :=

∪∞
i=1 Ci 和连续映射 f : A → X, 存在一列无限递增序列 {qi}∞i=1, 使得对任意

的 x ∈ A, 都有

lim
i→∞

d(F qi(x), f(x)) = 0.

证明 对任意的 i ∈ N,令 Ai = A∩Ci. 因为 X(X,F )是可遗传的,所以 Ai 的闭包 Āi ∈ X(X,F ),

i ∈ N.
对任意的 i ∈ N, 由于 Āi 是

1
i - 分离的, 所以存在 δi < 1

i 和 zi,1, zi,2, . . . , zi,ni , 使得 Āi ⊂∪ni

j=1 B(zi,j , δi). 不妨假设 A ∩ B(zi,j , δi) ̸= ∅, j = 1, . . . , ni, 否则去掉那些与 A 不交的球. 取

yi,j ∈ A ∩ B(zi,j , δi). 定义映射 h : {1, 2, . . . , ni} → X 为 h(j) = f(yi,j). 则存在 qi > i, 使得对任

4
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意的 x ∈ B(zi,j , δi), 都有 F qi(x) ∩B(f(yi,j),
1
i ) ̸= ∅, j = 1, . . . , ni. 不妨假设 {qi}∞i=1 是递增的. 我们将

证明 {qi}∞i=1 为所求序列.

对任意的 x ∈ A, 存在 K1 ∈ N, 使得对所有的 i > K1, 都有 x ∈ Ai. 由 f 的连续性可知, 对任

意的 ε > 0, 存在 K2 ∈ N 且 K2 > 4
ε , 使得当 d(x, y) < 2

K2
时, 有 d(f(x), f(y)) < ε

4 . 对任意的 i >

max{K1,K2},存在 zi,nx
i
,使得 d(x, zi,nx

i
) < δi <

1
i < 1

K2
. 从而,对于上述对应的 yi,nx

i
∈ A∩B(zi,nx

i
, δi),

有 d(x, yi,nx
i
) < 2

K2
. 设 w ∈ F qi(x) ∩B(f(yi,nx

i
), 1

i ), 则

d(w, f(x)) 6 d(w, f(yi,nx
i
)) + d(f(yi,nx

i
), f(x)) 6 1

i
+

ε

4
6 ε

2
.

因此, d(F qi(x), f(x)) < ε. 这蕴涵 limi→∞ d(F qi(x), f(x)) = 0.

定理 2.2 的证明 假设系统 (X,F ) 是弱混合的. 首先, 由引理 2.2 知, X(X,F ) ⊂ PX
C 是稠密的

Gδ 集. 再利用引理 2.1 可找到一列递增的 Cantor 集 C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ X, 使得对任意 i > 1, 都有

Ci ∈ X(X,F ) 且 C =
∪∞

i=1 Ci 在 X 中稠密. 最后, 由引理 2.3 可得 C 是熊混沌的.

下面给出一类具有熊混沌集的系统.

设 A是有限集, F 是 A到 PA
0 的一个映射. 定义 F 关于 A的映射矩阵 MA,F = (Mab)a,b∈A 如下:

Mab =

1, 如果 b ∈ F (a),

0, 否则.

如果对所有的 a, b ∈ A, 都有 Mab > 0, 则称矩阵 M 是正的, 记为 M > 0. 如果存在 n > 0, 使得

Mn > 0, 则称 M 是本原的.

定理 2.3 设 A 是有限集, F 是 A 到 PA
0 的一个映射. 如果 MA,F 是本原的, 则 A 是熊混沌集.

证明 给定 E ⊂ A 和 f : E → A. 由于 MA,F 是本原的, 所以存在 N > 0, 使得 MN
A,F > 0. 从而

当 n > N 时, 有 Mn
A,F > 0. 故对任意的 a, b ∈ A, 都有 Mn

ab > 0. 这蕴涵 b ∈ Fn(a). 因此, 当 n > N

时, 对任意的 x ∈ E ⊂ A 和 f(x) ∈ A, 都有 f(x) ∈ Fn(x). 故对任意的 x ∈ E, 都有

lim
n→∞

d(Fn(x), f(x)) = 0.

这意味着 A 是熊混沌集.

注 2.1 设 A 是有限的非单点集, F : A → A 是单值映射, 则 A 不是熊混沌集.

3 强熊混沌集与分布混沌

定义 3.1 设 (X,F ) 是一个集值动力系统. 称 S ⊂ X 是一个强熊混沌集, 如果对任意的子集

E ⊂ S 和任意的单值连续映射 f : E → X,存在 N中的无限递增序列 {pi},使得对任意的 x ∈ E,都有

lim
i→∞

d∗(F pi(x), f(x)) = 0,

其中 d∗(A, x) := supy∈A d(y, x).

设 (X,F ) 是一个集值动力系统, n ∈ N, x, y ∈ X, ε > 0. 令

χ(n, ε, x, y, F ) =

1, dH(Fn(x), Fn(y)) < ε,

0, 否则.

5
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设 {pi} ⊂ N 是严格递增的子序列. 令

Φ(ε, x, y, {pi}, F ) = lim inf
n→∞

1

n

n∑
k=1

χ(pn, ε, x, y, F ),

Φ∗(ε, x, y, {pi}, F ) = lim sup
n→∞

1

n

n∑
k=1

χ(pn, ε, x, y, F ).

定义 3.2 设 D ⊂ X, x, y ∈ D. 如果

(i) 存在 δ > 0, 使得 Φ(δ, x, y, {pi}, F ) = 0;

(ii) 对任意的 t > 0, 都有 Φ∗(t, x, y, {pi}, F ) = 1,

则称 (x, y) 是按序列 {pi} 的分布混沌点对. 如果对任意不同的 x, y ∈ D, (x, y) 都是分布混沌点对, 则

称 D 是按序列 {pi} 的分布混沌集.

令

AR({pi}, F ) =
{
(x, y) ∈ X ×X : lim

i→∞
dH(F pi(x), F pi(y)) = 0

}
,

DR({pi}, F ) =
{
(x, y) ∈ X ×X : lim inf

i→∞
dH(F pi(x), F pi(y)) > 0

}
,

DCR({pi}, F ) = {(x, y) ∈ X ×X : (x, y) 是按序列 {pi} 的分布混沌点对}.

命题 3.1 设 {pi} 和 {qi} 是两个无限递增正整数序列, 则存在递增正整数序列 {ti}, 使得

AR({pi}, F ) ∩DR({qi}, F ) ⊂ DCR({ti}, F ).

证明 (1) 若 {pi} ∩ {qi} 为无限集, 则 AR({pi}, F ) ∩ DR({qi}, F ) 为空集. 令 {pi} ∩ {qi} =

{ti}, 则
AR({pi}, F ) ∩DR({qi}, F ) ⊂ DCR({ti}, F ).

(2) 若 {pi} ∩ {qi} 为有限集, 不妨设 {pi} ∩ {qi} = ∅. 设 (x, y) ∈ AR({pi}, F ) ∩DR({qi}, F ), 则对

任意的 ε > 0, 存在 N > 0, 使得当 i > N 时, 有 dH(F pi(x), F pi(y)) < ε, 且存在 δ > 0, 使得对任意的

i > N , 都有 dH(F qi(x), F qi(y)) > δ.

定义序列 {nk} 为 n1 = 1, nk+1 = 2knk, k > 1. 取递增正整数序列 {ti}, 使得
ti = p1, i = 1,

ti ∈ {pi}, n2k−1 < i 6 n2k,

ti ∈ {qi}, n2k < i 6 n2k+1, k > 1.

对任意的 ε > 0,存在M1 > 0,使得当 k > M1 时,对任意的 n2k−1 < i 6 n2k,都有 dH(F ti(x), F ti(y)) <

ε. 因此,

1 > 1

n2k

n2k∑
i=1

χ(ti, ε, x, y, F ) > n2k − n2k−1

n2k
= 1− 1

2(2k − 1)
.

这蕴涵

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

χ(ti, ε, x, y, F ) = 1.

6
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又存在 M2, 使得当 k > M2 时, 对任意的 n2k < i 6 n2k+1, 都有 dH(F ti(x), F ti(y)) > δ. 从而,

0 6 1

n2k+1

n2k+1∑
i=1

χ(ti, δ, x, y, F ) 6 n2k

n2k+1
=

1

4k
.

这蕴涵

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

χ(ti, ε, x, y, F ) = 0.

故 (x, y) ∈ DCR({ti}, F ).

定理 3.1 设 (X,F ) 是一个集值动力系统. 如果 S ⊂ X 是一个强熊混沌集, 则 S 是按某序列分

布混沌的.

证明 令 f1 : S → X 是常值映射. 不妨记 f1(x) ≡ z. 则存在序列 {pi}, 使得对任意的 x ∈ S, 都

有 limi→∞ d∗(F pi(x), z) = 0. 对任意不同的 x, y ∈ S 和任意的 ε > 0, 存在 N > 0, 使得当 i > N 时, 有

sup
w∈Fpi (x)

d(w, z) <
ε

4
, sup

w∈Fpi (y)

d(w, z) <
ε

4
.

因此,

dH(F pi(x), F pi(y)) < ε,

即 (x, y) ∈ AR({pi}, F ).

令 f2 : S → X 为恒同映射, 则存在递增正整数序列 {qi}, 使得对任意的 x ∈ S, 都有

lim
i→∞

d∗(F qi(x), f2(x)) = 0.

对任意不同的 x, y ∈ S, 令 δ = d(f2(x), f2(y)) = d(x, y), 则存在 N > 0, 使得当 i > N 时, 有

sup
w∈F qi (x)

d(w, x) <
δ

8
, sup

w∈F qi (y)

d(w, y) <
δ

8
.

故对任意的 i > N , 都有 dH(F qi(x), F qi(y)) > δ
8 . 从而有

lim inf
i→∞

dH(F qi(x), F qi(y)) > 0,

即 (x, y) ∈ DR({qi}, F ).

由命题 3.1 知结论成立.

致谢 作者感谢审稿人提出的宝贵建议.
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Xiong chaos for set-valued dynamical systems
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Abstract Let (X,F ) be a set-valued dynamical system, whereX is a compact metric space and F : X → 2X\{∅}
is a set-valued map. We introduce the notions of Xiong chaos, strong Xiong chaos, weak mixing, and distributional
chaos for set-valued dynamical systems. We show that Xiong chaos and weak mixing are equivalent, and that
strong Xiong chaos sets are distributional chaos in a sequence.
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