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摘要 在周期边界条件下, 本文考虑二维非线性五次 Schrödinger 方程 iut − ∆u + |u|4u = 0 (t ∈ R,
x ∈ T2), 证明一个无限维的 KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) 定理. 应用无限维的 KAM 定理, 本文

获得这个方程一族 Whitney 光滑的部分双曲的小振幅拟周期解.
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1 引言

在考虑加上 Hamilton 扰动的意义下, 线性或可积方程的拟周期解的存在性是人们关心的一个问

题. 在 Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论中已经有许多显著的结果. 到目前为止, 这是一个成熟的理

论, 它为许多动力系统的分析提供了有利的工具, 并且与其他领域有着紧密的关联. 尤其近年来, 有很

多数学、物理分支中, 如偏微分方程、动力系统、算子谱理论和天体力学等, 出现了各种与 KAM 理论

相关的内容. Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论主要有两种方法. 一种是由经典 KAM 理论发展来的

KAM理论 (参见文献 [1–8]),另一种是由 Craig、Wayne和 Bourgain通过 Newton迭代技巧,发展完善

而来的 CWB (Craig-Wayne-Bourgain)方法 (参见文献 [9–16]). 前者的方法优点是在拟周期解附近,通

过一局部的 Birkhoff 标准形得到拟周期解的线性稳定性和零 Lyapunov 指数, 这对于理解拟周期解附

近的动力学性态是非常有用的 (参见文献 [17–23]). 如果标准形是与角变量无关的, 那么获得的 KAM

环面称为可约化的 KAM环面. 在可约化的 KAM环面中, 如果所有的法频实部为 0, 则对应的拟周期

解是线性稳定的; 如果至少有一个法频有非零的实部, 则对应的拟周期解是部分双曲的. 在涉及重法

频或近似重法频的情形下, CWB 方法最初被用作通常的 KAM 方法的替代方案, 其长处在于, 它通过

解与角变量有关的同调方程避免了烦琐的第二 Melnikov 条件 (此条件不是必须的, 参见文献 [24]), 使
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得它相比于 KAM 理论更适于解重法频共振的情形, 从而对周期边界条件的 Hamilton 偏微分方程及

高维偏微分方程很有效, 而缺点是它不能给出拟周期解附近的动力学性态, 使得我们无从获知以拟周

期解附近点为初值的解的长时间行为.

线性 Hamilton 偏微分方程的动力学性质十分清楚. 人们想知道在 Hamilton 扰动下, 线性或可积

方程拟周期解的存在性. 沿着这条线, 有大量优秀的成果出现. 一维的 Hamilton 偏微分方程, 最早证

明的是 Dirichlet 边界条件下的一维波方程. 因为其法频是单的, 并且相互之间有一定的距离, 从而只

需解一个数量的同调方程,并且其扰动的向量场有 −1阶的光滑性,便于测度计算.但是,同样 Dirichlet

边界下的一维 Schrödinger 方程, 其向量场的光滑性较波方程差, 但是好在法频随着 n → ∞ 会相互
远离. 但是, 考虑周期边界条件下的一维波方程, 就出现了重法频的障碍, Craig 和 Wayne [16] 通过

Nash-Moser 迭代和 Lyapunov-Schmidt技巧, 成功地得到了周期边界条件下一维波方程和 Schrödinger

方程的拟周期解 (KAM 定理证明周期边界条件下的一维 Schrödinger 方程的拟周期解参见文献 [25]).

同时 You [26] 首次在有限维克服了重法频带来的困难,进一步用一个无穷维的 KAM定理,应用于周期

边界条件下一维的波方程 (参见文献 [2]). 至此, 这些方法对于一维 Hamilton 偏微分方程都有很好的

应用. 尽管如此, 这些方法在处理高维 Hamilton 偏微分方程中却遇到困难, 主要因为随着 n → ∞, 法

频的重数也趋于无穷大, 带来了很大的困难. Bourgain [9] 沿袭并发展了 Craig 和 Wayne 的方法, 最早

取得了开创性的结果, 证明了二维的非线性 Schrödinger 方程有小振幅的拟周期解. 接着, Bourgain [12]

又改进了方法, 证明了高维非线性 Schrödinger 方程和波方程有小振幅拟周期解 (有限光滑情形参见

文献 [27,28]). Wang [29] 证明了能量超临界的非线性 Schrödinger 方程有小振幅的拟周期解. 通过有限

维 KAM 理论构造高维 Hamilton 偏微分方程的拟周期解的方法后来才出现. Geng 和 You [30, 31] 及

Geng 和 Yi [32] 证明了高维非线性梁方程和非局部 Schrödinger 方程有小振幅线性稳定拟周期解. 通

过扰动的 Töplitz-Lipschitz 性质, Eliasson 和 Kuksin [4] 通过修改的 KAM 方法构造了更有趣的高维

非线性 Schrödinger 方程的小振幅线性稳定的拟周期解. 但是, Eliasson 和 Kuksin 考虑的高维非线性

Schrödinger 方程是带有卷积算子的 V (x) (一般外参数通过卷积算子或者乘子 Mξ 引进). Pöschel [33]

在一个有限的 x- 区间上, 构造了依赖于一些位势 V 的特定的 Schrödinger 方程的概周期解. Geng 和

You [34] 克服了 Schrödinger方程的正则性较波方程弱的困难,证明了一个满足衰减条件的 KAM定理,

应用于周期边界条件下的含有乘子 Mξ 的高维的非线性 Schrödinger 方程, 获得了小振幅线性稳定拟

周期解, 通过增加零动量假设, 给出了一个简化的证明. 上述的方程都需要一个人工参数. 对于没有

外参数的 Hamilton 偏微分方程, 人们就需要利用标准形技巧得到扭转的近可积系统. 高维情形, 化标

准形会更为复杂. Bourgain [9] 写到, 当频率大于 2 时, 拟周期解的标准形会更加复杂. Geng 等 [35] 将

Bourgain 的二维不变环面的结果推广, 获得了任意有限维不变环面的存在性, 相比 Bourgain 的结果,

还获得了形式较好的标准形. 对于周期边界条件下的二维三次 Schrödinger 方程

iut −∆u+ |u|2u = 0, x ∈ T2, t ∈ R,

Geng等给出了拟周期解的证明. 通过仔细选择切频 {i1, . . . , ib} ⊂ Z2, 许多共振项能被避免, 然后得到

的标准形尽管依赖角变量 θ, 但比 Bourgain 的标准形简单得多, 易于研究解的线性稳定性等性质. 事

实上,在每一步 KAM迭代中,同调方程能被分解成无穷多至多四阶的线性方程组,最终可以得到一族

小振幅的拟周期解 (参见文献 [17,18]). Eliasson等 [36] 证明了高维非线性梁方程有小振幅的拟周期解.

KAM 方法的基本思想是构造快速 Newton 迭代程序, KAM 机制由无穷多的 KAM 迭代步骤组

成. 大致的想法就是, 在每步迭代中通过坐标变换将 Hamilton 函数变为一个好的标准形加上一个更

小的扰动. 为了达到这个目的, 我们不得不求解一些同调方程, 为了使切频和法频 (无穷多个) 一起满
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足非共振条件. 为了满足这些非共振条件, 我们不得不挖掉一些参数. 所以整个过程主要包括两个部

分: 一是构造迭代程序, 在每一步的迭代过程中, 通过坐标变换并利用同调方程来消掉 Hamilton 函数

中的不可积部分, 即含有角变量的部分, 使得当扰动参数趋于 0 时, 新产生的扰动项是上一步扰动项

的高阶无穷小; 二是构造收敛域, 每次迭代中都要从作用变量的定义域中 “挖掉” 可能使迭代不收敛

的变量的取值部分, 最终使迭代在一个正测度集合上收敛. 在 KAM 迭代中, 在挖掉参数集的一个小

集合和范数权重收缩的意义下, 我们使每一步的扰动都比前一步小. 最后需要证明无穷次 KAM 迭代

是收敛的, 并且挖掉的参数测度是小的, 留下的是一个正测度的参数集 (关于有限维和无穷维空间上

的 KAM 理论参见文献 [37]).

本文继续延续文献 [35] 中容许集的想法, 推广到六点的情形. 同样, 我们的方程不含有外部参数,

一样需要使用文献 [35] 中化标准形的技巧, 从非线性项提取出来参数, 相比我们非线性项为五次, 标

准形会更加复杂. 我们还会展示, 为了标准形有一个好的形式, 将通过一个辛变换将标准形变成常系

数的. 我们的证明想法沿袭文献 [35] 中的证明思路. 对于测度估计, 相比于 Eliasson 和 Kuksin 的

Lipschitz域的概念,我们利用了衰减性质,使整个证明更简洁,更接近传统的 KAM.在测度估计中,对

于固定的 n, 我们需要挖掉参数集的一个小测度集, 但是对于可列的 n ∈ Z2
1 挖掉的小测度之和不一定

还是小的; 我们也知道, Schrödinger方程法频的正则性较差, 这就使得测度估计发生了困难.我们为了

后面测度估计能进行,提取了 Töplitz-Lipschitz性质. 这个性质主要描述的是扰动项当 n → ∞时的逼
近程度, 存在某个充分大的整数 N , 对于可列的 n > N , 我们可以利用 Töplitz-Lipschitz 性质进行测

度估计, 这说明对于可列的 n, 我们总共挖掉参数集的一个小测度集合; 对于 |n| < N , 我们知道 n 的

个数是有限的; 对于一个固定的 n, 我们挖掉参数集的一个小测度集合, 那么, 总共挖掉有限个小测度

集合, 挖掉的仍然是一个小测度的. 所以, 最终可以进行测度估计, 这说明经过无穷步的 KAM 迭代,

我们挖掉的是一个参数集上的小测度集合.为了解同调方程的便利,我们同样从 Hamilton函数非线性

部分的结构提取到 (A5) (见本文第 2 节), 一些不好处理的项, 由于扰动满足零动量和 gauge 不变性

质, 这些难处理的项系数为 0. 本文通过仔细选择切方向, 推广了六点容许集概念, 使得对于给定的 n,

出现至多一种完全共振的情形, 为后面解同调方程提供了方便, 得到了无穷多个至多四阶的线性方程

组. 最终得到了方程的一族小振幅的拟周期解.

在周期边界条件下,

u(t, x1 + 2π, x2) = u(t, x1, x2 + 2π) = u(t, x1, x2),

考虑二维非线性五次 Schrödinger 方程

iut −∆u+ |u|4u = 0, t ∈ R, x ∈ T2. (1.1)

准确地说, 相比文献 [35], 我们的标准形会更复杂. 算子 A = −∆ 在周期边界条件下有特征值 {λn}
满足

λn = |n|2 = |n1|2 + |n2|2, n = (n1, n2) ∈ Z2,

并且对应的特征向量 ϕn(x) =
1
2π e

i⟨n,x⟩ 组成一组基. 在陈述主要结果之前, 我们陈述容许集的性质.

有限点集 S = {i1, . . . , ib} ⊂ Z2 (b > 6) 称为容许集 (admissible set), 如果下列条件成立.

(1)对于任意的六元数组 {i, j, k, l,m, n}, S 不包含其中任意 5个点,满足 n−m+i−j+k− l = 0和

|n|2−|m|2+|i|2−|j|2+|k|2−|l|2 = 0或者满足 n+m+i−j−k−l = 0和 |n|2+|m|2+|i|2−|j|2−|k|2−|l|2 = 0.
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(2) 对于任意的 n ∈ Z2 \ S, 至多存在一个五元数组 {i, j, k, l,m}, 其中 i, j, k, l ∈ S, m ∈ Z2 \ S, 满
足 n −m + i − j + k − l = 0 和 |n|2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = 0. 如果有这样的五元数组存在,

则称 n 和 m 是第一类共振. 由定义知, n 和 m 相互唯一确定. 我们称 (n,m) 是第一类共振对 (记为

n,m ∈ L1).

(3) 对于任意的 n ∈ Z2 \ S, 至多存在一个五元数组 {i, j, k, l,m}, 其中 i, j, k, l ∈ S, m ∈ Z2 \ S, 满
足 n+m+ i− j−k− l = 0和 |n|2+ |m|2+ |i|2−|j|2−|k|2−|l|2 = 0. 如果有这样的五元数组存在,则称

n 和 m 是第二类共振. 由定义知, n 和 m 相互唯一确定. 我们称 (n,m) 是第二类共振对 (n,m ∈ L2).

(4)任意的 n ∈ Z2\S 不能既是第一类共振又是第二类共振,也就是说,不存在 i, j, k, l, f, g, h, p ∈ S

和 m,m′ ∈ Z2 \ S, 满足 

n−m+ i− j + k − l = 0,

|n|2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = 0,

n+m′ + f − g − h− p = 0,

|n|2 + |m′|2 + |f |2 − |g|2 − |h|2 − |p|2 = 0.

构造容许集的方法来自文献 [35], 但这里由 4 点共振变为 6 点共振, 我们将在引理 A.4 中给出新的

证明.

现在陈述主要结果:

定理 1.1 令 S = {i1, . . . , ib} ⊂ Z2 (b > 6) 是容许集. 存在一个正测度的 Cantor 集 C, 使得对于
任意的 ξ = (ξ1, . . . , ξb) ∈ C, 当 (ξTMξ)

2
< 144ξiξjξkξl 时, 非线性 Schrödinger 方程 (1.1) 有如下形式

的一族小振幅解析的拟周期解:

u(t, x) =
b∑

j=1

√
ξje

iωjtϕij +O(|ξ| 32 ), ωj = |ij |2 +O(|ξ|2).

注 1.1 我们需要条件 (ξTMξ)
2
< 144ξiξjξkξl,使得我们获得的环面是部分双曲的. 当 (ξTMξ)

2 >
144ξiξjξkξl 时, 我们同样可以证明椭圆环面的存在, 只是证明会更复杂. 我们在后续的文章中会考虑

这个问题.

上述定理是一个无穷维 KAM 定理的直接推论, 为了给出这个无穷维 KAM 定理, 我们需要给出

一些记号和范数的说明, 并且详细论述 Hamilton 系统的一些内在结构, 例如, 非退化条件、法频的渐

近增长性、扰动的正则性、Melnikov 非共振条件和 Töplitz-Lipschitz 性质, 以及由某些特殊非线性项

决定的零动量条件和 gauge 不变性. 第 2 节给出一个无穷维 KAM 定理. 第 3 节证明这个定理. 第 4

节应用这个定理到二维非线性五次 Schrödinger 方程.

2 Hamilton 偏微分方程的无穷维 KAM 定理

首先引入一些记号, 集合 {i1, . . . , ib} 是 Z2 中给定的 b 个向量. 记 Z2
1 = Z2 \ {i1, . . . , ib}, 令 z

= (. . . , zn, . . .)n∈Z2
1
、它的复共轭 z̄ = (. . . , z̄n, . . .)n∈Z2

1
. 加权范数

∥z∥ρ =
∑
n∈Z2

1

|zn|e|n|ρ,
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其中 |n| =
√
n2
1 + n2

2, n = (n1, n2), 并且 ρ > 0. 定义 Tb × {I = 0} × {z = 0} × {z̄ = 0} 的如下一个
邻域:

Dρ(r, s) = {(θ, I, z, z̄) : |Imθ| < r, |I| < s2, ∥z∥ρ < s, ∥z̄∥ρ < s},

其中 | · | 指复向量的上确界范数. 更多地, 我们用 O 表示在 Rb 中的一个正测度的参数集.

记 α ≡ (. . . , αn, . . .)n∈Z2
1
, β ≡ (. . . , βn, . . .)n∈Z2

1
, αn, βn ∈ N, 并且 α和 β 是只含有有限多个正整数

的非负整数元素的向量. 记乘积 zαz̄β 表示
∏

n z
αn
n z̄βn

n . 对于给定的函数

F (θ, I, z, z̄) =
∑
α,β

Fαβ(θ, I)z
αz̄β , (2.1)

其中 Fαβ =
∑

k∈Zb,l∈Nb Fklαβ(ξ)I
lei⟨k,θ⟩ 在 Whitney 意义下是关于参数 ξ 的 C8

W 函数, 定义

∥F∥O =
∑

α,β,k,l

|Fklαβ |O |I l|e|k||Imθ| |zα||z̄β |, (2.2)

其中

|Fklαβ |O ≡ sup
ξ∈O

∑
06d68

|∂d
ξFklαβ |

(对参数 ξ 的导数都是在 Whitney 意义下). 定义 F 的加权范数1)

∥F∥Dρ(r,s),O ≡ sup
Dρ(r,s)

∥F∥O. (2.3)

对于一个函数 F , 定义由 F 生成的向量场

XF = (FI ,−Fθ, {iFzn}n∈Z2
1
, {−iFz̄n}n∈Z2

1
).

向量场的范数

∥XF ∥Dρ(r,s),O ≡ ∥FI∥Dρ(r,s),O +
1

s2
∥Fθ∥Dρ(r,s),O

+ sup
Dρ(r,s)

[
1

s

∑
n∈Z2

1

∥Fzn∥Oe|n|ρ +
1

s

∑
n∈Z2

1

∥Fz̄n∥Oe|n|ρ
]
. (2.4)

现在叙述 Hamilton 函数. 令

H0 = N + B + B̄,

N = ⟨ω(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ωn(ξ)znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ωn − (ωk − ωi))znz̄n + (Ωm − (ωj + ωl))zmz̄m],

(i, j, k, l) 由对应的共振对 (n,m) 唯一确定. 上式中

B =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzm,

1) 在 (2.3) 中, 我们定义了标量函数的范数 ∥ · ∥Dρ(r,s),O. 对于向量函数 G : Dρ(r, s)×O → Cm (m < ∞), 可以类似定

义为 ∥G∥Dρ(r,s),O =
∑m

i=1 ∥Gi∥Dρ(r,s),O.
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B̄ =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄m,

其中参数 ξ ∈ O, 相空间的辛结构为 dI ∧ dθ + i
∑

n∈Z2
1
dzn ∧ dz̄n.

对于任意的 ξ ∈ O, 对应于 H0 的 Hamilton 方程有对应于相空间的不变环面的特解 (θ, 0, 0, 0)

→ (θ + ωt, 0, 0, 0).

现在考虑扰动的 Hamilton 函数

H = H0 + P = N + B + B̄ + P (θ, I, z, z̄, ξ). (2.5)

我们的目标是证明,对于绝大多数参数值 ξ ∈ O (在 Lebesgue测度意义下),如果 ∥XP ∥Dρ(r,s),O 充分小,

Hamilton 函数 H = N + B + B̄ + P 仍然有不变环面.

下面需要提取切频 ω(ξ)、法频 Ωn(ξ) 和扰动 P 的一些性质出来:

(A1) 非退化条件: 假设对于任意的 ξ ∈ O, 有
rank

(
∂ω1

∂ξ
, . . . ,

∂ωb

∂ξ

)
= κ,

rank

(
∂|β|ω

∂ξβ

∣∣∣∣ ∀β, 1 6 |β| 6 b− κ+ 1

)
= b,

(2.6)

其中 κ 是 1 6 κ 6 b 的一个给定的整数, ∂ω1

∂ξ , . . . , ∂ωb

∂ξ 是向量关于参数 ξ 的所有一阶偏导数, 对于一个

固定的 β, 有 ∂|β|ω
∂ξβ

= (∂
|β|ω1

∂ξβ
, . . . , ∂|β|ωb

∂ξβ
).

(A2) 法频的渐近增长性:

Ωn = ε−a|n|2 + Ω̃n, a > 0, (2.7)

其中 Ω̃n 是关于 ξ 的 C8
W (O) 函数, 并且 C8

W (O)- 范数有上界 L > 0.

(A3) Melnikov 非共振条件: 令

Mn =

 Ωn + ωi − ωk − 3
4π4

√
ξiξjξkξl

3
4π4

√
ξiξjξkξl −(Ωm − ωj − ωl)

 , n ∈ L2,

其中 (i, j, k, l)由对应的共振对 (n,m)唯一确定. 假设 ω(ξ), An(ξ) ∈ C8
W (O),存在 γ, τ > 0满足 (I2 是

2× 2 单位矩阵, I4 是 4× 4 单位矩阵)

|⟨k, ω⟩| > γ

|k|τ
, |k| > 0,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn| >
γ

|k|τ
, n ∈ Z2

1\L2,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn ± Ωm| > γ

|k|τ
, n,m ∈ Z2

1\L2,

|det(⟨k, ω⟩I4 ±Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗Mn′)| > γ

|k|τ
, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2.

假设Mn (n ∈ L2) 的特征值有非零的虚部使得我们获得的环面是部分双曲的.

(A4) B + B̄ + P 的正则性: B + B̄ + P 关于 I、θ、z 和 z̄ 是实解析的, 并且关于 ξ 是 C8
W 光滑的;

另外,

∥XB∥Dρ(r,s),O < 1, ∥XP ∥Dρ(r,s),O < ε.
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(A5) 扰动的零动量性质和 gauge 不变性质: B+ B̄+P 有接下来的零动量性质和 gauge 不变性质

D =

{
B + B̄ + P : B + B̄ + P =

∑
k∈Zb,l∈Nb,α,β

(B + B̄ + P )klαβ(ξ)I
lei⟨k,θ⟩zαz̄β

}
,

其中 k、α 和 β 有如下关系:

b∑
j=1

kjij +
∑
n∈Z2

1

(αn − βn)n = 0, (2.8)

b∑
j=1

kj +
∑
n∈Z2

1

(αn − βn) = 0. (2.9)

(A6) Töplitz-Lipschitz 性质: 对于任意固定的 n,m ∈ Z2, c ∈ Z2 \ {0}, 极限

lim
t→∞

∂2(B + P )

∂zn+tc∂zm−tc
, lim

t→∞

∂2(
∑

n∈Z2
1
Ω̃nznz̄n + P )

∂zn+tc∂z̄m+tc
, lim

t→∞

∂2(B̄ + P )

∂z̄n+tc∂z̄m−tc

都存在. 更多地, 存在 K > 0, 使得当 |t| > K 时, N + B + B̄ + P 满足∥∥∥∥ ∂2(B + P )

∂zn+tc∂zm−tc
− lim

t→∞

∂2(B + P )

∂zn+tc∂zm−tc

∥∥∥∥
Dρ(r,s),O

6 ε

|t|
e−|n+m|ρ,

∥∥∥∥∂2(
∑

n∈Z2
1
Ω̃nznz̄n + P )

∂zn+tc∂z̄m+tc
− lim

t→∞

∂2(
∑

n∈Z2
1
Ω̃nznz̄n + P )

∂zn+tc∂z̄m+tc

∥∥∥∥
Dρ(r,s),O

6 ε

|t|
e−|n−m|ρ,∥∥∥∥ ∂2(B̄ + P )

∂z̄n+tc∂z̄m−tc
− lim

t→∞

∂2(B̄ + P )

∂z̄n+tc∂z̄m−tc

∥∥∥∥
Dρ(r,s),O

6 ε

|t|
e−|n+m|ρ.

最后, 陈述无穷维的 KAM 定理.

定理 2.1 假设 (2.5)中的 Hamilton函数 H0 +P 满足假设 (A1)–(A6). 令 γ > 0充分小,存在一

个正数 ε = ε(b,K, τ, γ, r, s, ρ),使得如果 ∥XP ∥Dρ(r,s),O < ε,则有如下结论:存在一个 Cantor集 Oγ ⊂ O
(meas(O \Oγ) = O(γ

1
8 )) 和下面两个关于 θ 解析并且含参数 ξ = (ξ1, . . . , ξb) 的 C8

W 映射

Ψ : Tb ×Oγ → Dρ(r, s), ω̃ : Oγ → Rb,

其中 Ψ 是 ε
γ8 - 接近于平凡嵌入 Ψ0 : Tb ×O → Tb × {0, 0, 0}; ω̃ 是 ε- 接近于未扰动频率 ω. 对于任意

的 ξ ∈ Oγ 和 θ ∈ Tb, 曲线 t → Ψ(θ+ ω̃(ξ)t, ξ) 是 Hamilton 方程 H = H0 +P 的拟周期解. 我们获得的

环面是部分双曲的.

3 KAM 迭代

我们用包含无穷多次变量变换的 KAM 迭代来证明定理 2.1. 在 KAM 迭代中, 在挖掉参数集的

一个小集合和范数权重收缩的意义下, 使每一步的扰动都比前一步小. 最后需要证明无穷次 KAM 迭

代是收敛的, 并且挖掉的参数测度是小的, 留下的是一个正测度的参数集.

在第 ν 步 KAM 迭代, 考虑 Hamilton 函数

Hν = Nν + Bν + B̄ν + Pν ,
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其中 Bν + B̄ν + Pν 定义在 Dρν (rν , sν)×Oν 上并且满足假设 (A1)–(A6).

接下来, 构造一个映射

Φv : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρν (rν , sν)×Oν ,

使得

Hν+1 = Hν ◦ Φν = Nν+1 + Bν+1 + B̄ν+1 + Pν+1, (3.1)

满足在 Dρν+1(rν+1, sν+1)×Oν 上符合上述全部的迭代假设 (A1)–(A6). 更多地,

∥XPν+1∥Dρν+1
(rν+1,sν+1),Oν

= ∥XHν◦Φν −XNν+1+Bν+1+B̄ν+1
∥Dρν+1

(rν+1,sν+1),Oν
6 εν+1.

为了简化记号, 接下来, 没有上标和下标的项代表在第 ν 步的项, 而有上标或下标的项代表在第 ν + 1

步的项. 考虑定义在 Dρ(r, s)×O 上的 Hamilton 函数

H = N + B + B̄ + P

= e+ ⟨ω(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ωn(ξ)znz̄n +
∑
n∈L2

[(Ωn − (ωk − ωi))znz̄n + (Ωm − (ωj + ωl))zmz̄m]

+ B + B̄ + P (θ, I, z, z̄, ξ, ε). (3.2)

假设 |k| 6 K,

|⟨k, ω⟩| > γ

|k|τ
, k ̸= 0,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn| >
γ

|k|τ
, n ∈ Z2

1\L2,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn ± Ωm| > γ

|k|τ
, n,m ∈ Z2

1\L2,

|det(⟨k, ω⟩I4 ±Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗Mn′)| > γ

|k|τ
, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2,

其中 (n,m) 是共振对, (i, j, k, l) 被 (n,m) 唯一确定. 更多地, N + B + B̄ + P 满足假设 (A4)–(A6).

令 0 < r+ < r, 定义

s+ =
1

4
sε

1
3 , ε+ = cγ−9K9(τ+1)(r − r+)

−cε
4
3 . (3.3)

接下来, 叙述怎么构造一个集合 O+ ⊂ O 和一个变量变换 Φ : D+ × O+ = Dρ(r+, s+) × O+ →
Dρ(r, s)×O,使得变换过后的 Hamilton函数 H+ = N+ +B+ + B̄+ +P+ ≡ H ◦Φ对于新的 s+、ε+、r+

和 ξ ∈ O+ 仍然满足所有的迭代假设.

3.1 解同调方程

将 P 展成 Fourier-Taylor 级数

P =
∑

k,l,α,β

Pklαβe
i⟨k,θ⟩I lzαz̄β ,
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其中 k ∈ Zb, l ∈ Nb, 多重指标 α 和 β 取遍所有无限维的只含有有限多个正整数的非负整数元素的向

量 α ≡ (. . . , αn, . . .)n∈Z2
1
, β ≡ (. . . , βn, . . .)n∈Z2

1
. 令 R 是扰动项 P 的截断, 形式如下:

R(θ, I, z, z̄) = R0 +R1 +R2

=
∑

|k|6K,|l|61

Pkl00I
lei⟨k,θ⟩ +

∑
|k|6K,n

(P k10
n zn + P k01

n z̄n)e
i⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n,m

(P k20
nm znzm + P k02

nm z̄nz̄m)ei⟨k,θ⟩ +
∑

|k|6K,n,m

P k11
nm znz̄mei⟨k,θ⟩.

将 H 写成 H = N + B + B̄ +R+ (P −R). 通过在 (3.3) 中 s+ 的选择和范数的定义, 紧接着有

∥XR∥Dρ(r,s),O 6 ∥XP ∥Dρ(r,s),O 6 ε. (3.4)

更多地, 取 s+ ≪ s 使得在 Dρ(r, s+) 上, 有

∥X(P−R)∥Dρ(r,s+) < cε+. (3.5)

接下来,要找一个定义在 D+ = Dρ(r+, s+)上的函数 F ,它的 Hamilton向量场 XF 对应的流映射

的时间 1 映射 ϕ1
F , 定义了一个 D+ → D 的映射, 将 H 变成 H+. 通过二阶 Taylor 公式, 有

H ◦ ϕ1
F = (N + B + B̄ +R) ◦ ϕ1

F + (P −R) ◦ ϕ1
F

= N + B + B̄ + {N + B + B̄, F}+R

+

∫ 1

0

(1− t){{N + B + B̄, F}, F} ◦ ϕt
F dt

+

∫ 1

0

{R,F} ◦ ϕt
F dt+ (P −R) ◦ ϕ1

F

= N+ + B+ + B̄+ + P+ + {N + B + B̄, F}+R

− P0000 − ⟨ω̂, I⟩ −
∑
n

P 011
nn znz̄n − B̂ − ˆ̄B, (3.6)

其中

ω̂ =

∫
∂P

∂I
dθ

∣∣∣∣
z=z̄=0,I=0

,

B̂ =
∑
n∈L2

P 020
nm znzm,

B̂ =
∑
n∈L2

P 002
nm z̄nz̄m,

N+ = N + P0000 + ⟨ω̂, I⟩+
∑
n

P 011
nn znz̄n, (3.7)

B+ = B + B̂, (3.8)

B̄+ = B̄ + ˆ̄B = B̄ +
¯̂B, (3.9)

P+ =

∫ 1

0

(1− t){{N + B + B̄, F}, F} ◦ ϕt
F dt+

∫ 1

0

{R,F} ◦ ϕt
F dt+ (P −R) ◦ ϕ1

F . (3.10)
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我们可以找一个函数 F :

F (θ, I, z, z̄) = F0 + F1 + F2,

其中

F0 =
∑

0<|k|6K,|l|61

Fkl00e
i⟨k,θ⟩I l,

F1 =
∑

|k|6K,n∈L2

(F k10
n zn + F k10

m zm + F k01
n z̄n + F k01

m z̄m)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2

(F k10
n zn + F k01

n z̄n)e
i⟨k,θ⟩,

F2 =
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|n−n′|≠0

(F k11
n′n zn′ z̄n + F k11

nn′ znz̄n′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|n−m′|̸=0

(F k11
m′nzm′ z̄n + F k11

nm′znz̄m′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|m−n′|̸=0

(F k11
n′mzn′ z̄m + F k11

mn′zmz̄n′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|m−m′|≠0

(F k11
m′mzm′ z̄m + F k11

mm′zmz̄m′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|n−m′|̸=0 或 |k|+|n′−m|̸=0

(F k20
n′n zn′zn + F k02

n′n z̄n′ z̄n)e
i⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|m−m′|≠0 或 |k|+|n′−n|̸=0

(F k20
m′nzm′zn + F k02

m′nz̄m′ z̄n)e
i⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|m−m′|≠0 或 |k|+|n′−n|̸=0

(F k20
n′mzn′zm + F k02

n′mz̄n′ z̄m)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈L2,n′∈L2,|k|+|n−m′|̸=0 或 |k|+|n′−m|̸=0

(F k20
m′mzm′zm + F k02

m′mz̄m′ z̄m)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2,m∈Z2

1\L2

(F k20
nm znzm + F k02

nm z̄nz̄m)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2,m∈Z2

1\L2,|k|+|n−m|≠0

(F k11
nm znz̄m + F k11

mn zmz̄n)e
i⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2,n′∈L2

(F k20
nn′ znzn′ + F k20

nm′znzm′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2,n′∈L2

(F k02
nn′ z̄nz̄n′ + F k02

nm′ z̄nz̄m′)ei⟨k,θ⟩

+
∑

|k|6K,n∈Z2
1\L2,n′∈L2

(F k11
nn′ znz̄n′ + F k11

nm′znz̄m′ + F k11
n′n zn′ z̄n + F k11

m′nzm′ z̄n)e
i⟨k,θ⟩,

满足下面的方程:

{N + B + B̄, F}+R− P0000 − ⟨ω̂, I⟩ −
∑
n∈Z2

P 011
nn znz̄n − B̂ − B̂ = 0. (3.11)
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引理 3.1 F 满足等式 (3.11), 如果 F0 和 F1 的 Fourier 系数由下面方程确定:

(⟨k, ω⟩)Fkl00 = iPkl00, |l| 6 1, 0 < |k| 6 K,

(⟨k, ω⟩ − Ωn)F
k10
n = iP k10

n , |k| 6 K, n ∈ Z2
1 \ L2,

(⟨k, ω⟩+Ωn)F
k01
n = iRk01

n , |k| 6 K, n ∈ Z2
1 \ L2,

(⟨k, ω⟩I2 −Mn)(F
k10
n , F k01

m )T = i(P k10
n , P k01

m )T, |k| 6 K, n ∈ L2,

(⟨k, ω⟩I2 +Mn)(F
k01
n , F k10

m )T = i(P k01
n , P k10

m )T, |k| 6 K, n ∈ L2.

(3.12)

F2 的 Fourier 系数由下面引理得到.

情形 1 n,m ∈ Z2
1 \ L2.

引理 3.2 F 满足等式 (3.11), 如果 F2 的 Fourier 系数由下面方程确定:

(⟨k, ω⟩ − Ωn − Ωm)F k20
nm = iP k20

nm , |k| 6 K,

(⟨k, ω⟩ − Ωn +Ωm)F k11
nm = iP k11

nm , 0 < |k| 6 K, |k|+ |n−m| ̸= 0,

(⟨k, ω⟩+Ωn +Ωm)F k02
nm = iP k02

nm , |k| 6 K.

(3.13)

情形 2 n ∈ Z2
1 \ L2, n

′ ∈ L2.

引理 3.3 F 满足等式 (3.11), 如果 F2 的 Fourier 系数由下面方程确定:

[(⟨k, ω⟩ − Ωn)I2 −Mn′ ](F k20
nn′ , F k11

nm′)T = i(P k20
nn′ , P k11

nm′)T,

[(⟨k, ω⟩+Ωn)I2 +Mn′ ](F k02
nn′ , F k11

m′n)
T = i(P k02

nn′ , P k11
m′n)

T,

[(⟨k, ω⟩ − Ωn)I2 +Mn′ ](F k11
nn′ , F k20

nm′)T = i(P k11
nn′ , P k20

nm′)T,

[(⟨k, ω⟩+Ωn)I2 −Mn′ ](F k11
n′n , F

k02
m′n)

T = i(P k11
n′n , P

k02
m′n)

T.

(3.14)

情形 3 n, n′ ∈ L2.

引理 3.4 F 满足等式 (3.11), 如果 F2 的 Fourier 系数由下面方程确定:

(⟨k, ω⟩I4 −Mn ⊗ I2 + I2 ⊗Mn′)(F k11
nn′ , F k20

nm′ , F k02
mn′ , F k11

m′m)T = i(P k11
nn′ , P k20

nm′ , P k02
mn′ , P k11

m′m)T,

(⟨k, ω⟩I4 +Mn ⊗ I2 − I2 ⊗Mn′)(F k11
n′n , F

k02
m′n, F

k20
n′m, F k11

mm′)T = i(P k11
n′n , P

k02
m′n, P

k20
n′m, P k11

mm′)T,

(⟨k, ω⟩I4 −Mn ⊗ I2 − I2 ⊗Mn′)(F k20
nn′ , F k11

nm′ , F k11
n′m, F k02

mm′)T = i(P k20
nn′ , P k11

nm′ , P k11
n′m, P k02

mm′)T,

(⟨k, ω⟩I4 +Mn ⊗ I2 + I2 ⊗Mn′)(F k02
nn′ , F k11

m′n, F
k11
mn′ , F k20

m′m)T = i(P k02
nn′ , P k11

m′n, P
k11
mn′ , P k20

m′m)T.

上述引理证明参见文献 [38].

为了求解方程, 需要接下来的引理.

引理 3.5 令 A、B 和 C 分别是 n×n、m×m和 n×m矩阵, 令 X 是一个 n×m未知矩阵. 矩

阵方程

AX +XB = C

有解当且仅当 Im ⊗AT +B ⊗ In 是非退化的.

详细证明参见文献 [26, 附录].

由小除数假设, 有下面的估计:

|Fkl00|O 6 γ−9K9(τ+1)|Pkl00|O, 0 < k 6 K,
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|F k10
n |O, |F k01

n |O 6 γ−9K9(τ+1)εe−|k|re−|n|ρ,

|F k11
nn′ |O 6 γ−9K9(τ+1)εe−|k|re−|n−n′|ρ,

|F k20
nn′ |O + |F k02

nn′ |O 6 γ−9K9(τ+1)εe−|k|re−|n+n′|ρ.

3.2 估计与性质验证

3.2.1 坐标变换的估计

接下来给出向量场 XF 和流映射 ϕ1
F 的估计.

引理 3.6 令 Di = D(r+ + i
4 (r − r+),

i
4s), 0 < i 6 4, 则有

∥XF ∥D3,O 6 cγ−9K9(τ+1)(r − r+)
−cε. (3.15)

下面的引理给出流映射 ϕt
F 的一些估计. (3.16)用来说明我们的坐标变换是适定的;等式 (3.17)将

会被用来说明迭代的收敛性.

引理 3.7 令 η = ε
1
3 , Diη = D(r+ + i

4 (r − r+),
i
4ηs), 0 < i 6 4. 若 ε ≪ 1

2γ
27
2 K− 27

2 (τ+1)(r − r+)
c,

则有

ϕt
F : D2η → D3η, −1 6 t 6 1. (3.16)

更多地,

∥Dϕt
F − Id∥D1η < cγ−9K9(τ+1)(r − r+)

−cε. (3.17)

证明 令

∥DmF∥D,O = max

{∥∥∥∥ ∂|i|+|l|+|α|+|β|

∂θi∂I l∂zα∂z̄β
F

∥∥∥∥
D,O

, |i|+ |l|+ |α|+ |β| = m > 2

}
.

注意到 F 是一个关于 I 的一次、关于 z 和 z̄ 二次的多项式. 由 (2.4)、(3.15) 和 Cauchy 不等式, 对于

任意的 m > 2, 有

∥DmF∥D2,O < cγ−9K9(τ+1)(r − r+)
−cε. (3.18)

为了得到流映射 ϕt
F 的估计, 根据积分方程

ϕt
F = Id +

∫ t

0

XF ◦ ϕs
F ds,

由 (3.18), 有 ϕt
F : D2η → D3η, −1 6 t 6 1, 因此,

Dϕt
F = Id +

∫ t

0

(DXF )Dϕs
F ds = Id +

∫ t

0

J(D2F )Dϕs
F ds,

其中 J 代表标准辛矩阵  0 −I

I 0

 .

根据 Gronwall 不等式, 得到

∥Dϕt
F − Id∥ 6 ∥D2F∥e

∫ 1
0
∥D2F∥ds 6 2∥D2F∥ < cγ−9K9(τ+1)(r − r+)

−cε. (3.19)

证毕.
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3.2.2 新的标准形的估计

上述定义的流映射的时间 1 映射 ϕ1
F 将 H 变为 H+ = N+ + B+ + B̄+ + P+, 新的标准形

N+ = N + P0000 + ⟨ω̂, I⟩+
∑
n

P 011
nn znz̄n

= e+ + ⟨ω+(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ω+
n (ξ)znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ω+
n − (ωk − ωi))znz̄n + (Ω+

m − (ωj + ωl))zmz̄m],

其中

ω+ = ω + P0l00(|l| = 1), (3.20)

Ω+
n = Ωn + P 011

nn .

现在证明新的标准形 N+ 具有与 N 一样的性质. 通过 XP 的正则性和 Cauchy 不等式, 有

|ω+ − ω| < ε, |P 011
ij+ − P 011

ij | < εe−|i−j|ρ. (3.21)

当 |k| 6 K 时,

|⟨k, ω + P0l00⟩| > |⟨k, ω⟩| − εK > γ

Kτ
− εK > γ

Kτ
+

,

|⟨k, ω + P0l00⟩+Ω+
n | > |⟨k, ω⟩+Ωn| − εK > γ

Kτ
− εK > γ

Kτ
+

.

其他情形类似, 这里省略.

这就意味着在下一步 KAM 迭代中, 当 |k| 6 K 时, 小除数条件自然满足, 就不需要挖掉测度. 在

后面的测度估计中将会用到接下来的有界性:

sup
ξ∈O

max
d68

|∂d
ξ (Ω

+
n − Ωn)| 6 ε,

sup
ξ∈O

max
d68

|∂d
ξ (ω+ − ω)| 6 ε,

|P 011
ij+ − P 011

ij |O 6 εe−|i−j|ρ.

3.2.3 新的扰动项的估计

因为

P+ =

∫ 1

0

(1− t){{N + B + B̄, F}, F} ◦ ϕt
F dt+

∫ 1

0

{R,F} ◦ ϕt
F dt+ (P −R) ◦ ϕ1

F

=

∫ 1

0

{R(t), F} ◦ ϕt
F dt+ (P −R) ◦ ϕ1

F ,

其中 R(t) = (1− t)(N+ + B+ + B̄+ −N − B − B̄) + tR, 因此,

XP+ =

∫ 1

0

(ϕt
F )

∗X{R(t),F}dt+ (ϕ1
F )

∗X(P−R).
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根据引理 3.7, 可得

∥Dϕt
F − Id∥D1η < cγ−9K9(τ+1)(r − r+)

−cε, −1 6 t 6 1,

因此,

∥Dϕt
F ∥D1η 6 1 + ∥Dϕt

F − Id∥D1η 6 2, −1 6 t 6 1.

由引理 A.3, 可得

∥X{R(t),F}∥D2η 6 cγ−9K9(τ+1)(r − r+)
−cη−2ε2

和

∥X(P−R)∥D2η 6 cηε,

因此有

∥XP+∥Dρ(r+,s+) 6 cηε+ cγ−9K9(τ+1)(r − r+)
−cη−2ε2 6 cε+.

3.2.4 一步 KAM 迭代后 (A5) 和 (A6) 的验证

现在证明性质 (A5). 因为

P+ = P −R+ {P, F}+ 1

2!
{{N + B + B̄, F}, F}+ 1

2!
{{P, F}, F}

+ · · ·+ 1

n!
{· · · {N + B + B̄, F} · · · , F︸ ︷︷ ︸

n

}+ 1

n!
{· · · {P, F} · · · , F︸ ︷︷ ︸

n

}+ · · · ,

假设 P ∈ D, 这里是为了确保在每一步 KAM 迭代中都有与第一步一样的形式. 为了完成一步迭代,

需要证明新的扰动项 P+ 仍然有定义在 (A5) 中的特殊形式, 即需证 P+ ∈ D. 因为 P ∈ D, 所以有

P −R ∈ D. 更多地,

{N + B + B̄, F} = P0000 + ⟨ω̂, I⟩+
∑
n

P 011
nn znz̄n + B̂ + ˆ̄B −R ∈ D.

因此证明的关键点在于证明 D 在 Poisson 括号运算下是封闭的.

引理 3.8 如果 G(θ, I, z, z̄), F (θ, I, z, z̄) ∈ D, 那么 B(θ, I, z, z̄) = {G,F} ∈ D.

以上引理的证明参见文献 [22].

根据引理 3.8, 直接可以推出下面的命题.

命题 3.1 新的扰动项 P+ ∈ D.

验证了性质 (A5), 接下来验证新的扰动项 P+ 对于代替了 K、ε 和 ρ 的新的 K+、ε+ 和 ρ+ 也同

样满足性质 (A6). 因为

P+ = P −R+ {P, F}+ 1

2!
{{N,F}, F}+ 1

2!
{{P, F}, F}

+ · · ·+ 1

n!
{· · · {N,F} · · · , F︸ ︷︷ ︸

n

}+ 1

n!
{· · · {P, F} · · · , F︸ ︷︷ ︸

n

}+ · · · ,
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然后对于一个固定的 c ∈ Z2 \ {0} 和 |n−m| > K, 其中 K > 1
ρ−ρ+

ln( ε
ε+

), 有∥∥∥∥ ∂2(P −R)

∂zn+tc∂z̄m+tc
− lim

t→∞

∂2(P −R)

∂zn+tc∂z̄m+tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n−m|ρ 6 ε+

|t|
e−|n−m|ρ+ .

也就是说 P − R 对于代替 K、ε 和 ρ 的新的 K+、ε+ 和 ρ+ 也满足性质 (A6). 证明剩余项也满足性

质 (A6) 需要下面的两个引理.

引理 3.9 将 (A6) 中的 ε 替换为 ε
2
3 , F 仍然满足性质 (A6).

引理 3.10 假设 P 满足性质 (A6), 将性质 (A6) 中的 ε 替换为 ε
2
3 , F 仍然满足性质 (A6), 并且

∂2F

∂zn∂zm
= 0(|n+m| > K),

∂2F

∂zn∂z̄m
= 0(|n−m| > K),

∂2F

∂z̄n∂z̄m
= 0(|n+m| > K),

然后 {P, F} 满足将 ε 替换为 ε+ 后的性质 (A6).

引理 3.9 和 3.10 的证明参见文献 [35].

到这里一步 KAM 迭代完成.

3.3 迭代引理和收敛性

在论述迭代引理之前, 先说明在迭代过程中参数的选择. 对于任意给定的 s、ε、r、γ 和所有的

ν > 1, 定义下面的通项公式:

rν+1 = r

(
1−

ν+2∑
i=2

2−i

)
,

εν+1 = cγ−9(rν − rν+1)
−cK9(τ+1)

ν ε
4
3
ν ,

ην+1 = ε
1
3
ν+1, Lν+1 = Lν + εν ,

sν+1 = 2−2ηνsν = 2−2(ν+1)

( ν∏
i=0

εi

) 1
3

s0,

ρν+1 = ρ

(
1−

ν+2∑
i=2

2−i

)
,

Kν+1 = c((ρv − ρv+1)
−1

ln εv+1
−1),

(3.22)

其中字母 c 是常数, 参数 r0、ε0、L0、s0 和 K0 分别定义为 r、ε、L、s 和 ln 1
ε .

3.3.1 迭代引理

前面的分析可以总结如下.

引理 3.11 令 ε 充分小, ν > 0. 假设

(1)Nν+Bν+B̄ν 是关于参数 ξ的标准形,并且在 Rb的一个闭子集Oν 上,对于所有的 0 < |k| 6 Kν ,

满足

|⟨k, ων⟩| >
γ

|k|τ
, k ̸= 0,

|⟨k, ων⟩ ± Ων
n| >

γ

|k|τ
, n ∈ Z2

1\L2,
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|⟨k, ων⟩ ± Ων
n ± Ων

m| > γ

|k|τ
, n,m ∈ Z2

1\L2,

|det(⟨k, ων⟩I4 ±Mν
n ⊗ I2 ± I2 ⊗Mν

n′)| > γ

|k|τ
, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2.

更多地, 假设 ων(ξ) 和 P 011
ijν (ξ) 是 C8

W - 光滑的并且在 Whitney 意义下满足

sup
ξ∈Oν

max
d68

∥∂d
ξ (Mν

n −Mν−1
n )∥ 6 cεν−1,

sup
ξ∈Oν

max
d68

|∂d
ξ (Ω

ν
n − Ων−1

n )| 6 εν−1,

sup
ξ∈Oν

max
d68

|∂d
ξ (ων − ων−1)| 6 εν−1

和

|P 011
ijν − P 011

ij(ν−1)|Oν 6 εν−1e
−|i−j|ρ.

(2) Nν + Bν + B̄ν + Pν 关于 Kν、εν 和 ρν 满足假设 (A5) 和 (A6), 并且有

∥XPν∥D(rν ,sν),Oν
6 εν .

存在一个子集 Oν+1 ⊂ Oν ,

Oν+1 = Oν \ (Rν+1),

Rν+1 =
∪

Kν<|k|6Kν+1,n,m,n′

(Rν+1
k ∪Rν+1

kn ∪Rν+1
knm ∪ Cν+1

knn′(γ)),

其中

Rν+1
k =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩| <

γ

Kτ
ν+1

, |k| ̸= 0

}
,

Rν+1
kn =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩ ± Ων+1

i | < γ

Kτ
ν+1

}
,

Rν+1
knm =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩ ± Ων+1

i ± Ων+1
j | < γ

Kτ
ν+1

, i, j ∈ Z2
1 \ L2

}
,

Cν+1
knn′ =

{
ξ ∈ Oν : |det(⟨k, ων+1⟩I4 ±Mν+1

n ⊗ I2 ± I2 ⊗Mν+1
n′ )| < γ

Kτ
ν+1

, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2

}
,

这里 ων+1 = ων + P ν
0l00, 有一个辛变换

Φν : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρν (rν , sν), (3.23)

使得在 Dρν+1
(rν+1, sν+1)×Oν+1 上 Hν+1 = Hν ◦ Φν 有如下形式:

Hν+1 = eν+1 + ⟨ων+1, I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ων+1
n znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ων+1
n − (ωk − ωi))znz̄n + (Ων+1

m − (ωj + ωl))zmz̄m] + Bν+1 + B̄ν+1 + Pν+1.
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并且在 Whitney 意义下有

sup
ξ∈Oν

max
d68

|∂d
ξ (Ω

ν+1
n − Ων

n)| 6 εν ,

sup
ξ∈Oν

max
d68

|∂d
ξ (ων+1 − ων)| 6 εν ,

|P 011
ij(ν+1) − P 011

ijν |Oν 6 ενe
−|i−j|ρ,

而且

∥XPν+1∥D(rν+1,sν+1),Oν+1
6 εν+1.

3.3.2 收敛性

当 ν = 0 时, 满足迭代引理 3.11 的假设和定理 2.1 的假设, 需取

ε0 = ε, r0 = r, s0 = s, L0 = L, N0 = N, B0 = B, P0 = P,

O0 =


ξ ∈ O :

|⟨k, ω⟩| > γ

Kτ
0

, |k| ̸= 0,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn| >
γ

Kτ
0

, n ∈ Z2
1\L2,

|⟨k, ω⟩ ± Ωn ± Ωm| > γ

Kτ
0

, n,m ∈ Z2
1\L2,

|det(⟨k, ω⟩I4 ±Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗Mn′)| > γ

K0
τ , k ̸= 0, n, n′ ∈ L2


,

如果 ε0 和 γ 充分小, 则迭代引理假设也满足. 一直迭代下去, 获得了接下来的序列:

Oν+1 ⊂ Oν ,

Ψν = Φ0 ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φν : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρ0(r0, s0), ν > 0,

H ◦Ψν = Hν+1 = Nν+1 + Bν+1 + B̄ν+1 + Pν+1.

令 Õ =
∩∞

ν=0 Oν . 正如文献 [39,40], 由引理 3.7 知, 在 D 1
2 r
( 12r, 0)× Õ 上, Nν、Ψν、DΨν 和 ων 一

致收敛, 并且有

N∞ + B∞ + B̄∞ = e∞ + ⟨ω∞, I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ω∞
n znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ω∞
n − (ωk − ωi))znz̄n + (Ω∞

m − (ωj + ωl))zmz̄m]

+ B∞ + B̄∞.

因为

εν+1 = cγ−9K9(τ+1)
ν (rν − rν−1)

−cε
4
3
ν ,

如果 ε 充分小, 显然 εν+1 → 0. 我们也可以得到
∑∞

ν=0 εν 6 2ε.

令 ϕt
H 是向量场 XH 对应的流映射. 因为 H ◦Ψν = Hν+1, 所以有

ϕt
H ◦Ψν = Ψν ◦ ϕt

Hν+1
. (3.24)
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Ψν、DΨν、ων 和 XHν 的一致收敛性保证了可在 (3.24) 两边同时取极限. 因此, 在 D 1
2 r
( 12r, 0) × Õ

上, 有

ϕt
H ◦Ψ∞ = Ψ∞ ◦ ϕt

H∞
(3.25)

和

Ψ∞ : D 1
2 r

(
1

2
r, 0

)
× Õ → Dρ(r, s)×O.

从等式 (3.25) 可以得到, 对于 ξ ∈ Õ, 有

ϕt
H(Ψ∞(Tb × {ξ})) = Ψ∞ϕt

N∞
(Tb × {ξ}) = Ψ∞(Tb × {ξ}).

这就意味着 Ψ∞(Tb ×{ξ})是一个嵌入环面, 并且对于 ξ ∈ Õ 的原始扰动的 Hamilton系统也是一个不

变环面. 这里强调, 关联于 Ψ∞(Tb × {ξ}) 的频率 ω∞(ξ) 只是 ω(ξ) 发生了微小变化. 不变环面的法向

行为也被法向频率 Ω∞
n 所控制.

3.4 测度估计

为了记号的方便, 令 O−1 = O, K−1 = 0. 然后在第 ν 步 KAM 迭代, 我们不得不挖掉下面的共

振集:

Rν+1 =
∪

Kν<|k|6Kν+1,n,m,n′

(Rν+1
k ∪Rν+1

kn ∪Rν+1
knm ∪ Cν+1

knn′(γ)),

其中

Rν+1
k =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩| <

γ

Kτ
ν+1

, |k| ̸= 0

}
,

Rν+1
kn =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩ ± Ων+1

n | < γ

Kτ
ν+1

, n ∈ Z2
1\L2

}
,

Rν+1
knm =

{
ξ ∈ Oν : |⟨k, ων+1⟩ ± Ων+1

n ± Ων+1
m | < γ

Kτ
ν+1

, n,m ∈ Z2
1 \ L2

}
,

Cν+1
knn′ =

{
ξ ∈ Oν : |det(⟨k, ων+1⟩I4 ±Mν+1

n ⊗ I2 ± I2 ⊗Mν+1
n′ )| < γ

Kτ
ν+1

, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2

}
,

这里,

ων+1(ξ) = ω(ξ) +

ν∑
j=0

P j
0l00(ξ),∣∣∣∣ ν∑

j=0

P j
0l00(ξ)

∣∣∣∣
Oν

< ε,

|Ων+1
n (ξ)− Ωn(ξ)|Oν 6

ν∑
j=0

|P 011,j
nn | 6 ε.

注 3.1 从第 3.2.2 小节知, 在第 ν + 1 步 KAM 迭代中, 当 |k| 6 Kν 时, 小除数条件是自动成立

的. 因此只需要挖掉上述的共振集 Rν+1.
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接下来, 只证明最复杂的情形:{
ξ ∈ Oν : |det(⟨k, ων+1⟩I4 +Mν+1

n ⊗ I2 − I2 ⊗Mν+1
n′ )| < γ

Kτ
ν+1

, k ̸= 0, n, n′ ∈ L2

}
.

当 n ∈ L1 和 n′ ∈ L2 时, 这里将不会有小除数. 为了简化, 记点集

Y ν+1 = ⟨k, ων+1⟩I4 +Mν+1
n ⊗ I2 − I2 ⊗Mν+1

n′ , Y ν = ⟨k, ων⟩I4 +Mν
n ⊗ I2 − I2 ⊗Mν

n′ ,

对于 |k| 6 Kν , 有

∥(Y ν+1)−1∥ = ∥(Y ν + (Y ν+1 − Y ν))−1∥

= ∥(I + (Y ν)−1(Y ν+1 − Y ν))−1(Y ν)−1∥

6 2∥(Y ν)−1∥ 6 2
Kτ

ν

γ
6 Kτ

ν+1

γ
.

非共振条件自动满足. 当 Kν < |k| 6 Kν+1 时, 考虑 n, n′ ∈ L2 作为例子, 其余情形类似. 假设 (n,m)

和 (n′,m′) 是第二类共振对.

引理 3.12 对于任意给定的 n, n′ ∈ Z2
1 并且 |n − n′| 6 Kν+1, 要么有 |det(⟨k, ων+1⟩I4 + Mν+1

n

⊗ I2 − I2 ⊗Mν+1
n′ )| > 1, 要么有 n0, n

′
0, c ∈ Z2 并且有 |n0|, |n′

0|, |c| 6 3K2
ν+1 和 t ∈ Z, 满足 n = n0 + tc,

n′ = n′
0 + tc.

以上引理的证明参见文献 [38].

引理 3.13 对于 k、n 和 n′, 有∪
n,n′∈Z2

1

Cν+1
knn′ ⊂

∪
n0,n′

0,c∈Z2,t∈Z

Cν+1
k,n0+tc,n′

0+tc,

其中 |n0|, |n′
0|, |c| 6 3K2

ν+1.

以上引理的证明参见文献 [38].

引理 3.14 对于固定的 k、n0、n′
0 和 c, 有

meas

( ∪
t∈Z

Cν+1
k,n0+tc,n′

0+tc

)
< c

γ
1
8

K
τ
72
ν+1

.

证明 由上述分析和 N + B + B̄ + P 的 Töplitz-Lipschitz 性质, 当 t → ∞ 时, 矩阵 Y ν+1(t) 有

极限 ∥∥∥Y ν+1(t)− lim
t→∞

Y ν+1(t)
∥∥∥ 6 ε0

t
.

定义共振集

Cν+1
kn0n′

0c∞
=

{
ξ ∈ Oν :

∣∣∣det lim
t→∞

Y ν+1(t)
∣∣∣ < γ

K
τ
9
ν+1

}
.

对于 ξ ∈ Oν\Cν+1
kn0n′

0c∞
, 有

∥∥∥( lim
t→∞

Y ν+1(t)
)−1∥∥∥ 6

K
τ
9
ν+1

γ
.
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当 |t| > K
τ
9
ν+1 时, 由于 ∥∥∥Y ν+1(t)− lim

t→∞
Y ν+1(t)

∥∥∥ 6 ε0
t
,

所以有

∥(Y ν+1(t))−1∥ 6 2
K

τ
9
ν+1

γ
6 Kτ

ν+1

γ
.

当 |t| 6 K
τ
9
ν+1 时, 定义共振集

Cν+1
kn0n′

0ct
=

{
ξ ∈ Oν : |detY ν+1(t)| < γ

Kτ
ν+1

}
.

另外,

inf
ξ∈O

max
0<d68

|∂d
ξ (detY

ν+1(t))| > 1

16
|k| > 1

16
K.

对于固定的 k、n0、n′
0、c 和 t, 以及

meas(Cν+1
kn0n′

0ct
) <

(
γ

Kτ
ν+1

) 1
8

,

有

meas

{ ∪
|t|6K

τ
9
ν+1

Cν+1
kn0n′

0ct

}
< K

τ
9
ν+1

(
γ

Kτ
ν+1

) 1
8

6 γ
1
8

K
τ
72
ν+1

.

综上, 可得

meas

( ∪
t∈Z

Cν+1
k,n0+tc,n′

0+tc

)
< c

γ
1
8

K
τ
72
ν+1

.

证毕.

引理 3.15 挖掉的各个集合的测度如下:

meas

( ∪
Kν<|k|6Kν+1

Rν+1
k

)
6 cKb

ν+1

γ
1
8

K
τ
72
ν+1

= c
γ

1
8

K
τ
72−b
ν+1

,

meas

( ∪
Kν<|k|6Kν+1,n

Rν
kn

)
6 cK2+b

ν+1

γ
1
8

K
τ
72
ν+1

= c
γ

1
8

K
τ
72−2−b
ν+1

,

meas

( ∪
Kν<|k|6Kν+1,n,m

Rν+1
knm

)
6 c

γ
1
8

K
τ
72−12−b
ν+1

,

meas

( ∪
Kν<|k|6Kν+1,n,n′

Cν
knn′

)
6 c

γ
1
8

K
τ
72−12−b
ν+1

.

经过无穷步 KAM 迭代, 挖掉参数集的测度由以下的引理 3.16 给出.
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引理 3.16 令 τ > 72(12 + b+ 1), 然后经过无穷步 KAM 迭代, 总共需要挖掉的测度总和是

meas

( ∪
ν>0

Rν+1

)
= meas

[ ∪
ν>0

∪
Kν<|k|6Kν+1,n,n′

(Rν+1
k ∪Rν+1

kn ∪Rν+1
knn′(γ) ∪ Cν+1

knn′(γ))

]

6 c
∑
ν>0

γ
1
8

Kν+1
6 cγ

1
8 .

至此, 证明了定理 2.1. 下一小节将验证方程 (1.1) 满足定理 2.1 的假设.

4 无穷维 KAM 定理的应用

考虑在周期边界条件下的二维非线性五次 Schrödinger 方程

iut −∆u+ |u|4u = 0, x ∈ T2, t ∈ R, (4.1)

在周期边界条件下, 算子 A = −∆ 有特征值 {λn}:

λn = |n|2 = |n1|2 + |n2|2, n = (n1, n2) ∈ Z2,

对应的特征函数 ϕn(x) =
1
2π e

i⟨n,x⟩, 特征向量组成域上的一组基.

方程 (4.1) 可以写成一个 Hamilton 方程

ut = i
∂H

∂ū
, (4.2)

对应的 Hamilton 函数是

H = ⟨Au, u⟩+ 1

3

∫
T2

|u|6 dx, (4.3)

其中 ⟨·, ·⟩ 代表 L2 中的内积. 令

u(x) =
∑
n∈Z2

qnϕn(x),

Hamilton 方程 (4.2) 等价于下面的格点 Hamilton 方程:

q̇n = i

(
λnqn +

∂G

∂q̄n

)
, G ≡ 1

48π4

∑
i−j+k−l+m−n=0

qiq̄jqk q̄lqmq̄n, (4.4)

对应的 Hamilton 函数

H =
∑
n∈Z2

λn|qn|2 +G. (4.5)

正如文献 [8, 25,39], 在 (4.4) 中的 G 的正则性如下.

定理 4.1 对于任意固定的 ρ > 0, 梯度 Gq̄ 是在原点邻域内实解析的映射且

∥Gq̄∥ρ 6 c∥q∥5ρ. (4.6)
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证明 由导数定义和相关范数的定义可得

∥Gq̄∥ρ =
∑
n∈Z2

|Gq̄n |e|n|ρ

6 c
∑

n,α,β−en,|α|+|β−en|=5

|qαq̄β−en |e|n|ρ

6 c
∑

α,β−en,|α|+|β−en|=5

|qαq̄β−en |e|α|ρe|β−en|ρ

6 c∥q∥5ρ.

证毕.

对于切点的一个容许集 S = {i1, . . . , ib} ⊂ Z2, 接下来需要利用标准形技巧得到扭转的近可积

系统.

命题 4.1 令 S 是容许集, 对于 Hamilton 函数 (4.5), 存在一个辛变换 Ψ, 满足

H ◦Ψ = ⟨ω, I⟩+ ⟨Ωz, z⟩+A+ B + B̄ + P, (4.7)

其中 
ωi(ξ) = ε−6|i|2 + 4

π4
ξ2i − 33

8π4

∑
p∈S

ξiξp −
33

16π4

∑
p∈S

ξ2p +
9

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq,

Ωn = ε−6|n|2 − 9

16π4

∑
p∈S

ξ2p +
3

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq,

A =
3

4π4

∑
n∈L1

√
ξiξjξkξlznz̄meiθi−iθj+iθk−iθl ,

B =
3

4π4

∑
n∈L2

√
ξiξjξkξlznzmeiθi−iθj−iθk−iθl ,

B̄ =
3

4π4

∑
n∈L2

√
ξiξjξkξlz̄nz̄me−iθi+iθj+iθk+iθl ,

|P | = O(ε2|I|2 + ε4|I|3 + ε2|I|∥z∥2ρ + ε4|I|2∥z∥2ρ + εξ
3
2 ∥z∥3ρ + ε2ξ∥z∥4ρ + ε3ξ

1
2 ∥z∥5ρ

+ ε4∥z∥6ρ + εξ4 + ε2ξ
7
2 ∥z∥ρ + ε3ξ3∥z∥2ρ + ε4ξ

5
2 ∥z∥3ρ + ε5ξ2∥z∥4ρ). (4.8)

证明 证明包含了变量的辛变换. 首先, 令

F =
∑

i−j+n−m+k−l=0

|i|2−|j|2+|n|2−|m|2+|k|2−|l|2 ̸=0
♯S∩{i,j,n,m,k,l}>4

i

48π4(λi − λj + λn − λm + λk − λl)
qiq̄jqnq̄mqk q̄l, (4.9)

它的 Hamilton 向量场 XF 对应的时间等于 1 的 Hamilton 流映射定义了一个辛映射 Φ1
F , 在此辛映

射下,

H ◦ Φ1
F = H + {H,F}+

∫ 1

0

(1− t){{H,F}, F} ◦ ϕt
F dt

=
∑
i∈S

λi|qi|2 +
∑
n∈Z2

1

λn|zn|2 +
∑
i∈S

1

48π4
|qi|6
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+
∑

i,p∈S,i ̸=p

3

16π4
|qi|4|qp|2 +

∑
i∈S,p∈S,q∈S,i ̸=p ̸=q

3

4π4
|qi|2|qp|2|qq|2

+
∑

i∈S,n∈Z2
1

3

16π4
|qi|4|zn|2 +

∑
i∈S,p∈S,i ̸=p,n∈Z2

1

3

4π4
|qi|2|qp|2|zn|2

+
∑
n∈L1

3

4π4
qiq̄jqk q̄lznz̄m +

∑
n∈L2

3

4π4
(qiq̄j q̄k q̄lznzm + q̄iqjqkqlz̄nz̄m)

+O(|q|3∥z∥3ρ + |q|2∥z∥4ρ + |q|∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ + |q|8

+ |q|7∥z∥ρ + |q|6∥z∥2ρ + |q|5∥z∥3ρ + |q|4∥z∥4ρ). (4.10)

在 (4.10) 中, (n,m) 是共振对, 并且 (i, j, k, l) 由 (n,m) 唯一确定. 接着, 在切空间引入作用 - 角变量

qi =
√
Ii + ξie

iθi , q̄i =
√

Ii + ξie
−iθi , i ∈ S

和

qn = zn, q̄n = z̄n, n ∈ Z2
1,

我们有

H ◦ Φ1
F =

∑
i∈S

λi(Ii + ξi) +
∑
n∈Z2

1

λn|zn|2 +
∑
i∈S

1

48π4
(Ii + ξi)

3

+
∑

i,p∈S,i ̸=p

3

16π4
(Ii + ξi)

2(Ip + ξp) +
∑

i∈S,p∈S,q∈S,i ̸=p ̸=q

3

4π4
(Ii + ξi)(Ip + ξp)(Iq + ξq)

+
∑

i∈S,n∈Z2
1

3

16π4
(Ii + ξi)

2|zn|2 +
∑

i∈S,p∈S,i ̸=p,n∈Z2
1

3

4π4
(Ii + ξi)(Ip + ξp)|zn|2

+
∑
n∈L1

3

4π4

√
(Ii + ξi)(Ij + ξj)(Ik + ξk)(Il + ξl)znz̄mei(θi−θj+θk−θl)

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
(Ii + ξi)(Ij + ξj)(Ik + ξk)(Il + ξl)znzmei(θi−θj−θk−θl)

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
(Ii + ξi)(Ij + ξj)(Ik + ξk)(Il + ξl)z̄nz̄mei(−θi+θj+θk+θl)

+O(|q|3∥z∥3ρ + |q|2∥z∥4ρ + |q|∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ + |q|8 + |q|7∥z∥ρ

+ |q|6∥z∥2ρ + |q|5∥z∥3ρ + |q|4∥z∥4ρ)

=
∑
i∈S

λiIi +
∑
n∈Z2

1

λn|zn|2 +
∑
i∈S

1

16π4
Iiξ

2
i

+
∑

i,p∈S,i ̸=p

3

16π4
(2Iiξiξp + ξ2i Ip) +

∑
i∈S,p∈S,q∈S,i ̸=p ̸=q

3

4π4
(Iiξpξq + Ipξiξq + Iqξiξp)

+
∑

i∈S,n∈Z2
1

3

16π4
ξ2i |zn|2 +

∑
i∈S,p∈S,i ̸=p,n∈Z2

1

3

4π4
ξiξp|zn|2

+
∑
n∈L1

3

4π4

√
ξiξjξkξlznz̄mei(θi−θj+θk−θl)
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+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzmei(θi−θj−θk−θl)

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄mei(−θi+θj+θk+θl)

+O(ξ|I|2 + |I|3 + ξ|I|∥z∥2ρ + |I|2∥z∥2ρ + ξ
3
2 ∥z∥3ρ + ξ∥z∥4ρ + ξ

1
2 ∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ + ξ4

+ ξ
7
2 ∥z∥ρ + ξ3∥z∥2ρ + ξ

5
2 ∥z∥3ρ + ξ2∥z∥4ρ).

尺度变换

ξ → ε3ξ, I → ε5I, θ → θ, z → ε
5
2 z, z̄ → ε

5
2 z̄.

我们最终得到尺度化的 Hamilton 函数

H = ε−11H(ε3ξ, ε5I, θ, ε
5
2 z, ε

5
2 z̄)

=
∑
i∈S

ε−6λiIi +
∑
n∈Z2

1

ε−6λn|zn|2 +
∑
i∈S

1

16π4
Iiξ

2
i

+
∑

i,p∈S,i ̸=p

3

16π4
(2Iiξiξp + ξ2i Ip) +

∑
i∈S,p∈S,q∈S,i̸=p ̸=q

3

4π4
(Iiξpξq + Ipξiξq + Iqξiξp)

+
∑

i∈S,n∈Z2
1

3

16π4
ξ2i |zn|2 +

∑
i∈S,p∈S,i ̸=p,n∈Z2

1

3

4π4
ξiξp|zn|2

+
∑
n∈L1

3

4π4

√
ξiξjξkξlznz̄mei(θi−θj+θk−θl)

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzmei(θi−θj−θk−θl)

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄mei(−θi+θj+θk+θl)

+O(ε2|I|2 + ε4|I|3 + ε2|I|∥z∥2ρ + ε4|I|2∥z∥2ρ + εξ
3
2 ∥z∥3ρ + ε2ξ∥z∥4ρ + ε3ξ

1
2 ∥z∥5ρ

+ ε4∥z∥6ρ + εξ4 + ε2ξ
7
2 ∥z∥ρ + ε3ξ3∥z∥2ρ + ε4ξ

5
2 ∥z∥3ρ + ε5ξ2∥z∥4ρ)

= N +A+ B + B̄ + P

= ⟨ω, I⟩+ ⟨Ωz, z⟩+A+ B + B̄ + P,

其中

N =
∑
i∈S

ε−6λiIi +
∑
n∈Z2

1

ε−6λn|zn|2 +
∑
i∈S

1

16π4
Iiξ

2
i

+
∑

i,p∈S,i ̸=p

3

16π4
(2Iiξiξp + ξ2i Ip) +

∑
i∈S,p∈S,q∈S,i ̸=p̸=q

3

4π4
(Iiξpξq + Ipξiξq + Iqξiξp)

+
∑

i,n∈Z2
1

3

16π4
ξ2i |zn|2 +

∑
i∈S,p∈S,i ̸=p,n∈Z2

1

3

4π4
ξiξp|zn|2,


ωi(ξ) = ε−6|i|2 + 4

π4
ξ2i − 33

8π4

∑
p∈S

ξiξp −
33

16π4

∑
p∈S

ξ2p +
9

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq,

Ωn = ε−6|n|2 − 9

16π4

∑
p∈S

ξ2p +
3

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq,
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A =
∑
n∈L1

3

4π4

√
ξiξjξkξlznz̄mei(θi−θj+θk−θl),

B =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzmei(θi−θj−θk−θl),

B̄ =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄mei(−θi+θj+θk+θl),

|P | = O(ε2|I|2 + ε4|I|3 + ε2|I|∥z∥2ρ + ε4|I|2∥z∥2ρ + εξ
3
2 ∥z∥3ρ + ε2ξ∥z∥4ρ + ε3ξ

1
2 ∥z∥5ρ

+ ε4∥z∥6ρ + εξ4 + ε2ξ
7
2 ∥z∥ρ + ε3ξ3∥z∥2ρ + ε4ξ

5
2 ∥z∥3ρ + ε5ξ2∥z∥4ρ). (4.11)

证毕.

我们将会找一个非线性辛坐标变换, 将命题 4.1 的标准形变成一个更好的形式. 这里需要引用下

面的引理 (引理证明参见文献 [24]).

引理 4.1 对于任意的 k1, k2, . . . , km ∈ Zb 以及满足 STS̄ = I 的非退化的 m×m矩阵 S,定义下

面形式的一个映射 Φ0 : (θ, I, w,w) → (θ+, I+, z, z):

θ+ = θ,

I+ = I −
m∑
j=1

wjw̄jkj ,

z = SEw,

z̄ = S̄Ēw̄.

映射为辛映射, 其中 E 是一个对角矩阵, 形式如下:

E = E(k1, k2, . . . , km) = diag(ei⟨k1,θ⟩, ei⟨k2,θ⟩, . . . , ei⟨km,θ⟩).

一个非线性辛坐标变换 Φ:

θ+ = θ,

I+ = I −
∑
n∈L1

[znz̄n(ei + ek) + zmz̄m(ej + el)] +
∑
n∈L2

[znz̄n(ek − ei) + zmz̄m(ej + el)], zn+

zm+

 = S

 ei⟨ei+ek,θ⟩ 0

0 ei⟨ej+el,θ⟩

 zn

zm

 ,

 z̄n+

z̄m+

 = S̄

 e−i⟨ei+ek,θ⟩ 0

0 e−i⟨ej+el,θ⟩

 z̄n

z̄m

 , n ∈ L1,

 zn+

zm+

 =

 e−i⟨ek−ei,θ⟩ 0

0 e−i⟨ej+el,θ⟩

 zn

zm

 ,

 z̄n+

z̄m+

 =

 ei⟨ek−ei,θ⟩ 0

0 ei⟨ej+el,θ⟩

 z̄n

z̄m

 , n ∈ L2,

zn+ = zn, z̄n+ = z̄n, n ∈ Z2
1 \ (L1 ∪ L2).
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为了记号的简单, 仍用 I、θ、H、z 和 z̄ 代替 I+、θ+、H ◦Ψ ◦ Φ、z+ 和 z̄+. 我们得到 Hamilton 函数

H = H ◦Ψ ◦ Φ

= ⟨ω(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\(L1∪L2)

Ωn(ξ)znz̄n

+
∑
n∈L1

[(
ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2 + ξTEξ) +

1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl

)
znz̄n

+

(
ε−6(|m|2 + |j|2 + |l|2 + ξTEξ)− 1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl

)
zmz̄m

]
+

∑
n∈L2

[(Ωn − (ωk − ωi))znz̄n + (Ωm − (ωj + ωl))zmz̄m]

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzm

+
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄m

+ P (θ, I, z, z̄, ξ)

= ⟨ω(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ωn(ξ)znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ωn − (ωk − ωi))znz̄n + (Ωm − (ωj + ωl))zmz̄m] + B + B̄ + P

= N + B + B̄ + P, (4.12)

其中 

ωi(ξ) = ε−6|i|2 + 4

π4
ξ2i − 33

8π4

∑
p∈S

ξiξp −
33

16π4

∑
p∈S

ξ2p +
9

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq,

Ωn = ε−6|n|2 − 9

16π4

∑
i∈S

ξ2i +
3

4π4

∑
p∈S,q∈S

ξpξq, n ∈ Z2
1 \ L1,

Ωn = ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2 + ξTEξ) +
1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl, n ∈ L1,

Ωm = ε−6(|m|2 + |j|2 + |l|2 + ξTEξ)− 1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl, n ∈ L1,

N = ⟨ω(ξ), I⟩+
∑

n∈Z2
1\L2

Ωn(ξ)znz̄n

+
∑
n∈L2

[(Ωn − (ωk − ωi))znz̄n + (Ωm − (ωj + ωl))zmz̄m],

B =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlznzm,

B̄ =
∑
n∈L2

3

4π4

√
ξiξjξkξlz̄nz̄m,

这里 P 仅仅是将 G 里的关于 (qi1 , . . . , qib , q̄i1 , . . . , q̄ib , qn, q̄n) 变量的项用 (θ, I, zn, z̄n) 变量表示出来.

最后来验证 H = N + B + B̄ + P 满足假设 (A1)–(A6).
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验证 (A1): 我们有

det(∂2
ξω1) = det

(
∂2ω1

∂ξj∂ξk

)
=

(
− 1

8π4

)b

(63b− 129) · 33b−2 ̸= 0.

这就意味着对于矩阵 (∂2
ξω) 的一个子矩阵, rank(∂2

ξω1) = b, 满足 (2.6), 因此 (A1) 得证.

验证 (A2): 取 a = 6, 证明是显然的.

验证 (A3): 这一部分证明类似于文献 [35], 为了完整, 下面再写一遍. 接下来仅给最复杂情形的证

明. 令

Mn =

 Ωn + ωi − ωk − 3
4π4

√
ξiξjξkξl

3
4π4

√
ξiξjξkξl −(Ωm − ωj − ωl)

 , n ∈ L2,

其中 (i, j, k, l) 由 n 和 m 唯一确定. 我们仅对于最复杂情形 det(⟨k, ω⟩I4 ± Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗ Mn′) 验

证 (A3). 令 A 和 B 是 2× 2 矩阵, 我们知 λI4 + A⊗ I2 − I2 ⊗B2 = (λI2 + A)⊗ I2 − I2 ⊗B. 更多地,

有下面的引理.

引理 4.2 A 与 B 为二阶矩阵, I2 为二阶单位阵,

|A⊗ I2 ± I2 ⊗B| = (|A| − |B|)2 + |A|(tr(B))
2
+ |B|(tr(A))2 ± (|A|+ |B|)tr(A)tr(B),

其中 | · | 代表矩阵的行列式.

情形 1 n, n′ ∈ L1:

⟨k, ω⟩ ± Ωn ± Ωn′ ,

点集 α = ε−6(|i1|2, |i2|2, . . . , |ib|2), ξ = (ξi1 , ξi2 , . . . , ξib),

D =
1

π4



1
16

3
16

3
16 · · · 3

16

3
16

3
16

9
4 · · · 9

4

3
16

9
4

3
16 · · · 9

4

...
...

...
. . .

...

3
16

4
9

9
4 · · · 3

16


b×b

,

E =
1

π4



9
16

21
4 · · · 21

4

21
4

9
16 · · · 21

4

...
...

. . .
...

21
4

21
4 · · · 9

16


b×b

+
2

π4
(eii + ejj + ekk + ell)

− 33

32π4

[ b∑
s=1

(eis + esi) +
b∑

s=1

(ejs + esj) +
b∑

s=1

(eks + esk) +
b∑

s=1

(els + esl)

]
,

E′ =
1

π4



9
16

21
4 · · · 21

4

21
4

9
16 · · · 21

4

...
...

. . .
...

21
4

21
4 · · · 9

16


b×b

+
2

π4
(ei′i′ + ej′j′ + ek′k′ + el′l′)
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− 33

32π4

[ b∑
s=1

(ei′s + esi′) +

b∑
s=1

(ej′s + esj′) +

b∑
s=1

(ek′s + esk′) +

b∑
s=1

(el′s + esl′)

]
,

G =
1

π4



3
16

9
4 · · · 9

4

9
4

3
16 · · · 9

4

...
...

. . .
...

9
4

9
4 · · · 3

16


b×b

+
2

π4
(eii + ejj − ekk + ell)

− 33

32π4

[ b∑
s=1

(eis + esi) +
b∑

s=1

(ejs + esj)−
b∑

s=1

(eks + esk) +
b∑

s=1

(els + esl)

]
,

G′ =
1

π4



3
16

9
4 · · · 9

4

9
4

3
16 · · · 9

4

...
...

. . .
...

9
4

9
4 · · · 3

16


b×b

+
2

π4
(ei′i′ + ej′j′ − ek′k′ + el′l′)

− 33

32π4

[ b∑
s=1

(ei′s + esi′) +
b∑

s=1

(ej′s + esj′)−
b∑

s=1

(ek′s + esk′) +
b∑

s=1

(el′s + esl′)

]
,

L = 32(eii + ekk − ejj − ell)

− 33

2

[ b∑
s=1

(eis + esi) +
b∑

s=1

(eks + esk)−
b∑

s=1

(ejs + esj)−
b∑

s=1

(els + esl)

]
,

L′ = 32(ei′i′ + ek′k′ − ej′j′ − el′l′)

− 33

2

[ b∑
s=1

(ei′s + esi′) +

b∑
s=1

(ek′s + esk′)−
b∑

s=1

(ej′s + esj′)−
b∑

s=1

(el′s + esl′)

]
,

M =



0 −24 · · · −24

−24 0 · · · −24

...
...

. . .
...

−24 −24 · · · 0


b×b

+ 32(eii − ejj − ekk − ell)

− 33

2

[ b∑
s=1

(eis + esi)−
b∑

s=1

(ejs + esj)−
b∑

s=1

(eks + esk)−
b∑

s=1

(els + esl)

]
,

M ′ =



0 −24 · · · −24

−24 0 · · · −24

...
...

. . .
...

−24 −24 · · · 0


b×b

+ 32(ei′i′ − ej′j′ − ek′k′ − el′l′)

− 33

2

[ b∑
s=1

(ei′s + esi′)−
b∑

s=1

(ej′s + esj′)−
b∑

s=1

(ek′s + esk′)−
b∑

s=1

(el′s + esl′)

]
.
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注意到 |n|2 + |i|2 + |k|2 = |m|2 + |j|2 + |l|2, |n′|2 + |i′|2 + |k′|2 = |m′|2 + |j′|2 + |l′|2. 特征值为

⟨k, α⟩ ± ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2)± ε−6(|n′|2 + |i′|2 + |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
± E ± E′

]
ξ

± 1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl ±

1

16π4

√
(ξTL′ξ)

2
+ 144ξi′ξk′ξj′ξl′ ,

其中 P (1, i) 代表将 b × b 的单位矩阵第一行和第 i 行互换; eij 代表 b × b 的矩阵, 这里只有第 i 行、

第 j 列位置元素为 1, 其余位置元素为 0. 如果 i ̸= i′, 由于平方根项的存在, 所有特征值不恒为 0; 如

果 i = i′, 同时有 j = j′, k = k′, l = l′, (以最复杂的情形为例) 特征值选为

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 + |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+ E − E

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl −

1

16π4

√
(ξTL′ξ)

2
+ 144ξi′ξk′ξj′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 − |n′|2) + ξT
( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
ξ.

然后当 k ̸= 0 时, (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) ̸= 0, 所有特征值不恒为 0; 如果特征值是

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2) + ε−6(|n′|2 + |i′|2 + |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+ E + E

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl −

1

16π4

√
(ξTL′ξ)

2
+ 144ξi′ξk′ξj′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2) + ε−6(|n′|2 + |i′|2 + |k′|2)

+ ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+ 2E

]
ξ,

当 (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) + 2E = 0 时, k 的所有元素都相同并且 ( 3(b−1)
16 + 1

16 )(k)1 + 1 = 0 (b > 6,

k ∈ Zb), 其没有整数解, 所有特征值不恒为 0.

情形 2 n ∈ L1, n
′ ∈ L2. 这种情形, (⟨k, ω⟩ ± Ωn)I2 ±Mn′ 的特征值是

⟨k, α⟩ ± ε−6(|n|2 + |i|2 + |k|2)± ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
± E ±G′

]
ξ

± 1

16π4

√
(ξTLξ)

2
+ 144ξiξjξkξl ±

1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξj′ξk′ξl′ .

由于非零虚部的存在, 所有特征值不恒为 0.

情形 3 n, n′ ∈ L2. 在这种情形下, ⟨k, ω⟩I4 ±Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗Mn′ 的特征值是

⟨k, α⟩ ± ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)± ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
±G±G′

]
ξ

± 1

16π4

√
(ξTMξ)

2 − 144ξiξjξkξl ±
1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξk′ξj′ξl′ .
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如果 i ̸= i′, 由于平方根项的存在, 所有特征值不恒为 0. 如果 i = i′, j = j′, k = k′, l = l′, (以最复杂的

情形为例) 特征值选为

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G−G

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTMξ)

2 − 144ξiξjξkξl −
1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξj′ξk′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)]
ξ.

当 k ̸= 0 时, (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) ̸= 0, 所有特征值不恒为 0, 特征值选为

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2) + ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G+G

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTMξ)

2 − 144ξiξjξkξl −
1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξj′ξk′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2)

+ ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+ 2G

]
ξ.

当 (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) + 2G = 0 时, 我们得到 k 的元素 (k)s (s ̸= k) 相等且满足(3b− 1)(k)s + 3(k)k + 4 = 0,

(3b− 3)(k)s + (k)k + 8 = 0.

其不存在整数解, 因此所有特征值不恒为 0.

如果 i = i′, j = k′, k = j′, l = l′, (以最复杂的情形为例) 特征值选为

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G−G′

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTMξ)

2 − 144ξiξjξkξl −
1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξj′ξk′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2)

+ ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G−G′

]
ξ.

当 k ̸= 0 时, (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) +G−G′ ̸= 0, 所有特征值不恒为 0, (以最复杂的情形为例) 特

征值选为

⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2) + ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2) + ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G+G′

]
ξ

+
1

16π4

√
(ξTMξ)

2 − 144ξiξjξkξl −
1

16π4

√
(ξTM ′ξ)

2 − 144ξi′ξj′ξk′ξl′

= ⟨k, α⟩+ ε−6(|n|2 + |i|2 − |k|2)− ε−6(|n′|2 + |i′|2 − |k′|2)
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+ ξT
[( b∑

i=1

P (1, i)TkiDP (1, i)

)
+G+G′

]
ξ.

当 (
∑b

i=1 P (1, i)TkiDP (1, i)) +G +G′ = 0 时, 我们得到 k 的元素 (k)s (s ̸= i, l) 都相等且 (k)i = (k)l

满足 (3b− 8)(k)s + 6(k)i = 0,

3(b− 2)(k)s + 3(k)i + 38 = 0,

方程组没有整数解. 当 i = i′, j = j′, k = l′, l = k′, 证明类似. 因此所有特征值不恒为 0. 其他情形证

明类似, 我们省略. 由引理 4.2 可知, det(⟨k, ω⟩I4 ±Mn ⊗ I2 ± I2 ⊗Mn′) 是一个关于 ξ 至多 8 阶的一

个多项式函数. 因此,

|∂8
ξ (det(⟨k, ω⟩I4 ±An ⊗ I2 ± I2 ⊗An′))| > 1

16
|k| ̸= 0.

通过挖掉测度为 O(γ
1
8 ) 的参数集, 有

|det(⟨k, ω⟩I4 ±An ⊗ I2 ± I2 ⊗An′)| > γ

|k|τ
, k ̸= 0, n, n′ ∈ L1 ∪ L2.

因此 (A3) 满足.

验证 (A4): 对于一个给定的 0 < r < 1 和 s = ε
1
2 , 根据引理 4.1, ∥Gq̄∥ρ 6 c∥q∥5ρ, 我们有∑

n∈Z2
1

∥Pzn∥Oe|n|ρ +
∑
n∈Z2

1

∥Pz̄n∥Oe|n|ρ = ∥Pz∥ρ + ∥Pz̄∥ρ 6 c∥q∥5ρ 6 c(|I| 52 + ∥z∥5ρ).

另外,

sup
∥q∥ρ<2s

∥G∥O 6 c sup
∥q∥ρ<2s

∥q∥6ρ 6 cs6,

因此,

∥P∥Dρ(2r,2s),O = sup
Dρ(2r,2s)

∥P∥O 6 cs6.

根据 Cauchy 估计, 可得

∥PI∥Dρ(r,s),O 6 cs4, ∥Pθ∥Dρ(r,s),O 6 cs6.

因此,

∥XP ∥Dρ(r,s),O = ∥PI∥Dρ(r,s),O +
1

s2
∥Pθ∥Dρ(r,s),O

+ sup
Dρ(r,s)

[
1

s

∑
n∈Z2

1

∥Pzn∥Oe|n|ρ +
1

s

∑
n∈Z2

1

∥Pz̄n∥Oe|n|ρ
]

6 cs4 +
cs6

s2
+ c sup

Dρ(r,s)

1

s
(|I| 52 + ∥z∥5ρ)

6 cs4 6 cε.
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所以 (A4) 满足.

验证 (A5):

B + B̄ + P =
1

48π4

∑
∑b

j=1(αij
−βij

)ij+
∑

n∈Zd1
(αn−βn)n=0

√
I1 + ξ1

αi1+βi1 · · ·
√
Ib + ξb

αib
+βib

× ei
∑b

j=1(αij
−βij

)θj × ei
∑

n∈L1
[(αn−βn)(θi+θk)+(αm−βm)(θj+θl)]

× e−i
∑

n∈L2
[(αn−βn)(θk−θi)+(αm−βm)(θj+θl)] × zα−

∑b
j=1 αij

eij z̄β−
∑b

j=1 βij
eij .

令 k1 = (k11 , . . . , k1b) = (αi1 − βi1 , . . . , αib − βib),

ei
∑

n∈L1
[(αn−βn)(θi+θk)+(αm−βm)(θj+θl)] × e−i

∑
n∈L2

[(αn−βn)(θk−θi)+(αm−βm)(θj+θl)] = ei⟨k2,θ⟩,

有

B + B̄ + P =
∑

k∈Zb,l∈Nb,α,β

(B + B̄ + P )klαβ(ξ)I
lei⟨k,θ⟩zαz̄β ,

其中 k = (k1, k2, . . . , kb) = (k11 + k21 , k12 + k22 , . . . , k1b + k2b) ∈ Zb, l ∈ Nb, α 和 β 有如下等式关系:

b∑
j=1

kjij +
∑
n∈Zd

1

(αn − βn)n = 0

和

b∑
j=1

kj +
∑
n∈Zd

1

(αn − βn) = 0.

因此 (A5) 满足.

验证 (A6): 我们仅需要验证 P 满足 (A6). 回顾 (4.9), F 由如下形式给出:

F =
∑

i−j+n−m+k−l=0

|i|2−|j|2+|n|2−|m|2+|k|2−|l|2 ̸=0
♯S∩{i,j,n,m,k,l}>4

i

48π4(λi − λj + λn − λm + λk − λl)
qiq̄jqnq̄mqk q̄l.

对于充分大的 t 和任意的 c ∈ Z2 \ {0}, 有∑
i,j,n,m,k,l,t

i

48π4(λi − λj + λn+tc − λm+tc + λk − λl)
qiq̄jqn+tcq̄m+tcqk q̄l

=
∑

i,j,n,m,k,l,t

i

48π4(|i|2 − |j|2 + |n|2 − |m|2 + |k|2 − |l|2 + 2t⟨n−m, c⟩)
qiq̄jzn+tcz̄m+tcqk q̄l.

因此, 当 ⟨n−m, c⟩ = 0 时,

∂2F

∂zn+tc∂z̄m+tc
=

∂2F

∂zn∂z̄m
;

当 ⟨n−m, c⟩ ̸= 0 时, ∥∥∥∥ ∂2F

∂zn+tc∂z̄m+tc
− 0

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n−m|ρ.
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类似地, ∥∥∥∥ ∂2F

∂zn+tc∂zm−tc
− lim

t→∞

∂2F

∂zn+tc∂zm−tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n+m|ρ,∥∥∥∥ ∂2F

∂z̄n+tc∂z̄m−tc
− lim

t→∞

∂2F

∂z̄n+tc∂z̄m−tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n+m|ρ.

也就是说, F 满足 Töplitz-Lipschitz 性质. 回顾整理 Hamilton 函数 (4.1) 的过程, 我们只需要证明

{G,F}也满足 Töplitz-Lipschitz性质. 引理 3.10说明了 Poisson括号运算保持 Töplitz-Lipschitz性质.

因此, N + B + B̄ + P 满足 (A6). 因此 (A6) 满足.

因此, 对于 Hamilton 函数 (4.12), 我们验证了定理 2.1 的所有假设. 通过应用定理 2.1, 我们得到

了定理 1.1.

致谢 感谢审稿人的仔细审阅以及提出的一些具体的修改意见.
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附录 A

引理 A.1 FG 的范数有如下估计:

∥FG∥Dρ(r,s),O 6 ∥F∥Dρ(r,s),O∥G∥Dρ(r,s),O.

证明 因为 (FG)klαβ =
∑

k′,l′,α′,β′ Fk−k′,l−l′,α−α′,β−β′Gk′l′α′β′ , 所以有

∥FG∥Dρ(r,s),O = sup
Dρ(r,s)

∑
k,l,α,β

|(FG)klαβ |O|I l||zα||z̄β |e|k||Imθ|

6 sup
Dρ(r,s)

∑
k,l,α,β

∑
k′,l′,α′,β′

|Fk−k′,l−l′,α−α′,β−β′Gk′l′α′β′ |O|I l||zα||z̄β |e|k||Imθ|

6 ∥F∥Dρ(r,s),O∥G∥Dρ(r,s),O.

我们完成了证明.
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引理 A.2 (广义 Cauchy 不等式) F 的各一阶导数有如下估计:

∥Fθ∥Dρ(r−σ,s),O 6 c

σ
∥F∥Dρ(r,s),O,

∥FI∥Dρ(r,
1
2 s),O

6 c

s2
∥F∥Dρ(r,s),O,

∥Fz∥Dρ(r,
1
2 s),O

6 c

s
∥F∥Dρ(r,s),O,

∥Fz̄∥Dρ(r,
1
2 s),O

6 c

s
∥F∥Dρ(r,s),O.

证明 我们仅证明第三个不等式, 其余的证明类似. 令 w ̸= 0, f(t) = F (z + tw) 是在复数域上从

|t| < s
∥w∥ρ

到 Dρ(r, s) 的实解析映射. 通过 Cauchy 不等式, 可得

∥f ′(0)∥Dρ(r,
1
2 s),O

= ∥Fzw∥Dρ(r,
1
2 s),O

6 c

s
∥F∥Dρ(r,s),O · ∥w∥ρ.

因为 w ̸= 0, 所以,

∥Fzw∥Dρ(r,
1
2 s),O

∥w∥ρ
6 c

s
∥F∥Dρ(r,s),O,

因此,

∥Fz∥Dρ(r,
1
2 s),O

= sup
w ̸=0

∥Fzw∥Dρ(r,
1
2 s),O

∥w∥ρ
6 c

s
∥F∥Dρ(r,s),O.

证毕.

令 {·, ·} 代表光滑函数的 Poisson 括号, 等价于

{F,G} =

⟨
∂F

∂I
,
∂G

∂θ

⟩
−

⟨
∂F

∂θ
,
∂G

∂I

⟩
+ i

(⟨
∂F

∂z
,
∂G

∂z̄

⟩
−

⟨
∂F

∂z̄
,
∂G

∂z

⟩)
,

然后我们有接下来的引理.

引理 A.3 如果

∥XF ∥Dρ(r,s),O < ε′, ∥XG∥Dρ(r,s),O < ε′′,

则有

∥X{F,G}∥Dρ(r−σ,ηs),O < cσ−1η−2ε′ε′′, η ≪ 1.

特别地, 如果 η ∼ ε
1
3 , ε′, ε′′ ∼ ε, 则有 ∥X{F,G}∥Dρ(r−σ,ηs),O ∼ ε

4
3 .

证明 通过引理 A.2 和 A.3, 可得∥∥∥∥ ∂2F

∂I∂I

∂G

∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−2

∥∥∥∥∂F∂I
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂I∂θ

∂G

∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1

∥∥∥∥∂F∂I
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂I∂z

∂G

∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−1

∥∥∥∥∂F∂I
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,
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∥∥∥∥ ∂2F

∂I∂z̄

∂G

∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−1

∥∥∥∥∂F∂I
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂θ

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂z∂I

∂G

∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−2

∥∥∥∥∂F∂z
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂z∂θ

∂G

∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1

∥∥∥∥∂F∂z
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂z∂z

∂G

∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−1

∥∥∥∥∂F∂z
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

,∥∥∥∥ ∂2F

∂z∂z̄

∂G

∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r−σ, 12 s)

< cσ−1s−1

∥∥∥∥∂F∂z
∥∥∥∥
Dρ(r,s)

·
∥∥∥∥∂G∂z̄

∥∥∥∥
Dρ(r,s)

.

其他情形可以通过类似的方式得到, 因此,

∥X{F,G}∥Dρ(r−σ,ηs),O < cσ−1η−2ε′ε′′.

证毕.

最后给出一个构造切点容许集可行的方法: 对于任意给定的正整数 b > 6, 我们给一个构造切点

容许集可行的方法. 对于集合 S = {i1 = (x1, y1), i2 = (x2, y2), . . . , ib = (xb, yb)}, 首先, 选择 x1、y1、x2

和 y2 满足 x1 > b2, y1 = x5
1, x2 = y51 , y2 = x5

2, 其余的按照下面定义的去迭代:

xj+1 = y5j
∏

26m6j,16l<m

((xm − xl)
2
+ (ym − yl)

2
), 2 6 j 6 b− 1,

yj+1 = x5
j+1, 2 6 j 6 b− 1.

引理 A.4 上述构造的切点是容许集.

证明 注意到 n−m+ i− j + k − l = 0, |n|2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = 0 等价于

⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ = 0;

而 n+m+ i− j − k − l = 0, |n|2 + |m|2 + |i|2 − |j|2 − |k|2 − |l|2 = 0 等价于

⟨n− (j + l), n− (k − i)⟩ − ⟨k − i, i⟩+ ⟨j, l⟩ = 0.

为了证明性质 (1) (第 459页),即证对于任意的六元数组 {i, j, k, l,m, n}, S 不包含其中任意 5个点,满

足 n−m+ i− j+ k− l = 0和 |n|2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = 0或者满足 n+m+ i− j− k− l = 0

和 |n|2 + |m|2 + |i|2 − |j|2 − |k|2 − |l|2 = 0, 只需证明

⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ̸= 0

和

⟨n− (j + l), f − (k − i)⟩ − ⟨k − i, i⟩+ ⟨j, l⟩ ̸= 0.

对于任意的 5 个点 i, j, k, l, n ∈ S, 有

n1 − (j1 + l1)

n2 − (j2 + l2)
> 0,

(j2 + l2)− (i2 + k2)

(j1 + l1)− (i1 + k1)
> 0,
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因此,

n1 − (j1 + l1)

n2 − (j2 + l2)
+

(j2 + l2)− (i2 + k2)

(j1 + l1)− (i1 + k1)
> 0,

所以,

⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ = [n1 − (j1 + l1)][(j1 + l1)− (i1 + k1)]

+ [n2 − (j2 + l2)][(j2 + l2)− (i2 + k2)]

̸= 0.

类似有

⟨j, l⟩ ≠ 0, ⟨i, k⟩ ̸= 0; ⟨f − (j + l), f − (k − i)⟩ ̸= 0, ⟨k − i, i⟩ ̸= 0, ⟨j, l⟩ ̸= 0.

接下来, 证明 ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ̸= 0.

(I) 首先, 考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |} 中仅有一个元素取最大值.

(1) |k| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 ⟨i+ j + l − f, k⟩, 因此

得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(2) |i| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 ⟨k + j + l − f, i⟩, 因此

得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(3) |j| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |j|2, 因此得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(4) |l| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |l|2, 因此得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(5) |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
如果 j + l ̸= i+ k, 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |f |;

如果 j + l = i+ k, 则有 m ∈ Z2
1, |f |2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = |f |2 − |m|2 ̸= 0, 同样得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(II) 其次, 考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |} 有两个元素取到最大值.

(1) |j| = |l| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
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我们有 j = l, 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |j|2, 因此
得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(2) |i| = |k| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 i = k, 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |i|2, 因此

得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(3) |i| = |j| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 i = j,如果 k ̸= l,根据切点 S 的选择, ⟨f − (j+ l), (j+ l)− (i+ k)⟩− ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩的量级为

|i|max{|k|, |l|};如果 k = l,则有 m ∈ Z2
1, |f |2− |m|2+ |i|2− |j|2+ |k|2− |l|2 = |f |2− |m|2 ̸= 0,同样得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(4) |j| = |k| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 j = k,如果 i ̸= l,根据切点 S 的选择, ⟨f − (j+ l), (j+ l)− (i+ k)⟩− ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩的量级为

|j|max{|i|, |l|}; 如果 i = l, 则有 m ∈ Z2
1, |f |2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = |f |2 − |m|2 ̸= 0, 同样有

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(5) |i| = |l| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 i = l, 如果 k ̸= j, 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级

为 |i|max{|k|, |j|}; 如果 k = j, 则有 m ∈ Z2
1, |f |2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = |f |2 − |m|2 ̸= 0, 同样

得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(6) |i| = |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 i = f , 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |f |2, 因此

得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(7) |j| = |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 j = f , 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l) − (i + k)⟩ − ⟨j, l⟩ + ⟨i, k⟩ 的量级为 |f | · |l|,

因此得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(8) |k| = |l| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 k = l,如果 i ̸= j,根据切点 S 的选择, ⟨f − (j+ l), (j+ l)− (i+ k)⟩− ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩的量级为

|l|max{|i|, |j|}; 如果 i = j,则有 m ∈ Z2
1, |f |2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = |f |2 − |m|2 ̸= 0,同样得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(9) |k| = |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
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我们有 k = f , 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ 的量级为 |f |2, 因
此得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(10) |l| = |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
我们有 l = f , 根据切点 S 的选择, ⟨f − (j + l), (j + l) − (i + k)⟩ − ⟨j, l⟩ + ⟨i, k⟩ 的量级为 |f | · |j|,

因此得到

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0.

(III)最后,考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}中至少有三个元素取到最大值.通过取相反数,变成 (I)或 (II).

我们证明了

⟨f − (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ ≠ 0,

⟨f − (j + l), f − (k − i)⟩ − ⟨k − i, i⟩+ ⟨j, l⟩ ̸= 0 的证明类似, 这里省略.

当 n−m+ i− j + k − l = 0 时, |n|2 − |m|2 + |i|2 − |j|2 + |k|2 − |l|2 = 0 等价于

⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ = 0;

n+m+ f − g− h− p = 0, |n|2 + |m|2 + |f |2 − |g|2 − |h|2 − |p|2 = 0等价于 ⟨n− (g+ p), n− (h− f)⟩ − ⟨h
− f, f⟩ + ⟨g, p⟩ = 0. 为了证明 S 是容许集, 下面证明性质 (2)–(4), 即证对于 i, j, k, l, f, g, h, p ∈ S 且

{i, j, k, l} ̸= {f, g, h, p}, 有lcl⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ = 0,

⟨n− (g + p), (g + p)− (f + h)⟩ − ⟨g, p⟩+ ⟨f, h⟩ = 0,lcl⟨n− (j + l), n− (k − i)⟩ − ⟨k − i, i⟩+ ⟨j, l⟩ = 0,

⟨n− (g + p), n− (h− f)⟩ − ⟨h− f, f⟩+ ⟨g, p⟩ = 0,lcl⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ = 0,

⟨n− (g + p), n− (h− f)⟩ − ⟨h− f, f⟩+ ⟨g, p⟩ = 0,

方程组在 Z2
1 上没有解.

我们只给第一个方程组的证明, 其余类似, 省略.

(I) 首先, 考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|} 只有一个元素取到最大值.

(1) |h| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
通过初等计算, 有

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + g1p1 + g2p2 − f1h1 − f2(g2 + p2 − f2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + (j2 + l2 − g2 − p2 − f2)(j2 + l2 − i2 − k2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)(j1l1 + j2l2 − i1k1 − i2k2)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ f2 + g2 + p2.

根据切点 S 的选择, 分子量级为 h1, 分母量级为 h2, 推出 n2 ̸∈ Z.
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(2) |f | = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
同样地,

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + g1p1 + g2p2 − f1h1 − h2(g2 + p2 − h2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + (j2 + l2 − g2 − p2 − h2)(j2 + l2 − i2 − k2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)(j1l1 + j2l2 − i1k1 − i2k2)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ g2 + h2 + p2.

根据切点 S 的选择, 分子量级为 f1, 分母量级为 f2, 推出 n2 ̸∈ Z.
(3) |k| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
同样地,

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + (g2 + p2 − j2 − l2 − i2)(g2 + p2 − f2 − h2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(j1 + l1 − i1 − k1)(g1p1 + g2p2 − f1h1 − f2h2)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + j1l1 + j2l2 − i1k1 − i2(j2 + l2 − i2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ i2 + j2 + l2.

根据切点 S 的选择, 分子量级为 k1, 分母量级为 k2, 推出 n2 ̸∈ Z.
(4) |i| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
同样地,

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + (g2 + p2 − j2 − l2 − k2)(g2 + p2 − f2 − h2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(j1 + l1 − i1 − k1)(g1p1 + g2p2 − f1h1 − f2h2)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + j1l1 + j2l2 − i1k1 − k2(j2 + l2 − k2)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g2 + p2 − f2 − h2)− (j2 + l2 − i2 − k2)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ j2 + k2 + l2.

根据切点 S 的选择, 分子量级为 i1, 分母量级为 i2, 推出 n2 ̸∈ Z.
(5) |g| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
同样地,

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + g1p1 + g51p

5
1 − f1h1 − f5

1 (g
5
1 + p51 − f5

1 )]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + (j51 + l51 − g51 − p51 − f5
1 )(j

5
1 + l51 − i51 − k51)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)(j1l1 + j51 l
5
1 − i1k1 − i51k

5
1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ f2 + g2 + p2
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=
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + g1p1 − f1h1 − f5

1 (p
5
1 − f5

1 )]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + (j51 + l51 − p51 − f5
1 )(j

5
1 + l51 − i51 − k51)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)(j1l1 + j51 l
5
1 − i1k1 − i51k

5
1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(f5

1 + h5
1 − p51)(p

5
1 − f5

1 )(j1 + l1 − i1 − k1) + (p51 − f5
1 )(j

5
1 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(g1 + p1 − f1 − h1)(j

5
1 + l51 − i51 − k51)g

5
1

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ f2 + g2 + p2 + p51 − f5
1 .

根据切点 S 的选择,前 4个分数的分子量级为 g21 ,分母量级为 g51 ; 第 5个分数可以分解为一个整数加

上一个分子量级为 g41、分母量级为 g51 的分数, 同样推出 n2 ̸∈ Z.
(6) |p| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
证明类似于 (5).

(7) |j| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}.
同样地,

n2 =
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + (g51 + p51 − j51 − l51 − k51)(g

5
1 + p51 − f5

1 − h5
1)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(j1 + l1 − i1 − k1)(g1p1 + g51p

5
1 − f1h1 − f5

1h
5
1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + j1l1 + j51 l
5
1 − i1k1 − k51(j

5
1 + l51 − k51)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ j2 + k2 + l2

=
(j1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + (g51 + p51 − l51 − k51)(g

5
1 + p51 − f5

1 − h5
1)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(j1 + l1 − i1 − k1)(g1p1 + g51p

5
1 − f1h1 − f5

1h
5
1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(j1 + l1)(j1 + l1 − i1 − k1) + j1l1 − i1k1 − k51(l
5
1 − k51)]

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)(l

5
1 − k51)− (j1 + l1 − i1 − k1)(l

5
1 − k51)(g

5
1 + p51 − f5

1 − h5
1)

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (j1 + l1 − i1 − k1)(g
5
1 + p51 − f5

1 − h5
1)j

5
1

(j1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (j51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+ j2 + k2 + l2 + l51 − k51.

根据切点 S 的选择, 前 4 个分数的分子量级为 j21 , 分母量级为 j51 ; 第 5 个分数可以分解为一个整数加

上一个分子量级为 j41、分母量级为 j51 的分数, 同样推出 n2 ̸∈ Z.
(8) |l| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
证明类似 (7).

(II) 其次, 考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|} 中有两个元素取到最大值.
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(1) |g| = |j| = max{|i|, |j|, |k|, |l|, |f |, |g|, |h|, |p|}.
我们有 g = j 和 lcl⟨n− (j + l), (j + l)− (i+ k)⟩ − ⟨j, l⟩+ ⟨i, k⟩ = 0,

⟨n− (j + p), (j + p)− (f + h)⟩ − ⟨j, p⟩+ ⟨f, h⟩ = 0.

通过初等计算有

n2 =
(g1 + l1 − i1 − k1)[(g1 + p1)(g1 + p1 − f1 − h1) + g1p1 − f1h1 − f5

1 (p
5
1 − f5

1 )]

(g1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (g51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)[(g1 + l1)(g1 + l1 − i1 − k1) + (l51 − p51 − f5
1 )(l

5
1 − i51 − k51)]

(g1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (g51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

− (g1 + p1 − f1 − h1)(g1l1 − i1k1 − i51k
5
1)

(g1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (g51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
(f5

1 + h5
1 − p51)(p

5
1 − f5

1 )(g1 + l1 − i1 − k1) + (p51 − f5
1 )(l

5
1 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

(g1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (g51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)

+
2(g1 + p1 − f1 − h1)(p

5
1 − l51)

(g1 + l1 − i1 − k1)(g51 + p51 − f5
1 − h5

1)− (g51 + l51 − i51 − k51)(g1 + p1 − f1 − h1)
g51

+ f2 + g2 + p2 + p51 − f5
1 .

根据切点 S 的选择,前 4个分数的分子量级为 g31 ,分母量级为 g61 ; 第 5个分数可以分解为一个整数加

上一个分子量级为 g1、分母量级为 g51 的分数, 同样推出 n2 ̸∈ Z.
其余情形类似.

(III)最后,考虑 {|i|, |j|, |k|, |l|, |f |}中至少有三个元素取到最大值.通过取相反数,变成 (I)或 (II).

我们证明了第一个方程组在 Z2
1 上没有解. 其余情形证明类似. 我们给出了一个可行的构造容许集的

方法并且证明了它是容许集.
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