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摘要 耦合的 Vlasov-Boltzmann 方程组可用于描述通过强短程和弱长程对势相互作用的双组分流体

系统的时间演化. 本文利用补偿函数方法和能量方法得到耦合的 Vlasov-Boltzmann 方程组靠近整体

Maxwell 分布时全局解的存在性和最优衰减速率. 此方法的优点在于通过构建系统的补偿函数, 可以

避免分析相应的线性算子的谱结构以达到更为简便的目的.
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1 引言

通过强短程和弱长程对势相互作用的 “红” 粒子和 “蓝” 粒子所构成的双组分流体的时间演化方

程可由耦合的 Vlasov-Boltzmann 方程组描述 (参见文献 [1]):

∂tF
r + v · ∇xF

r +Kr · ∇vF
r = Q(F r, F r) +Q(F r, F b), (1.1)

∂tF
b + v · ∇xF

b +Kb · ∇vF
b = Q(F b, F b) +Q(F b, F r), (1.2)

其中 Fα(t, x, v) > 0, α = r, b分别为粒子 1 (红)和粒子 2 (蓝)在时间 t > 0、位置 x = (x1, x2, x3) ∈ R3

及速度 v = (v1, v2, v3) ∈ R3 的数量密度函数.

长程相互作用由不同类粒子之间的排斥 Vlasov 力 Kα(t, x) 所表示:

Kα(t, x) = −∇xU ⋆ F β = −∇xU ∗
∫
R3

F βdv = −∇x

∫
R3

x×R3
v

U(|x− x′|)F β(t, x′, v)dx′dv, (1.3)

其中 α, β ∈ {r, b}, α ̸= β, U(·) ∈ C∞
0 (R3) 为非负函数满足

∫
R3 U(|x|)dx = 1.
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短程相互作用下硬球情形的 Boltzmann 碰撞算子表示为

Q(F,G)(v) =

∫
R3×S2

|(u− v) · ω|{F (v′)G(u′)− F (v)G(u)}dudω,

其中 ω ∈ S2,

v′ = v − [(v − u) · ω]ω, u′ = u+ [(v − u) · ω]ω

分别表示速度为 v 和 u 的粒子在经过碰撞后的速度.

为了方便研究, 像文献 [1, 10,14] 一样, 令 F = F r + F b 和 Φ = F r − F b. 利用 (1.1) 和 (1.2), 可以

得到

∂tF + v · ∇xF − 1

2
∇xU ⋆ F · ∇vF +

1

2
∇xU ⋆ Φ · ∇vΦ = Q(F, F ), (1.4)

∂tΦ+ v · ∇xΦ− 1

2
∇xU ⋆ F · ∇vΦ+

1

2
∇xU ⋆ Φ · ∇vF = Q(Φ, F ). (1.5)

为了符号的简便, 定义 µ(v) = 1
(2π)3/2

e−|v|2/2 为单位化的全局 Maxwell 分布. 在本文中, 考虑方程

组 (1.4) 和 (1.5) 在平衡态 [µ, 0] 附近的解. 不失一般性, 设

F = µ+
√
µf, Φ =

√
µϕ.

将上面的展开代入方程组 (1.4) 和 (1.5), 可以得到

∂tf + v · ∇xf + L1f +
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv

=
1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v(

√
µf)− 1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v(

√
µϕ) + Γ(f, f), (1.6)

∂tϕ+ v · ∇xϕ+ L2ϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · √µv

=
1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v(

√
µϕ)− 1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v(

√
µf) + Γ(ϕ, f). (1.7)

假设初始条件为 [f0(x, v), ϕ0(x, v)] = [f(0, x, v), ϕ(0, x, v)], 其中线性碰撞算子 L1(·), L2(·) 和非线性碰
撞算子 Γ(·, ·) 的定义如下:

L1f = −µ− 1
2 [Q(µ,

√
µf) +Q(

√
µf, µ)],

L2ϕ = −µ− 1
2Q(

√
µϕ, µ),

Γ(ϕ, f) = µ− 1
2Q(

√
µϕ,

√
µf).

参考文献 [1, 6], 线性算子 L1 是在定义域 D(L1) = {f ∈ L2(R3) | L1f ∈ L2(R3)} 上的非负自伴算
子, 对任意固定的 (t, x), L1 的核空间 N (L1) 为 {√µ, v√µ, |v|2√µ} 张成的 5 维子空间. 进一步地, 令

P1 为 L2
v 在核空间 N (L1) 上的正交投影, 从而任意函数 f(t, x, v) 可以唯一分解成

f = P1f + (I − P1)f,

称 P1f 为 f 的宏观部分, (I − P1)f 为 f 的微观部分.
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类似地, 参考文献 [6, 10, 14], L2 是定义域为 D(L2) = {ϕ ∈ L2(R3) | L2ϕ ∈ L2(R3)} 的非负自伴算
子. 对于任意固定的 (t, x), L2 的核空间 N (L2) 是由 {√µ} 张成的一维子空间. 用 P2 表示空间 L2

v 到

N (L2) 上的正交投影, 于是任意函数 g(t, x, v) 可唯一分解成宏观部分和微观部分的和:

g = P2g + (I − P2)g.

对于线性算子和非线性算子的其他性质, 第 2 节给出详细证明.

下面对本文中出现的符号作一些说明. 令 α = [α1, α2, α3] 和 β = [β1, β2, β3] 为 3 维向量. 记

∂αβ ≡ ∂α1
x1
∂α2
x2
∂α3
x3
∂β1
v1 ∂

β2
v2
∂β3
v3 . (1.8)

若 β 的每一个分量都不大于 β 对应的分量, 则称 β 6 β. β < β 意味着 β 6 β 且 |β| < |β|. 另外, Cβ
β

是通常的二项式系数. 为了本文后面估计最优时间衰减,定义空间 Zq = L2(R3
v;L

q(R3
x))以及相对应的

范数

∥f∥Zq =

(∫
R3

[ ∫
R3

|f(x, v)|qdx
] 2

q

dv

) 1
2

.

记 ⟨·, ·⟩ 为 R3
v 上的 L2 内积, | · |2 为 R3

v 上的 L2 范数. 相应地, R3
x × R3

v 或者 R3
x 上的 L2 内积和范数

分别用符号 (·, ·) 和 ∥ · ∥ 表示. 此外, 用 ∥ · ∥L∞
x
来表示 L∞

x 范数. 本文还用到了关于速度 v 的权函数,

w = w(v) =
√
1 + |v|2. 在接下来的讨论过程中, C 代表某些正的常数且行与行之间可能不相同.

回到 Vlasov-Boltzmann 方程组, 定义碰撞频率为

ν(v) = C

∫
R3

|v − u|µ(u)du,

通过 µ(v) 的指数衰减性质, 容易得出 ν(v) ≈ 1 + |v|, 即存在常数 c1, c2 > 0, 使得 c1(1 + |v|) 6 ν(v)

6 c2(1 + |v|). 此外, 本文还运用到了以下的加权范数:

|g|2ν =

∫
R3

g2(v)ν(v)dv, ∥g∥2ν =

∫
R3

x×R3
v

g2(x, v)ν(v)dxdv.

由 ν(v) ≈ 1 + |v| 可知存在 C > 0 使得 |g|2 6 C|g|ν .
为方便起见, 记

∥[f, ϕ]∥ = ∥f∥+ ∥ϕ∥, ∥[f, ϕ]∥ν = ∥f∥ν + ∥ϕ∥ν .

对任意的 l > 0,为了后面的能量估计,定义 El(t)为方程组 (1.6)和 (1.7)的解 f(t, x, v)和 ϕ(t, x, v)

的瞬时能量泛函, 与其等价的能量泛函记为 Ẽl(t):

El(t) ≈ Ẽl(t) =
∑

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ f(t), w
l∂αβϕ(t)]∥2. (1.9)

另外, 方程组 (1.6) 和 (1.7) 的耗散泛函记为 Dl(t), 相应的等价泛函记为 D̃l(t):

Dl(t) ≈ D̃l(t) =
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν . (1.10)

值得注意的是, 在能量泛函和耗散泛函的定义中都没有包含时间导数, 并且 Poincaré 不等式不适

用于全空间, 因此耗散泛函没有包括宏观部分的零阶导数. 在后面的讨论中, 我们选择 Sobolev 空间

指标为 N > 8.

有了上面符号的定义, 本文的主要结果如下:
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定理 1.1 令 [F0(x, v),Φ0(x, v)] = [µ +
√
µf0(x, v),

√
µϕ0(x, v)] > 0. 对于任意的 l > 0 和某个充

分小的 ε > 0, 假设 El(0) 6 ε, 则 Cauchy 问题 (1.6) 和 (1.7) 存在唯一全局经典解 [f(t, x, v), ϕ(t, x, v)],

且满足不等式

El(t) +
∫ t

0

Dl(s)ds 6 Cε. (1.11)

另外, 对于 Cauchy 问题 (1.6) 和 (1.7) 的解 [f(t, x, v), ϕ(t, x, v)], 如果进一步假设 l > 1 和

∥[f0(x, v), ϕ0(x, v)]∥Z1 6 ε,

还有如下的衰减性质:

∥[f(t), ϕ(t)]∥2 6 ∥[P1f, P2ϕ]∥2 + ∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2 6 Cε(1 + t)−3/2,∑
16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2 6 Cε(1 + t)−5/2. (1.12)

在经典的统计力学中, Boltzmann 方程描述了理想气体的碰撞过程和输运行为. 然而, 在实际的

物理系统中, 外力的存在会对气体动力学产生重要影响. 外力可以是引力、电磁力和表面力等, 它们

会改变气体分子的运动轨迹, 从而影响气体的输运性质. 带外力的 Boltzmann 方程描述了稀薄气体

在外加场中的时间演化, 研究带外力的 Boltzmann 方程的解旨在理解和描述在外力作用下气体分子

的行为, 并推导出适用于不同外力情形的解析解或数值解. 这对于研究气体的输运性质、热力学性质

以及物质的输运过程具有重要意义. 带有 Vlasov 力的 Boltzmann 方程可以帮助我们理解等离子体

中粒子的分布函数随时间和空间的演化, 以及粒子的输运行为和等离子体的动力学性质, 然而对于

Vlasov-Boltzmann 方程组解的研究并不多, 因此我们的工作是有意义的.

对于 Boltzmann 方程解的研究, 许多学者通过不同的数学工具, 已经取得了一些重要的结果, 可

参见文献 [1–16]及其所引用的文献. 例如,文献 [7]研究了对于周期性的初始扰动下的 Vlasov-Poisson-

Boltzmann 方程组, 只要保持相同的质量、动量和总能量 (包括动能和电能), 就能通过能量方法得到

唯一的全局时态经典解. 文献 [2] 研究了软势情形下的线性化空间均匀 Boltzmann 方程的初值问题,

通过运用谱分析的方法得到解的衰减形式为 e−λtβ , 其中 β < 1, λ > 0, 进一步地得到在平衡态附近的

完全非线性初值问题的解. 谱分析方法基于数学分析和函数空间理论, 具有严密的数学基础, 可以提

供对 Boltzmann 方程解的精确性质和行为的理论分析; 通过对算子谱的研究, 可以得到解的全局行为

和长时间行为的结果. 但是, 谱分析方法通常需要涉及复杂的数学理论和技巧, 对于非线性和复杂碰

撞核的 Boltzmann方程,研究可能更加困难和复杂. 因此寻求一些更加巧妙的研究方法是非常重要的.

Kawashima [11] 引进了一种基于 Fourier 变换的补偿函数方法, 这一方法避免了使用谱分析; 运用能量

方法研究非线性 Boltzmann 方程的初值问题; 通过利用 Fourier 变换得到的常微分方程的 Lyapunov

函数, 得到了在靠近 Maxwell分布时的全局解存在性, 其中 Lyapunov函数是利用 13个矩方程的某些

性质来构造的. 补偿函数的方法不仅能在不对时间求导的情形下得到解的全局存在性, 而且还能够提

供方法研究在时间稳态附近的时间衰减. 本文也借鉴这种研究方法来研究 Vlasov-Boltzmann 方程组.

Vlasov-Boltzmann 方程组作为一种重要的数学模型, 被广泛应用于描述等离子体、星系和宇宙等

自由粒子系统的动力学过程. 近年来, 对 Vlasov-Boltzmann 方程组的研究已经取得了显著的进展. 例

如,文献 [1]考虑了一个由两种类型的粒子组成、相互作用既是短程的 (硬核)又是长程的 (Kac型)流

体.研究在低温下的情形相分离的动力学行为,通过适当的空间 -时间重标定, Bastea等 [1] (形式上)推
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导出一个关于粒子位置和速度分布的 Vlasov-Boltzmann 方程组. 文献 [14] 证明了 Vlasov-Boltzmann

方程组在 Maxwell 分布附近的解的扩散展开的全局有效性, 并通过统一的非线性能量方法, 证明了剩

余项的一致有界性和时间衰减估计. 文献 [4] 证明了 Vlasov-Boltzmann 方程组的不同粒子之间通过长

程斥力相互作用的二元混合物是动态稳定的, 而空间均匀平衡态则变得动态不稳定. 文献 [5] 证明了

双孤子在小扰动下的稳定性, 包括平移不变性. 同样的论证还表明了纯相的稳定性, 以及临界温度以

上混合相的稳定性. 在临界温度以下, 混合相被证明是不稳定的. 本文将通过结合补偿函数, 利用能量

方法研究全局 Maxwell分布附近的全局解和衰减估计,我们相信这种方法可以运用到更多复杂的动力

学系统中.

本文余下内容的安排如下. 第 2 节引用和证明一些主要基本估计. 第 3 节建立该方程组的补偿函

数, 并且结合标准的能量方法得到方程组 (1.6) 和 (1.7) 的能量估计. 第 4 节利用前面所得到的能量估

计得到方程组 (1.6) 和 (1.7) 的全局解的存在性和时间衰减, 从而证明本文的主要定理.

2 基本估计

本节引用和证明一些关于线性算子 Li (i = 1, 2) 与非线性算子 Γ 的性质.

引理 2.1 [6, 10] 线性碰撞算子具有以下的性质: 对任意的 i = 1, 2 及函数 h1(v) 和 h2(v), 有

⟨Lih1, h2⟩ = ⟨h1, Lih2⟩, (2.1)

⟨Lih, h⟩ > 0, Lih = 0 当且仅当 h = Pih. 另外, 存在 δ > 0 使得

⟨Lih, h⟩ > δ|(I − Pi)h|ν . (2.2)

引理 2.2 (参见文献 [9, 引理 3.3]) 对于任意的 l > 0, i = 1, 2, 存在常数 Cβ 和 C > 0 使得

⟨w2l∂βLih, ∂βh⟩ >
1

2
|wl∂βh|2ν − Cβ |h|2ν . (2.3)

设 |α|+ |β| 6 N , 则有

|(w2l∂αβΓ(h1, h2), ∂
α
βh3)|

6 C
∑

α1+α26α
β1+β26β

{∥wl∂α1

β1
h1∥∥wl∂α2

β2
h2∥ν + ∥wl∂α1

β1
h1∥ν∥wl∂α2

β2
h2∥}∥wl∂αβh3∥ν . (2.4)

下面考虑非线性碰撞算子的一些性质, 为后面能量估计作准备.

引理 2.3 对于任意 η > 0, 都有

|(w2l∂αβΓ(f, f), ∂
α
β (I − P1)f)| 6 CηẼl(t)D̃l(t) + η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν , (2.5)

|(w2l∂αβΓ(ϕ, f), ∂
α
β (I − P2)ϕ)| 6 CηẼl(t)D̃l(t) + η∥wl∂αβ (I − P2)ϕ∥2ν . (2.6)

证明 可参见文献 [15, 引理 2.5].

下面对非线性算子 Γ(·, ·) 的 Z1 范数和在 R3
x × R3

v 上的 L2 范数进行估计, 为后面的时间衰减估

计作准备.

引理 2.4 对于任意函数 h1 = h1(x, v) 和 h2 = h2(x, v), 都有

∥Γ(h1, h2)∥Z1 6 C∥wh1∥∥wh2∥.
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证明 根据 Γ(h1, h2) 的定义, 有

Γ(h1, h2) =

∫
R3×S2

|(u− v) · ω|µ 1
2 (u){h1(v′)h2(u′)− h1(v)h2(u)}dudω. (2.7)

将两项分别记为 Γgain 与 Γloss, 即 Γ(h1, h2) = Γgain − Γloss.

首先估计 ∥Γloss∥Z1 . 运用 Hölder 不等式, 可以得到

∥Γloss∥2Z1
=

∫
R3

v

[ ∫
R3

x

∣∣∣∣ ∫
R3

u×S2
|(u− v) · ω|µ 1

2 (u)h1(v)h2(u)dudω

∣∣∣∣dx]2dv
6 C

∫
R3

v

[ ∫
R3

u

|u− v|e−
|u|2
4 ∥h1(v)∥L2

x
∥h2(u)∥L2

x
du

]2
dv

6 C

∫
R3

v

∥h1(v)∥2L2
x

[ ∫
R3

u

|u− v|2e−
|u|2
2 du

∫
R3

u

∥h2(u)∥2L2
x
du

]
dv.

注意到 ∫
R3

u

|u− v|2e−
|u|2
2 du 6 C(1 + |v|)2 6 Cw2(v),

所以

∥Γloss∥2Z1
6 C

∫
R3

v

w2(v)∥h1(v)∥2L2
x
dv ·

∫
R3

u

∥h2(u)∥2L2
x
du

6 C∥wh1∥2∥h2∥2. (2.8)

对于 ∥Γgain∥Z1 , 类似地,

∥Γgain∥2Z1
6 C

∫
R3

v

[ ∫
R3

u

|u− v|e−
|u|2
4 ∥h1(v′)∥L2

x
∥h2(u′)∥L2

x
du

]2
dv

6
∫
R3

v

[ ∫
R3

u

|u− v|2e−
|u|2
2 du

∫
R3

u

∥h1(v′)∥2L2
x
∥h2(u′)∥2L2

x
du

]
dv

6 C

∫
R3

v

∫
R3

u

(1 + |v|)2∥h1(v′)∥2L2
x
∥h2(u′)∥2L2

x
dudv.

由动量守恒律和能量守恒律有 (1 + |v|)2 6 C(1 + |v′|)2(1 + |u′|)2, 而且 dudv = du′dv′, 于是

∥Γgain∥2Z1
∥Γgain∥2Z1

6 C

∫
R3

v×R3
u

(1 + |v′|)2(1 + |u′|)2∥h1(v′)∥2L2
x
∥h2(u′)∥2L2

x
du′dv′

6 ∥wh1∥2∥wh2∥2. (2.9)

结合 (2.8) 与 (2.9) 便得到引理 2.4 中的估计.

引理 2.5 对于任意 l > 1, 都有∑
|α|61

∥∂αΓ(f, f)∥2 6 CẼl(t)E l(t), (2.10)

其中

E l(t) =
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2.
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证明 由定义 ∂αΓ(f, f) = ∂αΓgain − ∂αΓloss, 我们仅考虑 |α| = 1 的情形. 对于 |α| = 0 的情形,

方法类似. 根据 (2.7), 对于 |α| = 1, 有

∑
|α|=1

∥∂αΓloss∥2 6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x×R3
v

[ ∫
R3

u

|u− v|e−
|u|2
4 ∂α1f(v)∂α2f(u)du

]2
dxdv

6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x×R3
v

[ ∫
R3

u

|u− v|2e−
|u|2
2 du

∫
R3

u

|∂α1f(v)|2|∂α2f(u)|2du
]
dxdv. (2.11)

由
∫
R3

u
|u− v|2e−

|u|2
2 du 6 C(1+ |v|)2 6 Cw2(v)和 Sobolev嵌入不等式 ∥f∥L∞

x
6

∑
|α|61 ∥∇x∂

αf∥L2
x
有

∑
|α|=1

∥∂αΓloss∥2 6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x

[ ∫
R3

v

|w(v)∂α1f(v)|2dv
∫
R3

u

|∂α2f(u)|2du
]
dx

6 C∥|f |2∥2L∞
x

∑
|α1|=1

∥w∂α1f∥2 + C∥|wf |2∥2L∞
x

∑
|α2|=1

∥∂α2f∥2

6
∑

|α′|61

∥∇x∂
α′
f∥2

∑
|α1|=1

∥w∂α1f∥2 + C
∑

|α′|61

∥w∇x∂
α′
f∥2

∑
|α2|=1

∥∂α2f∥2.

对于 ∥∂αΓgain∥ 的估计, 同样仅考虑 |α| = 1 的情形. 由 (2.7) 得到

∑
|α|=1

∥∂αΓgain∥2 6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x×R3
v

[ ∫
R3

u

|u− v|e−
|u|2
4 ∂α1f(v′)∂α2f(u′)du

]2
dxdv

6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x×R3
v

[ ∫
R3

u

|u− v|2e−
|u|2
2 du

∫
R3

u

|∂α1f(v′)|2|∂α2f(u′)|2du
]
dxdv. (2.12)

由于
∫
R3

u
|u− v|2e−

|u|2
2 du 6 C(1 + |v|)2 6 C(1 + |v′|)2(1 + |u′|)2, dudv = du′dv′, 于是

∑
|α|=1

∥∂αΓgain∥2 6 C
∑

α1+α2=α

|α|=1

∫
R3

x

|w∂α1f |22|w∂α2f |22dx

6 C∥|wf |2∥2L∞
x

∑
|α1|=1

∥w∂α1f∥2 + ∥|wf |2∥2L∞
x

∑
|α2|=1

∥w∂α2f∥2

6 C
∑

|α′|61

∥w∇x∂
α′
f∥2

∑
|α1|=1

∥w∂α1f∥2 +
∑

|α′|61

∥w∇x∂
α′
f∥2

∑
|α2|=1

∥w∂α2f∥2.

利用 µ(v) 的指数衰减性质, 容易得到: 对于任意的多重指标 β, 存在 C > 0 使得

|wl∂βP1f |ν 6 C|P1f |2, |wl∂βP2ϕ|ν 6 C|P2ϕ|2. (2.13)

于是 ∑
|α|+|β|6N

16|α|

∥wl∂αβ f(t)∥2 6 C
∑

16|α|6N

∥∂αP1f∥2 + C
∑

|α|+|β|6N
16|α|

∥wl∂αβ (I − P1)f∥2.

将上面的估计加起来便得到此引理的估计.
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本节最后一个引理是关于在 (1.3) 中定义的卷积算子:

U ∗ h(x) =
∫
R3

x′

U(|x− x′|)h(x′)dx′,

其中 U 为第 1 节中定义的函数.

引理 2.6 当 1 6 p, q 6 ∞, 1/p+ 1/q > 1 时, 对于任意函数 h1(x) 和 h2(x), 有

∂xiU ∗ h = U ∗ ∂xih = ∂xi(U ∗ h), (2.14)

(U ∗ h1, h2) = (h1, U ∗ h2), (2.15)

∥U ∗ h∥Lr 6 ∥U∥Lp∥h∥Lq , 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
. (2.16)

对定义在 R3
x × R3

v 上的函数 h(x, v), 对于任意 α, 都有

∥∂α∇xU ⋆ (
√
µh)∥Lr

x
6 C∥∇xh∥, 2 6 r 6 ∞. (2.17)

证明 (2.14)–(2.16)可由卷积的性质得到,这里省去证明过程 (参见文献 [14]). 我们仅证明 (2.17).

注意到 U(·)为 R3 上光滑有紧支集的函数,按照定义 (1.3),利用 (2.14)和 (2.16)可得,对任意的 r 6 ∞
和 p = 2r

2+r , 都有

∥∂α∇xU ⋆ (
√
µh)∥Lr

x
=

∥∥∥∥∂αU ∗
∫
R3

√
µ∇xhdv

∥∥∥∥
Lr

x

6 ∥∂αU∥Lp
x

∥∥∥∥∫
R3

√
µ∇xhdv

∥∥∥∥
L2

x

6 C

(∫
R3

x

[ ∫
R3

v

√
µ∇xhdv

]2
dx

) 1
2

6 C

(∫
R3

x

[ ∫
R3

v

µdv

∫
R3

v

|∇xh|2dv
]
dx

) 1
2

6 C∥∇xh∥. (2.18)

至此完成了引理的证明.

3 能量估计与补偿函数

本节首先考虑方程组 (1.6) 和 (1.7) 微观项的能量估计. 为此, 将方程组 (1.6) 和 (1.7) 写成下面

情形:

[∂t + v · ∇x + L1](I − P1)f

= Γ(f, f)− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv − 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vf +

1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf

+
1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ− [∂t + v · ∇x]P1f, (3.1)

[∂t + v · ∇x + L2](I − P2)ϕ
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= Γ(ϕ, f) +
1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · √µv − 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vϕ+

1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vϕ

+
1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vf − 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vf − [∂t + v · ∇x]P2ϕ. (3.2)

下面用标准的能量方法来得到加权的速度和空间的混合导数估计.

引理 3.1 对于任意 l >0, 下面不等式成立:

∑
|β|>1

|α|+|β|6N

[
d

dt
∥[wl∂αβ (I − P1)f, w

l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2 + ∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν

]

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.3)

证明 对 (3.1) 和 (3.2) 作用 ∂αβ (β ̸= 0), 可得

[∂t + v · ∇x]∂
α
β (I − P1)f +

∑
|β1|=1

Cβ1

β ∂β1v · ∇x∂
α
β−β1

(I − P1)f + ∂αβL1(I − P1)f

= ∂αβΓ(f, f)−
1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂β(

√
µv)− 1

4

∑
α16α
β16β

Cα1
α Cβ1

β ∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
f

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂αβ∇vf +

1

2

∑
α1<α

Cα1
α ∂α−α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α1

β ∇vf

+
1

4

∑
α16α
β16β

Cα1
α Cβ1

β ∂α1∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
ϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂αβ∇vϕ

− 1

2

∑
α1<α

Cα1
α ∂α−α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α1

β ∇vϕ−
∑
β1<β

Cβ1

β ∂β−β1v · ∇x∂
α
β1
Pf

− [∂t + v · ∇x]∂
α
βP1f, (3.4)

[∂t + v · ∇x]∂
α
β (I − P2)ϕ+

∑
|β1|=1

Cβ1

β ∂β1v · ∇x∂
α
β−β1

(I − P2)ϕ+ ∂αβL2(I − P2)ϕ

= ∂αβΓ(ϕ, f) +
1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂β(

√
µv)− 1

4

∑
α16α
β16β

Cα1
α Cβ1

β ∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
ϕ

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂αβ∇vϕ+

1

2

∑
α1<α

Cα1
α ∂α−α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α1

β ∇vϕ

+
1

4

∑
α16α
β16β

Cα1
α Cβ1

β ∂α1∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂β1

v∂α−α1

β−β1
f − 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂αβ∇vf

− 1

2

∑
α1<α

Cα1
α ∂α−α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α1

β ∇vf −
∑
β1<β

Cβ1

β ∂β−β1v · ∇x∂
α
β1
P2ϕ

− [∂t + v · ∇x]∂
α
βP2ϕ, (3.5)

将 (3.4) 乘以 w2l∂αβ (I − P1)f、(3.5) 乘以 w2l∂αβ (I − P2)ϕ 后分别在 R3
x ×R3

v 上进行积分. 首先对 (3.4)

进行估计, 显然 (3.4) 左边第一项积分后等于 1
2

d
dt∥w

l∂αβ (I − P1)f∥2. 由 Hölder 不等式可知, (3.4) 左端
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第二项积分后可被下面式子控制:

η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2 + Cη

∑
|β1|=1

∥wl∇x∂
α
β−β1

(I − P1)f∥2. (3.6)

对于 (3.4) 左边第三项的估计, 在引理 2.2 中, 令 h = ∂α(I − P1)f , 则有

(∂αβL1(I − P1)f, w
2l∂αβ (I − P1)f) >

1

2
∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν − Cβ∥∂α(I − P1)f∥2ν . (3.7)

根据引理 2.3, 对于 (3.4) 右边第一项的估计, 有

|(w2l∂αβΓ(f, f), ∂
α
β (I − P1)f)| 6 η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν + CηẼl(t)D̃l(t).

对于 (3.4) 右边第二项的估计, 利用引理 2.6 和 µ(v) 的指数衰减性质可以得到

|(∂α∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂β(

√
µv), w2l∂αβ (I − P1)f)|

6 Cη∥∂α∇xU ⋆ (
√
µf)∥2 + η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2

6 Cη∥∇xf∥2 + η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2.

注意到 |β| > 1, |α|+ |β| 6 N , 于是 |α| 6 N − 1. 将 f 分解为 P1f + (I − P1)f , 则关于 (3.4) 右边第三

项的宏观部分做积分后有

|(w2l∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
P1f, ∂

α
β (I − P1)f)|

6
∣∣∣∣ ∫

R3
v

w2l∂β1v

[ ∫
R3

x

∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∂α−α1

β−β1
P1f∂

α
β (I − P1)fdx

]
dv

∣∣∣∣
6 C

∫
R3

v

w2lν(v)∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L3

x
· ∥∂α−α1

β−β1
P1f∥L6

x
· ∥∂αβ (I − P1)f∥L2

x
dv, (3.8)

这里利用了 Hölder不等式和估计 |∂βv| 6 C(1+ |v|) ≈ Cν(v). 因为 U ∈ C∞
0 (R3),所以由引理 2.6可得

∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L3

x
6 C∥∇xf∥ 6 C

√
Ẽl(t).

接下来, 运用 Hölder 不等式、(2.13) 以及 Sobolev 嵌入不等式 ∥f∥L6
x
6 ∥∇xf∥L2

x
, 有

(3.8) 6 C

√
Ẽl(t)

∫
R3

w2lν(v)∥∇x∂
α−α1

β−β1
P1f∥L2

x
∥∂αβ (I − P1)f∥L2

x
dv

6 C

√
Ẽl(t)(∥∇x∂

α−α1P1f∥2 + ∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν)

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

另外, 根据引理 2.6, 对于 (3.4) 右边第三项的微观部分积分后, 有

|(w2l∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
(I − P1)f, ∂

α
β (I − P1)f)|

6 ∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x

∫
R3×R3

w2lν(v)|∂α−α1

β−β1
(I − P1)f ||∂αβ (I − P1)f |dvdx

6 C∥∇xf∥∥wl∂α−α1

β−β1
(I − P1)f∥ν∥wl∂αβ (I − P1)f∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).
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至此完成了 (3.4) 右边第三项的估计.

注意到 |α| 6 N − 1. 对于 (3.4)右边第四项,将 f 分解为 P1f + (I −P1)f , 根据引理 2.6和 (2.13),

可得

|(∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂αβ∇vP1f, w

2l∂αβ (I − P1)f)|

6 ∥∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x
∥wl∂αβ∇vP1f∥∥wl∂αβ (I − P1)f∥

6 ∥∇xf∥∥∂αP1f∥∥wl∂αβ (I − P1)f∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t),

这里到用了 ∥∇xf∥ 6 ∥∇xP1f∥+ ∥∇x(I − P1)f∥ 6
√
D̃l(t).

对于微观部分, 由于 |∇vw
2l| 6 Cw2l, 根据引理 2.6, 运用分部积分, 有

|(∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂αβ∇v(I − P1)f, w

2l∂αβ (I − P1)f)|

=

∣∣∣∣ ∫
R3×R3

w2l(v)∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂αβ∇v(I − P1)f∂

α
β (I − P1)fdxdv

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣ ∫
R3×R3

w2l(v)∇xU ⋆ (
√
µf) · ∇v{∂αβ (I − P1)f}2dxdv

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣ ∫
R3×R3

∇vw
2l(v) · ∇xU ⋆ (

√
µf)|∂αβ (I − P1)f |2dxdv

∣∣∣∣
6 C∥∇xU ⋆ (

√
µf)∥L∞

x

∫
R3×R3

|wl∂αβ (I − P1)f |2dxdv

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

至此完成了 (3.4) 右边第四项的估计.

由于 |α1|+ |β| 6 N − 1, 对于 (3.4) 右边第五和八项, 利用引理 2.6 和 Hölder 不等式, 有

|(∂α−α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂α1

β ∇vf − ∂α−α1∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂α1

β ∇vϕ,w
2l∂αβ (I − P1)f)|

6 {∥∂α−α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x
∥wl∂α1

β ∇vf∥

+ ∥∂α−α1∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥L∞

x
∥wl∂α1

β ∇vϕ∥}∥wl∂αβ (I − P1)f∥

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

由于 (3.4) 右边第六项与第三项有相同的结构, 所以根据第三项相似的估计方法, 有

|(w2l∂α1∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂β1v∂

α−α1

β−β1
ϕ, ∂αβ (I − P1)f)| 6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

由于 |β| > 1, 对于 (3.4) 右边第九项, 利用 (2.13) 和 Hölder 不等式可以得到

|(w2l∂β−β1v · ∇x∂
α
β1
P1f, ∂

α
β (I − P1)f)| 6 Cη∥∇x∂

αP1f∥2 + η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν .

对于任意 η > 0, 利用 Hölder 不等式, (3.4) 右边最后一项满足

|(w2l[∂t + v · ∇x]∂
α
βP1f, ∂

α
β (I − P1)f)|
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6 η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν + Cη∥∂t∂αP1f∥2 + Cη∥∇x∂
αP1f∥2

6 η∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν + Cη

∑
16|α|6N

∥∂αP1f∥2 + Cη

∑
16|α|6N

∥∂α(I − P1)f∥2 + CẼl(t)D̃l(t).

这里用了下面断言:

∥∂t∂αP1f∥2 6C
∑

16|α′|6N

∥∂α
′
P1f∥2 + C

∑
16|α′|6N

∥∂α
′
(I − P1)f∥2 + CẼl(t)D̃l(t). (3.9)

下面证明断言估计 (3.9) 是成立的. 首先, 对 (3.1) 作用 ∂α(|α| 6 N − 1), 可得

[∂t + v · ∇x]∂
αP1f = ∂αΓ(f, f)− 1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv − 1

4
∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · vf}

+
1

2
∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf}+

1

4
∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ}

− 1

2
∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ} − [∂t + v · ∇x]∂

α(I − P1)f − ∂αL1(I − P1)f. (3.10)

由于 ⟨P1∂t∂
αf, ∂αΓ(f, f)− [∂t + L1]∂

α(I − P1)f⟩ = 0, 将 (3.10) 与 ∂t∂
αP1f 在 R3

x × R3
v 上作内积:

∥∂t∂αP1f∥2 + (v · ∇x∂
αP1f, ∂t∂

αP1f)

=

(
− 1

4
∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · vf}+ 1

2
∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf}, ∂t∂αP1f

)
+

(
1

4
∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ} − 1

2
∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ}, ∂t∂αP1f

)
−
(
1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv, ∂t∂αP1f

)
− (v · ∇x∂

α(I − P1)f, ∂t∂
αP1f). (3.11)

注意到 P1f 关于 v 具有指数衰减性质, 我们先对 (3.11) 右边第一行进行估计. 根据引理 2.6 和 Hölder

不等式, 有(
1

4
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · vf)− 1

2
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf), ∂t∂

αP1f

)
=

∑
α1+α2=α

Cα1
α

(
1

4
∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · v∂α2f − 1

2
∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v∂

α2f, ∂t∂
αP1f

)
6 Cη

∑
α1+α2=α

(∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂α2f∥2 + ∥∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v∂

α2f∥2) + Cη∥∂t∂αP1f∥2

6 Cη

∑
α1+α2=α

∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥2L∞

x
(∥∂α2f∥2 + ∥∇v∂

α2f∥2) + Cη∥∂t∂αP1f∥2

6 Cη

∑
α1+α2=α

∥∇xf∥2(∥∂α2f∥2 + ∥∇v∂
α2f∥2) + Cη∥∂t∂αP1f∥2

6 CηẼl(t)D̃l(t) + Cη∥∂t∂αP1f∥2. (3.12)

同理, 对 (3.11) 右边第二行经过相同的步骤可以得到相同的结果. 下面来估计 (3.11) 最后一行和左边

第二项. 利用 P1f 关于 v 的指数衰减性质, 由引理 2.6 和 Hölder 不等式有

|(∂α∇xU ⋆ (
√
µf) · √µv, ∂t∂αP1f)|+ |(v · ∇x∂

α(I − P1)f, ∂t∂
αP1f)|+ |(v · ∇x∂

αP1f, ∂t∂
αP1f)|

6 Cη∥∂αU ⋆ (
√
µ∇xf)∥2 + Cη∥∇x∂

α(I − P1)f∥2 + Cη∥∇x∂
αP1f∥2 + η∥∂t∂αP1f∥2
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6 Cη(∥∂αU∥2 ∥∇xf∥2 + ∥∇x∂
α(I − P1)f∥2 + ∥∇x∂

αP1f∥2) + η∥∂t∂αP1f∥2

6 Cη

∑
16|α′|6N

∥∂α
′
P1f∥2 + Cη

∑
16|α′|6N

∥∂α
′
(I − P1)f∥2 + η∥∂t∂αP1f∥2. (3.13)

因此, 当 η 足够小时, (3.9) 成立.

综合上面的估计, 只有 (3.4) 右边第七项还没有被估计. 因而, 对于任意 l >0, 下面不等式成立:∑
|β|>1

|α|+|β|6N

[
d

dt
∥wl∂αβ (I − P1)f∥2 + ∥wl∂αβ (I − P1)f∥2ν +

1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂αβ∇vϕ,w

2l∂αβ (I − P1)f)

]

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.14)

根据相似的证明, 对于方程 (3.5), 也能够得到∑
|β|>1

|α|+|β|6N

[
d

dt
∥wl∂αβ (I − P2)ϕ∥2 + ∥wl∂αβ (I − P2)ϕ∥2ν +

1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂αβ∇vf, w

2l∂αβ (I − P2)ϕ)

]

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.15)

将 (3.14) 和 (3.15) 中的内积放在一起进行估计. 利用引理 2.6、(2.13) 和估计 |∇vw
2l| 6 Cw2l, 有

|(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂αβ∇vϕ,w

2l∂αβ (I − P1)f) + (∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂αβ∇vf, w

2l∂αβ (I − P2)ϕ)|

6 |(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂αβ∇vP2ϕ,w

2l∂αβ (I − P1)f)|+ |(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∂αβ∇vP1f, w

2l∂αβ (I − P2)ϕ)|

+

∣∣∣∣ ∫
R3×R3

w2l∇xU ⋆ (
√
µϕ) · {∇v∂

α
β (I − P2)ϕ∂

α
β (I − P1)f +∇v∂

α
β (I − P1)f∂

α
β (I − P2)ϕ}dxdv

∣∣∣∣
6 ∥∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥L∞

x
∥[wl∂αβ∇vP1f, w

l∂αβ∇vP2ϕ]∥∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥

+

∣∣∣∣ ∫
R3×R3

∇vw
2l∇xU ⋆ (

√
µϕ){∂αβ (I − P1)f∂

α
β (I − P2)ϕ}dxdv

∣∣∣∣
6 C∥∇xϕ∥∥[∂αP1f, ∂

αP2ϕ]∥∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥

+ C∥∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥L∞

x

∫
R3×R3

w2l|∂αβ (I − P1)f∂
α
β (I − P2)ϕ|dxdv

6 C∥∇xϕ∥∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥∥[wl∂αβ (I − P1)f, w

l∂αβ (I − P2)ϕ]∥

+ C∥∇xϕ∥∥wl∂αβ (I − P1)f∥∥wl∂αβ (I − P2)ϕ∥

6
√
Ẽl(t)D̃l(t).

利用这个估计、(3.14) 和 (3.15), 可得 (3.3). 至此完成了引理 3.1 的证明.

下面利用标准的能量方法来得到加权的空间导数估计.

引理 3.2 设 l > 0, 则有

d

dt

[ ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

]
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+
∑

|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.16)

证明 对系统 (1.6) 和 (1.7) 求偏导 ∂α (1 6 |α| 6 N), 可以得到

[∂t + v · ∇x]∂
αf + L1∂

αf +
1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv

= ∂αΓ(f, f) +
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v∂

αf +
1

2

∑
0<α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α−α1∇vf

− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

αϕ− 1

2

∑
0<α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α−α1∇vϕ

− 1

4

∑
α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · v∂α−α1f +

1

4

∑
α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · v∂α−α1ϕ, (3.17)

[∂t + v · ∇x]∂
αϕ+ L2∂

αϕ− 1

2
∂α∇xU ⋆ (

√
µϕ) · √µv

= ∂αΓ(ϕ, f) +
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v∂

αϕ+
1

2

∑
0<α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α−α1∇vϕ

− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

αf − 1

2

∑
0<α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α−α1∇vf

− 1

4

∑
α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µf) · v∂α−α1ϕ+

1

4

∑
α16α

Cα1
α ∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · v∂α−α1f. (3.18)

在 (3.17) 和 (3.18) 的两端分别乘以 w2l∂αf 和 w2l∂αϕ 并在 R3
x × R3

v 上积分. 这里以 (3.18) 为例, 运

用分部积分, (3.18) 左边第一项积分后为 1
2

d
dt∥w

l∂αϕ∥2, 接下来逐一地处理其他项.

首先, 引理 2.2 意味着 (L2∂
αϕ,w2l∂αϕ) > 1

2∥w
l∂αϕ∥2ν − C∥∂αϕ∥2ν . 注意到,

∫
R3 |wl√µv|2dv < ∞.

运用引理 2.6 和 Hölder 不等式, 对左边第三项积分, 有如下估计:

|(∂α∇xU ⋆ (
√
µϕ) · √µv,w2l∂αϕ)| 6 Cη∥wl√µv · ∂α∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥2 + η∥wl∂αϕ∥2

6 Cη∥∂α∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥2 + η∥wl∂αϕ∥2

6 Cη∥∇xϕ∥2 + η∥wl∂αϕ∥2.

另外, 根据引理 2.3, 对 (3.18) 右边第一项积分后有如下估计:

(∂αΓ(ϕ, f), w2l∂αϕ) 6 CηẼl(t)D̃l(t) + η∥wl∂αϕ∥2ν .

由于 1 6 |α| 6 N , 运用分部积分、引理 2.6 及估计 |∇vw
2l| 6 Cw2l, 对于 (3.18) 右边第二项, 有下面

估计:

|(∇xU ⋆ (
√
µf) · ∇v∂

αϕ,w2l∂αϕ)| = 1

2

∣∣∣∣ ∫
R3

x×R3
v

w2l∇xU ⋆ (
√
µf) · ∇v|∂αϕ|2dxdv

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣ ∫
R3

x×R3
v

∇vw
2l · ∇xU ⋆ (

√
µf)|∂αϕ|2dxdv

∣∣∣∣
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6 C∥∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x
∥wl∂αϕ∥2

6 C∥∇xf∥{∥∂αP2ϕ∥2 + ∥wl∂α(I − P2)ϕ∥2ν}

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

上面不等式估计中用到了 ∥wl∂αP2ϕ∥ 6 C∥∂αP2ϕ∥.
对于右边第三和五项, 由于 0 6 |α− α1| 6 N − 1, 利用引理 2.6 和 Hölder 不等式, 有

|(∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · ∂α−α1∇vϕ− ∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α−α1∇vf, w

2l∂αϕ)|

6 C∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x
∥wl∂α−α1∇vϕ∥ ∥wl∂αϕ∥

+ C∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥L∞

x
∥wl∂α−α1∇vf∥ ∥wl∂αϕ∥

6 C∥∇xf∥ ∥wl∂α−α1∇vϕ∥ ∥wl∂αϕ∥+ C∥∇xϕ∥ ∥wl∂α−α1∇vf∥ ∥wl∂αϕ∥

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

对于右边最后两项, 当 α1 < α 时, 利用引理 2.6, 可以得到

|(∂α1∇xU ⋆ (
√
µf) · v∂α−α1ϕ− ∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ) · v∂α−α1f, w2l∂αϕ)|

6 ∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x
∥wl∂α−α1ϕ∥ν∥wl∂αϕ∥ν + ∥∂α1∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥L∞

x
∥wl∂α−α1f∥ν∥wl∂αϕ∥ν

6 ∥∇xf∥∥wl∂α−α1ϕ∥ν∥wl∂αϕ∥ν + ∥∇xϕ∥∥wl∂α−α1f∥ν∥wl∂αϕ∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

当 α1 = α 时, 利用 Sobolev 嵌入定理, 可以得到

|(∂α∇xU ⋆ (
√
µf) · vϕ− ∂α∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vf, w2l∂αϕ)|

6
∫
R3

w2l|v|∥∂α∇xU ⋆ (
√
µf)∥L3

x
∥ϕ∥L6

x
∥∂αϕ∥L2

x
dv

6 ∥∇xf∥
∫
R3

w2l|v|∥∇xϕ∥L2
x
∥∂αϕ∥L2

x
dv

6 ∥∇xf∥∥wl∇xϕ∥ν∥wl∂αϕ∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

注意到, 存在一个常数 C > 0 使得

∥wl∂αϕ∥2ν 6 C(∥∂αP2ϕ∥2 + ∥wl∂α(I − P2)ϕ∥2ν). (3.19)

综合上面的估计, 只有 (3.18) 右边第四项还没有被估计. 因而, 对于任意 l >0, 下面不等式成立:

d

dt

∑
16|α|6N

∥wl∂αϕ∥2 +
∑

16|α|6N

∥wl∂α(I − P2)ϕ∥2ν +
1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

αf, w2l∂αϕ)

6 C
∑

16|α|6N

∥∂αP2ϕ∥2 + C
∑

16|α|6N

∥∂α(I − P2)ϕ∥2ν + Cη(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.20)
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根据相似的证明, 对于方程 (3.17), 可得

d

dt

∑
16|α|6N

∥wl∂αf∥2 +
∑

16|α|6N

∥wl∂α(I − P1)f∥2ν +
1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

αϕ,w2l∂αf)

6 C
∑

16|α|6N

∥∂αP1f∥2 + C
∑

16|α|6N

∥∂α(I − P1)f∥2ν + Cη(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.21)

将 (3.22) 和 (3.20) 中的内积放在一起进行估计. 利用引理 2.6 和估计 |∇vw
2l| 6 Cw2l, 有

|(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

αf, w2l∂αϕ) + (∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

αϕ,w2l∂αf)|

=

∣∣∣∣ ∫
R3

x×R3
v

w2l∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v{∂αf∂αϕ}dxdv

∣∣∣∣
6 C∥∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥L∞

x

∫
R3

x×R3
v

w2l|∂αf∂αϕ|dxdv

6 C∥∇xϕ∥∥wl∂αf∥ ∥wl∂αϕ∥

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

利用这个估计以及 (3.20) 和 (3.21), 可得

d

dt

∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 +
∑

16|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
16|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.22)

若取 w2l(I − P2)ϕ 与 (3.2) 作内积, 取 w2l(I − P1)f 与 (3.1) 作内积, 可以类似地推导出

d

dt
∥[wl(I − P1)f, w

l(I − P2)ϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2ν

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2ν + C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (3.23)

利用 (3.22) 和 (3.23), 可以得到 (3.16), 从而完成了该定理的证明.

考虑以下的方程组:

[∂t + v · ∇x + L1]∂
αf +

1

2
∇xU ⋆ (

√
µ∂αf) · √µv = g1, (3.24)

[∂t + v · ∇x + L2]∂
αϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µ∂αϕ) · √µv = g2, (3.25)

此处 |α| 6 N , g1 和 g2 为给定的函数. 我们用 Kawashima [11] 构建没有外力作用 Boltzmann 方程补偿

函数的方法, 建立方程 (3.24) 和 (3.25) 的补偿函数来得到解的宏观部分估计.

令 v · ξ (ξ ∈ R3) 为平流算子 v · ∇x 的象征. v · ξ 是一个在 L2(R3) 中从核空间 N (L1) 映射

到 W̃1 的线性算子, 其中 W̃1 为 L2(R3) 的一个子空间, 由 13 个矩 φj
√
µ (j = 1, 2, . . . , 13) 张成, 即

W̃1 = span{φj
√
µ | j = 1, 2, . . . , 13}. 这里,

φ1 = 1, φj+1 = vj (j = 1, 2, 3), φj+4 = v2j (j = 1, 2, 3),
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φ8 = v1v2, φ9 = v2v3, φ10 = v3v1, φj+10 = |v|2vj (j = 1, 2, 3).

由于任意一个碰撞不变量都是 ψk = φk (k = 1, . . . , 4) 和 ψ5 = φ5 + φ6 + φ7 的一个线性组合, 因此可

以将构成子空间 W̃ 的 13 个矩重新记为

ψ1 = 1, ψj+1 = vj (j = 1, 2, 3), ψ5 = |v|2, ψj+4 = v2j (j = 2, 3),

ψ8 = v1v2, ψ9 = v2v3, ψ10 = v3v1, ψj+10 = |v|2vj (j = 1, 2, 3).

记 W̃1 的一个标准正交基为 ej (1 6 j 6 13), 参考文献 [6], 令

{ψk
√
µ}13k=1A13×13 = [ej ]

13
j=1,

其中 detA ̸= 0 且 [ej ]
5
j=1 为 L1 的核空间的标准正交基.

值得注意的是, 核空间 N (L2) 在映射 v · ξ 之下的像空间为

W̃2 = span{φj
√
µ | j = 1, 2, 3, 4} = span{ej | j = 1, 2, 3, 4}.

进一步地, 令

P1f =
13∑
k=1

⟨f, ek⟩ek,

P2ϕ =

4∑
k=1

⟨ϕ, ek⟩ek. (3.26)

设 Hk = ⟨∂αf, ek⟩,Mk = ⟨∂αϕ, ek⟩, Υk = ⟨√µv, ψk
√
µ⟩ (k = 1, . . . , 13)为一些正常数. 令 H = [Hk]1×13,

M = [Mk]1×4, Υ = [Υk]1×13, Υ = [Υk]1×4, 则 (3.24) 和 (3.25) 意味着

∂tH +
∑
j

V j
1 ∂xjH + L1H − 1

2
∇x · U ⋆ (

√
µ∂αf)Υ = g1 +R1, (3.27)

∂tM +
∑
j

V j
2 ∂xjM + L2M +

1

2
∇x · U ⋆ (

√
µ∂αϕ)Υ = g2 +R2, (3.28)

其中 V j
i 和 Li (i = 1, 2) 是对称矩阵,

L1 = {⟨L1[el], ek⟩}13k,l=1, V1(ξ) =
3∑

j=1

V j
1 ξj = {⟨(v · ξ)ek, el⟩}13k,l=1, (3.29)

L2 = {⟨L2[el], ek⟩}4k,l=1, V2(ξ) =

3∑
j=1

V j
2 ξj = {⟨(v · ξ)ek, el⟩}4k,l=1, (3.30)

这里 gi 是第 j 个分量为 ⟨gi, ej⟩ 的向量, R1 为包含了 (I − P1)f 的一些项, R2 为包含了 (I − P2)ϕ

的一些项. 记 Re z 为 z ∈ C 的实部, H = [HI ,HII ]
T, HI = [H1, . . . , H5]

T, HII = [H6, . . . ,H13]
T;

M = [MI ,MII ]
T, MI = [M1], MII = [M2,M3,M4]

T.

有了上面的准备, 参考文献 [11], 定义如下的补偿函数:

定义 3.1 对于 i = 1, 2, 如果下列条件同时满足:

(i) Si(·) 为定义在 L2(R3) 上有界线性算子空间的 C∞ 函数, 并且满足对任意 ω ∈ S2, Si(ω) =

Si(−ω).
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(ii) 对所有 ω ∈ S2, iSi(ω) 在 L2(R3) 中自伴.

(iii) 存在常数 c0 > 0, 使得对任意的 ∂αf ∈ D(L1), ∂
αϕ ∈ D(L2) 以及 ω ∈ S2 有

Re⟨S1(ω)(v · ω)∂αf, ∂αf⟩+ ⟨L1[∂
αf ], ∂αf⟩ > c0(|∂αP1f |22 + |∂α(I − P1)f |2ν),

Re⟨S2(ω)(v · ω)∂αϕ, ∂αϕ⟩+ ⟨L2[∂
αϕ], ∂αϕ⟩ > c0(|∂αP2ϕ|22 + |∂α(I − P2)ϕ|2ν).

则称 S1(ω) 和 S2(ω) (ω ∈ S2) 分别为方程 (3.24) 和 (3.25) 的补偿函数.

在构建补偿函数之前, 我们需要建立如下的引理.

引理 3.3 存在实反对称常矩阵 Rj
i (i = 1, 2, j = 1, 2, 3), 其中 Rj

1 为 13 × 13 矩阵, Rj
2 为 4 × 4

矩阵, 以及两个正常数 C1 和 C2, 使得 Ri(ω) ≡
∑3

j=1R
j
iωj 满足对所有 H ∈ C13 有

Re⟨⟨R1(ω)V1(ω)H,H⟩⟩ > C1|HI |2 − C2|HII |2, (3.31)

Re⟨⟨R2(ω)V2(ω)M,M⟩⟩ > C1|MI |2 − C2|MII |2, (3.32)

这里 ⟨⟨·, ·⟩⟩ 为 C13 上的内积.

证明 定理中的 (3.31) 的证明可参见文献 [11]. 下面将利用文献 [16] 的想法来证明 (3.32). 由于

V2(ω) =
3∑

j=1

V j
2 ωj = {⟨(v · ω)ek, el⟩}4k,l=1,

通过直接计算便有

V2(ω) =
3∑

j=1

V j
2 ωj =


0 ω1 ω2 ω3

ω1 0 0 0

ω2 0 0 0

ω3 0 0 0

 .

令

R2(ω) =

3∑
j=1

Rj
2ωj =


0 ω1 ω2 ω3

−ω1 0 0 0

−ω2 0 0 0

−ω3 0 0 0

 .

因为 |ω| = 1, 通过直接计算, 易得存在常数 C1, C2 > 0 使得 (3.32) 成立.

下面定义方程组 (3.24) 和 (3.25) 的补偿函数: 对于任意给定的 ω ∈ S2, 设 R1(ω) ≡ {r1i,j(ω)}13i,j=1,

R2(ω) ≡ {r2i,j(ω)}4i,j=1, 定义

S1(ω)∂
αf ≡

13∑
k,l=1

λ1r
1
kl(ω)⟨∂αf, el⟩ek, (3.33)

S2(ω)∂
αϕ ≡

4∑
k,l=1

λ2r
2
kl(ω)⟨∂αϕ, el⟩ek, (3.34)
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其中 λ1 和 λ2 均为正常数, 而 ∂αf , ∂αϕ ∈ L2(R3).

在接下来的引理中, 我们证明 Si(ω) (i = 1, 2) 为所需要的补偿函数, 其中 S1(ω) 为方程 (3.24) 的

补偿函数的证明可参见文献 [11]. 为了方便读者阅读, 我们将在接下来的引理中证明 S2(ω) 为我们所

要构造的补偿函数.

引理 3.4 对于 i = 1, 2, 若 λi > 0 足够小, 则由 (3.33) 和 (3.34) 定义的算子 Si(ω) 分别为 (3.24)

和 (3.25) 的补偿函数, 并且 Si(ω) : L
2(R3) → W̃i.

证明 首先由于 {ek}4k=1 为 W̃2 的标准正交基, 所以 R2(ω) ≡
∑3

j=1R
j
2ωj 并且 Rj

2 为实反对称常

矩阵. 因此 S2(ω) ∈ C∞(·), S2(−ω) = −S2(ω), 即得到了定义 3.1(i). 下面证明 S2(ω) 满足定义 3.1(ii).

令 h, u ∈ L2(R3
v), 由定义 (3.34) 有

⟨S2(ω)h, u⟩ =
4∑

k,l=1

λ2r
2
kl(ω)⟨h, el⟩⟨u, ek⟩. (3.35)

记 h̃ = {h̃k}4k=1 = {⟨h, ek⟩}4k=1, ũ = ⟨ũk⟩4k=1 = {⟨u, ek⟩}. 则由上式得

⟨S2(ω)h, u⟩ = λ2⟨⟨R2(ω)h̃, ũ⟩⟩.

又因为 R2(ω) 是反对称的, 于是

⟨iS2(ω)h, u⟩ = λ2⟨⟨iR2(ω)h̃, ũ⟩⟩ = λ2⟨⟨h̃, iR2(ω)ũ⟩⟩ = ⟨h, iS2(ω)u⟩.

对于定义 3.1 的条件 (iii), 令 ϕ ∈ D(L2), 由 (3.34) 的定义得

⟨S2(ω)(v · ω)∂αϕ, ∂αϕ⟩ =
4∑

k,l=1

λ2r
2
kl(ω)⟨(v · ω)∂αϕ, el⟩⟨∂αϕ, ek⟩.

将上式右端第一个 ∂αϕ 分解为 P 2∂
αϕ+ (I − P 2)∂

αϕ, 其中 P 2 由 (3.26) 定义. 从而有

⟨S2(ω)(v · ω)∂αϕ, ∂αϕ⟩ = λ2⟨⟨R2(ω)V2(ω)M,M⟩⟩+
4∑

k,l=1

λ2r
2
kl(ω)⟨(v · ω)(I − P2)∂

αϕ, el⟩⟨∂αϕ, ek⟩.

根据引理 3.3 以及 ek 关于 v 的指数衰减性质, 有

Reλ2⟨⟨R2(ω)V2(ω)M,M⟩⟩ > C1λ2|MI |2 − C2λ2|MII |2 > C1λ2|P2∂
αϕ|22 − C2λ2|(I − P2)∂

αϕ|2ν .

另外, 利用 P2 和 P 2 的表达式, 对于任意的 j = 2, 3, 4, 有 ⟨P2ϕ, ej⟩ = 0, 从而

(P 2 − P2)ϕ =

4∑
j=2

⟨ϕ, ej⟩ej =
4∑

j=2

⟨(I − P2)ϕ, ej⟩ej .

因而可以得到

|⟨(v · ω)(I − P 2)∂
αϕ, el⟩| = |⟨(v · ω)[(I − P2)− (P2 − P 2)]∂

αϕ, el⟩| 6 C3|(I − P2)∂
αϕ|ν .

所以, 结合上面不等式, 对于 η > 0 足够小, 存在常数 Cη > 0, 使得

⟨S2(ω)(v · ω)∂αϕ, ∂αϕ⟩ > C1λ2|P2∂
αϕ|22 − C2λ2|(I − P2)∂

αϕ|2ν − C3λ2|∂αϕ|ν |(I − P2)∂
αϕ|ν
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> λ2(C1 − η)|∂αP2ϕ|22 − λ2Cη|(I − P2)∂
αϕ|2ν , (3.36)

这里运用了 |∂αϕ|2ν 6 C(|∂α(I − P2)ϕ|2ν + |∂αP2ϕ|22).
另外, 根据引理 2.1, 可知存在某个常数 δ > 0 使得

⟨L2[∂
αϕ], ∂αϕ⟩ > δ|(I − P2)∂

αϕ|2ν . (3.37)

利用 (3.36) 和 (3.37), 选取 λ2 足够小, 易知存在常数 c0 > 0 使得

Re⟨S2(ω)(v · ω)∂αϕ, ∂αϕ⟩+ ⟨L2[∂
αϕ], ∂αϕ⟩ > c0(|∂αP2ϕ|22 + |∂α(I − P2)ϕ|2ν),

从而完成了此引理的证明.

回到 Vlasov-Boltzmann 方程组, 根据 (1.6)、(1.7)、(3.24) 和 (3.25), 有

g1 = ∂α
{

1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v(

√
µf)− 1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v(

√
µϕ) + Γ(f, f)

}
,

g2 = ∂α
{

1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇v(

√
µϕ)− 1

2
√
µ
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v(

√
µf) + Γ(ϕ, f)

}
.

通过直接计算, 可知 ⟨g1,
√
µ⟩ = 0 和 ⟨g2,

√
µ⟩ = 0.

接下来的引理, 将用所构建的补偿函数来估计系统 (1.6) 和 (1.7) 的解的宏观部分. 令

ρ =

∫
R3

√
µfdv, φ =

∫
R3

√
µϕdv.

显然有

∥ρ∥ 6 C∥P1f∥ 6 C∥f∥, ∥φ∥ 6 C∥P2ϕ∥ 6 C∥ϕ∥. (3.38)

引理 3.5 设 l > 0, 对于系统 (1.6) 和 (1.7), 存在常数 δ1, δ2 > 0, 使得下面估计成立:

d

dt

[ ∑
16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|{⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩}dξ

− 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2){Re(Û |∂̂αρ|2)− Re(Û |∂̂αφ|2)}dξ
]

+ δ1
∑

26|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + δ2

∑
16|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t), (3.39)

并且还有

d

dt

[ ∑
|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥ − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|{⟨iS1(ω)f̂ , f̂⟩+ ⟨iS2(ω)ϕ̂, ϕ̂⟩}dξ

− 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)N{Re(Û |ρ̂|2)− Re(Û |φ̂|2)}dξ
]
+ δ1

∑
16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2

+ δ2
∑

|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t), (3.40)

其中 κ > 0 是一个小的常数.
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证明 令 ω = ξ
|ξ| . 对 (3.24) 和 (3.25) 关于 x 作 Fourier 变换, 可以得到

∂t∂̂αf + i|ξ|(v · ω)∂̂αf + L1[∂̂αf ] +
1

2
iξÛ ∂̂αρ · √µv = ĝ1, (3.41)

∂t∂̂αϕ+ i|ξ|(v · ω)∂̂αϕ+ L2[∂̂αϕ]−
1

2
iξÛ ∂̂αφ · √µv = ĝ2. (3.42)

首先, 令 (3.41) 与 ∂̂αf 于 R3
v 上作内积并取实部, 得到

1

2
∂t|∂̂αf |22 + ⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩+

1

2
Re

{
Û ∂̂αρ

∫
R3

iξ · ∂̂αf√µvdv
}

= Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩. (3.43)

令 (3.41) 与
√
µ 作内积, 由 ⟨g1,

√
µ⟩ = 0, L1

√
µ = 0 和 ⟨√µv,√µ⟩ = 0, 利用 L1 的自伴性质, 可得

∂t⟨∂̂αf,
√
µ⟩+ ⟨i|ξ|(v · ω)∂̂αf,√µ⟩+ ⟨L1[∂̂αf ],

√
µ⟩+ 1

2
Û ∂̂αρ⟨iξ · √µv,√µ⟩

= ∂t∂̂αρ+

∫
R3

iξ · v√µ∂̂αfdv

= 0.

于是
∫
R3 iξ · v

√
µ∂̂αfdv = −∂t∂̂αρ. 又因为

Re{Û ∂̂αρ ∂t∂̂αρ} =
1

2
∂tRe(Û |∂̂αρ|2),

所以, (3.43) 可转化为

1

2
∂t

{
|∂̂αf |22 −

1

2
Re(Û |∂̂αρ|2)

}
+ ⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩ = Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩. (3.44)

另外, 用 −i|ξ|S1(ω) 作用于 (3.41), 可得

− i|ξ|S1(ω)∂t(∂̂αf) + |ξ|2S1(ω)((v · ω)∂̂αf)− i|ξ|S1(ω)L1[∂̂αf ]

= −1

2
ξ|ξ|Û ∂̂αρS1(ω)(

√
µv)− i|ξ|S1(ω)ĝ1. (3.45)

将上述不等式与 ∂̂αf 作内积, 可得

Re⟨−i|ξ|S1(ω)∂t∂̂αf, ∂̂αf⟩+ |ξ|2Re⟨S1(ω)((v · ω)∂̂αf), ∂̂αf⟩

= −1

2
Re⟨ξ|ξ|Û ∂̂αρS1(ω)(

√
µv), ∂̂αf⟩+ |ξ|Re{⟨iS1(ω)L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩ − ⟨iS1(ω)ĝ1, ∂̂αf⟩}. (3.46)

因为 iS1(ω)是自伴的,所以上式第一项为 −1
2∂t[|ξ|⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩]. 则令 (3.44)×(1+|ξ|2)+(3.46)×κ

(κ > 0), 可以得到

∂t

[
1 + |ξ|2

2
|∂̂αf |22 −

1 + |ξ|2

4
Re(Û |∂αρ|2)− κ|ξ|

2
⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩

]
+ (1 + |ξ|2 − κ|ξ|2)⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩+ κ|ξ|2{Re⟨iS1(ω)((v · ω)∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩}

= κ|ξ|Re{⟨iS1(ω)L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩ − ⟨iS1(ω)ĝ1, ∂̂αf⟩} −
1

2
κRe⟨ξ|ξ|Û ∂̂αρS1(ω)(

√
µv), ∂̂αf⟩

+ (1 + |ξ|2)Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩. (3.47)
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不失一般性, 令 0 < κ < 1, 对于 (3.47) 左边第二项, 可以得到

(1 + |ξ|2 − κ|ξ|2)⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩ > (1− κ)(1 + |ξ|2)δ0|(I − P1)∂̂αf |2ν .

根据引理 3.4 的结论, 对于 (3.47) 左边第三项, 有下面估计:

κ|ξ|2{Re⟨iS1(ω)((v · ω)∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩} > κc0|ξ|2(|P1∂̂αf |22 + |(I − P1)∂̂αf |2ν). (3.48)

另外, 由补偿函数 S1(ω) 的定义 (3.33), 有

S1(ω)L1[∂̂αf ] =
13∑

k,l=1

λ1r
1
kl(ω)⟨L1[∂̂αf ], el⟩ek =

13∑
k,l=1

λ1r
1
kl(ω)⟨L1[(I − P1)∂̂αf ], el⟩ek.

由 L1g = Γ(
√
µ, g) + Γ(g,

√
µ), 利用引理 2.2, 可以得到

|⟨L1[(I − P1)∂̂αf ], el⟩| 6 C|(I − P1)∂̂αf |2 + C|(I − P1)∂̂αf |ν 6 C|(I − P1)∂̂αf |ν .

因此, (3.47) 右边第一项取绝对值后满足

κ|ξ||{⟨iS1(ω)L1[∂̂αf ], ∂̂αf⟩+ ⟨iS1(ω)ĝ1, ∂̂αf⟩}|

6 cκ|ξ|
{
|(I − P1)∂̂αf |ν |∂̂αf |2 +

13∑
k,l=1

|⟨ĝ1, el⟩||⟨∂̂αf, ek⟩|
}

6 κη|ξ|2|∂̂αf |22 + κCη|(I − P1)∂̂αf |2ν + Cη

13∑
l=1

|⟨ĝ1, el⟩|2. (3.49)

利用 µ 的指数衰减性质, 有

|⟨S1(ω)(
√
µv), ∂̂αf⟩| =

13∑
k,l=1

|λr1kl(ω)⟨
√
µv, el⟩⟨∂̂αf, ek⟩| 6 C|∂̂αf |2.

根据 U(x) 的假设, 易知 |Û(ξ)| 6 1, 可以得到∣∣∣∣12κRe⟨ξ|ξ|Û ∂̂αρS1(ω)(
√
µv), ∂̂αf⟩

∣∣∣∣ 6 Cκ|ξ|2|Û ∂̂αρ||∂̂αf |2 6 Cκ|ξ|2|∂̂αρ|2 + Cκ|ξ|2|∂̂αf |22

6 Cκ|ξ|2|P1∂̂αf |22 + Cκ|ξ|2|(I − P1)∂̂αf |22. (3.50)

令 κ, η > 0 足够小, 综合上面所有估计, 可以从 (3.47) 得到

∂t

[
(1 + |ξ|2)|∂̂αf |22 −

1 + |ξ|2

2
Re(Û |∂̂αρ|2)− κ|ξ|⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩

]
+ δ1|ξ|2|P1∂̂αf |22 + δ2(1 + |ξ|)2|(I − P1)∂̂αf |2ν

6 (1 + |ξ|2)Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩+ C

13∑
l=1

|⟨ĝ1, el⟩|2. (3.51)

根据 (1.6) 和 (3.24), 可得

g1 = ∂αΓ(f, f)− 1

4
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · vf) + 1

4
∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ)
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+
1

2
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf)−

1

2
∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ). (3.52)

对 (3.51) 关于 ξ 积分同时对 1 6 |α| 6 N − 1 求和, 可以得到

∂t

[ ∑
16|α|6N

∥∂αf∥2 − 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re(Û |∂̂αρ|2)dξ

− κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩dξ
]

+ δ1
∑

26|α|6N

∥P1∂
αf∥22 + δ2

∑
16|α|6N

∥(I − P1)∂
αf∥2ν

6
∑

16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩dξ + C
∑

16|α|6N−1

13∑
l=1

∫
R3

|⟨ĝ1, el⟩|2dξ. (3.53)

首先估计 (3.53) 右端的第一项. 对于某个多重指标 δi 且 |δi| = 1, 可以得到∫
R3

(1 + |ξ|2)Re⟨ĝ1, ∂̂αf⟩dξ = Re(g1, ∂
αf) + Re(∂δig1, ∂

δi∂αf). (3.54)

注意到 1 6 |α| 6 N − 1, 根据引理 2.3, 有

|(∂αΓ(f, f), ∂αf)| = |(∂αΓ(f, f), (I − P1)∂
αf)| 6 η∥∂α(I − P1)f∥2ν + CηẼl(t)D̃l(t).

类似地, 有

|(∂δi∂αΓ(f, f), ∂δi∂αf)| 6 η∥∂δi∂α(I − P1)f∥2ν + CηẼl(t)D̃l(t).

对于 (3.54) 中 g1 的第二和三项, 当 |α− α′| > 1 时, 由引理 2.6 有

1

4
|(∂α

′
∇xU ⋆ (

√
µf) · v∂α−α′

f + ∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · v∂α−α′

ϕ, ∂αf)|

6 C∥∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µf)∥L∞

x
∥∂α−α′

f∥ν∥∂αf∥ν + C∥∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥L∞

x
∥∂α−α′

ϕ∥ν∥∂αf∥ν

6 C∥∇xf∥∥∂α−α′
f∥ν∥∂αf∥ν + C∥∇xϕ∥∥∂α−α′

ϕ∥ν∥∂αf∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

另外, 当 |α− α′| = 0 时, 可以得到

1

4
|(∂α∇xU ⋆ (

√
µf) · vf + ∂α∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ, ∂αf)|

6 C

∫
R3

|v|∥∂α∇xU ⋆ (
√
µf)∥L3

x
∥f∥L6

x
∥∂αf∥L2

x
dv + C

∫
R3

|v|∥∂α∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥L3

x
∥ϕ∥L6

x
∥∂αf∥L2

x
dv

6 C∥∇xf∥∥∇xf∥ν∥∂αf∥ν + C∥∇xϕ∥∥∇xϕ∥ν∥∂αf∥ν

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t),

这里用了 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入不等式 ∥f∥L6
x
6 ∥∇xf∥L2

x
.

因而, 对 (3.54) 中 g1 的第二和三项, 有下面估计:

1

4
|(∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · vf) + ∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ), ∂αf)| 6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).
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同理, 下面的不等式也是成立的:

1

4
|(∂δi∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · vf) + ∂δi∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ), ∂δi∂αf)| 6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

下面估计 (3.54) 中 g1 的第四和五项. 当 |α′| > 1 时, 根据 Hölder 不等式和引理 2.6, 有

1

2
|(∂α

′
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α−α′

∇vf − ∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∂α−α′

∇vϕ, ∂
αf)|

6 C∥∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µf)∥L∞

x
∥∂α−α′

∇vf∥∥∂αf∥+ C∥∂α
′
∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥L∞

x
∥∂α−α′

∇vϕ∥∥∂αf∥

6 C∥∇xf∥∥∂α−α′
∇vf∥∥∂αf∥+ C∥∇xϕ∥∥∂α−α′

∇vϕ∥∥∂αf∥

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t).

对 (3.54) 中 g1 的第四项, 当 |α′| = 0 时, 通过分部积分可以得到

1

2
(∇xU ⋆ (

√
µf) · ∂α∇vf, ∂

αf) =
1

4

∫
R3×R3

∇xU ⋆ (
√
µf) · ∇v|∂αf |2dxdv = 0.

因而, 对 (3.54) 中 g1 的第四和五项, 有下面估计:

1

2
(∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf} − ∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ}, ∂αf)

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t)−

1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

αϕ, ∂αf).

类似地, 也可以得到

1

2
(∂δi∂α{∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf} − ∂δi∂α{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ}, ∂δi∂αf)

6 C

√
Ẽl(t)D̃l(t)−

1

2
(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇v∂

δi∂αϕ, ∂δi∂αf).

我们仍需要估计 (3.53) 右端的最后一项. 注意到 (3.52), 易知∫
R3

|⟨ĝ1, el⟩|2dξ = (g1, el)
2. (3.55)

对于 (3.55) 中 g1 的第一项, 由于 el 对 v 具有指数衰减的性质, 根据引理 2.2, 有∑
16|α|6N−1

(∂αΓ(f, f), el)
2 6 C

∑
16|α|6N−1

∑
α1+α26α

∫
R3

{|∂α1f |22|∂α2f |2ν + |∂α1f |2ν |∂α2f |22}dx

6 CẼl(t)D̃l(t).

对于 (3.55) 中 g1 的第二项, 由 el 的指数衰减性质, 通过引理 2.6, 有∑
16|α|6N−1

(∂α(∇xU ⋆ (
√
µf) · vf), el)2

6 C
∑

16|α|6N−1

∑
α16α

∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥2L∞

x
∥∂α−α1f∥2

6 C
∑

16|α|6N−1

∑
α16α

∥∇xf∥2∥∂α−α1f∥2
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6 CẼl(t)D̃l(t).

对于 (3.55) 中 g1 中剩余的其他项, 它们有相同的下界, 这里省去证明. 这样, 至此完成了 (3.53) 右端

项的估计.

收集上面所有估计结果, 选取足够小的 η > 0, 由 (3.53), 可以得到

∂t

[ ∑
16|α|6N

∥∂αf∥2 − 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re(Û |∂̂αρ|2)dξ

− κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩dξ
]

+
1

2

∑
16|α|6N−1

{(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

αϕ, ∂αf) + (∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

δi∂αϕ, ∂δi∂αf)}

+ δ′1
∑

26|α|6N

∥∂αP1f∥22 + δ′2
∑

16|α|6N

∥∂α(I − P1)f∥2ν

6 C(Ẽl(t) +
√
Ẽl(t))D̃l(t). (3.56)

类似于 (3.51) 的证明, 利用 (3.42) 和相应的补偿函数, 我们也有

∂t

[
(1 + |ξ|2)|∂̂αϕ|22 −

1 + |ξ|2

2
Re(Û |∂̂αφ|2)− κ|ξ|⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩

]
+ δ1|ξ|2|P2∂̂αϕ|22 + δ2(1 + |ξ|)2|(I − P2)∂̂αϕ|2ν

6 (1 + |ξ|2)Re⟨ĝ2, ∂̂αf⟩+ C
4∑

l=1

|⟨ĝ2, el⟩|2. (3.57)

若对方程 (3.57) 重复以上步骤, 则可以得到

∂t

[ ∑
16|α|6N

∥∂αϕ∥2 + 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re(Û |∂̂αφ|2)dξ

− κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩dξ
]

+ δ1
∑

26|α|6N

∥P2∂
αϕ∥22 + δ2

∑
16|α|6N

∥(I − P2)∂
αϕ∥2ν

6
∑

16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re⟨ĝ2, ∂̂αϕ⟩dξ + Cη

∑
16|α|6N−1

4∑
l=1

∫
R3

⟨ĝ2, el⟩dξ. (3.58)

根据 (1.7) 和 (3.25), 有

g2 = ∂αΓ(ϕ, f)− 1

4
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · vϕ) + 1

4
∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vf)

+
1

2
∂α(∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vϕ)−

1

2
∂α(∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vf). (3.59)

类似得到 (3.56) 的过程, 我们能够得到

∂t

[ ∑
16|α|6N

∥∂αϕ∥2 + 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re(Û |∂̂αφ|2)dξ
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− κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩dξ
]

+
1

2

∑
16|α|6N−1

{(∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

αf, ∂αϕ) + (∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇v∂

δi∂αf, ∂δi∂αϕ)}

+ δ′1
∑

26|α|6N

∥∂αP2ϕ∥22 + δ′2
∑

16|α|6N

∥∂α(I − P2)ϕ∥2ν

6 C(Ẽl(t) +
√
Ẽl(t))D̃l(t). (3.60)

应用 (3.56) 和 (3.60) 以及分部积分, 易得 (3.39).

为了证明 (3.40), 令 (3.51)中 α = 0, 对所得到的不等式与 (1+ |ξ|2)N−1 相乘后, 在 R3
ξ 上积分, 可

以得到

∂t

[ ∫
R3

(1 + |ξ|2)N |f̂ |2dξ − 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe(Û |ρ̂|2)dξ − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|⟨iS1(ω)(f̂), f̂⟩dξ
]

+ δ1

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|2|P1f |22dξ + δ2

∫
R3

(1 + |ξ|2)N (I − P1)|f̂ |2νdξ

6
∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe⟨ĝ1, f̂⟩dξ + Cη

13∑
l=1

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|⟨ĝ1, el⟩|2dξ,

其中

g1 = Γ(f, f)− 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vf +

1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf − 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ.

若对方程 (3.57) 重复以上步骤, 则可以得到

∂t

[ ∫
R3

(1 + |ξ|2)N |ϕ̂|2dξ + 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe(Û |φ̂|2)dξ − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|⟨iS2(ω)(ϕ̂), ϕ̂⟩dξ
]

+ δ1

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|2|P2ϕ|22dξ + δ2

∫
R3

(1 + |ξ|2)N (I − P2)|ϕ̂|2νdξ

6
∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe⟨ĝ2, ϕ̂⟩dξ + Cη

4∑
l=1

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|⟨ĝ2, el⟩|2dξ,

其中

g2 = Γ(ϕ, f)− 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vϕ+

1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vf

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vf.

类似于上面的证明, 可以得到 (3.40). 至此完成了引理 3.5 的证明.

为了研究解的最优衰减速率, 考虑以下线性方程组:

∂tf + v · ∇xf + L1f +
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · √µv = 0, (3.61)

∂tϕ+ v · ∇xϕ+ L2ϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · √µv = 0. (3.62)
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该系统的初值条件为 f(0, x, v) = f0(x, v), ϕ(0, x, v) = ϕ0(x, v), 并记其解为

f(t, x, v) = U1(t, 0)f0(x, v), (3.63)

ϕ(t, x, v) = U2(t, 0)ϕ0(x, v), (3.64)

其中 Ui(t, s) (i = 1, 2) 为相应的解算子.

引理 3.6 令 k > k1 > 0, f0, ϕ0 ∈ HN ∩ Zq, 若 f(t, x, v), ϕ(t, x, v) ∈ C0([0,∞);HN ) ∩ C1([0,∞);

HN−1) 是 (3.61) 和 (3.62) 的解, 则对于任意整数 m = k − k1, q ∈ [1, 2] 和 σq,m = 3
2 (

1
q − 1

2 ) +
m
2 , 下列

不等式成立:

∥∇k
xU1(t, 0)f0∥ 6 C(1 + t)−σq,m(∥∇k1

x f0∥Zq + ∥∇k
xf0∥), (3.65)

∥∇k
xU2(t, 0)ϕ0∥ 6 C(1 + t)−σq,m(∥∇k1

x ϕ0∥Zq + ∥∇k
xϕ0∥). (3.66)

证明 令 (3.51) 中的 g1 = 0, |α| = 0, 则有

∂t

[
(1 + |ξ|2)|f̂ |22 −

1 + |ξ|2

2
Re(Û |ρ̂|2)− κ|ξ|⟨iS1(ω)f̂(t, ξ, ·), f̂(t, ξ, ·)⟩

]
+ δ1|ξ|2|P1f̂ |22 + δ2(1 + |ξ|2)|(I − P1)f̂ |2ν

6 0. (3.67)

设

E(f) = |f̂(t, ξ, ·)|22 −
1

2
Re(Û |ρ̂|2)− κ|ξ|

1 + |ξ|2
⟨iS1(ω)f̂(t, ξ, ·), f̂(t, ξ, ·)⟩.

由于 κ > 0 为足够小的数, S1(ω) 为有界算子, 因此有

E(f) 6 |f̂(t, ξ, ·)|22 +
1

2
|P1f̂(t, ξ, ·)|22 +

Cκ

2
|f̂(t, ξ, ·)|22 6 C1|f̂(t, ξ, ·)|22,

E(f) > |f̂(t, ξ, ·)|22 −
1

2
|P1f̂(t, ξ, ·)|22 −

Cκ

2
|f̂(t, ξ, ·)|22 > 1

4
|f̂(t, ξ, ·)|22,

所以 E(f) ≈ |f̂(t, ξ, ·)|22.
令 0 < δ 6 min{ δ1

2 ,
δ2
2 }, 根据 (3.67), 可以得到

∂tE(f) + δ
|ξ|2

1 + |ξ|2
E(f) 6 0. (3.68)

因而可以得到

|f̂(t, ξ, ·)|22 6 Ce
−δt

|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22.

将上式与 |ξ|2k 相乘并于 R3
ξ 上积分, 可得

∥∇k
xf∥2 =

∫
R3

|ξ|2k|f̂(t, ξ, ·)|22dξ 6 C

∫
R3

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22dξ. (3.69)

记最后一个积分为 I0. 于是有

I0 =

∫
|ξ|61

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22dξ +
∫
|ξ|>1

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22dξ.
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首先估计 I0 的第一项. 记 |α| = k, |α′| = k1, m = |α− α′| 以及 1
p′ +

1
q′ = 1, p′ ∈ [1,∞), 有∣∣∣∣ ∫

|ξ|61

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22dξ
∣∣∣∣ 6 ∫

|ξ|61

|ξα−α′
|2e−δt

|ξ|2
2 |ξα

′
f̂0(ξ, ·)|22dξ

6
(∫

|ξ|61

|ξ|2p
′me−δp′t

|ξ|2
2 dξ

) 1
p′
(∫

|ξ|61

|ξα
′
f̂0(ξ, ·)|2q

′

2 dξ

) 1
q′

. (3.70)

注意到 ∫
|ξ|61

|ξ|2p
′me−δp′t

|ξ|2
2 dξ 6 C(1 + t)−

3
2−p′m,

并且 (∫
|ξ|61

|ξα
′
f̂0(ξ, ·)|2q

′

2 dξ

) 1
q′

6 ∥∂α
′
f0∥2Zq

,
1

q
+

1

2q′
= 1,

从而有 ∫
|ξ|61

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ)|22dξ 6 C(1 + t)−
3
2−p′m∥∂α

′
f0∥2Zq

. (3.71)

对于 I0 的第二项, 有 ∫
|ξ|>1

|ξ|2ke−δt
|ξ|2

1+|ξ|2 |f̂0(ξ, ·)|22dξ 6 Ce−
δt
2 ∥∂αf0∥2.

因此,

I0 6 C(1 + t)
− 3

2p′ −m∥∂α
′
f0∥2Zq

+ Ce−
δt
2 ∥∂αf0∥2

6 C(1 + t)−2σq.m(∥∇k1
x f0∥Zq + ∥∇k

xf0∥)2. (3.72)

根据 (3.69) 以及上面的估计, 可知 (3.65) 是成立的. 此外, 由于 (3.61) 与 (3.62) 的形式类似, (3.66) 根

据上面的过程可得, 从而证明了该引理成立.

4 主要定理的证明

本节建立一些能量不等式,以用于构建全局解和证明最优时间衰减. 首先说明方程组 (1.6)和 (1.7)

局部解的存在性,其构造的方法是基于迭代序列逼近解的一致能量估计,鉴于论文篇幅,这里省略其证

明过程 (参见文献 [3, 7, 8]).

引理 4.1 对于任意 l > 0, 存在常数 M0 > 0, T ∗ > 0, 使得如果 T ∗ 6M0/2, Ẽl(0) 6M0/2, 则方

程组 (1.6) 和 (1.7) 在 [0, T ∗)× R3
x × R3

v 上有唯一解 [f(t, x, v), ϕ(t, x, v)], 满足 sup06t6T∗ Ẽl(t) 6M0.

4.1 证明全局解的存在性

由引理 3.5 可得

d

dt

[ ∑
|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|{⟨iS1(ω)f̂ , f̂⟩+ ⟨iS2(ω)ϕ̂, ϕ̂⟩}dξ
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− 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)N{Re(Û |ρ̂|2)− Re(Û |φ̂|2)}dξ
]
+ δ1

∑
16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2

+ δ2
∑

|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t), (4.1)

这里 κ > 0 为足够小的常数. 另外, 根据引理 3.2, 有

d

dt

[ ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

]
+

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.2)

根据引理 3.1, 有∑
16|β|

|α|+|β|6N

[
d

dt
∥[wl∂αβ (I − P1)f, w

l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2 + ∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν

]

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.3)

设 C̃1 和 C̃2 是两个充分大正常数, 并且 C̃2 ≪ C̃1. 利用 (4.1)–(4.3), 可以得到

d

dt

[
C̃1

( ∑
|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|{⟨iS1(ω)f̂ , f̂⟩+ ⟨iS2(ω)ϕ̂, ϕ̂⟩}dξ

− 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe(Û(|ρ̂|2 − |φ̂|2))dξ
)

+ C̃2

( ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

)

+
∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2

]
+

∑
16|α|6N

∥[P1∂
αf, P2∂

αϕ]∥2

+
∑

|α|6N

∥[(I − P1)∂
αf, (I − P2)∂

αϕ]∥2ν +
∑

|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν

+
∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν

6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.4)

根据 U(x) 的假设, 易知 |Û(ξ)| 6 1. 由于

1

2
|Re(Û(|ρ̂|2 − |φ̂|2))| 6 1

2
(|P1f̂ |22 + |P2ϕ̂|22) 6

1

2
(|f̂ |22 + |ϕ̂|22),
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因而有

1

2

∣∣∣∣ ∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe(Û(|ρ̂|2 − |φ̂|2))dξ
∣∣∣∣ 6 1

2

∑
|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2.

由于算子 Si(ω) (i = 1, 2) 为有界算子, 使得∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|{⟨iS1(ω)f̂ , f̂⟩+ ⟨iS2(ω)ϕ̂, ϕ̂⟩}dξ

6 C
∑

|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 + C
∑

|α|6N−1

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2,

因此, 定义 (1.9) 的泛函为

El(t) = C̃1

( ∑
|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ

∫
R3

(1 + |ξ|2)N−1|ξ|{⟨iS1(ω)f̂ , f̂⟩+ ⟨iS2(ω)ϕ̂, ϕ̂⟩}dξ

− 1

2

∫
R3

(1 + |ξ|2)NRe(Û(|ρ̂|2 − |φ̂|2))dξ
)
+ C̃2

( ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2

+ ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

)
+

∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2. (4.5)

根据上面的证明, 易知 El(t) ≈ Ẽl(t). 定义 (1.10) 的泛函为

Dl(t) =
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν

+
∑

|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν +

∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν , (4.6)

我们易知 Dl(t) ≈ D̃l(t).

从而, 根据 (4.4)、(1.9) 和 (1.10) 直接得到下面不等式:

d

dt
El(t) +Dl(t) 6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t) 6 C(

√
El(t) + El(t))Dl(t). (4.7)

如果假设 El(0) 6 ε, 其中 ε 为一个任意小的常数, 则根据已知的局部解存在性, 通过标准的连续性方

法, 可以得到解的全局存在性.

4.2 证明最优时间衰减估计

定理 1.1 的证明 由引理 3.5, 当 κ > 0 足够小时, 有

d

dt

[ ∑
16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|{⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩}dξ

− 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2){Re(Û |∂̂αρ|2)− Re(Û |∂̂αφ|2)}dξ

]
+ δ1

∑
26|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2

+ δ2
∑

16|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν 6 C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.8)
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根据引理 3.2, 得到

d

dt

[ ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

]
+

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.9)

根据引理 3.1, 有∑
16|β|

|α|+|β|6N

[
d

dt
∥[wl∂αβ (I − P1)f, w

l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2 + ∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν

]

6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 + C

∑
|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P2)ϕ]∥2ν

+ C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.10)

此外, 令方程组 (3.1) 和 (3.2) 分别乘以 (I − P1)f 和 (I − P2)ϕ 并于 R3
x × R3

v 上积分. 通过标准的能

量估计, 可以得到

d

dt
∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2 + ∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2ν

6 C∥[∇xP1f,∇xP2ϕ]∥2 + C∥[∇x(I − P1)f,∇x(I − P2)ϕ]∥2ν + C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.11)

设 C̃3 和 C̃4 是两个充分大正常数, 并且 C̃4 ≪ C̃3. 利用 (4.8)–(4.11), 可以得到

d

dt

[
C̃3

( ∑
16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|{⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩}dξ

− 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2){Re(Û |∂̂αρ|2)− Re(Û |∂̂αφ|2)}dξ
)
+ C̃4

( ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2

+ ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

)
+

∑
16|β|

|α|+t|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2

+ ∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2
]
+

∑
16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|6N

∥[∂α(I − P1)f, ∂
α(I − P2)ϕ]∥2ν

+
∑

|α|6N

∥[wl∂α(I − P1)f, w
l∂α(I − P1)ϕ]∥2ν +

∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2ν

+ ∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2ν 6 C∥[∇xP1f,∇xP2ϕ]∥2 + C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t). (4.12)

此外, 下面两个不等式显然成立:∑
16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|{⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩}dξ
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6 C
∑

16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 + C
∑

16|α|6N−1

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2,

1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re{Û(|∂̂αρ|2 − |∂̂αφ|2)}dξ 6 1

2

∑
16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2.

当 κ > 0 足够小时, 可以定义泛函 Hl(t):

Hl(t) = C̃3

( ∑
16|α|6N

∥[∂αf, ∂αϕ]∥2 − 1

2

∑
16|α|6N−1

∫
R3

(1 + |ξ|2)Re{Û(|∂̂αρ|2 − |∂̂αφ|2)}dξ

− κ
∑

16|α|6N−1

∫
R3

|ξ|{⟨iS1(ω)(∂̂αf), ∂̂αf⟩+ ⟨iS2(ω)(∂̂αϕ), ∂̂αϕ⟩}dξ
)

+ C̃4

( ∑
16|α|6N

∥[wl∂αf, wl∂αϕ]∥2 + ∥[wl(I − P1)f, w
l(I − P2)ϕ]∥2

)
+

∑
16|β|

|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2 + ∥[(I − P1)f, (I − P2)ϕ]∥2. (4.13)

根据上面的证明, 易知 E l(t) ≈ Hl(t), 其中 E l(t) 为引理 2.5 中定义的泛函.

从而, 由 (4.12) 可得

d

dt
Hl(t) +Dl(t) 6 C∥[∇xP1f,∇xP2ϕ]∥2 + C(

√
Ẽl(t) + Ẽl(t))D̃l(t)

6 C∥[∇xP1f,∇xP2ϕ]∥2 + C(
√
El(t) + El(t))Dl(t).

根据 (4.6) 和 (1.9), 易知 Hl(t) 6 CDl(t). 当 ε 充分小且 El(t) 6 ε 时, 有

d

dt
Hl(t) + cHl(t) 6 C∥[∇xP1f,∇xP2ϕ]∥2. (4.14)

如果设

G1 = Γ(f, f)− 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vf +

1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf − 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ,

G2 = Γ(f, ϕ)− 1

4
∇xU ⋆ (

√
µf) · vϕ+

1

4
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vf

+
1

2
∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vϕ− 1

2
∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vf,

则方程组 (1.6) 和 (1.7) 可改写为

∂tf + v · ∇xf + L1f +∇xU ⋆ (
√
µf) · √µv = G1, (4.15)

∂tϕ+ v · ∇xϕ+ L2ϕ−∇xU ⋆ (
√
µϕ) · √µv = G2. (4.16)

由 (3.63) 和 (3.64), 利用 Duhamel 原理, 可将以上方程组的解写成以下形式:

f(t) = U1(t, 0)f0 +

∫ t

0

U1(t, s)G1(s)ds,

ϕ(t) = U2(t, 0)ϕ0 +

∫ t

0

U2(t, s)G2(s)ds.
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根据引理 3.6, 可以得到

∥∇xP1f(t)∥ 6 ∥∇xf(t)∥

6 Cλ0(1 + t)−5/4 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−5/4(∥G1(s)∥Z1 + ∥∇xG1(s)∥)ds, (4.17)

其中 λ0 = ∥[f0, ϕ0]∥Z1 + ∥[∇xf0,∇xϕ0]∥.
注意到 El(t) ≈ Ẽl(t) 和 E l(t) ≈ Hl(t). 若 l > 1, 运用引理 2.4 和 2.5, 可以得到

∥∇xΓ(f, f)∥2 6 CEl(t)Hl(t),

∥Γ(f, f)∥2Z1
6 C∥wf∥4 6 C∥w(I − P1)f∥4 + C∥P1f∥4 6 CEl(t)Hl(t) + C∥P1f∥4.

(4.18)

下面估计 ∥G1(s)∥Z1 和 ∥∇xG1(s)∥. 当 El(t) 6 ε 时, 根据引理 2.6, 运用 Hölder 不等式, 可以得到

∥G1(s)∥Z1 6 ∥Γ(f, f)∥Z1 +
1

4
∥∇xU ⋆ (

√
µf) · vf∥Z1 +

1

4
∥∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ∥Z1

+
1

2
∥∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf∥Z1 +

1

2
∥∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ∥Z1

6 C
√
ε
√
Hl(s) + C∥P1f∥2 + C∥∇xU ⋆ (

√
µf)∥∥wf∥+ C∥∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥∥wϕ∥

+ C∥∇xU ⋆ (
√
µf)∥∥∇vf∥+ C∥∇xU ⋆ (

√
µϕ)∥∥∇vϕ∥

6 C
√
ε
√
Hl(s) + C∥P1f∥2 + C∥∇xf∥{∥wf∥+ ∥∇vf∥}+ C∥∇xϕ∥{∥wϕ∥+ ∥∇vϕ∥}

6 C
√
ε
√
Hl(s) + C∥P1f∥2, (4.19)

∥∇xG1(s)∥ 6 ∥∇xΓ(f, f)∥+
1

4
∥∇x{∇xU ⋆ (

√
µf) · vf}∥+ 1

4
∥∇x{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ}∥

+
1

2
∥∇x{∇xU ⋆ (

√
µf) · ∇vf}∥+

1

2
∥∇x{∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ}∥

6 C
√
ε
√
Hl(t) + C

∑
|α1|61

∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µf)∥L∞

x

∑
|α2|61

(∥w∂α2f∥+ ∥∇v∂
α2f∥)

+ C
∑

|α1|61

∥∂α1∇xU ⋆ (
√
µϕ)∥L∞

x

∑
|α2|61

(∥w∂α2ϕ∥+ ∥∇v∂
α2ϕ∥)

6 C
√
ε
√
Hl(t) + C∥∇xf∥

∑
|α2|61

(∥w∂α2f∥+ ∥∇v∂
α2f∥)

+ C∥∇xϕ∥
∑

|α2|61

(∥w∂α2ϕ∥+ ∥∇v∂
α2ϕ∥)

6 C
√
ε
√
Hl(t). (4.20)

定义

M(t) = sup
06s6t

{(1 + s)5/2Hl(s)}, M0(t) = sup
06s6t

{(1 + s)3/2∥[f(s), ϕ(s)]∥2}. (4.21)

由定义可知 M(t) 和 M0(t) 为非递增的函数. 于是, 当 l > 1 时, 有

∥G1(s)∥Z1 + ∥∇xG1(s)∥ 6 C
√
ε
√
Hl(s) + C∥P1f(s)∥2

6 C
√
ε(1 + s)−5/4

√
M(s) + C(1 + s)−3/2M0(s).

601



蔡剑斌等: Vlasov-Boltzmann 方程组的全局解和衰减估计

对任意的 0 6 s 6 t, 由 (4.17), 可以得到

∥∇xP1f(t)∥ 6 Cλ0(1 + t)−5/4 + C(
√
ε
√
M(t) +M0(t))

∫ t

0

(1 + t− s)−5/4(1 + s)−5/4ds

6 C(1 + t)−5/4(λ0 +
√
ε
√
M(t) +M0(t)).

利用 (4.16), 可以类似地得到

∥∇xP2ϕ(t)∥ 6 C(1 + t)−5/4(λ0 +
√
ε
√
M(t) +M0(t)).

另外, 利用 (4.14) 和上面两个估计, 可以得到

Hl(t) 6 e−ctHl(0) + C

∫ t

0

e−c(t−s)∥[∇xP1f(s),∇xP2ϕ(s)]∥2ds

6 e−ctHl(0) + C(λ20 + εM(t) +M2
0 (t))

∫ t

0

e−c(t−s)(1 + s)−5/2ds

6 C(1 + t)−5/2(Hl(0) + λ20 + εM(t) +M2
0 (t)).

由 M(t) 的定义可知 M(t) 6 C(Hl(0) + λ20 + εM(t) +M2
0 (t)). 当 ε > 0 足够小时, 可以得到

M(t) 6 C(Hl(0) + λ20 +M2
0 (t)), (4.22)

进一步地便有

Hl(t) 6 C(1 + s)−5/2(Hl(0) + λ20 +M2
0 (t)). (4.23)

根据引理 3.6, 可得

∥f(t)∥ 6 Cλ0(1 + t)−3/4 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−3/4(∥G1(s)∥Z1 + ∥G1(s)∥)ds. (4.24)

注意到, 类似于 (4.20), 有

∥G1(s)∥ 6 ∥Γ(f, f)∥+ 1

4
∥∇xU ⋆ (

√
µf) · vf∥+ 1

4
∥∇xU ⋆ (

√
µϕ) · vϕ∥

+ ∥∇xU ⋆ (
√
µϕ) · ∇vf∥+ ∥∇xU ⋆ (

√
µϕ) · ∇vϕ∥

6 C
√
ε
√
Hl(t). (4.25)

于是, 可以得到

∥G1(s)∥Z1 + ∥G1(s)∥ 6 C
√
ε
√
Hl(s) + C∥P1f∥2

6 C(λ0 +
√
Hl(0) +M0(s))(1 + s)−5/4 + C(1 + s)−3/2M0(s).

最后, 取 ε 足够小且 λ0 +
√
Hl(0) 6 C

√
ε, 可以得到

∥f(t)∥ 6 Cλ0(1 + t)−3/4 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−3/4(1 + s)−5/4ds(λ0 +
√
Hl(0) +M0(t))

6 C(1 + t)−3/4(λ0 +
√
Hl(0) +M0(t))
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6 C
√
ε(1 + t)−3/4 + C(1 + t)−3/4M0(t). (4.26)

利用 (4.16), 可以类似地得到

∥ϕ(t)∥ 6 C
√
ε(1 + t)−3/4 + C(1 + t)−3/4M0(t). (4.27)

显然, 通过 M0(t) 的定义和上面的不等式, 可知
√
M0(t) 6 C

√
ε + CM0(t). 因此, 当 M0(0) 6 Cε 时,

有 M0(t) 6 Cε, 这意味着

∥[f(t), ϕ(t)]∥2 6 Cε(1 + t)−3/2. (4.28)

由于

Hl(t) ≈
∑

16|α|6N

∥[∂αP1f, ∂
αP2ϕ]∥2 +

∑
|α|+|β|6N

∥[wl∂αβ (I − P1)f, w
l∂αβ (I − P2)ϕ]∥2,

所以通过 (4.23) 和 (4.28), 有

Hl(t) 6 Cε(1 + s)−5/2.

至此完成了定理 1.1 的证明.
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Global existence and time decay estimates of the
Vlasov-Boltzmann system

Jianbin Cai, Zhengrong Liu & Hongjun Yu

Abstract In this paper, we combine the method of constructing the compensating function and the energy
method for the study on the Vlasov-Boltzmann system, which describes the evolution of the fluid of two species
of particles interacting through the strong short range and weak long range pair potentials. Both the global
existence and the optimal convergence rates of the solution around the global Maxwellians are obtained. The
method used here has its own advantage, i.e., it does not involve the spectrum analysis of the corresponding
linearized operator.

Keywords Vlasov-Boltzmann system, compensating function, energy method, global solutions, decay

estimates
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