
中国科学 : 数学 2026年 第 56卷 第 ?期 : 1∼ 18

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Zhou L F, Hu Z J, Lu J. TThe ABJS basic inequality and the essential norm of Toeplitz operators (in Chinese).

Sci Sin Math, 2026, 56: 1–18, doi: 10.1360/SSM-2026-0031

c⃝ 2026《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

ABJS 基本不等式与 Toeplitz 算子的本性范数

周立芳1, 胡璋剑2, 卢金3*

1. 合肥师范学院数学与统计学院, 合肥 230061;

2. 湖州师范大学数学系, 湖州 313000;

3. 安徽大学互联网学院, 合肥 230039

E-mail: lfzhou@hfnu.edu.cn, huzj@huznu.edu.cn, lujin@ahu.edu.cn

收稿日期: 2026-02-05; 接受日期: 2026-05-27; 网络出版日期: 2026-07-15; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12071130 和 12171150)、浙江省自然科学基金 (批准号: LY24A010010)、安徽省高校自然科学基金

(批准号: 2024AH051602 和 2024AH010025)、合肥师范学院人才项目 (批准号: 2024rcjj08) 和安徽省自然科学基金 (批准号:

2208085MA03) 资助项目

摘要 1979 年, Axler 等提出了 “哪些 Banach 空间满足基本不等式” 的问题. 本文给出这一问题的部

分解答,证明了 Cn 中区域 Ω上的 Bergman空间满足该基本不等式. 为纪念 Axler-Berg-Jewell-Shields

的卓著工作, 本文将此基本不等式简称为 ABJS 基本不等式. 利用这一结果, 本文得到 Siegel 上半空

间、强拟凸域、有限型凸域上的全纯 Bergman 空间满足 ABJS 基本不等式, 研究正 Toeplitz 算子的

本性范数,还将 ABJS基本不等式与正 Toeplitz算子本性范数的相应研究拓展到单位圆盘上的指数权

Bergman 空间情形与径向权调和 Bergman 空间情形. 最后, 本文就此研究在一般加权 Bergman 空间

情形提出一个猜想.
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1 引言

设 X 是一个 Banach空间. 用 L (X)表示 Banach空间 X 上的一切有界线性算子的全体, K (X)

表示 X 上的一切紧线性算子的全体. 设 T ∈ L (X), 则 T 的本性范数 ∥T∥e 定义为

∥T∥e := inf{∥T −K∥ : K ∈ K (X)}.

如果存在 K ∈ K (X) 使得

∥T∥e = ∥T −K∥,

则称线性算子 T 的本性范数可达.
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设 D表示复平面 C中的开单位圆盘, ∂D表示单位圆周. 用 H∞ 表示单位圆周 ∂D上所有有界全
纯函数构成的空间, C 表示单位圆周 ∂D 上连续函数的全体. H∞ + C 表示 H∞ 与 C 的线性张成, 是

L∞ 的一个闭子代数.

1971 年 Adamjan 等 [4] 和 1975 年数学家 Sarason (参见文献 [21, 问题 13, 第 197 页]) 分别提出

了如下的公开问题: 在单位圆周 ∂D 上, 对任意的 f ∈ L∞, 是否存在 h ∈ H∞ + C 满足 ∥f − h∥∞ =

dist(f,H∞ +C)? 1979年, Axler等 [5] 通过引入基本不等式 (定义 1.1)的概念,建立了 Banach空间 X

上的线性算子 T 的本性范数可达条件 (定理 A), 进而通过证明以 f ∈ L∞ 为特征 Hankel 算子 Hf 的

本性范数可达, 肯定回答了此公开问题.

设序列 {Tm} ⊂ L (X), 如果任意的 f ∈ X 满足 ∥(Tm − T )f∥X → 0 (m → ∞), 则称序列 {Tm} 以
强算子拓扑收敛于 T , 记作 Tm

SOT−−−→ T .

定义 1.1 设 X 为 Banach 空间, 如果对任意的 T ∈ L (X), 任意满足 Am
SOT−−−→ 0 和 A∗

m
SOT−−−→ 0

的序列 {Am} ⊂ L (X), 以及任意的 ϵ > 0, 总存在一个正整数 m0 使得

∥T +Am0∥ 6 ϵ+max(∥T∥, ∥T∥e + ∥Am0∥)

成立, 则称 X 满足基本不等式 (basic inequality).

我们将此不等式称为 Axler-Berg-Jewell-Shields 基本不等式, 简称 ABJS 基本不等式.

定理 A (参见文献 [5, 定理 1, 推论]) 设 X 是一个满足 ABJS 基本不等式的 Banach 空间. 如

果 T ∈ L (X)\K (X), 紧算子列 {Tm} ⊂ K (X) 满足 Tm
SOT−−−→ T 和 T ∗

m
SOT−−−→ T ∗, 则存在两列不同的

非负实数 {am} 和 {bm} 满足
∑

am =
∑

bm = 1, 且

∥T −K1∥ = ∥T −K2∥ = ∥T∥e,

其中 K1 =
∑

amTm, K2 =
∑

bmTm, 且 K1 ̸= K2.

定理 A 在解决 Adamjan 等 [4] 和 Sarason [21] 提出的公开问题过程中发挥了关键作用. 通过定理

A, 我们发现 Banach 空间上的线性算子的本性范数可达的一个重要条件是该 Banach 空间满足 ABJS

基本不等式. Axler 等 [5] 提出了如下的公开问题:

问题 1.1 哪些 Banach 空间 X 满足 ABJS 基本不等式?

1979 年, Axler 等 [5] 证明了, 当 1 < p < ∞ 时, lp 满足 ABJS 基本不等式. 1980 年, Axler 等 [6] 指

出, 当 1 6 p < ∞, p ̸= 2 时, 空间 Lp(∂D) 不满足 ABJS 基本不等式, 同时他们也证明了 l1 与 l∞ 不满

足 ABJS 基本不等式. 2015 年, Hu 和 Lu [11] 证明了 Fock 空间 F p(φ) (1 < p < ∞) 满足 ABJS 基本

不等式, 其中 φ ∈ C2(Cn) 满足 ddcφ ≃ ddc|z|2. 结合定理 A, 他们还证明了 Fock 空间 F p(φ) 上的正

Toeplitz 算子 Tµ 的本性范数可达. 2022 年, Zhou 和 Lu [28] 发现在 C 中的单位圆盘上, 由正规权诱导

的 Bergman 空间也满足 ABJS 基本不等式且正 Toeplitz 算子的本性范数可达. 关于 Toeplitz 算子本

性范数的其他研究工作可参见文献 [9, 16,26].

随着 Cn 中 Siegel 上半空间 [15, 23,24]、强拟凸域 [1, 2, 8] 和有限型凸域 [25] 等区域上的 Bergman 空

间与 Toeplitz算子理论的发展,一个自然的问题是: 这些区域上的 Bergman空间是否满足 ABJS基本

不等式? 其上的正 Toeplitz 算子的本性范数是否可达?

立足这些问题, 我们对 Cn 中一般区域 Ω 上的 Bergman 空间是否满足 ABJS 基本不等式展开研

究.设 Ω ⊂ Cn 是区域, v 表示 Ω上的 Lebesgue测度.设 0 < p < ∞,则空间 Lp(Ω)表示 Ω上所有满足

∥f∥p :=

(∫
Ω

|f(z)|pdv(z)
) 1

p

< +∞ (1.1)
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的 Lebesgue 可测函数的全体. 设 H(Ω) 表示 Ω 上所有全纯函数的全体, Bergman 空间 Ap(Ω) :=

Lp(Ω) ∩H(Ω). 它是 Lp(Ω) 的闭子空间. 本文的主要结果如下:

定理 1.1 设 Ω 是 Cn 中的区域. 如果 1 < p < ∞, 则 Bergman 空间 Ap(Ω) 满足 ABJS 基本不

等式.

通过改进文献 [11, 28] 中的证明, 定理 1.1 部分回答了 Axler 等 [5] 提出的问题 1.1. 利用定理 1.1,

我们得到了 Siegel 上半空间、强拟凸域和有限型凸域上的 Bergman 空间满足 ABJS 基本不等式. 结

合定理 A 以及 Toeplitz 算子的有界性与紧性, 本文证明这些区域上的正 Toeplitz 算子的本性范数是

可达的.

在 C中单位圆盘 D上, Toeplitz算子理论在指数权 Bergman空间与径向权调和 Bergman空间上

也有着不同程度的发展 (参见文献 [10, 12, 27]). ABJS 基本不等式与正 Toeplitz 算子的本性范数在加

权 (全纯或调和) Bergman空间上是否有类似结论?通过综合分析定理 1.1的证明,我们发现单位圆盘

上的指数权 Bergman 空间与径向权调和 Bergman 空间满足 ABJS 基本不等式, 且正 Toeplitz 算子的

本性范数可达.

结合文献 [11] 中 Fock 空间与文献 [28] 中径向权全纯 Bergman 空间上的相关结果, 我们就加权

(全纯或调和) Bergman 空间是否满足 ABJS 基本不等式与正 Toeplitz 算子的本性范数是否可达的问

题给出了一个猜想. 我们猜想, 当权函数满足一定条件时, 此问题有肯定答案.

本文共分 6 节, 余下内容的结构安排如下. 第 2 节介绍研究 Bergman 空间满足 ABJS 基本不等

式的预备知识. 第 3 节给出定理 1.1 的证明. 第 4 节将定理 1.1 应用到 Cn 中 Siegel 上半空间、强拟

凸域和有限型凸域上的 Bergman 空间与正 Toeplitz 算子的本性范数方面. 第 5 节将此问题拓展到单

位圆盘上的指数权 Bergman 空间与径向权调和 Bergman 空间情形. 最后一节, 就一般的 (全纯或调

和) 加权 Bergman 空间上的 ABJS 基本不等式与正 Toeplitz 算子的本性范数问题提出了一个猜想.

2 预备知识

本节给出相关预备知识.

引理 2.1 设 Ω ⊂ Cn 是区域, 在 Bergman 空间 Ap(Ω) 上, 下述两条结论成立.

(i) 对任意固定的 z ∈ Ω, 点赋值泛函 Λz : z 7→ f(z) 是 Ap(Ω) 上的有界线性泛函.

(ii) 如果 {fm} 是 Ap(Ω) 上的函数列, 满足 ∥fm∥p < +∞, 则 {fm} 是正规族.

证明 对任意固定的 z ∈ Ω, 存在一个整数 r > 0 满足 B(z, r) ⊂ Ω, 其中 B(z, r) 表示以 z 为中

心、以 r 为半径的 Euclid 度量球. 根据次调和函数的性质, 对任意的 f ∈ Ap(Ω), 有

|f(z)|p 6 1

v(D(z, r))

∫
D(z,r)

|f(z)|pdv 6
∥f∥pp

v(D(z, r))
. (2.1)

根据 (2.1), 可得 (i) 成立. 再结合 Montel 定理, 可知 (ii) 成立.

引理 2.2 设 1 < p < ∞. 则在 Ap(Ω) 上, fm
弱收敛−−−→ 0 当且仅当 {fm} 是 Ap(Ω) 上的有界序列且

在 Ω 上内闭一致收敛于 0.

证明 首先证充分性. 设 {fm} 是 Ap(Ω) 上的有界序列且在 Ω 上内闭一致收敛于 0. 任取 Φ ∈
(Ap(Ω))∗,通过 Hahn-Banach定理,可知存在 Φ̂ ∈ (Lp(Ω))∗ 满足 Φ̂|Ap(Ω) = Φ;根据 Riesz表示定理,可

知存在 g ∈ Lq(Ω) 满足

Φ(f) = Φ̂|Ap(Ω) =

∫
Ω

fgdv, f ∈ Ap(Ω),
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这里 q 是 p 的共轭指标. 为方便起见, 记

Φg(f) :=

∫
Ω

fgdv, f ∈ Ap(Ω).

用 Cc(Ω) 表示 Ω 上具有紧支集的连续函数的全体, 对所有的 g ∈ Cc(Ω), 有

|Φg(fm)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

fmḡdv

∣∣∣∣ 6
∫
suppg

|fmḡ|dv 6
(∫

suppg

|fm|pdv
) 1

p

∥g∥q.

因为 {fm} 在 Ω 上内闭一致收敛于 0, 所以 Φg(fm) → 0 (m → ∞) 对所有的 g ∈ Cc(Ω) 成立. 因为

Cc(Ω)在 Lq(Ω)中稠 (参见文献 [20,定理 3.14]),所以当 g ∈ Lq(Ω)时,存在 gk ∈ Cc(Ω),有 ∥gk−g∥q → 0

(k → ∞). 注意到 {fm} 是 Ap(Ω) 上的有界序列, 结合 Hölder 不等式, 可知

Φg(fm) = Φg−gk(fm) + Φgk(fm) → 0, k → ∞ (2.2)

成立. 这说明了在 Ap(Ω) 上, fm
弱收敛−−−→ 0.

接下来证明必要性. 注意到 1 < p < ∞. Bergman 空间 Ap(Ω) 是 Banach 空间. 因为 fm
弱收敛−−−→ 0,

根据共鸣定理, 可知 {fm} 是 Ap(Ω) 上的有界序列. 结合引理 2.1(ii), 可知 {fm} 是 Ap(Ω) 上的正规

族. 再利用引理 2.1(i), 可知 fm(z) = ⟨fm,Λz⟩ → 0 (当 m → ∞ 时). 因此, 利用正规族性质得到序列

{fm} 在 Ω 上内闭一致收敛于 0. 证毕.

引理 2.3 设 1 < p < ∞. 则 Ap(Ω) 的单位闭球是弱紧的, 进而 Ap(Ω) 是自反的.

证明 设 Ap(Ω) 的单位闭球为

BAp(Ω) := {f ∈ Ap(Ω) : ∥f∥p 6 1}.

因为 BAp(Ω) 是闭凸集, 所以 BAp(Ω) 是弱闭的. 任取 {gm} ⊂ BAp(Ω), 由引理 2.1(ii) 知, {gm} 是正规
族. 于是, 在 Ω 上存在内闭一致收敛的子序列 {gmj}. 设该收敛子列的极限为 g, 则 g 是 Ω 上的全纯

函数. 根据 Fatou 引理, 可得∫
Ω

|g(z)|pdv(z) =
∫
Ω

lim
j→∞

|gmj (z)|pdv(z) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

|gmj |pdv(z) 6 sup
mj

∥gmj∥pp 6 1.

从而 g ∈ BAp(Ω). 结合引理 2.2, 可知在 Ap(Ω) 上, gmj

弱收敛−−−→ g. 注意到, 当 1 < p < ∞ 时, Ap(Ω) 是

Banach 空间; 根据 Eberlein-Smulian 定理 (参见文献 [7, 第 167 页]), 可知 Bergman 空间 Ap(Ω) 的闭

单位球是弱紧的. 结合 Kakutani 定理 (参见文献 [7, 第 135 页, 定理 4.2]), 可知 Bergman 空间 Ap(Ω)

是自反的.

引理 2.4 设 X 是 Banach 空间, {Tm} ⊂ L (Y ). 我们有如下的结论.

(i) 如果在 Y 上 Tm
SOT−−−→ 0, K ∈ K (X → Y ), 则 ∥TmK∥X→Y → 0 (m → ∞).

(ii) 如果在 Y ∗ 上 T ∗
m

SOT−−−→ 0, K ∈ K (Y → X), 则 ∥KTm∥Y→X → 0 (m → ∞).

证明 只需要证明 (i), 结合对偶性 ∥KTm∥Y→X = ∥T ∗
mK∗∥X∗→Y ∗ 即得 (i) ⇒ (ii). 因为 Tm

SOT−−−→
0, 所以由共鸣定理知, 存在正常数 c0 满足

∥Tm∥ 6 c0. (2.3)

4
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注意到 K ∈ K (X), 从而 {Kg : ∥g∥X 6 1} 是 Y 中的紧集. 对任意的 ϵ > 0, 存在 {Kg : ∥g∥X 6 1} 的
一个有限 ϵ/2c0 网,不妨设 {h1, . . . , hM} ∈ Y . 对任意满足 ∥g∥X 6 1的 g,存在 j0 ∈ {1, 2, . . . ,M}满足

∥Kg − hj0∥Y < ϵ/2c0.

另外, 注意到 Tm
SOT−−−→ 0, 则对上述 ϵ > 0, 存在 N ∈ N+, 当 m > N 时, 对任意的 j = 1, . . . ,M , 有

∥Tmhj∥Y < ϵ/2.

因此, 结合 (2.3), 当 m > N 时, 对任意满足 ∥g∥X 6 1 的 g, 有

∥TmKg∥Y 6 ∥Tm(Kg − hj0)∥Y + ∥Tmhj0∥Y

6 ∥Tm∥∥Kg − hj0∥Y + ∥Tmhj0∥Y

6 ∥Tm∥ϵ/2c0 + ϵ/2

< ϵ.

这说明 sup∥g∥X61 ∥TmKg∥Y → 0 (m → ∞). 于是, ∥TmK∥X→Y → 0 (m → ∞). 证毕.

设 E ⊆ Ω, 定义 Lp(Ω) 上的线性算子 ME 为

ME(f)(z) := χE(z)f(z),

这里 χE(z) 表示 E 上的特征函数.

引理 2.5 设 1 < p < ∞, Q ⊆ Ω 是紧子集. 则算子 MQ : Ap(Ω) → Lp(Ω) 是紧算子.

证明 一方面, 根据引理 2.3 知, 当 1 < p < ∞ 时, Ap(Ω) 是自反空间. 另一方面, 在 Ap(Ω) 上,

任取函数列 {fm} 满足 fm
弱收敛−−−→ 0 (m → ∞). 结合引理 2.2 知, 函数列 {fm} 是 Ap(Ω) 上的有界序列

且满足在 Ω 上内闭一致收敛于 0. 于是得到 limm→∞ ∥MQfm∥p = 0. 由文献 [7, 第 177 页, 命题 3.3]

知, MQ : Ap(Ω) → Lp(Ω) 是紧算子.

引理 2.6 (参见文献 [22, 引理 4.6.4]) 设 Ω 是 Cn 中的开集. 则必存在一列子集 Ωj ⊂ Ω, 满足下

列条件:

(i) Ωj 是紧的, j = 1, 2, . . . ;

(ii)
∪∞

j=1 Ωj = Ω;

(iii) Ωj ⊂ innΩj+1, j = 1, 2, . . . , 其中 innΩj+1 表示 Ωj+1 的内部.

称满足上述 (i)–(iii) 三条的子集序列 {Ωj} 为 Ω 的一个正规穷竭.

引理 2.7 设 1 < p < ∞, {Ωj}∞j=1 是 Ω 的一个正规穷竭且 Ej = Ω \ Ωj . 则在 Lp(Ω) 上,

MEj

SOT−−−→ 0.

证明 只需要证明对任意的 f ∈ Lp(Ω) 有

lim
j→∞

∫
Ej

|f(z)|pdv(z) → 0.

如果 v(Ω) = +∞, 则根据无穷积分的定义即得. 如果 v(Ω) < +∞, 则根据积分的绝对连续性即得.

5
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引理 2.8 设 T ∈ L (Ap(Ω)), 则

lim sup
j→∞

∥MEjT∥Ap(Ω)→Lp(Ω) 6 ∥T∥e. (2.4)

证明 任取 K ∈ K (Ap(Ω)), 于是

∥T −K∥Ap(Ω)→Ap(Ω) > ∥MEj (T −K)∥Ap(Ω)→Lp(Ω)

> ∥MEjT∥Ap(Ω)→Lp(Ω) − ∥MEjK∥Ap(Ω)→Lp(Ω). (2.5)

由引理 2.7 知, MEj

SOT−−−→ 0. 结合引理 2.4 知, ∥MEjK∥Ap(Ω)→Lp(Ω) → 0 (j → ∞). 在 (2.5) 两边令

j → ∞, 然后对 K ∈ K (Ap(Ω)) 取下确界, 即得 (2.4).

3 定理 1.1 的证明

任取 T ∈ L (Ap(Ω)) 与序列 {Am} ⊂ L (Ap(Ω)), 其中序列 {Am} 满足

Am
SOT−−−→ 0, A∗

m
SOT−−−→ 0.

令

αm = max{∥T∥Ap(Ω)→Ap(Ω), ∥T∥e + ∥Am∥Ap(Ω)→Ap(Ω)}, (3.1)

因为 Am
SOT−−−→ 0, 所以根据共鸣定理知, 存在一个正常数 c0 (参见 (2.3)), 对所有的 m ∈ N+, 满足

0 6 αm 6 ∥T∥Ap(Ω)→Ap(Ω) + ∥T∥e + c0 < ∞. (3.2)

下面用反证法证明定理 1.1. 假设 Bergman 空间 Ap(Ω) 不满足基本不等式, 则根据定义 1.1, 可知

存在 ϵ0 > 0, 对任意的 m ∈ N+, 存在 fm ∈ Ap(Ω) (∥fm∥p = 1), 有

∥(T +Am)fm∥p > ϵ0 + αm (3.3)

成立. 对上述 ϵ0 > 0, 取 δ > 0, 对任意的 m ∈ N+, 满足

(αm + δ)[(1 + 2δ)p + 2δp]1/p + 4δ < ϵ0 + αm. (3.4)

根据引理 2.3, 可知 Bergman 空间 Ap(Ω) 的闭单位球 BAp(Ω) 是弱紧的. 因此 {fm} 存在一个弱
收敛的子序列. 为叙述方便, 假定 fm

弱收敛−−−→ f ∈ BAp(Ω). 令 hm = fm − f , 于是 hm
弱收敛−−−→ 0 (m → ∞).

任取区域 Ω 的一个正规穷竭 {Ωj}∞j=1, 令 Ej = Ω \ Ωj , 则对任意的 j,m ∈ Z+, 有

(T +Am)fm = (MΩj +MEj )(T +Am)(hm + f)

= MΩjThm +MΩjAmhm +Amf +MEjTf

+MΩjTf +MEj (T +Am)hm.

于是,

∥(T +Am)fm∥p 6 I + II,

6
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其中

I := ∥MΩjThm∥p + ∥MΩjAmhm∥p + ∥Amf∥p + ∥MEjTf∥p,

II := ∥MΩjTf +MEj (T +Am)hm∥p.

由引理 2.7 和 2.8 知, 对 (3.4) 中的 δ > 0, 存在 j0 ∈ N+, 当 j > j0 时, 有

∥MEjf∥p < δ, ∥MEjTf∥p 6 δ, ∥MEjT∥Ap(Ω)→Lp(Ω) 6 ∥T∥e + δ. (3.5)

首先, 根据引理 2.5, 可知 MΩj ∈ K (Ap(Ω) → Lp(Ω)). 注意到 T ∈ L (Ap(Ω)), 所以 MΩjT ∈
K (Ap(Ω) → Lp(Ω)). 结合 hm

弱收敛−−−→ 0 (m → ∞), 根据文献 [7, 第 177 页, 命题 3.3], 可知

lim
m→∞

∥MΩj
Thm∥p = 0.

因此, 对上述 δ > 0, 当 m 充分大时, 有

∥MΩjThm∥p < δ.

因为 Am
SOT−−−→ 0, 所以对上述 δ > 0, 当 m 充分大时, 有

∥Amf∥p 6 δ.

根据引理 2.5 和 2.4(ii), 对上述 δ > 0, 当 m 充分大时, 有

∥MΩjAmhm∥p 6 ∥MΩjAm∥Ap(Ω)→Lp(Ω)∥hm∥p 6 δ.

结合 (3.5) 中的 ∥MEjTf∥p 6 δ, 可得对上述 δ > 0, 当 j > j0, m 充分大时, 成立

I < 4δ. (3.6)

其次, 因为 MΩjTf,MEj (T +Am)hm ∈ Lp(Ω) 与 Ωj ∩Ej = ∅, 所以

IIp = ∥MΩjTf +MEj (T +Am)hm∥pp = ∥MΩjTf∥pp + ∥MEj (T +Am)hm∥pp. (3.7)

一方面, 结合 (3.1), 有

∥MΩjTf∥pp 6 ∥T∥p∥f∥pp 6 αp
m∥f∥pp. (3.8)

另一方面, 利用 (3.5), (2.3) 和 (3.2), 有

∥MEj (T +Am)hm∥pp 6 (∥MEjT∥+ ∥Am∥)p∥hm∥pp
6 (∥T∥e + δ + ∥Am∥)p∥hm∥pp
6 (αm + δ)p∥hm∥pp. (3.9)

将 (3.8) 和 (3.9) 代入 (3.7), 可得

IIp 6 (αm + δ)p(∥f∥pp + ∥hm∥pp). (3.10)

7
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因为 hm
弱收敛−−−→ 0 (m → ∞), 所以由引理 2.5 可知, 对上述 δ > 0, 当 j > j0, m 充分大时, 有 ∥MΩjhm∥p

< δ. 结合 (3.5), 有

∥f∥pp + ∥hm∥pp = ∥MΩjf∥pp + ∥MEjf∥pp + ∥MΩjhm∥pp + ∥MEjhm∥pp
6 ∥MΩjf∥pp + ∥MEjhm∥pp + 2δp

= ∥MΩjf +MEjhm∥pp + 2δp

= ∥f −MEjf + hm −MΩjhm∥pp + 2δp

6 (∥fm∥p + ∥MEjf∥p + ∥MΩjhm∥p)p + 2δp

6 (1 + 2δ)p + 2δp.

将此式代入 (3.10) 即得: 对上述 δ > 0, 当 j > j0, m 充分大时, 成立

II 6 (αm + δ)[(1 + 2δ)p + 2δp]1/p. (3.11)

因此, 根据 (3.6) 和 (3.11), 对充分大的 m ∈ N+, 有

∥(T +Am)fm∥p 6 (αm + δ)[(1 + 2δ)p + 2δp]1/p + 4δ (3.12)

成立.

结合 (3.4), 得 (3.12) 与 (3.3) 矛盾. 定理 1.1 证毕.

4 定理 1.1 的应用

本节应用定理 1.1,证明 Siegel上半空间、强拟凸域和有限型凸域情形的 Bergman空间满足 ABJS

基本不等式, 并讨论正 Toeplitz 算子的本性范数是否可达的问题.

4.1 Siegel 上半空间

用符号 z = (z′, zn) ∈ Cn, 其中 z′ = (z1, . . . , zn−1) ∈ Cn−1, zn ∈ C1. 集合

U := {z ∈ Cn : Im zn > |z′|2}

表示 Cn 中的 Siegel 上半空间. 设 r > 0, 则 Siegel 上半空间上以 z 为中心、以 r 为半径的 Bergman

圆盘 DU (z, r) 定义为

DU (z, r) := {w ∈ U : β(z, w) < r}, (4.1)

其中 β(z, w) 表示 Siegel 上半空间上的 Bergman 度量, 即

β(z, w) = tanh−1

√
1− ρ(z)ρ(w)

|ρ(z, w)|2
,

这里

ρ(z, w) :=
i

2
(w̄n − zn)− z′ · w̄′, ρ(z) := ρ(z, z) = Im zn − |z′|2.

8
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设 v 表示 Siegel 上半空间上的 Lebesgue 测度. Siegel 上半空间上的 Lp(U) 中函数的范数如 (1.1)

定义. Bergman空间 Ap(U) := Lp(U)∩H(U). Siegel上半空间上的 Bergman投影算子 PU 与 Bergman

型投影算子 PU 分别定义为

PUf(z) =

∫
Ω

KU (z, w)f(w)dv(w), (4.2)

PUf(z) =

∫
U
|KU (z, w)|f(w)dv(w), (4.3)

这里 KU (z, w) 表示 Siegel 上半空间上的 Bergman 核函数. 集合 M+ 表示 Siegel 上半空间上满足如

下的条件的正 Borel 测度 µ 的集合: 存在 α > 0, 满足∫
U

dµ(z)

|zn + i|α
< ∞.

给定 µ ∈ M+, 正 Toeplitz 算子 Tµ 定义为

TU
µ f(z) =

∫
U
K(z, w)f(w)dµ(w), f ∈ Ap(U). (4.4)

由文献 [15, 第 4 节] 知, Toeplitz 算子 Tµ 在 Bergman 空间 Ap(U) 上是稠定义的. 在 Siegel 上半空间

U 上, Bergman 球 DU (z, r) 上的平均测度定义为

µ̂r(z) :=
µ(DU (z, r))

v(DU (z, r))
. (4.5)

引理 4.1 在 Siegel 上半空间上有如下的结论成立.

(1) 对任意的 r > 0, 存在序列 {ak} ⊂ U 满足
(i) U =

∪∞
k=1 DU (ak, r);

(ii) 存在正整数 N 使得 Ω 中的任意点 z 属于至多 N 个集合 DU (ak, 2r);

(iii) 对任意的 ζ ∈ DU (z, r), 有 v(DU (z, r)) ≍ v(DU (ζ, r)).

(2) 设 r > 0, 0 < p < ∞, 则存在正常数 C (仅依赖于 r), 对任意 f ∈ H(U) 有

|f(z)|p 6 C

v(DU (z, r))

∫
DU (z,r)

|f(w)|pdv(w).

(3) 设 1 < p < ∞, 则

(i) PU ,PU ∈ L (Lp(U));
(ii) 在 ⟨f, g⟩U =

∫
U f(z)g(z)dv(z) 意义下,

Ap(U)∗ = Aq(U),

这里 Ap(U)∗ 表示 Bergman 空间 Ap(U) 的对偶空间.

(4) 设 r > 0, 1 < p < ∞, µ ∈ M+, 则

(i) TU
µ ∈ L (Ap(U)) 当且仅当存在 r > 0 (或对任意的 r > 0) 有 µ̂r(z) ∈ L∞(Ω);

(ii) TU
µ ∈ K (Ap(U)) 当且仅当存在 r > 0 (或对任意的 r > 0) 有 µ̂r(z) → 0 (z → ∂Û),

这里 ∂Û := bU ∪ {∞}.
(5) 设 r ∈ (0, 1/2), µ ∈ M+, 则∫

Ω\D(i,j+1)

|f(z)|pdµ(z) 6 C

∫
Ω\D(i,j)

|f(z)|pµ̂r(z)dv(z)

对任意的 f ∈ H(U) 成立, 其中 i := (0′, i).

9
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证明 结论 (1)–(4) 参见文献 [15, 23, 24, 29]. 只需要证明结论 (5). 根据结论 (2)、Fubini 定理和

结论 (1)(iii), 可得∫
Ω\D(i,j+1)

|f(z)|pdµ(z) 6 C

∫
Ω\D(i,j+1)

1

v(D(z, r))

∫
D(z,r)

|f(ζ)|pdv(ζ)dµ(z)

= C

∫
Ω\D(i,j+1)

1

v(D(z, r))
dµ(z)

∫
Ω

|f(ζ)|pχD(z,r)(ζ)dv(ζ)

6 C

∫
Ω\D(i,j)

|f(ζ)|p

v(D(ζ, r))
dv(ζ)

∫
Ω

χD(ζ,r)(z)dµ(z)

6
∫
Ω\D(i,j)

|f(z)|pµ̂r(z)dv(z).

证毕.

定理 4.1 设 U 表示 Cn 中的 Siegel上半空间, 1<p<∞, µ∈M+ 且 TU
µ ∈L (Ap(U))\K (Ap(U)),

那么

(1) Bergman 空间 Ap(U) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 在 Ap(U) 上存在无穷多个不同的 TU
ϕ ∈ K (Ap(U)) 满足

∥TU
µ − TU

ϕ ∥Ap(U)→Ap(U) = ∥TU
µ ∥e.

证明 结论 (1) 通过定理 1.1 即得.

接下来给出结论 (2) 的证明. 选取 U 的一个正规穷竭 {Ωj}∞j=1 := {D(i, j)}∞j=1. 对任意的 j ∈ N,
定义 µj(E) := µ(E ∩ Ωj). 对任意固定的 r ∈ (0, 1/2) 和任意的 z ∈ Ω \ Ωj+1, 有

µj(DU (z, r)) = 0,

由引理 4.1(4)(ii) 知 TU
µj

∈ K (Ap(U)).
下面证明 TU

µj
→ TU

µ (SOT)和 (TU
µj
)∗ → (TU

µ )∗(SOT). 对任意的 f ∈ Ap(U),根据引理 4.1(5), (4)(i)

和 (3)(i), 可得

∥(TU
µj

− TU
µ )f∥p 6

∫
Ω

(∫
Ω\Ωj

|KU (z, w)f(w)|dµ(w)
)p

dv(z)

6
∫
Ω

(∫
Ω\Ωj−1

|KU (z, w)f(w)|µ̂r(w)dv(w)

)p

dv(z)

6 ∥µ̂r∥p∞
∫
Ω

(∫
Ω

|KU (z, w)f(w)|χΩ\Ωj−1
(w)dv(w)

)p

dv(z)

6 ∥µ̂r∥p∞∥PU (fχΩ\Ωj−1
)∥p

6 ∥µ̂r∥p∞
∫
Ω\Ωj−1

|f(z)|pdv(z) → 0, j → ∞.

这说明

TU
µj

SOT−−−→ TU
µ .

10



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

结合引理 4.1(3)(ii), 类似可得

(TU
µj
)∗

SOT−−−→ (TU
µ )∗.

根据定理 A, 可知存在两列互不相同序列 {aj} 和 {bj} 满足∑
aj =

∑
bj = 1,

因为

TU
µj

SOT−−−→ TU
µ

与

(TU
µj
)∗

SOT−−−→ (TU
µ )∗,

结合共鸣定理, 可知 {∥TU
µj
∥} 是有界的, 故

∞∑
j=k

aj∥TU
µj
∥ 6 C

∞∑
j=k

aj → 0, k → ∞.

于是
∑∞

j=1 ajT
U
µj
与

∑∞
j=1 bjT

U
µj
以算子范数分别收敛于 TU

ϕ1
与 TU

ϕ2
,且 TU

ϕ1
, TU

ϕ2
∈ K (Ap(U)), TU

ϕ1
̸= TU

ϕ2
,

其中 ϕ1 =
∑∞

j=1 ajµj , ϕ2 =
∑∞

j=1 bjµj . 对于 s ∈ [0, 1], 定义 TU
ϕ = sTU

ϕ1
+ (1 − s)TU

ϕ2
. 于是, 得到了无

限多个 Toeplitz 算子 TU
ϕ 满足

∥TU
µ − TU

ϕ ∥Ap(U)→Ap(U) = ∥TU
µ ∥e.

证毕.

4.2 有界强拟凸域或有限型凸域上的正 Toeplitz 算子

本小节首先选取 Ω 为 Cn 中的有界光滑强拟凸域. 设 r > 0, 则以 z 为中心、以 r 为半径的

Kobayashi 球定义为

DΩ(z, r) := {w ∈ Ω : β(z, w) < r},

其中 β(z, w) 表示有界光滑强拟凸域 Ω 上的 Kobayashi 度量.

设 v表示有界光滑强拟凸域 Ω上的 Lebesgue测度, µ表示 Ω上的一个正 Borel测度.设 0 < p < ∞,

有界强拟凸域上 Lp(Ω) 中函数的范数定义如 (1.1). Bergman 空间 Ap(Ω) := Lp(Ω) ∩ H(Ω). 符号

PΩ,PΩ, Tµ 和 µr(z) 分别表示有界光滑强拟凸域上的 Bergman 投影算子、Bergman 型投影算子、正

Toeplitz 算子和 Kobayashi 度量球 DΩ(z, r) 上的平均测度, 其定义分别类似于 (4.2)–(4.5).

引理 4.2 在有界光滑强拟凸域 Ω 上有如下的结论成立.

(1) 对任意的 r ∈ (0, 1), 存在序列 {ak} ⊂ Ω 满足

(i) Ω =
∪∞

k=1 DΩ(ak, r);

(ii) 存在正整数 N 使得 Ω 中的任意点 z 属于至多 N 个集合 DΩ(ak, (1 + r)/2);

(iii) 对任意的 ζ ∈ DΩ(z, r) 时, 有 v(DΩ(z, r)) ≍ v(DΩ(ζ, r)).

(2) 设 r ∈ (0, 1), 0 < p < ∞, 则存在正常数 C (仅依赖于 r), 对任意 f ∈ H(Ω) 有

|f(z)|p 6 C

v(DΩ(z, r))

∫
DΩ(z,r)

|f(w)|pdv(w).

11
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(3) 设 1 < p < ∞, 则

(i) PΩ,PΩ ∈ L (Ap(Ω));

(ii) 在 ⟨f, g⟩Ω =
∫
Ω
f(z)g(z)dv(z) 意义下, Ap(Ω)∗ = Aq(Ω).

(4) 设 r ∈ (0, 1), 1 < p < ∞, µ 是 Ω 上的一个正 Borel 测度, 则

(i) Tµ ∈ L (Ap(Ω)) 当且仅当存在 r ∈ (0, 1) (或对任意的 r ∈ (0, 1)) 有 µ̂r(z) ∈ L∞(Ω);

(ii) Tµ ∈ K (Ap(Ω)) 当且仅当存在 r ∈ (0, 1) (或对任意的 r ∈ (0, 1)) 有 µ̂r(z) → 0 (z → ∂D).

(5) 设 r ∈ (0, 1), {Ωj}∞j=1 是 Ω 的一个正规穷竭且对任意的 j ∈ N 满足

{(z, ζ) : z ∈ Ω \ Ωj+1, ζ ∈ DΩ(z, r)} ⊂ {(z, ζ) : ζ ∈ Ω \ Ωj , z ∈ DΩ(ζ, r)}, (4.6)

则对所有 f ∈ H(Ω) 和 j ∈ N 有∫
Ω\Ωj+1

|f(z)|pdµ(z) 6 C

∫
Ω\Ωj

|f(z)|pµ̂r(z)dv(z).

证明 结论 (1)–(4) 参见文献 [1–3,8, 13]. 结论 (5) 的证明类似于引理 4.1 的结论 (5).

基于引理 4.2中有界光滑强拟凸域 Ω上的结论,结合定理 1.1和 A,类似于定理 4.1的证明, 强拟

凸域上正 Toeplitz 算子的本性范数的结果如下.

定理 4.2 设 Ω 是 Cn 中的有界光滑强拟凸域, 1 < p < ∞, µ 是 Ω 上的一个正 Borel 测度且

TΩ
µ ∈ L (Ap(Ω))\K (Ap(Ω)), 则

(1) Bergman 空间 Ap(Ω) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 在 Ap(Ω) 上存在无穷多个不同的 TΩ
ϕ ∈ K (Ap(Ω)) 满足

∥TΩ
µ − TΩ

ϕ ∥Ap(Ω)→Ap(Ω) = ∥TΩ
µ ∥e.

如果 Ω 是 Cn 有界光滑有限型凸域, 则引理 4.2(1)–4.2(4) 的类似性质已在文献 [14, 25] 中进行了

全面研究. 另外, 利用性质 (1) 和 (2) 可类似得到引理 4.2 中的性质 (5). 因此, 在有界光滑有限型凸域

Ω 上有如下结论.

定理 4.3 设 Ω 是 Cn 中的有界光滑有限型凸域, 1 < p < ∞, µ 是 Ω 上的一个正 Borel 测度且

TΩ
µ ∈ L (Ap(Ω))\K (Ap(Ω)), 则

(1) Bergman 空间 Ap(Ω) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 在 Ap(Ω) 上存在无穷多个不同的 TΩ
ϕ ∈ K (Ap(Ω)) 满足

∥TΩ
µ − TΩ

ϕ ∥Ap(Ω)→Ap(Ω) = ∥TΩ
µ ∥e.

5 定理 1.1 的拓展

本节讨论 ABJS 基本不等式与正 Toeplitz 算子的本性范数在加权 Bergman 空间的情形, 将定理

1.1拓展到单位圆盘上的指数权 Bergman空间与径向权调和 Bergman空间情形,并给出正 Toeplitz算

子的本性范数可达的肯定结论.

12
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5.1 单位圆盘 D 上指数权正 Toeplitz 算子

本小节讨论单位圆盘 D 上的指数权正 Toeplitz 算子的本性范数. 设 0 < p < ∞, φ 表示单位圆盘

D 上的次调和函数, 则指数权 Bergman 空间 Ap
φ(D) 包含 H(D) 中所有满足如下条件的函数全体:

∥f∥Ap
φ(D) =

{∫
D
|f(z)e−φ(z)|pdA(z)

} 1
p

< ∞,

其中 dA(z) = 1
πdxdy, 表示 D 上的标准面积测度. 用符号 C0 表示 D 上的所有满足 lim|z|→1 ρ(z) = 0

的连续函数 ρ 全体. 集合 L 表示

L =

{
ρ : D → R : ∥ρ∥L = sup

z,w∈D,z ̸=w

|ρ(z)− ρ(w)|
|z − w|

< ∞, ρ ∈ C0

}
集合 L0 包含满足如下条件的函数全体:

(i) ρ ∈ L;
(ii) 对任意的 ϵ > 0, 存在紧子集 E ⊂ D, 当 z, w ∈ D \ E 时, 有 |ρ(z)− ρ(w)| < ϵ|z − w|.
权函数类 W0 定义为

W0 =

{
φ ∈ C2 : ∆φ > 0,且 ∃ ρ ∈ L0 满足

1√
∆φ

≍ ρ

}
,

其中符号 ∆表示标准的 Laplace算子,符号 A ≍ B表示存在不依赖函数变量的正常数 C 满足 C−1B 6
A 6 CB. 设 r > 0, 则以 z 为中心、以 r 为半径的度量球定义为

DD,ρ(z, r) := {w ∈ D : |w − z| < rρ(z)}.

Bergman 投影和 Bergman 型投影分别定义为

PD,φf(z) =

∫
D
KD,φ(z, w)f(w)e

−2φ(w)dA(w),

PD,φf(z) =

∫
D
|KD,φ(z, w)|f(w)e−2φ(w)dA(w).

设 µ 是单位圆盘上给定的正 Borel 测度, 则正 Toeplitz 算子 TD,φ
µ 定义为

TD,φ
µ f(z) =

∫
D
KD,φ(z, w)f(w)e

−2φ(w)dµ(w), f ∈ Ap
φ(D).

设 r > 0, 则在度量球 DD,ρ(z, r) 上的平均测度定义为

µ̂r(z) :=
µ(DD,ρ(z, r))

A(DD,ρ(z, r))
.

引理 5.1 设 φ ∈ W0, 则在单位圆盘 D 上的指数权 Bergman 空间有如下结论.

(1) 设 ρ ∈ L 且 ρ > 0, 则存在正常数 α (仅依赖于 ∥ρ∥L), 对任意的 r ∈ (0, α], 存在序列 {ak} ⊂ D
满足

(i) D =
∪∞

k=1 DD,ρ(ak, r);

(ii) 存在正整数 N 使得 D 中的任意点 z 属于至多 N 个集合 DD,ρ(ak, 2α);

(iii) 对任意的 ζ ∈ DD,ρ(z, r), 有 A(DD,ρ(z, r)) ≍ A(DD,ρ(ζ, r)).

13
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(2) 设 0 < p < ∞, 则存在正常数 α, 对任意的 r ∈ (0, α], 存在正常数 C (仅依赖于 α), 对任意的

f ∈ H(D) 有

|f(z)e−φ(z)|p 6 C

A(DD,ρ(z, r))

∫
DD,ρ(z,r)

|f(w)e−φ(w)|pdA(w). (5.1)

(3) 设 1 < p < ∞, 则

(i) PD,φ,PD,φ ∈ L (Lp
φ(D));

(ii) 在 ⟨f, g⟩ :=
∫
D f(z)g(z)e−2φ(z)dA(z) 意义下,

Ap
φ(D)∗ = Aq

φ(D).

(4) 设 µ 是单位圆盘 D 上的一个正 Borel 测度, α 如 (1) 中定义, 则

(i) Tµ ∈ L (Ap
φ(D)) 当且仅当存在 r ∈ (0, α) (或对任意的 r ∈ (0, α)) 有 µ̂r(z) ∈ L∞(Ω);

(ii) Tµ ∈ K (Ap
φ(D)) 当且仅当存在 r ∈ (0, α) (或对任意的 r ∈ (0, α)) 有 µ̂r(z) → 0 (|z| → 1−);

(5) 设 α 如 (1) 中定义, r ∈ (0, α), {Ωj}∞j=1 := {w ∈ D, |w| < 1 − 1
kj
, kj ∈ N}∞j=1 是 D 的一个正规

穷竭且对任意的 j ∈ N 满足

{(z, ζ) : z ∈ Ω \ Ωj+1, ζ ∈ DD,ρ(z, r)} ⊂ {(z, ζ) : ζ ∈ Ω \ Ωj , z ∈ DD,ρ(ζ, r)},

则对所有 f ∈ H(Ω) 和 j ∈ N 有∫
Ω\Ωj+1

|f(z)e−φ(z)|pdµ(z) 6 C

∫
Ω\Ωj

|f(z)e−φ(z)|pµ̂r(z)dA(z).

证明 结论 (1)–(4) 参见文献 [12, 17,27]. 结论 (5) 的证明类似于引理 4.1 中的结论 (5).

定理 5.1 设 D 是 C 中的单位圆盘, µ 是 D 上的一个正 Borel 测度, 1 < p < ∞, φ ∈ W0 且

TD,φ
µ ∈ L (Ap

φ(D))\K (Ap
φ(D)), 则

(1) Bergman 空间 Ap
φ(D) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 在 Ap
φ(D) 上存在无穷多个不同的 TD,φ

ϕ ∈ K (Ap
φ(D)) 满足

∥TD,φ
µ − TD,φ

ϕ ∥Ap
φ(Ω)→Ap

φ(Ω) = ∥TD,φ
µ ∥e.

证明 将引理 2.1 中的不等式 (2.1) 替换为不等式 (5.1), 类似于定理 1.1 的证明, 则得结论 (1).

结论 (2) 的证明类似于文献 [11, 定理 3.5] 的证明.

5.2 单位圆盘 D 上径向权调和 Bergman 空间

本小节讨论 C 中单位圆盘 D 上的径向权调和 Bergman 空间上的 Toeplitz 算子的本性范数. 设

ω 是 D 上一个满足 ω > 0 的可积函数. 如果 ω(z) = ω(|z|), 则称 ω 为径向权函数. 设 E 是 D 的一个
Lebesgue 可测集, 则

ω(E) :=

∫
E

ω(z)dA(z).

如果存在一个常数 C = C(ω) > 1, 对任意的 r ∈ [0, 1) 满足

ω̂(r) 6 Cω̂

(
1 + r

2

)
,

14
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则称 ω̂ 满足双倍 (doubling) 条件, 其中

ω̂(z) =

∫ 1

|z|
ω(s)ds.

因此权函数类 D̂ 定义为
D̂ := {ω : ω 是径向权且 ω̂ 满足双倍条件}.

规范权类 R 定义为

R :=

{
ω : w ∈ D̂ 且 ω(r) ≍

∫ 1

r
ω(s)ds

1− r
0 6 r < 1

}
.

以 z 为中心、以 r 为半径的 Bergman 度量球定义为

DD(z, r) = {w ∈ D : β(z, w) < r},

其中 β(z, w) 表示单位圆盘上的双曲度量, 即

β(z, w) = tanh−1 |φz(w)| =
1

2
log

1 + |φz(w)|
1− |φz(w)|

,

这里

φz(w) =
z − w

1− z̄w
.

单位圆盘 D 上的加权调和 Bergman 空间 Lp
h,ω(D) 包含 D 中所有满足

∥f∥Lp
h,ω(D) :=

(∫
D
|f(z)|pω(z)dA(z)

)1/p

< ∞

的调和函数. Bergman 投影和 Bergman 型投影分别定义为

PD,ωf(z) =

∫
D
KD,ω(z, w)f(w)ω(w)dA(w),

PD,ωf(z) =

∫
D,D

|Kω(z, w)|f(w)ω(w)dA(w),

这里 KD,ω(z, w)表示单位圆盘 D上由加权测度 w(z)dA(z)诱导的加权 Bergman函数. 设 µ是一个正

Borel 测度, 则正 Toeplitz 算子 TD,ω
µ 定义为

TD,ω
µ f(z) =

∫
D
KD,ω(z, w)f(w)ω(z)dA(z).

设 µ 是单位圆盘 D 上的一个正 Borel 测度, 则 DD(z, r) 上的平均测度定义为

µ̂r(z) :=
µ(DD(z, r))

ω(DD(z, r))
.

引理 5.2 设 ω ∈ R, 则在单位圆盘 D 上的径向权调和 Bergman 空间有如下结论.

(1) 对任意的 r ∈ (0, 1), 存在序列 {ak} ⊂ D 满足
(i) D =

∪∞
k=1 DD(ak, r);

(ii) 存在正整数 N 使得 Ω 中的任意点 z 属于至多 N 个集合 DD(ak, 4r);
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(iii) 对任意的 ζ ∈ D(z, r) 时, 有 ω(DD(z, r)) ≍ ω(DD(ζ, r)).

(2) 设 r ∈ (0, 1), 0 < p < ∞, 则存在正常数 C (仅依赖于 r), 对任意 f ∈ Lp
h,ω(D) 有

|f(z)|p 6 C

ω(DD(z, r))

∫
DD(z,r)

|f(w)|pω(w)dA(w). (5.2)

(3) 设 1 < p < ∞, 则

(i) PD,ω,PD,ω ∈ L (Lp
h,ω);

(ii) 在 ⟨f, g⟩L2
h,ω(D) =

∫
D f(z)g(z)ω(z)dA(z) 意义下,

Lp
h,ω(D)

∗ = Lq
h,ω(D).

(4) 设 µ 是单位圆盘 D 上的一个正 Borel 测度, 则

(i) Tµ ∈ L (Lp
h,ω(D)) 当且仅当存在 r ∈ (0, 1) (或对任意的 r ∈ (0, 1)) 有 µ̂r(z) ∈ L∞(Ω).

(ii) Tµ ∈ K (Lp
h,ω(D)) 当且仅当存在 r ∈ (0, 1) (或对任意的 r ∈ (0, 1)) 有 µ̂r(z) → 0 (|z| → 1−).

(5) 设 r ∈ (0, 1/2), 则∫
D\D(0,j+1)

|f(z)|pdµ(z) 6 C

∫
D\D(0,j)

|f(z)|pµ̂r(z)ω(z)dA(z)

对任意的 f ∈ Lp
h,ω(D) 成立.

证明 结论 (1)–(4) 参见文献 [10, 19]. 结论 (5) 的证明类似于引理 4.1 中的结论 (5).

定理 5.2 设 D 是 C 中的单位圆盘, µ 是 D 上的一个正 Borel 测度, 1 < p < ∞, ω ∈ R 且
TD,ω
µ ∈ L (Lp

h,ω(D))\K (Lp
h,ω(D)), 则

(1) 调和 Bergman 空间 Lp
h,ω(D) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 在 Lp
h,ω(D) 上存在无穷多个不同的 Tϕ ∈ K (Lp

h,ω(D)) 满足

∥TD,ω
µ − TD,ω

ϕ ∥Lp
h,ω(D)→Lp

h,ω(D) = ∥TD,ω
µ ∥e.

证明 因为 (5.2) 成立, 所以类似于定理 1.1 的证明可得结论 (1). 结论 (2) 的证明类似于文献

[28, 定理 3.4] 的证明.

6 注记

注 6.1 通过对 Cn 中的 Siegel 上半空间 U、有界光滑强拟凸域、有界光滑有限型凸域上的
Bergman空间是否满足 ABJS基本不等式与正 Toeplitz算子的本性范数是否可达等问题的讨论 (定理

4.1–4.3), 以及单位圆盘 D 上的指数权 Bergman 空间与径向权调和 Bergman 空间的拓展 (定理 5.1 和

5.2),我们发现一个区域上的 (全纯或调和) Bergman空间满足 ABJS基本不等式与正 Toeplitz算子的

本性范数可达的结论与引理 4.1, 4.2, 5.1 和 5.2 中的五款结论密切相关. 这五款结论包括引理 4.1, 4.2,

5.1 和 5.2 中的区域几何性质 (结论 (1) 和 (5))、次均值不等式及相关性质 (结论 (2) 和 (5))、Bergman

投影算子的有界性与 Toeplitz 算子的有界性与紧性 (结论 (3) 和 (4)). 类比这五款性质、定理 4.1–

4.3、5.1 和 5.2, 以及文献 [11, 28] 中的结论, 我们就一般加权 Bergman 空间的情形给出如下的一个

猜想.
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猜想 6.1 设 Ω 是 Cn 中的区域, 1 < p < ∞, µ 是 Ω 上的一个正 Borel 测度, ω 是 Ω 上的非负

Lebesgue可积函数. 如果 Bergman空间 (全纯或调和) Ap
ω(Ω)与正 Toeplitz算子 Tµ 满足引理 4.1, 4.2,

5.1 和 5.2 中五款结论的类似性质, 则

(1) Bergman 空间 Ap
ω(Ω) 满足 ABJS 基本不等式;

(2) 如果 TΩ,ω
µ ∈ L (Ap

ω(Ω))\K (Ap
ω(Ω)), 则在 Bergman 空间 Ap

ω(Ω) 上存在无穷多个不同的紧算

子 Tϕ 满足

∥TΩ,ω
µ − TΩ,ω

ϕ ∥ = ∥TΩ,ω
µ ∥e.

致谢 作者对审稿人给出的修改意见表示衷心感谢!
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