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摘要 共形向量场在 Finsler 几何的研究特别是共形航海问题中起着重要的作用. 本文通过建立和求

解相应的偏微分方程, 完全确定以广义径向场为共形向量场的所有球对称 Finsler 度量. 这些度量包

含常截面曲率的 Riemann 度量.
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1 引言

单位球上的 Funk 度量是一种极其重要的 Finsler 度量. Cheng 等 [1] 证明了既是射影平坦又是对

偶平坦的 Finsler 度量只能是单位球上的 Funk 度量. Huang 和 Mo [2] 受 Funk 度量的启发, 构造了无

限多个新的对偶平坦的球对称 Finsler 度量. 从构造上来看, 单位球上的 Funk 度量是从 Euclid 空间

的范数和径向场通过航海问题产生的. 径向场是 Euclid 范数具有常伸缩系数为 1
2 的共形向量场. 一

般地, 考虑常截面曲率为 µ 的 Riemann 度量

hµ =

√
|y|2w2 − µ⟨x, y⟩2

w2
, w :=

√
1 + µ⟨x, x⟩. (1.1)

事实上, 一切常截面曲率的 Riemann 度量局部地均可表示为 (1.1). 那么相应的共形向量场为√
1 + µ|x|2x. (1.2)

度量 (1.1) 也可表示为以下球对称 Finsler 度量的形式:

hµ(x, y) = |y|ϕµ(r, s),

http://doi.org/10.1360/SSM-2019-0217
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:yufu@dufe.edu.cn,~chch@pku.edu.cn,~moxh@pku.edu.cn


富宇等: 具有共形广义径向场的球对称 Finsler 流形

其中 r = |x|, s = ⟨x,y⟩
|y| , ϕµ =

√
1+µr2−µs2

1+µr2 .

最近, Shen 和 Yuan [3] 通过找出刻画一类具有 a1 ̸= 0 的广义 (α, β) 流形上的共形向量场的方

程, 得到了两类特殊的球对称 Finsler 度量共形向量场的解析表达式. 后来, Chen 和 Mo [4] 通过考察

a1 = 0 的情形, 得到了一类单色球对称 Finsler 度量共形向量场的解析表达式. 因此, 球对称度量的共

形向量场是值得进一步探索的.

Rn 中的开球 Bn(ν) 上的 Finsler 度量 F 称为球对称度量是指满足等式 F (Ax,Ay) = F (x, y) 的

Finsler度量,其中 x ∈ Bn(ν), y ∈ TxBn(ν), A ∈ O(n). 这类度量既有极其丰富的例子,又具有一系列深

刻的结果 (参见文献 [5]). 例如, 常旗曲率射影平坦的球对称 Finsler 度量已被完全分类 [6–8], 赋予这种

度量的流形也称为 Finsler 空间形式 [9]. 无穷多个非平凡的 Weyl 二次 Finsler 度量已被解析构造 [10].

一个自然的问题是确定以向量场 (1.2) (称之为广义径向场) 为共形向量场的所有球对称 Finsler

度量. 这些 Finsler 度量自然地包括具有常截面曲率的 Riemann 度量 (1.1).

本文首先找出了刻画广义径向场为共形向量场的球对称 Finsler 度量的偏微分方程. 确切地, 得

到了下述定理:

定理 1.1 广义径向向量场 (1.2) 是球对称 Finsler 度量 F (x, y) = |y|ϕ(|x|, ⟨x,y⟩|y| ) 以 c(x) 为伸缩

系数的共形向量场当且仅当 ϕ 满足(
2w − 1 + µs2

w

)
sϕs + wrϕr =

(
2c(x)− w − µs2

w

)
ϕ. (1.3)

共形向量场在 Finsler 几何中扮演着重要的角色 [11–14]. Shen 和 Xing [15] 及 Cheng 和 Shen [16]

研究了常截面曲率 Riemann 流形上的共形航海问题, 从而分类了具有标量旗曲率和迷向 S 曲率的

Randers 度量. Shen 和 Xia [17] 通过探讨 Randers 流形上的共形航海问题, 完全确定了具有弱迷向旗

曲率的 Randers 流形上的共形向量场. 后来, Huang 和 Mo [18] 发现了任意 Finsler 流形上的共形航

海问题的旗曲率变化公式, 发展了 Cheng 和 Shen [16] 的 Riemann 流形上共形航海问题的公式. 最近,

Huang 等 [12] 找到了任意 Finsler 流形上的共形航海问题 Landsberg 曲率的变化公式, 该公式是强凸

域上的 Funk 度量和 Randers 度量的 Landsberg 曲率的变化公式的自然发展.

通过解一阶拟线性偏微分方程 (1.3), 我们得到了下述结果:

定理 1.2 设 F (x, y) = |y|ϕ(|x|, ⟨x,y⟩|y| ) 是 Bn(ν) 上的球对称 Finsler 度量, 且 Ux :=
√
1 + µ|x|2x

是 Bn(ν) 上的广义径向场, 则 U 是 F 的具有伸缩系数 c(x) 的共形向量场当且仅当 ϕ = ϕ(r, s) 满足

ϕ(r, s) =
√
s2ξ(r)f

(
s

w
√
r2 − s2

)
, (1.4)

其中 c = c(|x|), f 是非负可微的函数, 且

ξ(r) =
1

r2w
e
∫ r2

r20

c(
√

t)

t
√

1+µt
dt
.

此时, U 具有伸缩系数

c(x) =
1

2

[
3w +

µr2

w
+ rw(ln ξ)′

]
. (1.5)

定理 1.2 中 µ = 0 情形已由李影和莫小欢 [19] 得到. 此外, (1.4) 所对应的球对称 Finsler 度量的共

形向量场其实还有很多. 第 4节解析构造这些球对称度量更一般形式的共形向量场,参见推论 4.1. 关

于球对称度量的一些新结果, 参见文献 [5, 7, 20–22].

1000



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 7 期

2 准备工作

本节给出一些准备工作. 首先回顾 Finsler 流形上共形向量场的定义 (参见文献 [23]):

定义 2.1 Finsler 流形 (M,F ) 上的向量场 V 称为以 c(x) 为伸缩系数的共形向量场, 如果其生

成的单参数变换群 ϕt 满足

F (ϕt(x), ϕt∗(y)) = e2σt(x)F (x, y), ∀x ∈M, y ∈ TxM,

其中 c(x) = [dσt(x)
dt ] |t=0. 特别地, 如果 c 为常数, 则称 V 为相似向量场. 如果 c = 0, 则称 V 为 Killing

向量场 [11, 23].

Huang 和 Mo [11] 给出了下述共形向量场:

例 2.1 设 a 是 Rn 中的一个常向量, 满足 |a| < 1. 定义 F = α+ β 为

F (x, y) = e|x|
2

(|y|+ ⟨a, y⟩),

则 F 是 Randers 度量. 另外, 再定义 Rn 的向量场 V 为

Vx = −xQ− b, x ∈ Rn,

其中 b 是 Rn 中的一个常向量, 且 Q 是一个满足 QaT = 0 的反对称矩阵. 那么 V 是关于 F 的共形向

量场, 其伸缩系数为 −⟨b, x⟩, 而且, V 是相似场当且仅当 b = 0.

定义 2.2 Bn(ν) := {v ∈ Rn | |v| < ν} 上的 Finsler 度量 F 被称为球对称的, 如果它对任意

x ∈ Bn(ν), y ∈ TxBn(ν) 且 A ∈ O(n) 满足 F (Ax,Ay) = F (x, y) (参见文献 [5, 19]).

Huang 和 Mo [24] 给出了 Finsler 度量 F 是球对称的充要条件:

引理 2.1 Bn(ν) 上的一个 Finsler 度量 F 是球对称的当且仅当存在一个函数 ϕ : [0, ν)×R → R

满足 F (x, y) = |y|ϕ(|x|,
√

⟨x,y⟩
|y| ), 其中 (x, y) ∈ T Bn(ν) := TBn(ν) \ {0}.

球对称 Finsler 度量包含了 Bn(1) 上的 Funk 度量; 常截面曲率 Riemann 度量 (1.1) 和 Finsler 空

间形式 [9], 也就是常旗曲率射影平坦的球对称 Finsler 度量 [6–8].

定义 2.3 设 U 是 Rn 中的开集, µ 是常数. 称 Ux :=
√
1 + µ|x|2x 为 U 上的广义径向场.

容易看出, U 上广义径向场 Ux 是径向场 Vx := x 的自然推广. 它的重要性是它们是常截面曲率

Riemann 度量的共形向量场 [17]. 容易证明下面的引理:

引理 2.2 设 (M,F ) 是一个 Finsler 流形, 则

(i) V 是 (M,F ) 的具有伸缩系数 c(x) 的共形向量场当且仅当 XV = c(x)F , 其中 XV 是 V 的完

全提升;

(ii) 对于任意常数 a 和 b, 如果 XU (F ) = cU (x)F , XV (F ) = cV (x)F , 则 XaU+bV (F ) = [acU (x)

+ bcV (x)]F .

3 共形的广义径向向量场

为了证明推论 4.1 (见第 4 节), 给出如下命题:

命题 3.1 [11] 设 V := Qx, 其中 QT = −Q, 那么 V 是球对称度量 F (x, y) = |y|ϕ(|x|, ⟨x,y⟩|y| ) 的

Killing 场.
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证明 记 Q = (qij), 则 qij + qji = 0. 记 V = vi ∂
∂xi ≈ (v1, . . . , vn), x = xi ∂

∂xi ≈ (x1, . . . , xn), 则

vi = qijx
j , ∂vi

∂xj = ∂
∂xj (qikx

k) = qikδ
k
j = qij .

由文献 [19], 有

Fxi =
|y|
r
ϕrx

i + ϕsy
i. (3.1)

由文献 [20], 有

Fyi =
yi

|y|
ϕ+ xiϕs −

s

|y|
yiϕs. (3.2)

故得

XV (F ) =

(
vi

∂

∂xi
+ yj

∂vi

∂xj
∂

∂yi

)
F

= qijx
j

(
|y|
r
ϕrx

i + ϕsy
i

)
+ yjqij

(
yi

|y|
ϕ+ xiϕs −

s

|y|
yiϕs

)
= qijx

jyiϕs + qijx
iyjϕs

= (qij + qji)x
jyiϕs

= 0,

其中 XV 是 V 的完全提升. 因而, V 是 F 的 Killing 场. 证毕.

广义径向场是常截曲率 Riemann 度量 (1.1) 的共形向量场, 而 (1.1) 是球对称 Finsler 度量. 一个

自然问题是, 广义径向场是哪些球对称 Finsler 度量的共形向量场? 为此首先证明定理 1.1.

定理 1.1 的证明 记 U =
√
1 + µ|x|2x = ui ∂

∂xi , 则 ui = wxi, 因而,

∂ui

∂xj
=

∂

∂xj
(wxi) =

µxixj

w
+ wδij , (3.3)

其中我们已用 wxj = µxj

w . 因为 F 关于 y 是一阶正齐性的, 故

yjFyj = F. (3.4)

分别利用 (3.2)–(3.4), 有

yj
∂ui

∂xj
∂F

∂yi
= yj

(
µxixj

w
+ wδij

)
Fyi

=
µ⟨x, y⟩
w

xi
(
yi

|y|
ϕ+ xiϕs −

s

|y|
yiϕs

)
+ yjFyjw

=
µ⟨x, y⟩
w

(
⟨x, y⟩
|y|

ϕ+ r2ϕs −
⟨x, y⟩
|y|

sϕs

)
+ wF

= µ
|y|s
w

(sϕ+ r2ϕs − s2ϕs) + |y|wϕ. (3.5)

由 (3.1), 有

ui
∂F

∂xi
= wxi

(
|y|
r
ϕrx

i + ϕsy
i

)
= |y|w(rϕr + sϕs). (3.6)
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利用 (3.5) 和 (3.6), 得到

XU (F ) =

(
ui

∂

∂xi
+ yj

∂ui

∂xj
∂

∂yi

)
F

= |y|
[
w(rϕr + sϕs) +

µs

w
(sϕ+ r2ϕs − s2ϕs) + wϕ

]
. (3.7)

注意到 µr2 = w2 − 1, 因此,

µs2

w
r2ϕs =

s

w
ϕs(w

2 − 1) = sϕsw − s

w
ϕs.

上式代入 (3.7) 得

XU (F ) = |y|
[(
w +

µs2

w

)
ϕ+ s

(
2w − 1

w
− µs2

w

)
ϕs + wrϕr

]
. (3.8)

由引理 2.2, U 是 F 的具有伸缩系数为 c(x) 的共形向量场当且仅当下式成立 [10]:

XU (F ) = 2c(x)F.

结合 (3.8), 便得到了定理 1.1. 证毕.

注 3.1 当 µ = 0 时, 定理 1.1 中的方程归结为 sϕs + rϕr = (2c− 1)ϕ, 它正是文献 [19, (4.2)] 上

方的式子.

4 主要定理的证明

定理 1.2 的证明 拟线性方程 (1.3) 的特征方程为

dr

rw
=

ds

s(2w − 1+µs2

w )
=

−dψ
w + µs2

w − 2c(r)
, (4.1)

其中 ψ := lnϕ. 注意到 µr2 = w2 − 1, 由 (4.1) 得

d

[
w2

(
1− r2

s2

)]
= 2r[µ(s2 − r2)− w2]

dr

s2
+ 2r2w2 ds

s3

= −2r2w2

s2

(
2w − 1 + µs2

w

)[
dr

rw
− ds

s(2w − 1+µs2

w )

]
= 0. (4.2)

那么,

w2

(
1− r2

s2

)
= C (4.3)

是一个初积分, 其中 C 是积分常数. 注意到 r2 − s2 > 0. 上式等价于

w2 +
1

C2
1

=
rw2

s2
,
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其中 C1 =
√
− 1

C , 即 s
w
√
r2−s2

= C1 是 (4.2) 的一个初积分. 进一步, (4.3) 等价于

r2w2

s
= w2 − C = w2 +

1

C2
1

, (4.4)

或者 s2 = r2

1− C
w2

. 代入 (4.1), 得

dr

rw
=

−dψ
w + µ

w · r2

1− C
w2

− 2c(r)
.

故得

−dψ =
1

rw

[
w +

µ

w
· r2

1− C
w2

− 2c(r)

]
dr =

[
1

2r2
+

µ

2(w2 − C)
− c(r)

r2w

]
dr2.

进而,

d lnϕ−2 = −2d lnϕ = −2dψ =

[
1

t
+

µ

1 + µt− C
− 2c(

√
t)

t
√
1 + µt

]
dt,

其中 t := r2. 对上式积分, 可得

lnϕ−2 = ln t+ ln(1 + µt− C)−
∫ r2

r20

2c(
√
t)

t
√
1 + µt

dt− lnC2,

其中 C2 为常数. 上式也可写成 (
w2 +

1

C2
1

)
η−1(r)ϕ2 = C2, (4.5)

其中 η(r) := r−2e
∫ r2

r20

2c(
√

t)

t
√

1+µt
dt
. 注意到 (4.5) 是 (4.3) 的第二个初积分, 因此, (1.3) 的通解为(

w2 +
1

C2
1

)
η−1(r)ϕ2 = g

(
s

w
√
r2 − s2

)
.

将 (4.4) 代入上式, 有 r2w2

s2 η−1(r)ϕ2 = g( s
w
√
r2−s2

). 于是,

ϕ = ϕ(r, s) =
√
s2ξ(r)f

(
s

w
√
r2 − s2

)
, (4.6)

其中 f =
√
g,

ξ(r) =

√
η(r)

rw
=

1

r2w
e
∫ r2

r20

c(
√

t)

t
√

1+µt
dt
. (4.7)

下面可以验证 (4.6)满足方程 (1.3),确定向量场 U 的伸缩系数 (见 (1.5)),它是 (4.7)的逆变换.记

u :=
s

w
√
r2 − s2

, v := w2

(
1− r2

s2

)
,

则 v = −u−2. 因而, ur = 1
2u

3vr, us =
1
2u

3vs, 而且

vr = 2µr

(
1− r2

s2

)
− 2rw2

s2
, vs =

2rw2

s3
,
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则

ϕr = sgn(s) · s
{
ξ′f + ξf · u3r

[
µ

(
1− r2

s2

)
− w2

s2

]}
, ϕs = sgn(s) · s

(
f + f ′u3

r2w2

s2

)
.

上式等价于

(lnϕ)r = (ln ξ)′ + ru3(ln f)′
[
µ

(
1− r2

s2

)
− w2

s2

]
, (4.8)

(lnϕ)s =
1

s
+ u3

r2w2

s3
(ln f)′. (4.9)

利用 (4.7) 和 w =
√
1 + µr2, 有 (ln ξ)′ = − 1

r2w (2rw + µr3

w ) + 2c(r)
rw . 结合 (4.8) 和 (4.9), 有

w2 + µs2 + w2r(lnϕ)r + s(2w2 − 1− µs2)(lnϕ)s

= w2 + µs2 + w2r

{
(ln ξ)′ + r(ln f)′u3

[
µ

(
1− r2

s2

)
− w2

s2

]}
+ s(2w2 − 1− µs2)

{
1

s
+ u3

r2w2

s3
(ln f)′

}
= 3w2 − 1 + rw2(ln ξ)′

= 2c(x)w,

其中 c(x)满足 (1.5). 对照定理 1.1可知,广义径向场 Ux 是 F 的具有伸缩系数为 (1.5)的共形向量场,

其中 ϕ 由 (1.4) 给出. 证毕.

注 4.1 值得指出的是, 共形向量场 U 的伸缩系数 (1.5) 与 (1.4) 中的可微函数 f 是无关的.

定理 1.2 有如下两个特例:

(1) 取 µ = 0, 那么 ϕ = eρ(r)h( sr ). 正好是文献 [19] 中的情形.

(2) 当 ξ(r) = 1
rw2 , f(t) =

√
1 + 1

t2 , 则 ϕ = ϕµ.

结合定理 1.2 和引理 2.2, 有下面的推论:

推论 4.1 [λ
√
1 + µ|x|2 +Q]x 是球对称度量 F (x, y) = |y|ϕ(|x|, ⟨x,y⟩|y| ) 的共形向量场, 其中

ϕ(r, s) =
√
s2ξ(r)f

(
s

w
√
r2 − s2

)
,

f 是任意的可微函数, λ 和 µ 是常数, Q 是反对称矩阵. 进一步, 其伸缩系数为 λ
2 [3w − 1

w + rw(ln ξ)′].
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generalized radial fields

Yu Fu, Cheng Chen & Xiaohuan Mo
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conformal navigation problem. In this paper, by establishing and solving the corresponding partial differential
equations, we determine all spherically symmetric Finsler metrics with generalized radial fields as conformal vector
fields completely. These Finsler metrics include Riemannian metrics of constant sectional curvature.
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