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摘要 本文利用调和函数的 Carleman 公式, 结合 Levi 的方法, 在半空间中证明了次调和函数的

Phragmén-Lindelöf 定理. 作为 Phragmén-Lindelöf 定理的应用, 本文引入了半空间中的 C 类函数, 并

且得到了次调和函数属于 C 类函数的一个充分必要条件, 从而推广了 Ahlfors 和 Levi 等的经典结果.
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1 引言和主要结果

在复分析中,角形区域上解析函数的 Phragmén-Lindelöf定理,就是基于该解析函数的边界行为和

在无穷远点处的增长性质, 给出其在角形区域内的一个估计 [1]. Phragmén-Lindelöf定理的条件比最大

模原理的条件要弱, 且在其他各种无界域中都有应用, 所以一直受到国内外学者的广泛关注.

众所周知,如果 f(z)是复平面 C上的一个解析函数,那么, log |f(z)|是 C中的次调和函数,从而,

次调和函数的 Phragmén-Lindelöf 定理也相应成立 (参见文献 [2]). Rn 的锥中也有类似的次调和函数

的 Phragmén -Lindelöf定理. 关于不同微分方程,不同区域和不同增长条件下的 Phragmén-Lindelöf定

理请参见文献 [3–10].

近年来, Vitolo [11, 12] 对椭圆微分方程弱解的 Phragmén-Lindelöf定理进行了详细的研究, Talvi [13]

利用 Phragmén-Lindelöf 定理证明了一个唯一性定理.

Ahlfors [3] 给出了半平面中解析函数的 Phragmén-Lindelöf定理,即下面的定理 1.1,并将其形式上

推广到 n 维变量的调和函数 [14].

定理 1.1 令 u(z) 是上半平面 C+ = {z = reiφ, 0 6 φ 6 π} 中的调和函数. 记

mu(r) =
1

2

∫ π

0

u(reiφ) sinφdφ, U(r) =

∫ r

0

[u(t) + u(−t)]dt,

则
mu(r)

r
+

1

2

∫ r

r0

U(t)

t3
dt (1.1)

是一个常数. 若 u(z) 是 C+ 中的一个次调和函数, 则 (1.1) 是一个关于 r 递增的函数.
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这里引入的 mu(r) 显然是非负连续的. 引入类似于量 mu(r) 的思想来源于 Nevanlinna 兄弟所考

虑的
∫ π

2

−π
2
log+ |f | cos θdθ, 其中 f(reiθ) 是解析函数 [14], log+ |f | cos θ = max{log |f | cos θ, 0}.

Levi 借用亚纯函数 Carleman 公式的证明过程, 用较简单的方法证明了类似于定理 1.1 的次调和

函数的 Phragmén-Lindelöf 定理 [2].

经典的 Phragmén-Lindelöf定理的研究目标是考察解析函数 f(z)的最大模Mf (r)=max|z|=r |f(z)|,
对比于 mf (r), 显然有 Mf (r) > 1

2mf (r). 因此,

lim inf
r→∞

logMf (r)

r
> 0.

但是我们并不能确定 logMf (r)
r 的极限是否存在.

注意到调和函数 u(z) 的最大模 Mu(r) = max|z|=r |u(z)|, 大于 mu(r) 和一个固定常数的乘积. 因

此可以断定,

lim
r→∞

Mu(r)

r
> 0, lim

r→∞
Mu(r)r

n−1 > 0

至少有一个是成立的. 在复平面中可以通过对其中的一个取逆使得另外一个成立. 但是在高维情形却

有本质上的不同.

通常用到的 Phragmén-Lindelöf 定理的条件会减弱一些, 参见文献 [14]. 对于半平面中的调和函

数, 它也是一个非常重要的定理, 从而, Ahlfors 将定理 1.1 推广到 n 维变量的调和函数, 即如下定理:

定理 1.2 令 u(x) 是半空间 H = {x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R : xn > 0} 的区域 Ω 中的正调和函数.

假设 u 在 Ω 的所有边界点上是 0. 记

m(r) =

∫
∆r

u cosφdw,

其中 △r 是 Ω 和球 x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = r2 的交集, sinφ = xn

r , dω 是半径为 1 的球表面积元素的中心

投影, 则极限

η1 = lim
r→∞

m(r)

r
, η2 = lim

r→0
m(r)rn−1

存在, 且至少有一个为正.

(1) 若 η1 = 0, 则函数 m(r)
r 是非降的;

(2) 若 η2 = 0, 则函数 m(r)rn−1 是非增的.

文献 [15] 得到半空间 H 中调和函数的 Carleman 公式, 即如下的引理 1.1:

引理 1.1 若 u(x) 是 H 中的调和函数, 连续到边界, dσ(x) 是 H 中球上的面积元素, 则∫
{x: |x|=R, xn>0}

u(x)
nxn

Rn+1
dσ(x) +

∫
{x: r<|x′|<R, xn=0}

u(x′)

(
1

|x′|n
− 1

Rn

)
dx′ = Au(r,R), (1.2)

其中

Au(r,R) := −
(
c1
rn

+
c2
Rn

)
是一个只与 r 和 R 有关的函数, 且函数 c1(r) 和 c2(r) 分别如下定义:

c1 :=

∫
{x: |x|=r, xn>0}

(
n− 1

r
+

∂u(x)

∂r

)
xndσ(x), c2 :=

∫
{x: |x|=r, xn>0}

(
u(x)

r
− ∂u(x)

∂r

)
xndσ(x),

这里
∂u(x)

∂r
=

n∑
j=1

xj

r

∂u

∂xj
.
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文献 [16]利用调和函数的 Carlmen公式 (1.2),证明了若半空间中一个调和函数的正部满足一个缓

慢增长条件,则该函数可以由其边界超平面上的积分表示出来. 受到文献 [2,3,15,16]的启发,一个自然

的问题是, 在半空间中是否可以应用调和函数的 Carleman 公式得到次调和函数的 Phragmén-Lindelöf

定理? 虽然 Ahlfors 利用半圆上调和函数的 Poisson 积分公式给出了相应的高维空间中调和函数的情

形, 但还只是形式上的推广. 本文应用调和函数的 Carleman 公式, 结合 Levi [2] 的方法得到了半空间

中次调和函数的 Phragmén-Lindelöf 定理, 将 Levi 和 Nevanlinna 兄弟的方法和结果推广到高维空间,

并且给出了关于次调和函数的类似于 Ahlfors在定理 1.2中的加权均值 m(r)的清楚表达式,从而推广

了 Ahlfors [3, 14], Levi [2] 和 Nevanlinna 兄弟的结果. 作为 Phragmén-Lindelöf 定理的应用, 本文给出了

半空间中具有正调和控制函数的次调和函数的积分表达式, 并且得到了次调和函数属于 C 类函数的

一个充分必要条件.

高维空间中的 Phragmén-Lindelöf定理是一个非常有用的工具,主要用于描述无穷可微函数类,特

别应用于分布理论的测试空间和相应的偏微分方程中.

2 半空间中次调和函数的 Phragmén-Lindelöf 定理

我们将由 Nevanlinna 兄弟公式化的 Phragmén-Lindelöf 定理 1.1 推广至半空间 H 中的次调和函
数. 调和函数的 Carleman 公式 (引理 1.1) 为定理 2.1 的证明提供了一个简洁的方法.

定理 2.1 令 v(x) 是 H 中的次调和函数, 记

mv(r) =

∫
{x:|x|=r,xn>0}

nxnv(x)

rn+1
dσ(x), V (r) =

∫
{x:0<|x|<r,xn=0}

n[v+(x′) + v+(−x′)]dx′,

则

mv(r) +

∫
{x:r<|x|<R,xn=0}

V (x′)

|x′|n+1
dx′

是关于 r 的非降函数. 如果 v(x) 是调和函数, 则

mv(r) +

∫
{x:r<|x|<R,xn=0}

V (x′)

|x′|n+1
dx′ = mv(R)

与 r 无关.

注 2.1 定理 1.1 (参见文献 [14, 定理 1]) 利用半圆上调和函数 u(z) 的 Poisson 公式推导出其

加权均值 m(r), 并通过整圆上 u(z) 的 Poisson 公式进行计算而得到. 后来, Ahlfors 在文献 [3, 定理 5]

中只是形式上给出了定理 1.1 在半空间 H 上关于调和函数的推广. 定理 2.1 直接利用半空间 H 中调
和函数的 Carleman公式 [15],不仅给出了次调和函数 v(x)的加权均值 mv(r)的清楚表达式,而且简化

了定理 1.1 的证明, 从而推广了 Ahlfors [3, 14] 和 Levi [2] 的结果.

定理 2.1 的证明 令 u(x) 是闭上半空间 H 中的调和函数. 由 Carleman 公式的证明 [15], 有∫
{x:|x|=R,xn>0}

nxnu(x)

Rn+1
dσ(x) +

∫
{x:ρ<|x|<R,xn=0}

(
1

|x′|n
− 1

Rn

)
[u+(x′) + u+(−x′)]dx′

+Au(ρ,R) = 0, (2.1)

其中

Au(ρ,R) =
c1(ρ)

Rn
+ c2(ρ), (2.2)

1933
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且

c1(ρ) =

∫
{x:|x|=R,xn>0}

(
nxn

Rn+1
− xn

∂u(x)

∂ρ

)
dσ(x),

c2(ρ) = −
∫
{x:|x|=r,xn>0}

(
(n− 1)xn

ρn+1
− xn

∂u(x)

∂ρ

)
dσ(x),

∂u(x)

∂ρ
=

n∑
i=1

xi

ρ

∂u

∂xi
.

若 u(0) = 0, 则积分 ∫
{x:0<|x|<r,xn=0}

u+(x′) + u+(−x′)

|x′|n
dx′ < ∞,

且当 ρ → 0 时, Au(ρ, r) 趋于一个常数. 从而对 (2.1) ρ → 0 取极限, 有∫
{x:|x|=r,xn>0}

nxnu(x)

rn+1
dσ(x) +

∫
{x:ρ<|x|<r,xn=0}

(
1

|x′|n
− 1

rn

)
[u+(x′) + u+(−x′)]dx′ = A.

由剩余项 Au(ρ,R) 的清楚表达式 (2.2), 对于固定值 r < R, 有

lim
ρ→0

[Au(ρ,R)−Au(ρ, r)] = 0.

由 (2.1) 减去方程∫
{x:|x|=r,xn>0}

nxnu(x)

rn+1
dσ(x) +

∫
{x:ρ<|x|<r,xn=0}

(
1

|x′|n
− 1

rn

)
[u+(x′) + u+(−x′)]dx′ +Au(ρ, r) = 0,

且令 ρ → 0 取极限, 有∫
{x:|x|=R,xn>0}

nxnu(x)

Rn+1
dσ(x)−

∫
{x:|x|=r,xn>0}

nxnu(x)

rn+1
dσ(x) +

∫
{x:r<|x|<R,xn=0}

u+(x′) + u+(−x′)

|x′|n
dx′

−
∫
{x:0<|x|<R,xn=0}

u+(x′) + u+(−x′)

Rn
dx′ +

∫
{x:0<|x|<r,xn=0}

u+(x′) + u+(−x′)

rn
dx′ = 0. (2.3)

对于 r < R, 有 ∫ R

r

V (x′)

|x′|n+1
dx′ =

1

n

V (r)

rn
− 1

n

V (R)

Rn
+

1

n

∫ R

r

dV (|x′|)
|x′|n

=
V (r)

rn
− V (R)

Rn
+

∫ R

r

u(|x′|) + u(−|x′|)
|x′|n

dx′.

从而, (2.3) 可写成如下形式:

mv(R)−mv(r) +

∫ R

r

V (x′)

|x′|n+1
dx′ = 0. (2.4)

若 v(x) 是 H 中的次调和函数, 在任意半球 {x : xn > 0, |x| < R} 中用 v(x) 的调和控制函数 u(x)

代替 v(x), 类似于恒等式 (2.4), 如下不等式成立,

mu(r) 6 mu(R) +

∫ R

r

U(x′)

|x′|n+1
dx′,

1934
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其中

U(r) =

∫
{x:0<|x|<r,xn=0}

n[u+(x′) + u+(−x′)]dx′.

或者选择任意小的 ρ < r, 有

mu(r) +

∫ r

ρ

U(x′)

|x′|n+1
dx′ 6 mu(R) +

∫ R

ρ

U(x′)

|x′|n+1
dx′

成立. 定理 2.1 得证.

定理 2.2 如果 H 中的次调和函数 v(x) 在超平面 ∂H 上有非正值, 则 mv(r) 和 m+
v (r) 都是非

降函数. 特别地, 条件

lim inf
r→∞

m+
v (r) = 0,

表明 u+(x) ≡ 0, 即函数 u(x) 在 H 中处处非正, 其中

m+
v (r) = max{mv(r), 0}, u+(x) = max{u(x), 0}.

证明 假设次调和函数 v(x) 在超平面 ∂H 上有非正值, 则
∫ r

ρ
V (x′)
|x′|n+1 dx

′ 关于 r 不递增, 因此,

mv(r) 关于 r 不降. 因为函数 u+(x) 也是次调和的, 所以,

m+
v (r) =

∫
{x:|x|=r,xn=0}

nxnu
+(x)

rn+1
dσ(x)

关于 r 不递减, 从而定理 2.2 得证.

3 半空间中次调和函数 Phragmén-Lindelöf 定理的应用

定义 3.1 半空间 H中的调和函数 u(x)称作次调和函数 v(x)的调和控制函数,如果 v(x) 6 u(x)

对任意的 x ∈ H 成立.

定义 3.2 半空间 H 中的次调和函数 v(x) 属于 C 类, 如果

|v(x)| < (σ + ε)|x| (3.1)

对充分大的 |x| 成立, 这里 0 < σ < +∞ 是一个常数;∫
∂H

v+(x′)

1 + |x′|n
dx′ < ∞. (3.2)

由 Hörmander 的结果 (参见文献 [17, 定理 3.1.8′ 和 3.3.16]), 可直接得到如下半空间中次调和函

数 v(x) 的 Riesz 表示公式.

定理 3.1 令 v(x) 是半空间 H 中的次调和函数, 有一正的调和控制函数 u(x), 则存在 H 上的正
测度 dµ 和超平面 ∂H 上的正测度 dσi, i = 1, 2, 满足∫

H

dµ(y)

1 + |y|n
< ∞, (3.3)∫

∂H

dσi(y
′)

1 + |y′|n
< ∞, i = 1, 2, (3.4)
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且存在一常数 a, 使得 v(x) 有如下表达式:

v(x) =

∫
H
GH(x, y)dµ(y)−

∫
∂H

PH(x, y
′)dσ1(y

′) +

∫
∂H

PH(x, y
′)dσ2(y

′) + axn, (3.5)

其中

GH(x, y) =
1

(n− 2)wn−1

[
1

|x− y|n−2
− 1

|x− y∗|n−2

]
, x, y ∈ H, x ̸= y

是半空间 H 的 Green 函数, 这里 y∗ = {y1, . . . , yn−1,−yn} 是 y 关于超平面 ∂H 的反射;

PH(x, y) = −∂GH(x, y
′)

∂yn

∣∣∣∣
yn=0

=
2xn

wn−1

1

|x− y′|n

是半空间 H 的 Poisson 核, 这里 wn−1 = 2π
n
2

Γ(n
2 ) 是 Rn 中 (n− 1)- 维单位球的表面积; 测度 dµ = △v; 对

于 H 中的任一连续函数 ϕ(x), 有

lim
xn→0

∫
H
v(x′, xn)ϕ(x

′, xn)dx =

∫
∂H

v(x′)dσ1(x
′),

即 dσ1(x
′) 是当 xn → 0 时 v(x′, xn) 的弱极限;

lim
xn→0

∫
H
u(x′, xn)ϕ(x

′, xn)dx =

∫
∂H

v(x′)dσ2(x
′),

即 dσ2(x
′) 是 u(x′, xn)dx

′ 当 xn → 0 时的弱极限.

由文献 [18] 可直接得到如下引理:

引理 3.1 对于定理 3.1 中具有表达式 (3.5) 的次调和函数 v(x), 有 v(x) = o(|x|), |x| → ∞ 在
H\G 处处成立, 其中 G =

∪∞
j=1 B(xj , ρj), ρj > 0, B(xj , ρj) 是 H 中以 xj 为中心、ρj 为半径的球.

由引理 3.1 可直接得到如下关于 C 类函数的重要结果.

引理 3.2 每一个 C 类函数 v(x) 有如下性质:

v(x) = σ+xn + o(|x|), xn > 0,

v(x) = σ−xn + o(|x|), xn 6 0

在 H\G 处处成立, 其中 0 < σ± < +∞ 均为常数.

令 D 是 Rn (n > 2) 中单位球 S 上的一个区域, 这里总是假设区域 D 关于球 S 的边界 ∂D 不是

经典位势理论意义下的极点集. 令

KD = {x = (r, θ) ∈ Rn, 0 < r < ∞, θ ∈ D}

是由区域 D 生成的一个锥,记其截锥为 KD
r = KD ∩B(0, r).二次方程 µ(µ+n−2) = λ0 的正根 µ+ 称

作区域 D 的特征常数. Deny 和 Lelong [19] 在截锥 KD
r 中得到如下次调和函数的 Phragmén-Lindelöf

定理:

定理 3.2 令 v(x) 是锥 KD 中的一个次调和函数. 记 M(r, v) = supx∈KD
r
|v(x)|. 如果

lim inf
r→∞

M(r, v) 6 0,

则当 supx∈∂KD
r
v(x) 6 A 时有 v(x) 6 A, x ∈ KD

r .
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此外, Yoshida有一个较强的 n维 Phragmén-Lindelöf定理 (参见文献 [20,推论 3]),所考虑的角可

以扩大到 Wolf 的结果 (参见文献 [21]), 依靠均值定理得以证明. 而其所考虑的区域, 可以作为 Deny

和 Lelong [19] 的与角无关的 Phragmén-Lindelöf 定理 3.2 的一个推论.

下面应用 Deny和 Lelong的次调和函数 Phragmén-Lindelöf定理,得到了次调和函数属于 C 类的

一个充分必要条件.

定理 3.3 Euclid空间 Rn 中的次调和函数 v(x)属于 C 类的充要条件是, v(x)在上半空间 H和
下半空间 −H = {x ∈ Rn : xn < 0} 中分别有调和控制函数.

证明 若 v(x)在 H中有调和控制函数,设为 u(x),则由定理 3.1,分别存在 H和 ∂H上满足 (3.3)

和 (3.4) 的正测度 dµ, dσ1, dσ2 和一个正常数 σ, 使得 v(x) 有表达式 (3.5).

由引理 3.2, 对任意的 ε > 0, 有

|v(x)| < (σ + ε)|x|, σ = max(σ+, σ−), x ∈ H\G (3.6)

对充分大的 |x|成立. 由次调和函数的 Phragmén-Lindelöf定理 3.2, (3.6)在 B(xj , ρj)内成立,从而 (3.1)

得证.

记 v(x′)dx′ = dσ2(x
′) − dσ1(x

′), 其中 dσ1(x
′) 和 dσ2(x

′) 是 (3.4) 中的测度, 因此, (3.5) 可写成如

下形式:

v(x) =

∫
H
GH(x, y)v(y)dy +

∫
∂H

PH(x, y
′)v(y′)dy′ + dy′.

此外, 有 ∫
H

|v(x)|
1 + |x|n

dx < ∞,

∫
∂H

|v(x′)|
1 + |x′|n

dx′ < ∞,

或者, 等价地, 有 ∫
H

v+(x)

1 + |x|n
dx < ∞,

∫
∂H

v+(x′)

1 + |x′|n
dx′ < ∞,

即 (3.2) 成立.

所以, v(x) 属于 C 类. 充分性得证.

反之, 令 v(x) 是属于 C 类的次调和函数. 由 (3.2) 有

u(x) =

∫
∂H

v+(x′)

1 + |x′|n
dx′ < ∞, (3.7)

从而, (3.7) 定义了 H 中的一个正调和函数 u(x), 其在超平面 H 上的边界值为 v+(x). 记

h(x) = v(x)− u(x),

则 h(x) 是 H 中的次调和函数, 且 |h(x′)| 6 1 在 ∂H 上处处成立. 由 Phragmén-Lindelöf 定理 3.2,

h(x) 6 eσxn , xn > 0.

因此,

v(x) 6
∫
∂H

v+(x′)

1 + |x′|n
dx′ + σxn,

即函数 v(x) 在上半空间 H 中有一个正的调和控制函数.

类似可证, v(x) 在下半空间 H 中也存在一个正的调和控制函数. 必要性得证.
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13 Talvila E. Growth estimates and Phragmén-Lindelöf principles for half space problems. PhD Thesis. Waterloo:

University of Waterloo, 1997
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17 Hörmander L. Notions of Convexity. Boston: Birkhäuser, 1994
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Phragmén-Lindelöf theorems of subharmonic functions and their

applications in the Half space

ZHANG YanHui

Abstract In this paper, the Phragmén-Lindelöf theorems of subharmonic functions in the half space are

proved, by use of the Carleman’s formula of harmonic functions and the methods of Levi. An explicit expression

of weighted mean m(r) for subharmonic functions is also presented. As an application, functions of class C are

introduced in the half space and a sufficient and necessary condition of a subharmonic that belongs to the class

C is derived, which generalizes some classic results of Ahlfors and Levi.

Keywords Phragmén-Lindelöf theorem, Carleman’s formula of harmonic functions, harmonic majorant,

functions of C class
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