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摘要 在周期边界条件下, 考虑一维含常数位势 m 的非线性 Schrödinger 方程

iut −∆u+mu+ f(|u|2)u = 0, t ∈ R, x ∈ T,

其中 f 是原点某邻域内的一个实解析函数, 满足 f(0) = 0 且 f ′(0) ̸= 0. 本文基于对频率漂移的分析、

强 Diophantine 条件以及一种改进的无限维 KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) 理论, 证明对于任意给

定的常数位势 m, 该方程存在一族 Whitney 光滑的小振幅、时间概周期解. 需要强调的是, 本文的解

并非位于最大环面, 而是主要位于一个稀疏容许集上.

关键词 Schrödinger 方程 KAM 理论 概周期解 强 Diophantine 条件
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1 引言

Schrödinger 方程是 Hamilton 偏微分方程的典型模型, 可描述光学中的非线性波传播、量子力学

系统及流体动力学中的一系列现象. 在非线性 Schrödinger 方程的动力系统分析中, 核心问题之一是

“稳定” 解在非线性扰动下的持续性.

迄今为止, Hamilton 偏微分方程的 KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) 理论已取得诸多重要进展

(参见文献 [2, 25, 28–31, 34]). 其中值得关注的成果包括 KAM 方法的拓展 (参见文献 [8, 16, 20, 24, 36]),

以及 Craig, Wayne 和 Bourgain 逐步发展完善的 CWB (Craig-Wayne-Bourgain) 方法 (参见文献 [1, 4,

5,11,13,15,19,37]). 这些研究成功证明了 Hamilton扰动下拟周期解的存在性 (等价于有限维不变环面

的持续性, 参见文献 [6,21,38,39]). 相比之下, 关于概周期解的存在性研究—对应此类扰动下无穷维不

变环面的持续性问题—仍不够深入, 相关研究可参见文献 [7, 23,26,27,33,35].
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在此背景下, 概周期解 (定义为拟周期函数一致极限的连续函数)是一类关键解.与依赖有限维不

变环面的拟周期解不同,概周期解天然与无限维不变环面相关联,因而成为研究非线性 Schrödinger方

程无限维动力学行为的核心对象.对于具有非多项式或缺乏精确可积性的非线性 Schrödinger方程,概

周期解的存在性与正则性仍是未解难题, 二十年来的研究仅得到部分结论.

在构造非可积偏微分方程的概周期解方面, 早期进展很大程度上依赖外部参数 (如乘法位势或

Fourier 乘子) 来控制 “小除数”—这是 KAM 理论的本质难点, 源于共振频率间的相互作用. 偏微分方

程领域的首个相关成果由 Bourgain [12] 提出, 他证实了带随机位势的波动方程存在概周期解. 数年之

后, 他又在文献 [14] 中将该方法推广至带随机卷积位势的非线性 Schrödinger 方程, 证明了对绝大多

数参数, 方程存在概周期解, 且其 Fourier 系数具有更加合理的衰减性. 此后, 一系列后续研究对该结

果进行了拓展与完善, 包括文献 [9, 17] 的相关工作, 以及波动方程框架下的文献 [18].

Biasco 等 [10] 首次构造出适用于含外部参数的不可积一维非线性 Schrödinger方程的弱概周期解.

这类弱解通过光滑测试函数的分布积分定义, 仅在时空上具备 Sobolev 正则性, 且多数弱解并非经典

解 (即缺乏连续导数 ut 和 uxx). 该结果挑战了此前的主流范式,即不可积偏微分方程的概周期解需要

满足超快速 Fourier 衰减. 然而, 文献 [10] 仍依赖于外部参数 (Fourier 乘子 V ) 调制频率以规避共振.

目前, 该领域的核心开放问题是, 能否通过调制有限个参数获得类似结果? 这一问题的解决将为更具

物理关联性的偏微分方程的应用研究奠定基础. 尤为值得注意的是, 最具挑战性的场景出现在固定偏

微分方程的情形, 此时上述参数需要直接从初始数据中 “提取”.

正如 Bourgain [14] 指出的: “在无外部参数时, 非共振条件需通过振幅 - 频率调制及对作用变量的

适当约束实现, 这一问题更为棘手. 实际上, 作用变量的快速衰减虽能提升过程收敛性, 却会减少频率

调制空间, 加剧小除数问题.”

Bernier 和 Grébert [3] 在近期研究中开始填补这一空白, 为无外部参数的非线性 Schrödinger 方程

构造了非共振无限维 Kronecker 环面. 这类环面积累于 Kuksin 和 Pöschel [32] 提出的有限维 KAM 环

面上, 且支撑非拟周期的概周期解. 文献 [3] 的关键创新在于正则化标准形—一种辛变换, 其利用非线

性 Schrödinger 方程的色散特性 “平滑” 非线性项, 从而实现有限维环面向无限维的迭代扩展. 该方法

通过内部提取参数, 无需依赖外部参数; 同时相继激发一组稀疏点集 (“切向位点”) 简化小除数估计,

此模式对频率施加了强 Diophantine 条件.

Geng [22] 取得重要进展, 证明了周期或 Dirichlet 边界条件下一维非线性 Schrödinger 方程

iut − uxx +mu+ f(|u|2)u = 0

全维不变环面的存在性. 文献 [22] 通过结合四阶标准形约化与改进的 KAM 迭代方案, 构造出一族

Whitney光滑的小振幅概周期解.该证明的核心思想是,证实紧致形式在 KAM迭代中保持不变,这一

性质使得每一步 KAM迭代仅需考虑本质的有限个小除数,对测度估计具有重要意义.然而,该成果存

在局限性: 定理对切向频率 (作为 ξ 的函数, 可视为独立参数) 施加了明确约束以控制小除数, 这一假

设虽能有效证明存在性, 却限制了结果的一般性.

为填补上述空白, 本文以文献 [22] 的框架为基础, 旨在消除其对切向频率的明确约束条件. 实现

这一目标的关键修改是, 充分利用切向点集 S 的稀疏性规避此类约束. 相应地, 本文构造的解不隶属

于最大环面范畴, 仅主要分布于稀疏容许集内. 这使得这项工作迈出了第一步.

本文聚焦周期边界条件下的非线性 Schrödinger 方程

iut − uxx +mu+ f(|u|2)u = 0, t ∈ R, x ∈ T, (1.1)
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u(t, x) = u(t, x+ 2π),

其中 f 为原点邻域内定义的实解析函数, 满足 f(0) = 0 且 f ′(0) ̸= 0.

如前所述, 本文目标是从振幅 - 频率调制中提取参数. 核心挑战在于: 切向频率数量无限, 若同时

处理所有调制频率,将阻碍对保留频率的测度估计.为此,本文方法在每一步 KAM迭代中仅处理有限

个可控切向频率.

每一步迭代后, 需要通过进一步的作用 - 角变换从剩余法向坐标中提取参数. 然而, 传统方法将

新的微小扰动限制在法向坐标的三阶, 而新调制频率的引入却需要四阶项, 形成难以调和的矛盾. 为

解决这一问题,本文修正 KAM机制并强化小除数条件,将新微小扰动提升至近似五阶,从而为后续变

换提供可行性.

标准形的构建涉及含 3 个或 4 个法向频率的小除数, 这将导致不同的小除数条件及更复杂的测

度估计. 本文通过结合紧致形式扰动与切向点集 S 的固有稀疏性解决上述问题. 当扰动为五阶且标准

形包含四阶平均项 (与第一步 KAM 迭代一致) 时, 作用 - 角变换的归纳步骤仍成立.

关键在于, 容许切向点集的选择可生成一组参数, 这类参数具有重要实用价值, 例如, 在受扰近可

积系统分析中, 可有效规避共振, 并简化小除数 (KAM 迭代收敛的核心技术难题) 的估计. 下文陈述

本文主要结果前, 先明确容许集的性质.

定义 1.1 设 s : [0,+∞) → [0,+∞) 是光滑的严格递增函数, 若无限点集 S = {i1, . . . , ib, . . .} =

s(N) ⊂ N 满足以下条件:

(1) 存在 j∗ > 21, 使得对所有 j > j∗, 有 s(j) > e(logj)
1+ι

(其中 1 < ι 6 2);

(2) 对任意 h > 1 及 j, j′ > j∗, 有 s(j + j′) > s(j) + s(j′) 且 s(hj) > hs(j);

(3) 对任意 j > j∗, 有 s(j2) > s2(j),

则称 S 是关于 s 的容许集 (admissible).

本文的主要结果如下:

定理 1.1 设 S = {i1, . . . , ib, . . .} 是容许集, 则对任意 0 < γ ≪ 1, 存在 Cantor 集 Õ ⊂ O 满足
meas(O \ Õ) = O(γ), 使得对任意 ξ = (ξ1, . . . , ξb, . . .) ∈ Õ, 非线性 Schrödinger 方程 (1.1) 存在一族

Whitney 光滑的小振幅的时间概周期解, 形式为

u(t, x) =
∞∑
j=1

√
ξje

i(ωjt+nx) +O(|ξ| 32 ), ωj = i2j +m+O(|ξ|).

本文后续内容将围绕定理 1.1 的证明展开. 第 2 节为预备知识, 定义加权范数与紧致形式, 并分

析其基本性质. 第 3 节针对方程 (1.1) 的 Hamilton 量, 推导得到四阶可积标准形, 进而完成参数提取.

第 4 节详细阐述 KAM 方法的单次迭代步骤. 第 5 节通过建立迭代引理、证明收敛性及完成测度估

计, 最终完成定理 1.1 的证明.

2 预备知识

2.1 加权范数

Sb = {i1, . . . , ib} 是由 S 的前 b个元素构成,定义 Zb
1 = Z\{i1, . . . , ib}. 设 z = (. . . , zn, . . .)n∈Zb

1
,
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其复共轭为 z̄ = (. . . , z̄n, . . .)n∈Zb
1
. 定义加权范数

∥z∥ρ =
∑
n∈Zb

1

|zn||n|ae|n|ρ,

其中 ρ > 0, a > 1. 将 Tb × {I = 0} × {z = 0} × {z̄ = 0} 的邻域定义为

Dρ(r, s) = {(θ, I, z, z̄) : |Imθ| < r, |I| < s2, ∥z∥ρ < s, ∥z̄∥ρ < s},

其中 | · |表示复向量的上确界范数. 其他记号的定义类似. 设 O 表示 Rb
+ 中一个具有正测度的参数集.

设 α ≡ (. . . , αn, . . .)n∈Zb
1
, β ≡ (. . . , βn, . . .)n∈Zb

1
, 其中 αn, βn ∈ N 且仅有有限个非零分量. 记乘积

zαz̄β 为
∏

n z
αn
n z̄βn

n . 对于函数

F (θ, I, z, z̄) =
∑
α,β

Fαβ(θ, I)z
αz̄β , (2.1)

其中 Fαβ =
∑

k∈Zb,l∈Nb Fklαβ(ξ)I
lei⟨k,θ⟩ 是关于参数 ξ 在 Whitney 意义下的 C1

W 函数, 定义

∥F∥O =
∑

α,β,k,l

|Fklαβ |O |I l|e|k||Imθ| |zα||z̄β |, (2.2)

其中

|Fklαβ |O ≡ sup
ξ∈O

∑
06d61

|∂d
ξFklαβ |

(所有关于参数 ξ 的导数均为 Whitney 意义下的导数). 定义 F 的加权范数 1) 为

∥F∥Dρ(r,s),O ≡ sup
Dρ(r,s)

∥F∥O. (2.3)

对于由函数 F 生成的向量场

XF = (FI ,−Fθ, {iFzn}n∈Zb
1
, {−iFz̄n}n∈Zb

1
),

定义其范数为

∥XF ∥Dρ(r,s),O ≡ ∥FI∥Dρ(r,s),O +
1

s2
∥Fθ∥Dρ(r,s),O +

1

s

∑
n∈Zb

1

∥Fzn∥O|n|ae|n|ρ +
1

s

∑
n∈Zb

1

∥Fz̄n∥O|n|ae|n|ρ. (2.4)

2.2 紧致形式

定义在 Dρ(r, s) 上的实解析函数 F = F (θ, I, z, z̄) =
∑

k,α,β Fkαβ(I)e
i⟨k,θ⟩qαq̄β , 若对 k = (k1,

k2, . . . , kb) ∈ Zb, α = (. . . , αn, . . .) 和 β = (. . . , βn, . . .) (其中 αn, βn ∈ N 且仅有有限个分量非零), 当它

们满足
b∑

j=1

kjij +
∑
n

(αn − βn)n ̸= 0

时, 系数 Fkαβ = 0, 则称 F 是具有紧致形式的函数.

1) (2.3), 对于标量函数定义了范数 ∥ · ∥Dρ(r,s),O. 矢量函数 G : Dρ(r, s) × O → Cm (m < ∞) 可类似定义其范数为
∥G∥Dρ(r,s),O =

∑m
i=1 ∥Gi∥Dρ(r,s),O.
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在本文中, Poisson 括号定义为

{F,G} =

⟨
∂F

∂I
,
∂G

∂θ

⟩
−

⟨
∂F

∂θ
,
∂G

∂I

⟩
+ i

∑
n

(
∂F

∂qn

∂G

∂q̄n
− ∂F

∂q̄n

∂G

∂qn

)
.

证明本文主要结果的一个核心思路是, 紧致形式在 KAM 迭代过程中保持不变. 这一性质使得每一步

只需要考虑有限个小除数, 对后续的测度估计至关重要.

引理 2.1 设 F (θ, I, q, q̄) 和 G(θ, I, q, q̄) 是 Dρ(r, s) 上的实解析函数. 若 F 和 G 均具有紧致形

式, 则它们的 Poisson 括号 {F,G} 也具有紧致形式.

本引理的证明可参见文献 [22].

3 标准形

在周期边界条件 u(t, x) = u(t, x+ 2π) 下, 考虑一维非线性 Schrödinger 方程

iut −∆u+mu+ f(|u|2)u = 0, t ∈ R, x ∈ T, (3.1)

其中 m 是常数位势, f 是定义在原点邻域内的实解析函数, 满足条件 f(0) = 0 且 f ′(0) ̸= 0. 在周期边

界条件下, 算子 A = −∆+m 具有一组特征值 {λn}, 满足

λn = n2 +m, n ∈ Z.

此外, 对应的特征向量 ϕn(x) =
√

1
2π e

inx 构成该算子在定义域上的一组基.

进一步地, 对非线性 Schrödinger 方程 (3.1) 作变换 u = eiσtv, 可得

ivt −∆v + (m− σ)v + f(|v|2)v = 0.

因此, 不失一般性, 后续讨论中可假设 m = 1
5 .

方程 (3.1) 可改写为 Hamilton 方程

ut = i
∂H

∂ū
, (3.2)

对应的 Hamilton 函数为

H = ⟨Au, u⟩+
∫ 2π

0

g(|u|2)dx, (3.3)

其中 g 是 f 的原函数, ⟨·, ·⟩ 表示 L2 空间中的内积.

令

u(x, t) =
∑
n∈Z

qn(t)ϕn(x),

则 Hamilton 方程 (3.2) 等价于如下格点 Hamilton 方程:

q̇n = i

(
λnqn +

∂G

∂q̄n

)
, G ≡

∫ 2π

0

g

(∣∣∣∣∑
n∈Z

qnϕn

∣∣∣∣2)dx, (3.4)

对应的 Hamilton 函数为

H =
∑
n∈Z

λn|qn|2 +G. (3.5)

如文献 [22, 32] 所示, 方程 (3.4) 中 G 的正则性可由下述引理刻画.
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引理 3.1 对任意 ρ > 0, 梯度 Gq̄ 是原点邻域内的实解析映射, 且满足

∥Gq̄∥ρ 6 c∥q∥3ρ. (3.6)

证明 梯度 Gq̄ = ({ ∂G
∂q̄n

}) 的解析性由其各分量的解析性及局部有界性可得. 设 u =
∑

n∈Z qnϕn,

易验证 ∂G
∂q̄n

= (f(|u|2)u)n. 因此,

∥Gq̄∥ρ = ∥f(|u|2)u∥ρ 6 c∥u∥3ρ = c∥q∥3ρ.

证毕.

已知 G =
∫ 2π

0
g(|

∑
n∈Z qn(t)ϕn(x)|2)dx =

∑
α,β Gαβq

αq̄β , 其中当
∑

n(αn − βn)n ̸= 0 时, Gαβ = 0.

充分利用函数性质 f(|u|2) = c|u|2 + h.o.t. (“h.o.t.” 表示 “高阶项”), 不失一般性, 可假设 c = 1. 此时,

G =
1

2

∑
i,j,k,l

Gijklqiqj q̄k q̄l + h.o.t.,

其中 Gijkl =
∫ 2π

0
ϕiϕjϕkϕldx.

对于初始切向点的容许集 Sb = {i1, . . . , ib} ⊂ Z, 接下来需利用标准形技巧化简近可积系统.

命题 3.1 设 Sb 是初始选取的容许集, 则存在辛变换 Ψ 使得 Hamilton 函数 (3.5) 满足

H ◦Ψ = ⟨ω, I⟩+ ⟨Ωz, z⟩+ P, (3.7)

其中 
ωj(ξ) = ε−8

(
i2j +

1

5

)
− 1

2π
ξj , ij ∈ Sb,

Ωn = ε−8

(
n2 +

1

5

)
, n ∈ Zb

1,

P = Ṕ + P̀ ,

Ṕ = −
∑
ij∈Sb

ε2

4π
I2j −

∑
n∈Zb

1

ε2

4π
|zn|4,

P̀ = ε6O(ξ3 + εξ
5
2 ∥z∥ρ + ε2ξ2∥z∥2ρ + ε3ξ

3
2 ∥z∥3ρ + ε4ξ∥z∥4ρ + ε5ξ

1
2 ∥z∥5ρ + ε6∥z∥6ρ).

证明 本证明依赖于变量的辛变换. 令

F0 =
∑

i−j+k−l=0

i2−j2+k2−l2 ̸=0
♯Sb∩{i,j,k,l}>2

i

4π(λi − λj + λk − λl)
qiq̄jqk q̄l. (3.8)

设 Φ1
F0
是对应 Hamilton 系统流的时间 1 映射. 变量替换 Φ1

F0
将 H 映射为

H ◦ Φ1
F0

= H + {H,F0}+
∫ 1

0

(1− t){{H,F0}, F0} ◦ Φt
F0
dt

=
∑
i∈Sb

λi|qi|2 +
∑
n∈Zb

1

λn|zn|2 +
∑
i∈Sb

1

4π
|qi|4

+
∑

i,j∈Sb,i ̸=j

1

π
|qi|2|qj |2 +

∑
i∈Sb,n∈Zb

1

1

π
|qi|2|zn|2

6
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+O(∥z∥4ρ + ∥q∥6 + |q|5∥z∥ρ + |q|4∥z∥2ρ + |q|3∥z∥3ρ + |q|2∥z∥4ρ + |q|1∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ).

对于 n ∈ Zb
1, 记 zn = qn, z̄n = q̄n. 注意到在后续迭代过程中,

∑
n |qn|2 是守恒量, 且有

1

2π

[(∑
n

|qn|2
)2

− 1

2

∑
n

|qn|4
]
=

1

2π
C2 − 1

4π

∑
n

|qn|4.

因此, 忽略与后续分析无关的常数 C, 可得

H ◦ Φ1
F0

=
∑
i∈Sb

λi|qi|2 +
∑
n∈Zb

1

λn|zn|2 −
∑
i∈Sb

1

4π
|qi|4 −

∑
n∈Zb

1

1

4π
|zn|4

+O(∥q∥6 + |q|5∥z∥ρ + |q|4∥z∥2ρ + |q|3∥z∥3ρ + |q|2∥z∥4ρ + |q|1∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ).

在切空间中引入作用 - 角变量

qij =
√
Ij + ξje

iθj , q̄ij =
√
Ij + ξje

−iθj , ij ∈ Sb,

则有

H ◦ Φ1
F0

=
∑
ij∈Sb

λj(Ij + ξj) +
∑
n∈Zb

1

λn|zn|2 −
∑
ij∈Sb

1

4π
(Ij + ξj)

2 −
∑
n∈Zb

1

1

4π
|zn|4

+O(∥q∥6 + |q|5∥z∥ρ + |q|4∥z∥2ρ + |q|3∥z∥3ρ + |q|2∥z∥4ρ + |q|1∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ)

=
∑
ij∈Sb

λjIj +
∑
n∈Zb

1

λn|zn|2 −
∑
ij∈Sb

1

2π
Ijξj −

∑
ij∈Sb

1

4π
I2j −

∑
n∈Zb

1

1

4π
|zn|4

+O(ξ3 + ξ
5
2 ∥z∥ρ + ξ2∥z∥2ρ + ξ

3
2 ∥z∥3ρ + ξ∥z∥4ρ + ξ

1
2 ∥z∥5ρ + ∥z∥6ρ).

进行尺度变换

ξ → ε8ξ, I → ε10I, θ → θ, z → ε5z, z̄ → ε5z̄.

最终得到的 Hamilton 函数为

H = ε−18H(ε8ξ, ε10I, θ, ε5z, ε5z̄)

=
∑
ij∈Sb

ε−8λjIj +
∑
n∈Zb

1

ε−8λn|zn|2 −
∑
ij∈Sb

1

2π
Ijξj −

∑
ij∈Sb

ε2

4π
I2j −

∑
n∈Zb

1

ε2

4π
|zn|4

+O(ε6ξ3 + ε7ξ
5
2 ∥z∥ρ + ε8ξ2∥z∥2ρ + ε9ξ

3
2 ∥z∥3ρ + ε10ξ∥z∥4ρ + ε11ξ

1
2 ∥z∥5ρ + ε12∥z∥6ρ)

= ⟨ω, I⟩+ ⟨Ωz, z⟩+ P,

其中 
ωj(ξ) = ε−8

(
i2j +

1

5

)
− 1

2π
ξj , ij ∈ Sb,

Ωn = ε−8

(
n2 +

1

5

)
, n ∈ Zb

1,

P = Ṕ + P̀ ,

Ṕ = −
∑
ij∈Sb

ε2

4π
I2j −

∑
n∈Zb

1

ε2

4π
|zn|4,

7
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P̀ = ε6O(ξ3 + εξ
5
2 ∥z∥ρ + ε2ξ2∥z∥2ρ + ε3ξ

3
2 ∥z∥3ρ + ε4ξ∥z∥4ρ + ε5ξ

1
2 ∥z∥5ρ + ε6∥z∥6ρ).

证毕.

注 3.1 在后续 KAM 迭代中, 会激发更多振子以增加切向频率的数量. 为得到更多参数, 需要

利用振幅 - 频率调制来保证测度估计. 对于 Ṕ 中的项 −
∑

n∈Zb
1

ε2

4π |zn|
4, 将把 n = ib+1 对应的变量 zn

和 z̄n 转化为作用 - 角变量, 且此过程中小除数条件需要始终成立.

设 O = [1, 2]b ⊂ Rb
+, γ = ε

3
4 , τ = 25(b + 1) 且 Ω = (Ω̄, Ω̃), 其中 Ω̄ = (. . . ,Ωn, . . .)n=ib+1

, Ω̃ =

(. . . ,Ωn, . . .)n∈Zb+1
1

.下一步将把 Ω̄转化为切向频率,以增加切向频率的数量. 对所有满足
∑

ij∈Sb
kjij+∑

n=ib+1
dnn+

∑
n∈Zb+1

1
lnn = 0 的整数向量 (k, d, l) ∈ Zb × Z× Z∞, 考虑集合

O0 =

{
ξ ∈ O

∣∣∣∣ |⟨k, ω(ξ)⟩+ ⟨d, Ω̄⟩+ ⟨l, Ω̃⟩| > γ∏
ij∈Sb

(1 + |kj |2j2(s))τ
,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

}
.

其中 j(s) 是定义 1.1 中光滑严格递增函数 s(j) 的反函数.

为开始后续迭代, 取 r, s, ρ > 0, 考虑 D(r, s) 上的 Hamilton 函数. 为保证小除数条件成立, 取

ξ ∈ O0. 令 ω0 = ω, ξ(0) = ξ0 = ξ, I(0) = I = (In)n∈Sb
, θ(0) = θ = (θn)n∈Sb

, Ω0
n = Ωn, P0 = P, r0 = r,

γ0 = γ, τ0 = τ , 且

H0 = N0 + P0, (3.9)

N0 = ⟨ω0(ξ(0)), I(0)⟩+
∑
n∈Zb

1

Ω0
n(ξ(0))znz̄n,

P0 = Ṕ0 + P̀0,

Ṕ0 = −
∑
ij∈Sb

ε20
4π

I2j −
∑
n∈Zb

1

ε20
4π

|zn|4,

P̀0 = O(ε60).

因此, H0 在 Dρ(r0, s) 上是实解析的, 且关于 ξ(0) ∈ O0 在 Whitney 意义下光滑, 同时满足

∥XṔ0
∥āDρ(r0,s),O0

6 ε2 = ε20, ∥XP̀0
∥āDρ(r0,s),O0

6 ε6 = ε60,

其中 ā = a− 1.

对于接下来迭代中的切向点容许集 Sb+1 = {i1, . . . , ib, ib+1} ⊂ Z, 进一步整理标准形.

命题 3.2 设 Sb+1 是选取的容许集. 则存在辛变换 Φ0, 使得 Hamilton 函数 (3.9) 满足

H1 = H0 ◦ Φ0 = N1 + P1 = ⟨ω1(ξ(0), ξ(1)), I(1)⟩+
∑

n∈Zb+1
1

Ω1
n(ξ(0), ξ(1))znz̄n + Ṕ1 + P̀1,

其中

N1 = ⟨ω1(ξ(0), ξ(1)), I(1)⟩+
∑

n∈Zb+1
1

Ω1
n(ξ(0), ξ(1))znz̄n,

ξ(0) = ξ, ξ(1) = (ξn)n=ib+1
, I(1) = (In)n∈Sb+1

,

8
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ω1(ξ(0), ξ(1)) = (ω0(ξ(0), ξ(1)), ω1(ξ(0), ξ(1))),

ω0j(ξ(0), ξ(1)) = ε−8
0 ε−8

1

(
|ij |2 +

1

5

)
− ε−8

1

2π
ξj +O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), ij ∈ Sb,

ω1(ξ(0), ξ(1)) = ε−8
0 ε−8

1

(
|n|2 + 1

5

)
− ε20

2π
ξn +O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), n = ib+1,

Ω1
n(ξ(0), ξ(1)) = ε−8

0 ε−8
1

(
|n|2 + 1

5

)
+O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), n ∈ Zb+1

1 ,

∥f1
0 (ξ(0))∥O1 = sup

O1

(
|f1

0 (ξ(0))|+
∣∣∣∣ ∂f1

0

∂ξ(0)

∣∣∣∣) 6 1,

∥f1
1 (ξ(1))∥O1 = sup

O1

(
|f1

1 (ξ(1))|+
∣∣∣∣ ∂f1

1

∂ξ(1)

∣∣∣∣) 6 1,

P1 = Ṕ1 + P̀1,

Ṕ1 = −
∑

ij∈Sb+1

ε20ε
2
1

4π
I2j −

∑
n∈Zb+1

1

ε20ε
2
1

4π
|zn|4,

P̀1 = O(ε60ε
2
1).

证明 将扰动项展开为

P0 =
∑
k,α,β

P0kαβ(I(0))e
i⟨k,θ(0)⟩zαz̄β ,

需要强调: 当
∑

ij∈Sb
kjij +

∑
n∈Zb

1
(αn − βn)n ̸= 0 时, P0kαβ = 0. 令

F1 =
∑

2|l|+|ᾱ+β̄|64

2|l|+|α̃+β̃|63

|ᾱ+β̄|+|α̃+β̃|64

∑
k

|k|+|ᾱ−β̄|+|α̃−β̃|̸=0

iP0klᾱβ̄α̃β̃

⟨k, ω0(ξ(0))⟩+⟨ᾱ−β̄, Ω̄0⟩+⟨α̃−β̃, Ω̃0⟩
ei⟨k,θ(0)⟩I(0)lqᾱq̄β̄zα̃z̄β̃ . (3.10)

F1 在时间 1 处的 Hamilton 流映射定义了一个辛映射 Φ1
F1
. 在该辛映射下,

H0 ◦ Φ1
F1

= H0 + {H0, F1}+
∫ 1

0

(1− t){{H0, F1}, F1} ◦ Φt
F1
dt

=
∑
ij∈Sb

ε−8
0 λjIj +

∑
n=ib+1

ε−8
0 λn|zn|2 +

∑
n∈Zb+1

1

ε−8
0 λn|zn|2 −

∑
ij∈Sb

1

2π
Ijξj

−
∑
ij∈Sb

ε20
4π

I2j −
∑

n=ib+1

ε20
4π

|zn|4 −
∑

n∈Zb+1
1

ε20
4π

|zn|4

+O(ε60ξ
3
0 + ε100 ξ0∥z∥4ρ + ε110 ξ

1
2
0 ∥z∥5ρ + ε120 ∥z∥6ρ).

激发满足 n = ib+1 的变量 zn 和 z̄n, 并将其转化为作用 - 角变量

zn =
√
In + ξne

iθn , z̄n =
√
In + ξne

−iθn , n = ib+1,

此时有

H0 ◦ Φ1
F1

=
∑

ij∈Sb+1

ε−8
0 λjIj +

∑
n∈Zb+1

1

ε−8
0 λn|zn|2 −

∑
ij∈Sb

1

2π
Ijξj −

∑
n=ib+1

ε20
2π

Inξn

9
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−
∑
ij∈Sb

ε20
4π

I2j −
∑

n=ib+1

ε20
4π

I2n −
∑

n∈Zb+1
1

ε20
4π

|zn|4

+O(ε60ξ
3
0 + ε100 ξ0∥z∥4ρ + ε110 ξ

1
2
0 ∥z∥5ρ + ε120 ∥z∥6ρ).

进行尺度变换

ξn → ε81ξn, I → ε101 I, θ → θ, z → ε51z, z̄ → ε51z̄.

最终得到的 Hamilton 函数为

H1 = ε−18
1 H1(ε

8
1ξn, ε

10
1 I, θ, ε51z, ε

5
1z̄)

=
∑

ij∈Sb+1

ε−8
0 ε−8

1 λjIj +
∑

n∈Zb+1
1

ε−8
0 ε−8

1 λn|zn|2 −
∑
ij∈Sb

ε−8
1

2π
Ijξj −

∑
n=ib+1

ε20
2π

Inξn

−
∑

ij∈Sb+1

ε20ε
2
1

4π
I2j −

∑
n∈Zb+1

1

ε20ε
2
1

4π
|zn|4 +O(ε60ε

2
1)(|I|2 + ∥z∥4ρ + |I|∥z∥2ρ)

= N1 + P1 = ⟨ω1(ξ(0), ξ(1)), I(1)⟩+
∑

n∈Zb+1
1

Ω1
n(ξ(0), ξ(1))znz̄n + Ṕ1 + P̀1,

其中

N1 = ⟨ω1(ξ(0), ξ(1)), I(1)⟩+
∑

n∈Zb+1
1

Ω1
n(ξ(0), ξ(1))znz̄n,

ξ(0) = ξ, ξ(1) = (ξn)n=ib+1
, I(1) = (In)n∈Sb+1

,

ω1(ξ(0), ξ(1)) = (ω0(ξ(0), ξ(1)), ω1(ξ(0), ξ(1))),

ω0j(ξ(0), ξ(1)) = ε−8
0 ε−8

1

(
|ij |2 +

1

5

)
− ε−8

1

2π
ξj +O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), ij ∈ Sb,

ω1(ξ(0), ξ(1)) = ε−8
0 ε−8

1

(
|n|2 + 1

5

)
− ε20

2π
ξn +O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), n = ib+1,

Ω1
n(ξ(0), ξ(1)) = ε−8

0 ε−8
1

(
|n|2 + 1

5

)
+O(ε60ε

−8
1 )f1

0 (ξ(0)) +O(ε60)f
1
1 (ξ(1)), n ∈ Zb+1

1 ,

∥f1
0 (ξ(0))∥O1 = sup

O1

(
|f1

0 (ξ(0))|+
∣∣∣∣ ∂f1

0

∂ξ(0)

∣∣∣∣) 6 1,

∥f1
1 (ξ(1))∥O1 = sup

O1

(
|f1

1 (ξ(1))|+
∣∣∣∣ ∂f1

1

∂ξ(1)

∣∣∣∣) 6 1,

P1 = Ṕ1 + P̀1,

Ṕ1 = −
∑

ij∈Sb+1

ε20ε
2
1

4π
I2j −

∑
n∈Zb+1

1

ε20ε
2
1

4π
|zn|4,

P̀1 = O(ε60ε
2
1).

证毕.

H1 在 (θ(1), I(1), z, z̄) ∈ D1 = Dρ1(r1, s1) 上是实解析的, 且关于 (ξ(0), ξ(1)) ∈ O1 ⊂ [1, 2]b+1 在

10
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Whitney 意义下光滑, 同时满足
∑

ij∈Sb+1
kjij +

∑
n=ib+2

dnn+
∑

n∈Zb+2
1

lnn = 0. 参数集为

O1 =

(ξ(0), ξ(1)) ∈ O0 × [1, 2]

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
1(ξ(0), ξ(1))⟩+⟨d, Ω̄1⟩+⟨l, Ω̃1⟩| > γ1∏

ij∈Sb+1
(1 + |kj |2j2(s))τ1

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 .

此外, 有

∥XṔ1
∥āDρ1 (r1,s1),O1

6 ε20ε
2
1, ∥XP̀1

∥āDρ1 (r1,s1),O1
6 ε60ε

2
1.

4 KAM 步骤

KAM迭代算法的构建: 在每一个迭代步骤中,通过坐标变换消除包含角变量的不可积分量 (这些

变换必须保持紧致形式的结构特性). 这确保了当扰动参数趋近于零时,新的扰动项成为前一步扰动项

的高阶无穷小.

收敛域的构建: 在每一次迭代中,会从作用变量的定义域中排除可能导致迭代发散的取值集合.最

终, 这保证了迭代在一个具有正测度的集合上收敛.

简而言之, KAM 迭代过程的核心如下: 在排除参数集中的一个小子集并控制范数权重收缩的条

件下, 使每一步的扰动项成为前一步扰动项的高阶无穷小. 最终证明, 无限步的 KAM 迭代是收敛的,

且余下的参数集合具有近乎满测度.

第 ν 步 KAM 迭代, Hamilton 函数

Hν = Nν + Pν ,

其中

Nν = ⟨ων(ξ(0), . . . , ξ(ν)), I(ν)⟩+
∑

n∈Zb+ν
1

Ων
n(ξ(0), . . . , ξ(ν))znz̄n,

ξ(0) = ξ, ξ(1) = (ξn)n=ib+1
, . . . , ξ(ν) = (ξn)n=ib+ν

,

I(ν) = (In)n∈Sb+ν
, θ(ν) = (θn)n∈Sb+ν

,

ων(ξ(0), . . . , ξ(ν)) = (ω0(ξ(0), . . . , ξ(ν)), . . . , ων(ξ(0), . . . , ξ(ν))),

ω0j(ξ(0), . . . , ξ(ν)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν

(
|ij |2 +

1

5

)
− ε−8

1 · · · ε−8
ν

2π
ξj

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν )fν
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν )fν
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν )fν

i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν−1)f

ν
ν (ξ(ν)), ij ∈ Sb,

ωn(ξ(0), . . . , ξ(ν)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν

(
|ib+n|2 +

1

5

)
−

ε20ε
2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε−8

ν

2π
ξn

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν )fν
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν )fν
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν )fν

i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν−1)f

ν
ν (ξ(ν)), n = 1, 2, . . . , ν,

11
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Ων
n(ξ(0), . . . , ξ(ν)) = ε−8

0 · · · ε−8
ν

(
|n|2 + 1

5

)
+O(ε60ε

−8
1 · · · ε−8

ν )fν
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν )fν
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν )fν

i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν−1)f

ν
ν (ξ(ν)), n ∈ Zb+ν

1 ,

∥fν
i (ξ(i))∥Oν = sup

Oν

(
|fν

i (ξ(i))|+
∣∣∣∣ ∂fν

i

∂ξ(i)

∣∣∣∣) 6 1, i = 0, 1, . . . , ν,

Pν = Ṕν + P̀ν ,

Ṕν = −
∑

ij∈Sb+ν

ε20ε
2
1 · · · ε2ν
4π

I2j −
∑

n∈Zb+ν
1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν
4π

|zn|4,

P̀ν = O(ε60ε
2
1ε

2
2 · · · ε2ν).

Hν 在 (θ(ν), I(ν), z, z̄) ∈ Dν = Dρν (rν , sν) 上是实解析的, 且关于 (ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(ν)) ∈ Oν ⊂
[1, 2]b+ν 在 Whitney 意义下光滑, 同时满足

∑
ij∈Sb+ν

kjij +
∑

n=ib+ν+1
dnn+

∑
n∈Zb+ν+1

1
lnn = 0. 参数

集 Oν 定义为(ξ(0), . . . , ξ(ν))∈Oν−1×[1, 2]

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
ν(ξ(0), . . . , ξ(ν))⟩+⟨d, Ω̄ν⟩+⟨l, Ω̃ν⟩|> γν∏

ij∈Sb+ν
(1+|kj |2j2(s))τν

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 .

此外, 成立

∥XṔν
∥āDρν (rν ,sν),Oν

6
ν∏

i=0

ε2i , ∥XP̀ν
∥āDρν (rν ,sν),Oν

6 ε40

ν∏
i=0

ε2i .

在下一小节中, 通过求解同调方程来构建映射

Φv : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρν (rν , sν)×Oν ,

使得

Hν+1 = Hν ◦ Φν = Nν+1 + Pν+1, (4.1)

这也满足 Dρν+1(rν+1, sν+1)×Oν+1 上的迭代假设. 此外,

∥XṔν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6

ν+1∏
i=0

ε2i , ∥XP̀ν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6 ε40

ν+1∏
i=0

ε2i .

4.1 同调方程

展开 P̀ν , 可得

P̀ν =
∑

k∈Zν+b,l∈Nν+b,α∈NZν+b
1 ,β∈NZν+b

1

P̀νklαβ(I(ν))e
i⟨k,θ(ν)⟩zαz̄β .

令 q = (. . . , zn, . . .)n=iν+b+1
和 q̄ = (. . . , z̄n, . . .)n=iν+b+1

, 并截断 P̀ν 为

Rν(I(ν), θ(ν), q, q̄, z, z̄) =
∑

2|l|+|ᾱ+β̄|64

2|l|+|α̃+β̃|63

|ᾱ+β̄|+|α̃+β̃|64

∑
k

P̀νklᾱβ̄α̃β̃e
i⟨k,θ(ν)⟩I(ν)lqᾱq̄β̄zα̃z̄β̃ .

12
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定义

[Rν ] =
∑

|l|+|ᾱ|62
|l|+|α̃|61
|ᾱ|+|α̃|62

P̀ν0lᾱᾱα̃α̃I(ν)
lqᾱq̄ᾱzα̃z̄α̃, (4.2)

在激发下一步新的切向频率前, 需要在 Dρν+1(rν+1, sν+1)×Oν+1 上构造函数 Fν , 使得其 Hamilton 向

量场 XFν 的时间 1流映射 Φ1
Fν
能够定义一个从 Dν+1 到 Dν 的映射. 这类 Fν 可选取紧致形式的构造

Fν(I(ν), θ(ν), q, q̄, z, z̄) =
∑

2|l|+|ᾱ+β̄|64

2|l|+|α̃+β̃|63

|ᾱ+β̄|+|α̃+β̃|64

∑
k

|k|+|ᾱ−β̄|+|α̃−β̃|≠0

Fνklᾱβ̄α̃β̃e
i⟨k,θ(ν)⟩I(ν)lqᾱq̄β̄zα̃z̄β̃ ,

当 ∑
ij∈Sb+ν

kjij +
∑

n=ib+ν+1

(ᾱn − β̄n)n+
∑

n∈Zb+ν+1
1

(α̃n − β̃n)n ̸= 0

时, 有 Fkαβ = 0, 并且满足同调方程

{Nν , Fν}+Rν = [Rν ]. (4.3)

通过比较系数, 可知同调方程 (4.3) 等价于

(⟨k, ων⟩+ ⟨ᾱ− β̄, Ω̄ν⟩+ ⟨α̃− β̃, Ω̃ν⟩)Fνklᾱβ̄α̃β̃ = iP̀νklᾱβ̄α̃β̃ . (4.4)

4.2 激发切向频率

将满足 n = ib+ν+1 的变量 zn 和 z̄n 激发, 转化为作用 - 角变量

zn =
√

In + ξne
iθn , z̄n =

√
In + ξne

−iθn , n = ib+ν+1.

进行尺度变换

ξn → ε81ξn, I → ε101 I, θ → θ, z → ε51z, z̄ → ε51z̄,

得到 Hamilton 函数

Hν+1 = Nν+1 + Pν+1,

其中

Nν+1 = ⟨ων(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)), I(ν + 1)⟩+
∑

n∈Zb+ν+1
1

Ων+1
n (ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))znz̄n,

ξ(0) = ξ, ξ(1) = (ξn)n=ib+1
, . . . , ξ(ν + 1) = (ξn)n=ib+ν+1

,

I(ν + 1) = (In)n∈Sb+ν+1
, θ(ν + 1) = (θn)n∈Sb+ν+1

,

ων+1(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = (ω0(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)), . . . , ων+1(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))),

ω0j(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

(
|ij |2 +

1

5

)
−

ε−8
1 · · · ε−8

ν+1

2π
ξj

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), ij ∈ Sb,

13
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ωn(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

(
|ib+n|2 +

1

5

)
−

ε20ε
2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

2π
ξn

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), n = 1, . . . , ν + 1,

Ων+1
n (ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8

0 · · · ε−8
ν+1

(
|n|2 + 1

5

)
+O(ε60ε

−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), n ∈ Zb+ν+1
1 ,

∥fν+1
i (ξ(i))∥Oν+1 = sup

Oν+1

(
|fν+1

i (ξ(i))|+
∣∣∣∣∂fν+1

i

∂ξ(i)

∣∣∣∣) 6 1, i = 0, 1, . . . , ν + 1,

Pν+1 = Ṕν+1 + P̀ν+1,

Ṕν+1 = −
∑

ij∈Sb+ν+1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν+1

4π
I2j −

∑
n∈Zb+ν+1

1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν+1

4π
|zn|4,

P̀ν+1 = O(ε60ε
2
1ε

2
2 · · · ε2ν+1).

4.3 估计

关于向量场 XFν 的估计如下.

引理 4.1 设 Dν
i = D(rν+1 +

i
4 (rν − rν+1),

i
4sν), 其中 0 < i 6 4, 则有

∥XFν∥aDν
3 ,Oν

6 γ−2
ν ece

ι√τν
(rν − rν+1)

−2ε40

ν∏
i=0

ε2i . (4.5)

证明 由 (4.4) 及加权范数的定义, 可得

|Fνklᾱβ̄α̃β̃ |Oν 6 γ−2
ν

∏
ij∈Sb+ν

(1 + |kj |2j2(s))2τν |k||P̀νklᾱβ̄α̃β̃ |Oν .

由此可推导出

1

s2
∥Fνθ(ν)

∥D3,Oν

6 1

s2

∑
2|l|+|ᾱ+β̄|64

2|l|+|α̃+β̃|63

|ᾱ+β̄|+|α̃+β̃|64

∑
k

|k|+|ᾱ−β̄|+|α̃−β̃|≠0

|Fνklᾱβ̄α̃β̃ |Oν |k|e|k|(rν−
1
4 (rν−rν+1))|I(v)|l|z|ᾱ|z̄|β̄ |q|α̃|q̄|β̃

6 1

s2

∑
2|l|+|ᾱ+β̄|64

2|l|+|α̃+β̃|63

|ᾱ+β̄|+|α̃+β̃|64

∑
k

γ−2
ν

∏
ij∈Sb+ν

(1 + |kj |2j2(s))2τν |k|2e−
1
4 |k|(rν−rν+1)

× |P̀νklᾱβ̄α̃β̃ |Oν e
|k|rν |I(ν)|l|z|ᾱ|z̄|β̄ |q|α̃|q̄|β̃

6 γ−2
ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν ∥XRν∥ā (4.6)

14
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6 γ−2
ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i .

注 4.1 不等式 (4.6) 的推导可分两种情况: 当 |l| = 0 时, 通过初等计算知算子特征值的代数和

有一次函数量级的下界, 通过对所估计项求导得出最大值, 则有

1

s2
∥Fνθ(ν)

∥D3,Oν 6 γ−2
ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

∥XRν∥ā;

当 |l| ̸= 0 时, 有 |ᾱ+ β̄|+ |α̃+ β̃| 6 2, 借鉴文献 [10, 命题 7.1] 的证明思路, 可验证

1

s2
∥Fνθ(ν)

∥D3,Oν 6 γ−2
ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν ∥XRν∥ā.

同理有

∥FνI(ν)
∥D3,Oν

6 γ−2
ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i ,

1

s

∑
n=ib+ν+1

∥Fνzn
∥D3,Oν |n|ae|n|ϱ 6 γ−2

ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i ,

1

s

∑
n=ib+ν+1

∥Fνz̄n
∥D3,Oν |n|ae|n|ϱ 6 γ−2

ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i ,

1

s

∑
n∈Zb+ν+1

1

∥Fνqn
∥D3,Oν |n|ae|n|ϱ 6 γ−2

ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i ,

1

s

∑
n∈Zb+ν+1

1

∥Fνq̄n
∥D3,Oν |n|ae|n|ϱ 6 γ−2

ν

(
8τν + 8

(rν − rν+1)e

)2

ece
ι√τν

ε40

ν∏
i=0

ε2i .

最后得到

∥XFν∥aDν
3 ,Oν

6 γ−2
ν ece

ι√τν
(rν − rν+1)

−2ε40

ν∏
i=0

ε2i .

证毕.

接着给出流映射 Φt
Fν
的估计. (4.7) 用于说明坐标变换是适定的, 而 (4.8) 将用于证明迭代的收

敛性.

根据选择的参数 γν = (
∏ν−1

i=0 εi)ε
3
4
ν , τν = 25(ν + b + 1), rν+1 = rν

2 + r0
4 和 εν = ε

9
5
ν−1, 可以得到如

下引理.

引理 4.2 设 η = (ε40
∏ν

i=0 ε
2
i )

1
3 , Dν

iη = D(rν+1 + i
4 (rν − rν+1),

i
4ηsν) (其中 0 < i 6 4), 当

ε ≪ 1
2γ

3
ν(rν − rν+1)

3 时, 有

Φt
Fν

: Dν
2η → Dν

3η, −1 6 t 6 1 (4.7)

且

∥DΦt
Fν

− Id∥Dν
1η

6 ε
1
2
ν . (4.8)

本引理的证明可参见文献 [22].
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注 4.2 由于技术限制,本文的每个 KAM步骤需要多次重复上述流程. 具体而言,取 εν+1 = ε
9
5
ν ,

并且对新的 Hamilton量作尺度变换 ε18ν+1,在重新赋范后, 可通过数学归纳法证明: 新扰动会包含更小

的因子 ε2νε
2
ν+1, 且满足

ε2vε
2
v+1ε

18
v+1 = ε38v = (ε

1
2
v )

76.

因此, 在每个 KAM 步骤中, 需要将上述流程重复 76 次. 最终, 新扰动满足

∥XṔν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6

ν+1∏
i=0

ε2i , ∥XP̀ν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6 ε40

ν+1∏
i=0

ε2i .

5 迭代引理、收敛性与测度估计

给定任意的 s, r0, ε0, ξ(0) = ξ0, 对于 ν > 1, 定义

rν+1 = r

(
1−

ν+2∑
i=2

2−i

)
,

εν+1 = ε
9
5
ν ,

γν =

( ν−1∏
i=0

εi

)
ε

3
4
ν , τν = 25(ν + b+ 1),

ξ(ν) = (ξn)n=ib+ν
, I(ν) = (In)n∈Sb+ν

, θ(ν) = (θn)n∈Sb+ν
,

ων(ξ(0), . . . , ξ(ν)) = (ω0(ξ(0), . . . , ξ(ν)), . . . , ων(ξ(0), . . . , ξ(ν))),

Ω̄ν = (Ων
n)n=ib+ν+1

,

Ω̃ν = (Ων
n)n∈Zb+ν+1

1
,

Oν =(ξ(0), . . . , ξ(ν))∈Oν−1×[1, 2]

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
ν(ξ(0), . . . , ξ(ν))⟩+⟨d, Ω̄ν⟩+⟨l, Ω̃ν⟩|> γν∏

ij∈Sb+ν
(1+|kj |2j2(s))τν

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 .

5.1 迭代引理

总结上述迭代分析, 得到以下引理.

引理 5.1 若 ε0 充分小且 ν > 1, 则 Hamilton 函数 Hν = Nν + Pν = Nν + Ṕν + P̀ν 关于

(θ(ν), I(ν), z, z̄) ∈ Dν ∈ Dρν (rν , sν) 实解析, 且关于 (ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(ν)) ∈ Oν ⊂ [1, 2]b+ν 在 Whitney

意义下光滑, 同时满足
∑

ij∈Sb+ν
kjij +

∑
n=ib+ν+1

dnn+
∑

n∈Zb+ν+1
1

lnn = 0; 此外, 还满足

∥XṔν
∥āDρν (rν ,sν),Oν

6
ν∏

i=0

ε2i , ∥XP̀ν
∥āDρν (rν ,sν),Oν

6 ε40

ν∏
i=0

ε2i .

存在参数集

Oν+1 =(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))∈Oν×[1, 2]

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
ν+1⟩+⟨d, Ω̄ν+1⟩+⟨l, Ω̃ν+1⟩| > γν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1+|kj |2j2(s))τν+1

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 ,

16
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可以构造辛变换

Φν : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρν (rν , sν), (5.1)

使得其在 Dρν+1(rν+1, sν+1)×Oν+1 上满足 Hν+1 = Hν ◦ Φν , 且 Hν+1 具有形式

Hν+1 = Nν+1 + Pν+1 = Nν+1 + Ṕν+1 + P̀ν+1.

该函数关于 (θ(ν+1), I(ν+1), z, z̄) ∈ Dν+1 = Dρν+1(rν+1, sν+1)实解析,关于 (ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(ν+1)) ∈
Oν+1 ⊂ [1, 2]b+ν+1 在Whitney意义下光滑,同时满足

∑
ij∈Sb+ν+1

kjij+
∑

n=ib+ν+2
dnn+

∑
n∈Zb+ν+2

1
lnn

= 0, 其中

Nν+1 = ⟨ων(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)), I(ν + 1)⟩+
∑

n∈Zb+ν+1
1

Ων+1
n (ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))znz̄n,

Ṕν+1 = −
∑

ij∈Sb+ν+1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν+1

4π
I2j −

∑
n∈Zb+ν+1

1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν+1

4π
|zn|4,

P̀ν+1 = O(ε60ε
2
1ε

2
2 · · · ε2ν+1),

∥XṔν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6

ν+1∏
i=0

ε2i , ∥XP̀ν+1
∥āDρν+1

(rν+1,sν+1),Oν+1
6 ε40

ν+1∏
i=0

ε2i .

5.2 收敛性

当 ν = 0 时, 迭代引理 (引理 5.1) 的假设成立. 令

ε0 = ε, r0 = r, s0 = s, L0 = L, N0 = N, P0 = P,

O0 =

(ξ(0)) ∈ [1, 2]b

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
0(ξ(0))⟩+ ⟨d, Ω̄0⟩+ ⟨l, Ω̃0⟩| > γ0∏

ij∈Sb
(1 + |kj |2j2(s))τ0

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 .

若 ε0 和 γ 充分小, 则迭代引理的假设成立. 持续迭代可得如下序列:

Oν+1 ⊂ Oν × [1, 2],

Ψν = Φ0 ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φν : Dρν (rν+1, sν+1)×Oν → Dρ0(r0, s0), ν > 0,

H ◦Ψν = Hν+1 = Nν+1 + Pν+1 = Nν+1 + Ṕν+1 + P̀ν+1.

令 Õ = limν→∞ Oν . 如文献 [35] 所示, 引理 4.2 表明 Nν ,Ψ
ν , DΨν 和 ων 在 D 1

2ρ
( 12r, 0) × Õ 上一

致收敛, 且有

N∞ = e∞ + ⟨ω∞, I(∞)⟩.

由于 εν+1 = ε
9
5
ν = (ε0)

( 9
5 )

ν+1

, 所以当 ε 充分小时, εν+1 → 0. 此外,
∑∞

ν=0 εν 6 2ε.

设 ϕt
H 是向量场 XH 对应的流映射. 由于 H ◦Ψν = Hν+1, 所以有

ϕt
H ◦Ψν = Ψν ◦ ϕt

Hν+1
. (5.2)

Ψν , DΨν , ων 与 XHν 的一致收敛性保证了可以对 (5.2) 两端取极限. 在 D 1
2ρ
( 12r, 0)× Õ 上, 可得

ϕt
H ◦Ψ∞ = Ψ∞ ◦ ϕt

H∞
(5.3)
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且

Ψ∞ : D 1
2ρ

(
1

2
r, 0

)
× Õ → Dρ(r, s)×O.

由 (5.3) 可知, 对 ξ ∈ Õ, 有

ϕt
H(Ψ∞(T∞ × {ξ})) = Ψ∞ϕt

N∞
(T∞ × {ξ}) = Ψ∞(T∞ × {ξ}).

这表明 Ψ∞(T∞ × {ξ}) 是一个嵌入环面, 且当 ξ ∈ Õ 时, 它也是原扰动 Hamilton 系统的不变环面. 与

Ψ∞(T∞ × {ξ}) 关联的频率 ω∞(ξ) 是 ω(ξ) 的微小修正, 这证明了概周期解的存在性.

5.3 测度估计

根据引理 5.1, 在第 ν 步 KAM 迭代中, 我们需要在以下条件下剔除参数集 Rν+1:

∑
ij∈Sb+ν+1

kjij +
∑

n=ib+ν+2

dnn+
∑

n∈Zb+ν+2
1

lnn = 0,

其中

Rν+1 =(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))∈Oν×[1, 2]

∣∣∣∣∣ |⟨k, ω
ν+1⟩+⟨d, Ω̄ν+1⟩+⟨l, Ω̃ν+1⟩|< γν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1+|kj |2j2(s))τν+1

,

|k|+ |d|+ |l| ̸= 0, |d|+ |l| 6 4, |l| 6 3

 .

引理 5.2 若 k = 0, 则 Rν+1 = ∅.

证明 当 k = 0, 0 < |d|+ |l| 6 4 时, 由紧致形式知∑
n=ib+ν+2

dnn+
∑

n∈Zb+ν+2
1

lnn = 0,

我们分析 |⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩|, 按 (d, l) 其中负号的数量, 分为以下五种情形.

情形 1 无负号. 计算小分母有

|⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

5
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 −O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1) >
1

6
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

情形 2 1 个负号. 结合条件
∑

n=ib+ν+2
dnn+

∑
n∈Zb+ν+2

1
lnn = 0, 同理可得

|⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

5
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 −O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1) >
1

6
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

情形 3 2 个负号.

• 若 0 < |d|+ |l| < 4, 处理方式同情形 1 和 2.

• 若 |d|+ |l| = 4, 结合条件
∑

n=ib+ν+2
dnn+

∑
n∈Zb+ν+2

1
lnn = 0, 可得

|⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 −O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1) >
1

2
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

情形 4 3 个负号. 此时正号数量至多为 1, 结合条件
∑

n=ib+ν+2
dnn+

∑
n∈Zb+ν+2

1
lnn = 0, 可得

|⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

5
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 −O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1) >
1

6
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.
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情形 5 4 个负号. 计算小分母有

|⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

5
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 −O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1) >
1

6
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

综上, 引理 5.2 得证.

引理 5.3 若 k ̸= 0, |l| = 1, 且 |⟨l, Ω̃ν+1⟩| = |Ων+1
n | > 1

2 |n|
2ε−8

0 · · · ε−8
ν+1, 则当 |n| > 100s(b + ν +

2)
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)) 时, Rν+1 = ∅.

证明 计算小分母有

|⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩|

> 1

2
|n|2ε−8

0 · · · ε−8
ν+1 − 6(s(b+ ν + 2))2

∏
ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

> (s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

因此, 引理 5.3 得证.

引理 5.4 若 k ̸= 0, |l| = 2, 且 |⟨l, Ω̃ν+1⟩| = |Ων+1
n ± Ων+1

m |, 则当 max{|n|, |m|} > 100(s(b + ν +

2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)) 时, Rν+1 = ∅.

证明 当 n = −m 且 |⟨l, Ω̃ν+1⟩| = |Ων+1
n − Ων+1

m | 时, 条件 max{|n|, |m|} > 100(s(b + ν +

2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)) 意味着∣∣∣∣ ∑

ij∈Sb+ν+1

kjij +
∑

n=ib+ν+2

dnn+
∑

n∈Zb+ν+2
1

lnn

∣∣∣∣ > 100(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s)) ̸= 0.

故 Rν+1 = ∅.
当 |n| ̸= |m| 时,

|⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

2
max{|n|, |m|}ε−8

0 · · · ε−8
ν+1

− 6(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

> (s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

因此, 引理 5.4 得证.

引理 5.5 若 k ̸= 0, |l| = 3, 且 |⟨l, Ω̃ν+1⟩| = |Ων+1
p ± Ων+1

m ± Ων+1
n |, 则当 max{|p|, |m|, |n|} >

4(100(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)))2 时, Rν+1 = ∅.

证明 不妨设 |p| 6 |m| 6 |n|. 若 Ων+1
m 与 Ων+1

n 符号相同, 计算

|⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| = |⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩ ± Ων+1
p ± (Ων+1

m +Ων+1
n )|

> 1

2

(
n2 +

1

5

)
ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

− 6(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1
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> (s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

当 Ων+1
m 与 Ων+1

n 符号相反时, 分以下三种情形讨论.

情形 1 |p| 6 100(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)) 且 n = −m. 估计∣∣∣∣ ∑

ij∈Sb+ν+1

kjij +
∑

n=ib+ν+2

dnn± p± (n−m)

∣∣∣∣ > |n| − |p| − 6s(b+ ν + 2)
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))

>
(
100(s(b+ ν + 2))2

∏
ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))
)2

− 100(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))

− 6s(b+ ν + 2)
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))

̸= 0,

故 Rν+1 = ∅.
情形 2 |p| 6 100(s(b + ν + 2))2

∏
ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s)), |n| ≠ |m| 且 |n| > 4(100(s(b + ν +

2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)))2. 估计

|⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩| > 1

2
|n|ε−8

0 · · · ε−8
ν+1 − |p|2ε−8

0 · · · ε−8
ν+1

− 6(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

> (s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

情形 3 |p| > 100(s(b + ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)). 令 n = m ± p +

∑
ij∈Sb+ν+1

kjij +∑
n=ib+ν+2

dnn, 代入 −Ων+1
n +Ων+1

m ± Ων+1
p + ⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩, 可得

| − Ων+1
n +Ων+1

m ± Ων+1
p + ⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩|

> |m||p|ε−8
0 · · · ε−8

ν+1 − 6(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))(|m|+ |p|)ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

>
(
|p| − 12(s(b+ ν + 2))2

∏
ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))
)
|m|ε−8

0 · · · ε−8
ν+1

> (s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))ε−8
0 · · · ε−8

ν+1.

因此, 引理 5.5 得证.

引理 5.6 给定 k ̸= 0, d, l, 则有

meas(Rk,d,l
ν+1 ) 6

ε
1
18
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

.
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证明 首先回顾

ξ(0) = ξ, ξ(1) = (ξn)n=ib+1
, . . . , ξ(ν + 1) = (ξn)n=ib+ν+1

,

I(ν + 1) = (In)n∈Sb+ν+1
, θ(ν + 1) = (θn)n∈Sb+ν+1

,

ων+1(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = (ω0(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)), . . . , ων+1(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1))),

ω0j(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

(
|ij |2 +

1

5

)
−

ε−8
1 · · · ε−8

ν+1

2π
ξj

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), ij ∈ Sb,

ωn(ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8
0 · · · ε−8

ν+1

(
|ib+n|2 +

1

5

)
−

ε20ε
2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

2π
ξn

+O(ε60ε
−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), n = 1, . . . , ν + 1,

Ων+1
n (ξ(0), . . . , ξ(ν + 1)) = ε−8

0 · · · ε−8
ν+1

(
|n|2 + 1

5

)
+O(ε60ε

−8
1 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
0 (ξ(0)) +O(ε60ε

−8
2 · · · ε−8

ν+1)f
ν+1
1 (ξ(1))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2i−1ε

−8
i+1 · · · ε

−8
ν+1)f

ν+1
i (ξ(i))

+ · · ·+O(ε60ε
2
1 · · · ε2ν)fν+1

ν+1 (ξ(ν + 1)), n ∈ Zb+ν+1
1 ,

∥fν+1
i (ξ(i))∥Oν+1 = sup

Oν+1

(
|fν+1

i (ξ(i))|+
∣∣∣∣∂fν+1

i

∂ξ(i)

∣∣∣∣) 6 1, i = 0, 1, . . . , ν + 1.

考虑偏导数 ∣∣∣∣∂ωn

∂ξn

∣∣∣∣ > ε20ε
2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

2π
−O(ε60ε

2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1)

>
ε20ε

2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

4π
, 0 6 n 6 ν + 1.

给定 k = (. . . , kn, . . .)06n6ν+1 ̸= 0, 记 |kn| 为 k 的最大分量. 由∣∣∣∣∂(⟨k, ων+1⟩+ ⟨d, Ω̄ν+1⟩+ ⟨l, Ω̃ν+1⟩)
∂ξn

∣∣∣∣ > |kn|ε20ε21 · · · ε2n−1ε
−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

4π

− |kn|O(ε60ε
2
1 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1)

>
|kn|ε20ε21 · · · ε2n−1ε

−8
n+1 · · · ε

−8
ν+1

8π
, 0 6 n 6 ν + 1,

21



薛帅帅: 一维含常数位势的非线性 Schrödinger 方程的概周期解

进而估计测度

meas(Rk,d,l
ν+1 ) 6

γν+1∏
ij∈Sb+ν+1

(1 + |kj |2j2(s))τν+1

1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν

6
∏ν

i=0 εiε
3
4
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

1

ε20ε
2
1 · · · ε2ν

6
ε

3
4
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

1

ε
5
4
ν

6
ε

3
4
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

1

ε
25
36
ν+1

6
ε

1
18
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

.

证毕.

引理 5.7 在 KAM 迭代过程中, 挖掉的集合总测度满足

meas

( ∪
ν>0

Rν+1

)
= meas

( ∪
ν>0

∪
k,d,l

Rk,d,l
ν+1

)
6 ε

1
20
0 .

证明 由引理 5.6 知 meas(Rk,d,l
ν+1 ) 6

ε
1
18
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1+|kj |2j2(s))τν+1 . 结合引理 5.2–5.5, 可得

meas

( ∪
ν>0

Rν+1

)
= meas

( ∪
ν>0

∪
k,d,l

Rk,d,l
ν+1

)

6
∑
ν>0

∑
k

[4(100(s(b+ ν + 2))2
∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s)))2]4ε

1
18
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))τν+1

6
∑
ν>0

∑
k

ε
1
20
ν+1∏

ij∈Sb+ν+1
(1 + |kj |2j2(s))25(ν+b)

6
∑
ν>0

ε
1
20
ν+1 6 ε

1
20
0 .

至此, 测度估计的证明完成.

致谢 感谢审稿人的仔细审阅以及提出的一些具体的修改意见.
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Almost periodic solutions of one-dimensional nonlinear
Schrödinger equations with the constant potential

Shuaishuai Xue

Abstract Under periodic boundary conditions, we consider the one-dimensional nonlinear Schrödinger equation
with a constant potential m,

iut −∆u+mu+ f(|u|2)u = 0, t ∈ R, x ∈ T,

where f is a real analytic function in some neighborhood of the origin satisfying f(0) = 0 and f ′(0) ̸= 0. In
this paper, based on the analysis of frequency shift, strong Diophantine conditions and an improved infinite-
dimensional KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) theory, we establish that, for any given constant potential m, the
equation admits a Whitney smooth family of small amplitude, time almost periodic solutions. We emphasize that
our solutions are not maximal tori; instead, they are predominantly localized on a sparse admissible set.
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