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摘要 本文引入 Lie-Yamaguti 双代数理论, 给出两种类型的相容性条件: 局部闭链条件和 double 构

造. 本文定义 Lie-Yamaguti 代数中的经典 Yang-Baxter 方程, 并证明经典 Yang-Baxter 方程的解对应

于关于余伴随表示的相对 Rota-Baxter算子. 此外,本文将 Lie代数上的一些结论推广至 Lie-Yamaguti

代数上. 然后, 本文引入 Lie-Yamaguti 代数匹配对的概念, 继而定义 double Lie-Yamaguti 双代数, 并

且证明 Lie-Yamaguti 代数的匹配对、Manin 三元组和 double Lie-Yamaguti 双代数之间的等价关系.

最后, 本文说明局部闭链条件是 double 构造的一个特例.
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1 引言

对于一个给定的代数 g, 其上的双代数结构是指在 g 上被赋予了一个相容余代数结构. 例如, Lie

双代数是一个 Lie 代数 (g, [·, ·]) 和一个余括号 δ : g → ⊗2g, 使得其对偶 δ∗ : ⊗2g∗ → g∗ 是 g∗ 上的一

个 Lie 代数结构, 并且满足一定的相容性条件. 众所周知, Lie 双代数的相容性条件可以从以下 3 个视

角来看待: 导子条件、闭链条件和 double 构造, 并且这些相容性条件相互等价. 更确切地, 由于 g 相

应的外代数 ∧•g 实际上是一个分次 Lie 代数, 因此余括号 δ 可以被视为 ∧•g 上的一个导子. 因此, 导

子条件为

δ[x, y] = [δ(x), y] + [x, δ(y)], ∀x, y ∈ g.

记号 [x, δ(y)] 意味着 (adx ⊗ Id + Id⊗ adx)δ(y), 其中 ad : g → gl(g) 是 g 的伴随表示. 由于在 Lie 代数

中, 两个表示可以构成张量表示, 因此闭链条件可以理解为, 余括号 δ ∈ Hom(g,⊗2g) 是 g 上关于张量
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表示 ad⊗ Id + Id⊗ ad 的一个 1 阶闭链. 事实上, Lie 代数下的经典 Yang-Baxter方程的解可以给出闭

链条件 (参见文献 [1]). 最后, double 构造是指, 在 g⊕ g∗ 上有一个 Lie 代数结构使得其上带有一个非

退化对称双线性形式.

与 Lie 双代数情形类似, 3-Lie 双代数也应存在相应的 3 种类型的相容性条件. 关于 3-Lie 双代数

和 n-Lie 双代数理论, 可参见文献 [3, 5, 6]. Bai 等 [5] 构造了导子条件. 然而, 在 ∧•g 上是否存在 3-Lie

代数结构尚不清楚. 因此, Bai 等 [3] 研究了局部闭链条件和 double 构造作为 3-Lie 双代数的相容性条

件.由于在 3-Lie代数上,两个表示的张量未必仍是一个表示,所以 3-Lie双代数上不存在闭链条件.然

而, 对于给定的 3-Lie 代数 (g, [·, ·, ·]), (⊗3g; ad⊗ Id⊗ Id)、(⊗3g; Id⊗ ad⊗ Id) 和 (⊗3g; Id⊗ Id⊗ ad) 仍

然是 3-Lie 代数 (g, [·, ·, ·]) 上的表示. 因此, 他们引入了 3-Lie 代数上局部闭链条件作为其双代数的相

容性条件. 此外, 他们定义了 3-Lie 代数的 Manin 三元组和匹配对, 从而引入了 double 3-Lie 双代数的

概念. 然而, 作为 3-Lie 双代数的相容性条件, 局部闭链条件和 double 构造并不等价, 并且 3-Lie 代数

的 r-矩阵不能给出 double构造.后来, Hou等 [13] 发现, r-矩阵作为一个特殊的相对 Rota-Baxter算子,

可以给出一个 twilled 3-Lie代数,而 twilled 3-Lie代数不等价于 3-Lie代数的匹配对. 从而解释了 r-矩

阵不能给出 double 构造 3-Lie 双代数结构的原因.

近年来, 为了在其他代数结构上建立双代数理论, 许多作者作出了努力. 例如, Tang 和 Sheng [24]

利用二次 Leibniz 代数来研究 Leibniz 双代数, 其中二次 Leibniz 代数是 Leibniz 代数的 Manin 三元

组. Leibniz 双代数的相容性条件也是 double 构造. 此外, Hom-Lie 代数的双代数理论及其相应的经典

Yang-Baxter方程已在文献 [28]中建立. 最近, Bai等 [2, 4] 及 Lang和 Sheng [17] 研究了 Rota-Baxter Lie

双代数和 endo Lie 双代数. Chen 等 [12] 用 “大括号” 的方法研究了 Lie 2-双代数, 并证明了 (严格) Lie

2-双代数与 Lie 双代数交叉模是一一对应的. 此外, 他们在文献 [11] 中证明了单连通的 (拟) Poisson

Lie 2-群和 (拟) Lie 2-双代数的等价性. 后来, 文献 [12] 中的结论被推广至 Lie 双代数胚上, 即证明了

Lie 2-双代数胚与 Lie 双代数胚交叉模的等价性 (参见文献 [16]). 更重要的是, Tang 等 [23] 在研究 Lie

代数上相对 Rota-Baxter 算子 (也称为 O-算子) 的上同调和形变时, 研究了反对称的经典 r-矩阵的线

性形变及其对应的上三角 Lie双代数. Takahashi [22] 利用 Lie-Yamaguti代数上的表示研究了 quandles

上的模.

Lie三代数或广义 Lie三系是 Lie代数和 Lie三系的推广,由 Yamaguti [25] 引入. 之后,文献 [26,27]

在 20 世纪 50 年代至 60 年代给出了该对象表示的概念, 并建立了其上同调理论. 直到 21 世纪初,

Kinyon 和 Weinstein [15] 在研究 Courant 代数胚时首次将其命名为 Lie-Yamaguti 代数. Lie-Yamaguti

代数最近引起了学者的广泛关注. 例如, Benito等 [8] 研究了 Lie-Yamaguti代数和 G2 型单 Lie代数相

关问题;之后,他们分别在文献 [7]和 [9,10]中研究了正交和不可约的 Lie-Yamaguti代数. Sheng等 [21]

曾专注于 Lie-Yamaguti 代数的线性变形、积结构和复结构, 后来在文献 [20] 中引入了 Lie-Yamaguti

上相对 Rota-Baxter 算子和预 Lie-Yamaguti 代数的概念.

由于双代数和 Lie-Yamaguti 代数的重要性, 一个很自然的想法是在 Lie-Yamaguti 代数上发展一

套双代数理论.受 Lie双代数和 3-Lie双代数的启发, 本文考虑将 Lie-Yamaguti代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)上
的双代数结构定义为一对余括号 (δ, ω), 其中 δ : g → ⊗2g 和 ω : g → ⊗3g, 并且满足以下相容性条件

之一:

• 导子条件: 余括号 δ 和 ω 分别是 ∧•g 上关于二元和三元括号的导子, 即

δ([x, y]) = [δ(x), y] + [x, δ(y)],

ω(Jx, y, zK) = Jω(x), y, zK + Jx, ω(y), zK + Jx, y, ω(z)K, ∀x, y, z ∈ g;
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• 闭链条件: 余括号 δ 和 ω 是 g 上关于一个张量表示的闭链;

• double构造:在 g⊕ g∗ 上存在一个 Lie-Yamaguti代数结构并且带有一个对称的、非退化的双线

性形式.

由于到目前为止, 还没有在外代数 ∧•g 上找到合适的 Lie-Yamaguti 代数结构, 因此本文不考虑

其导子条件. 由于 Lie-Yamaguti 代数 g 上的两个表示的张量未必还是 g 上的表示, 因此在第 3 节

中考虑同 3-Lie 双代数相平行的局部闭链条件作为 Lie-Yamaguti 双代数的相容性条件之一. 注意到

(⊗2g; Id⊗ad, Id⊗R)、(⊗2g; ad⊗Id,R⊗Id)、(⊗3g; ad⊗Id⊗Id,R⊗Id⊗Id)、(⊗3g; Id⊗ad⊗Id, Id⊗R⊗Id)

和 (⊗3g; Id⊗ Id⊗ ad, Id⊗ Id⊗R) 是 Lie-Yamaguti 代数 g 上的表示, 其中 (g; ad,R) 是 g 的伴随表示,

因此将闭链条件修改如下:

• δ1 是关于表示 (⊗2g; Id⊗ ad, Id⊗R) 的一个 1 阶闭链;

• δ2 是关于表示 (⊗2g; ad⊗ Id,R⊗ Id) 的一个 1 阶闭链;

• ω1 是关于表示 (⊗3g; ad⊗ Id⊗ Id,R⊗ Id⊗ Id) 的一个 1 阶闭链;

• ω2 是关于表示 (⊗3g; Id⊗ ad⊗ Id, Id⊗R⊗ Id) 的一个 1 阶闭链;

• ω3 是关于表示 (⊗3g; Id⊗ Id⊗ ad, Id⊗ Id⊗R) 的一个 1 阶闭链,

其中 δ = δ1+δ2和 ω = ω1+ω2+ω3是 g上的余括号.此外,本文定义了经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter

方程,但其解未能给出局部闭链条件.然而,我们发现经典 Yang-Baxter方程的解与关于余伴随表示的

相对 Rota-Baxter 算子是一一对应的. 此外, 本文将文献 [1, 19] 中的一些结果推广到 Lie-Yamaguti 代

数上.

第 4节由 Lie双代数的 double构造,很自然地考虑将 double构造作为 Lie-Yamaguti双代数的相

容性条件. 为此, 引入 Lie-Yamaguti 代数的 Manin 三元组和匹配对的概念, 并且证明了 Lie-Yamaguti

代数的 Manin 三元组、匹配对和 double Lie-Yamaguti 双代数这三者的等价性. 同 3-Lie 双代数情形

类似, 经典 r-矩阵无法给出 double Lie-Yamaguti 双代数, 并且局部闭链条件和 double 构造作为 Lie-

Yamaguti 双代数的相容性条件也不是等价的. 事实上, 局部闭链条件是 double 构造的一个特殊情形,

这样的事实意味着在 3-Lie代数或者 Lie-Yamaguti代数这样拥有三元运算的代数对象上, 在性质方面

同 Lie 代数上的二元运算有很大的差别.

最后作为总结, 本节将 Lie-Yamaguti 代数上的概念之间的关系用如下图表展现出来:

Manin 三元组

��
相对 Rota-Baxter 算子

//
r-矩阵oo / //局部闭链条件 double 构造oo

OO

��
匹配对.

OO

注意到 Lie-Yamaguti代数是 Lie代数和 Lie三系的非平凡推广, 因此本文中的结论在 Lie三系的

情形下也成立.

记号与术语 设 g 为一个向量空间. 对于所有的 n-张量 T = x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈ ⊗ng (n > 2) 以及

1 6 i < j 6 n, 定义扭曲算子为 σij(T ) = x1 ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xn. 特别地, 本文对于 2-张量

x⊗ y ∈ ⊗2g, 将扭曲算子 σ12 记为 τ , 即 τ(x⊗ y) = y ⊗ x. 在张量记号意义下, 将恒等映射 Id 记为 1.

例如, 将张量 ad⊗ Id 记为 ad⊗ 1.
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2 预备知识

本节简要回顾一些概念, 如 Lie-Yamaguti 代数及其表示. 特别地, Lie-Yamaguti 代数的对偶表示

在本文中起到了非常重要的作用.

定义 2.1 [15] 一个 Lie-Yamaguti 代数是一个线性空间 g, 其上带有一个二元线性运算 [·, ·] : ∧2g

→ g 和一个三元线性运算 J·, ·, ·K : ∧2g⊗ g → g, 使得对于所有 x, y, z, w, t ∈ g, 如下条件成立:

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] + Jx, y, zK + Jy, z, xK + Jz, x, yK = 0,J[x, y], z, wK + J[y, z], x, wK + J[z, x], y, wK = 0,Jx, y, [z, w]K = [Jx, y, zK, w] + [z, Jx, y, wK],Jx, y, Jz, w, tKK = JJx, y, zK, w, tK + Jz, Jx, y, wK, tK + Jz, w, Jx, y, tKK.
本文将一个 Lie-Yamaguti 代数记为 (g, [·, ·], J·, ·, ·K).

注意到, 对于一个 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K), 当其中的二元运算平凡, 即 [·, ·] = 0 时, g 退

化为一个 Lie 三系; 当三元运算平凡, 即 J·, ·, ·K = 0 时, g 退化为一个 Lie 代数.

例 2.1 [18] 设 M 为一个闭流形 1), 其上带有一个仿射联络, 将 M 上的向量场记为 X(M). 对于

所有的 x, y, z ∈ X(M), 令

[x, y] = −T (x, y), Jx, y, zK = −R(x, y)z,

其中 T 和 R 分别代表挠率和曲率张量. 则三元组 (X(M), [·, ·], J·, ·, ·K) 构成了一个 (无限维的) Lie-

Yamaguti 代数.

Lie-Yamaguti 代数上的表示的概念取自文献 [27].

定义 2.2 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数. g 上的一个表示是一个线性空间 V , 其

上带有一个线性映射 ρ : g → gl(V ) 和一个双线性映射 µ : ⊗2g → gl(V ), 使得对于所有 x, y, z, w ∈ g,

如下等式成立:

µ([x, y], z)− µ(x, z)ρ(y) + µ(y, z)ρ(x) = 0,

µ(x, [y, z])− ρ(y)µ(x, z) + ρ(z)µ(x, y) = 0,

ρ(Jx, y, zK) = [Dρ,µ(x, y), ρ(z)],

µ(z, w)µ(x, y)− µ(y, w)µ(x, z)− µ(x, Jy, z, wK) +Dρ,µ(y, z)µ(x,w) = 0,

µ(Jx, y, zK, w) + µ(z, Jx, y, wK) = [Dρ,µ(x, y), µ(z, w)],

其中 Dρ,µ 由下式给出:

Dρ,µ(x, y) = µ(y, x)− µ(x, y) + [ρ(x), ρ(y)]− ρ([x, y]), ∀x, y ∈ g. (2.1)

不难看出, Dρ,µ 是反对称的. 将 g 上的一个表示记为 (V ; ρ, µ). 在本文中, 在不引起混淆的情形下, 将

Dρ,µ 简写为 D.

例 2.2 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数. 分别定义线性映射 ad : g → gl(g) 和

R : ⊗2g → gl(g) 为 x 7→ adx 和 (x, y) 7→ R(x, y), 其中对于所有 z ∈ g, 有

adxz = [x, z], R(x, y)z = Jz, x, yK.
1) 一个光滑紧致无边流形
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则 (ad,R) 构成了 g 在其自身上的一个表示, 其中 L := Dad,R 由下式给出:

L(x, y)z = Jx, y, zK, ∀ z ∈ g.

表示 (g; ad,R)称作 g的伴随表示. 如果 (g∗, [·, ·]∗, J·, ·, ·K∗)也为一个 Lie-Yamaguti代数,在本文中,其

伴随表示记为 (g∗; ad,R), 其中 L := Dad,R.

Lie-Yamaguti代数的余伴随表示在本文中起到了非常重要的作用. 首先回顾在文献 [20]中引入的

Lie-Yamaguti代数上关于一个表示的对偶表示. 设 (V ; ρ, µ) 为 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 上的
一个表示, V ∗ 是 V 的对偶空间. 对于所有 x, y ∈ g, α ∈ V ∗, v ∈ V , 分别定义线性映射 ρ∗ : g → gl(V ∗)

和 µ∗, D∗
ρ,µ : ⊗2g → gl(V ∗) 如下:

⟨ρ∗(x)α, v⟩ = −⟨α, ρ(x)v⟩,

⟨µ∗(x, y)α, v⟩ = −⟨α, µ(x, y)v⟩,

⟨D∗
ρ,µ(x, y)α, v⟩ = −⟨α,Dρ,µ(x, y)v⟩.

命题 2.1 [20] 设 (V ; ρ, µ) 为 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 上的一个表示, 则

(V ∗; ρ∗,−µ∗τ)

为 g 在 V ∗ 上的一个表示, 其中 D∗
ρ,µ = Dρ∗,−µ∗τ . 称 (V ∗; ρ∗,−µ∗τ) 为表示 (V ; ρ, µ) 的对偶表示.

例 2.3 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, (g; ad,R) 为其伴随表示, 其中 ad 和 R 由
例 2.2给出,则表示 (g∗; ad∗,−R∗τ)为伴随表示的对偶表示,称为余伴随表示. 注意到 L∗ := Dad∗,−R∗τ

的对偶为 −L, 即
⟨L∗(x, y)α, z⟩ = −⟨α, Jx, y, zK⟩, ∀x, y, z ∈ g, α ∈ g∗.

如果 (g∗, [·, ·]∗, J·, ·, ·K∗) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, (g∗, ad,R) 为其伴随表示, 则 (g∗, ad,R) 的余伴随

表示记为 (g; ad∗,−R∗τ), 其中 L∗ = Dad∗,−R∗τ .

通过直接计算, 有如下命题.

命题 2.2 [29] 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)为一个 Lie-Yamaguti代数, V 为一个线性空间. 假设 ρ : g → gl(V )

和 µ : ⊗2g → gl(V ) 均为线性映射, 则 (V ; ρ, µ) 为 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 上的一个表示当且仅当在直和 g⊕ V

上有一个 Lie-Yamaguti 代数结构 ([·, ·]n, J·, ·, ·Kn), 其中
[x+ u, y + v]n = [x, y] + ρ(x)v − ρ(y)u,Jx+ u, y + v, z + wKn = Jx, y, zK +D(x, y)w + µ(y, z)u− µ(x, z)v,

这里 x, y, z ∈ g和 u, v, w ∈ V . 这个 Lie-Yamaguti代数 (g⊕V, [·, ·]n, J·, ·, ·Kn)称作半直积 Lie-Yamaguti

代数, 记作 gnρ,µ V .

Lie-Yamaguti 代数的上同调理论已在文献 [27] 中建立, 在此直接给出 Lie-Yamaguti 代数的 1 阶

闭链的定义.

定义 2.3 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, 且 (V ; ρ, µ) 为 g 上的一个表示. 一个线

性映射 f : g → V 称作 g 关于表示 (V ; ρ, µ) 的一个 1 阶闭链, 如果 f 满足

f([x, y]) = ρ(x)f(y)− ρ(y)f(x),

f(Jx, y, zK) = D(x, y)f(z) + µ(y, z)f(x)− µ(x, z)f(y), ∀x, y, z ∈ g.
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例 2.4 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 上的一个导子是一个线性映射 ∆ : g → g, 使得如下等

式成立:

∆([x, y]) = [∆(x), y] + [x,∆(y)],

∆(Jx, y, zK) = J∆(x), y, zK + Jx,∆(y), zK + Jx, y,∆(z)K, ∀x, y, z ∈ g,

则 Lie-Yamaguti 代数 g 上任意一个导子都是关于伴随表示 (g; ad,R) 的一个 1 阶闭链.

3 相对 Rota-Baxter 算子、经典 Yang-Baxter 方程和局部闭链 Lie-Yamaguti 双

代数

本节定义经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程, 并给出它的解与相对 Rota-Baxter 算子之间的关

系. 作为副产品, 本节推广 Bai 等 [3] 和 Benito 等 [9] 在 Lie 代数上所做的工作. 最后, 给出局部闭链型

的 Lie-Yamaguti 双代数的概念. 首先, 回顾一些相关概念.

定义 3.1 [20] 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, (V ; ρ, µ) 为 g 的一个表示, T : V → g

为一个线性映射. 如果 T 满足

[Tu, Tv] = T (ρ(Tu)v − ρ(Tv)u),JTu, Tv, TwK = T (D(Tu, Tv)w + µ(Tv, Tw)u− µ(Tu, Tw)v), ∀u, v, w ∈ V,

则称 T 为 g 上关于表示 (V ; ρ, µ) 的一个相对 Rota-Baxter 算子.

更多关于相对 Rota-Baxter 算子与预 Lie-Yamaguti 代数之间的关系的细节, 可参见文献 [20]. 接

下来,引入一些符号和术语.本节指出 r =
∑

i xi ⊗ yi ∈ ⊗2g是一个 2-张量. 首先, r =
∑

i xi ⊗ yi ∈ ⊗2g

可通过以下方式嵌入到一个 n-张量 rpq ∈ ⊗ng (n > 2) 当中:

rpq :=
∑
i

zi1 ⊗ · · · ⊗ zin,

其中对于所有 1 6 p ̸= q 6 n, 有

zij =


xi, j = p,

yi, j = q,

1, i ̸= p, q.

设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, 分别定义 [r, r] ∈ ⊗3g 和 Jr, r, rK ∈ ⊗4g 为

[r, r] = [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23], (3.1)Jr, r, rK = Jr31, r32, r43K + Jr13, r41, r12K + Jr42, r23, r21K + Jr41, r42, r43K. (3.2)

方程 (3.1) 和 (3.2) 当中的 rpq 分别是 r ∈ ⊗2g 的嵌入 3-张量和嵌入 4-张量.

更确切地, 有

[r, r] =
∑
ij

([xi, xj ]⊗ yi ⊗ yj + xi ⊗ [yi, xj ]⊗ yj + xi ⊗ xj ⊗ [yi, yj ]),

Jr, r, rK = ∑
ijk

(Jyk, xi, xjK ⊗ yi ⊗ yj ⊗ xk + yj ⊗ Jyk, xi.xjK ⊗ yi ⊗ xk

+ yi ⊗ yj ⊗ Jxi, xj , ykK ⊗ xk + yi ⊗ yj ⊗ yk ⊗ Jxi, xj , xkK).
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对于任意 x ∈ g, 分别定义两个线性映射 δ : g → ⊗2g 和 ω : g → ⊗3g 如下:

δ(x) :=
∑
i

([x, xi]⊗ yi + xi ⊗ [x, yi]), (3.3)

ω(x) :=
∑
ij

(Jx, xi, xjK ⊗ yj ⊗ yi + yj ⊗ Jxi, x, xjK ⊗ yi + yj ⊗ yi ⊗ Jxi, xj , xK). (3.4)

接下来, 将两个线性映射 δ∗ : ⊗2g∗ → g∗ 和 ω∗ : ⊗3g∗ → g∗ 分别记为 [·, ·]∗ 和 J·, ·, ·K∗.
对于所有 x ∈ g, 令 

δ1(x) :=
∑
i

xi ⊗ [x, yi],

δ2(x) :=
∑
i

[x, xi]⊗ yi

(3.5)

以及 

ω1(x) :=
∑
ij

Jx, xi, xjK ⊗ yj ⊗ yi,

ω2(x) :=
∑
ij

yj ⊗ Jxi, x, xjK ⊗ yi,

ω3(x) :=
∑
ij

yj ⊗ yi ⊗ Jxi, xj , xK.
(3.6)

命题 3.1 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, r ∈ ⊗2g. 假设 r 是反对称的, 并且 δ 和

ω 分别由方程 (3.3) 和 (3.4) 给出, 则 δ∗ : ⊗2g∗ → g∗ 是反对称的且 ω∗ : ⊗3g∗ → g∗ 关于前两个变量是

反对称的.

证明 事实上, 对于任意 x ∈ g, 有

σ12ω1(x) =
∑
ij

yj ⊗ Jx, xi, xjK ⊗ yi = −
∑
ij

yj ⊗ Jxi, x, xjK ⊗ yi = −ω2(x),

σ12ω2(x) =
∑
ij

Jxi, x, xjK ⊗ yj ⊗ yi = −
∑
ij

Jx, xi, xjK ⊗ yj ⊗ yi = −ω1(x),

σ12ω3(x) =
∑
ij

yi ⊗ yj ⊗ Jxi, xj , xK = −
∑
ij

yi ⊗ yj ⊗ Jxj , xi, xK = −ω3(x).

这表明, ω∗关于前两个变量是反对称的. 由于 r是反对称的,因此对于所有 x ∈ g,有 σ12δ1(x) = −δ2(x)

和 σ12δ2(x) = −δ1(x). 因此, δ∗ 是反对称的. 证毕.

一个 2-张量 r 诱导一个如下线性映射 r♯ : g∗ → g:

⟨r♯(ξ), η⟩ = ⟨r, ξ ⊗ η⟩, ∀ ξ, η ∈ g∗. (3.7)

类似地, 一个 2-张量 B ∈ ⊗2g∗ 诱导一个线性映射 B♮ : g → g∗:

⟨B♮(x), y⟩ = B(x, y), ∀x, y ∈ g. (3.8)
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命题 3.2 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, r =
∑

i xi ⊗ yi. 假设 r 是反对称的, 且

δ : g → ⊗2g 和 ω : g → ⊗3g 分别由方程 (3.3) 和 (3.4) 给出, 则有

[ξ, η]∗ = ad∗r♯(ξ)η − ad∗r♯(η)ξ,Jξ, η, ζK∗ = L∗(r♯(ξ), r♯(η))ζ −R∗(r♯(ζ), r♯(η))ξ +R∗(r♯(ζ), r♯(ξ))η, ∀ ξ, η, ζ ∈ g∗.

证明 只需要证明

⟨δ(x), ξ ⊗ η⟩ = ⟨x, [ξ, η]∗⟩, (3.9)

⟨ω(x), ξ ⊗ η ⊗ ζ⟩ = ⟨x, Jξ, η, ζK∗⟩, ∀x ∈ g∗, ξ, η, ζ ∈ g∗. (3.10)

令 r =
∑

i xi ⊗ yi. 由于 r 是反对称的, 所以有

⟨x,R∗(r♯(ζ), r♯(η))ξ⟩ = −⟨Jx, r♯(ζ), r♯(η)K, ξ⟩
= −⟨r♯(ζ),R∗(x, r♯(η))ξ⟩

= −⟨r, ζ ⊗R∗(x, r♯(η))ξ⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨xi,R∗(x, r♯(η))ξ⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨r♯(η),L∗(xi, x)ξ⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨r, η ⊗ L∗(xi, x)ξ⟩

=
∑
ij

⟨yi, ζ⟩⟨yj , η⟩⟨xj ,L∗(xi, x)ξ⟩

= −
⟨∑

ij

Jx, xi, xjK ⊗ yj ⊗ yi, ξ ⊗ η ⊗ ζ

⟩
= −⟨ω1(x), ξ ⊗ η ⊗ ζ⟩.

因此, 得到

−⟨x,R∗(r♯(ζ), r♯(η))ξ⟩ = ⟨ω1(x), ξ ⊗ η ⊗ ζ⟩.

类似地, 有

⟨x,L∗(r♯(ξ), r♯(η))ζ⟩ = −⟨Jr♯(ξ), r♯(η), xK, ζ⟩
= ⟨r♯(ξ),R∗(r♯(η), x)ζ⟩

= ⟨r, ξ ⊗R∗(r♯(η), x)ζ⟩

=
∑
j

⟨yj , ξ⟩⟨xj ,R∗(r♯(η), x)ζ⟩

= −
∑
j

⟨yj , ξ⟩⟨r♯(η),R∗(xj , x)ζ⟩

= −
∑
j

⟨yj , ξ⟩⟨r, η ⊗R∗(xj , x)ζ⟩

= −
∑
ij

⟨yj , ξ⟩⟨yi, η⟩⟨xi,R∗(xj , x)ζ⟩
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=

⟨∑
ij

yj ⊗ yi ⊗ Jxi, xj , xK, ξ ⊗ η ⊗ ζ

⟩
= ⟨ω3(x), ξ ⊗ η ⊗ ζ⟩

以及

⟨x,R∗(r♯(ζ), r♯(ξ))η⟩ = −⟨Jx, r♯(ζ), r♯(ξ)K, η⟩
= −⟨r♯(ζ),R∗(x, r♯(ξ))η⟩

= −⟨r, ζ ⊗R∗(x, r♯(ξ))η⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨xi,R∗(x, r♯(ξ))η⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨r♯(ξ),L∗(xi, x)η⟩

= −
∑
i

⟨yi, ζ⟩⟨r, ξ ⊗ L∗(xi, x)η⟩

=
∑
ij

⟨yi, ζ⟩⟨yj , ξ⟩⟨xj ,L∗(xi, x)η⟩

=

⟨∑
ij

yj ⊗ Jxi, x, xjK ⊗ yi, ξ ⊗ η ⊗ ζ

⟩
= ⟨ω2(x), ξ ⊗ η ⊗ ζ⟩.

因此, 方程 (3.10) 成立. 类似地, 方程 (3.9) 也成立, 在此省略细节.

定理 3.1 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, r ∈ ⊗2g 是非退化的、反对称的, 则 r 满

足如下方程: [r, r] = 0,

Jr, r, rK = 0
(3.11)

当且仅当 r♯ : g∗ → g是 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)上关于余伴随表示 (g∗; ad∗,−R∗τ)的一个相对 Rota-Baxter算

子, 其中 [r, r] 和 Jr, r, rK 分别由方程 (3.1) 和 (3.2) 给出.

证明 设 ξ, η, ζ ∈ g∗ 和 r =
∑

i xi ⊗ yi. 通过计算, 有

⟨ξ ⊗ η, r⟩ =
∑
i

⟨ξ, xi⟩⟨η, yi⟩ =
⟨
ξ,
∑
i

⟨η, yi⟩xi

⟩
.

由 r 的反对称性, 有

T (ξ) =
∑
i

⟨ξ, yi⟩xi.

通过计算可得

T (L∗(T (ξ), T (η))ζ) = T

(
L∗

(∑
i

⟨ξ, yi⟩xi,
∑
j

⟨η, yj⟩xj

)
ζ

)
=

∑
ij

⟨ξ, yi⟩⟨η, yj⟩T (L∗(xi, xj)ζ)

1311



赵嘉等: 经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程和 Lie-Yamaguti 双代数

=
∑
ij

⟨ξ, yi⟩⟨η, yj⟩
∑
k

⟨L∗(xi, xj)ζ, yk⟩xk

= −
∑
ijk

⟨ξ, yi⟩⟨η, yj⟩⟨ζ, Jxi, xj , ykK⟩xk

= −(⟨ξ, ·⟩ ⊗ ⟨η, ·⟩ ⊗ ⟨ζ, ·⟩ ⊗ 1)Jr31, r32, r43K.
类似地, 有

−T (R∗(T (ζ), T (η))ξ) = −
∑
ij

⟨ζ, yi⟩⟨η, yj⟩T (R∗(xi, xj)ξ)

=
∑
ijk

⟨ζ, yi⟩⟨η, yj⟩⟨ξ, Jyk, xi, xjK⟩xk

= −(⟨ξ, ·⟩ ⊗ ⟨η, ·⟩ ⊗ ⟨ζ, ·⟩ ⊗ 1)Jr13, r41, r12K,
T (R∗(T (ζ), T (ξ))η) =

∑
ij

⟨ζ, yi⟩⟨ξ, yj⟩T (R∗(xi, xj)η)

=
∑
ijk

⟨ζ, yi⟩⟨ξ, yj⟩⟨η, Jyk, xi, xjK⟩xk

= −(⟨ξ, ·⟩ ⊗ ⟨η, ·⟩ ⊗ ⟨ζ, ·⟩ ⊗ 1)Jr42, r23, r21K,JT (ξ), T (η), T (ζ)K = ∑
ijk

J⟨ξ, yi⟩xi, ⟨η, yj⟩xj , ⟨ζ, yk⟩xkK
=

∑
ijk

⟨ξ, yi⟩⟨η, yj⟩⟨ζ, yk⟩Jxi, xj , xkK
= (⟨ξ, ·⟩ ⊗ ⟨η, ·⟩ ⊗ ⟨ζ, ·⟩ ⊗ 1)Jr41, r42, r43K.

因此得到

⟨κ, JT (ξ), T (η), T (ζ)K − T (L∗(T (ξ), T (η))ζ −R∗(T (ζ), T (η))ξ +R∗(T (ζ), T (ξ))η)⟩

= ⟨ξ ⊗ η ⊗ ζ ⊗ κ, Jr, r, rK⟩.
类似地有如下关系式:

⟨κ, [T (ξ), T (η)]− T (ad∗T (ξ)η − ad∗T (η)ξ)⟩ = ⟨ξ ⊗ η ⊗ κ, [r, r]⟩.

因此, 结论成立.

由此给出如下经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程和经典 r-矩阵的概念.

定义 3.2 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, r ∈ ⊗2g. 定理 3.1 中的方程 (3.11) 称为

g 中经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程, r 称为 g 中经典 Lie-Yamaguti r-矩阵.

作为直接推论, 有如下结论.

推论 3.1 如果 r ∈ ⊗2g 是反对称的经典 Lie-Yamaguti r-矩阵, 则线性映射 r♯ : g∗ → g 为从

(g∗, [·, ·]∗ , J·, ·, ·K∗) 到 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 的 Lie-Yamaguti 代数同态, 其中 r♯ 由 (3.7) 给出.

例 3.1 设 g 为一个 2 维 Lie-Yamaguti 代数, 其一组基为 {e1, e2}, 其中的非平凡运算定义为

[e1, e2] = e1, Je1, e2, e2K = e1,

则任意反对称 2-张量 r = k(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) 均为经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程的解.
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以下结论同 Lie 代数和 3-Lie 代数上的结论相平行.

命题 3.3 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)为一个 Lie-Yamaguti代数, r ∈ ⊗2g. 假设 r 是非退化的、反对称的,

则 r 是 g 上的经典 r-矩阵当且仅当如下定义的非退化的、反对称的双线性形式 ω ∈ ∧2g∗:

ω(x, y) := ⟨(r♯)−1(x), y⟩, ∀x, y ∈ g

是一个辛结构 2).

证明 由于 r ∈ ⊗2g 是非退化的, 所以对于所有 ξ, η, ζ ∈ g∗, 存在 x, y, z ∈ g, 使得 r♯(ξ) = x,

r♯(η) = y, r♯(ζ) = z. 由定理 3.1 得

ω(w, Jx, y, zK) = −⟨(r♯)−1(Jr♯(ξ), r♯(η), r♯(ζ)K, w)⟩
= −⟨L∗(r♯(ξ), r♯(η))ζ −R∗(r♯(ζ), r♯(η))ξ +R∗(r♯(ζ), r♯(ξ))η, w⟩

= ⟨ζ, Jr♯(ξ), r♯(η), wK⟩ − ⟨ξ, Jw, r♯(ζ), r♯(η)K⟩+ ⟨η, Jw, r♯(ζ), r♯(ξ)K⟩
= ω(z, Jx, y, wK)− ω(x, Jw, z, yK) + ω(y, Jw, z, xK)

以及

ω(z, [x, y]) = −⟨(r♯)−1([r♯(ξ), r♯(η)]), z⟩

= −⟨ad∗r♯(ξ)η − ad∗r♯(η)ξ, z⟩

= ⟨η, [r♯(ξ), z]⟩ − ⟨ξ, [r♯(η), z]⟩

= ω(y, [x, z])− ω(x, [y, z]).

证毕.

由一个 2-张量 T ∈ V ∗ ⊗ g, 诱导一个线性映射 T : V → g:

T (v, ξ) := ⟨ξ, Tv⟩, ξ ∈ g∗, v ∈ V.

如下定理的结论与 Lie 代数和 3-Lie 代数上的结论相平行.

定理 3.2 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, (V ; ρ, µ) 为其一个表示, 则在以上记号

意义下, T : V → g 是 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 上关于表示 (V ; ρ, µ) 的一个相对 Rota-Baxter 算子当且仅当

r = T − σ12(T )

是半直积 Lie-Yamaguti 代数 gnρ∗,−µ∗τ V ∗ 的经典 r-矩阵.

证明 设 {v1, . . . , vn} 为向量空间 V 上的一组基, 且 {v∗1 , . . . , v∗n} 为其对应的对偶基, 则有

T =
∑
i

v∗i ⊗ Tvi ∈ V ∗ ⊗ g ⊂ ⊗2(gnρ∗,−µ∗τ V ∗).

直接计算, 有

Jr13, r41, r12K = ∑
ijk

(JTvi, T vk, T vjK ⊗ v∗i ⊗ v∗j ⊗ v∗k − JTvi, T vk, v∗j K ⊗ v∗i ⊗ Tvj ⊗ v∗k

2) Lie-Yamaguti 代数上辛结构的概念取自文献 [20].
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+ Jv∗i , T vk, T vjK ⊗ Tvi ⊗ v∗j ⊗ v∗k + JTvi, v∗k, T vjK ⊗ v∗i ⊗ v∗j ⊗ Tvk),Jr42, r23, r21K = ∑
ijk

(v∗j ⊗ JTvk, T vi, T vjK ⊗ v∗i ⊗ v∗k − Tvj ⊗ JTvk, T vi, v∗j K ⊗ v∗i ⊗ v∗k

− v∗j ⊗ Jv∗k, T vi, T vjK ⊗ v∗i ⊗ Tvk − v∗j ⊗ JTvk, v∗i , T vjK ⊗ Tvi ⊗ v∗k),Jr31, r32, r43K = ∑
ijk

(v∗i ⊗ v∗j ⊗ JTvi, T vj , T vkK ⊗ v∗k − v∗i ⊗ v∗j ⊗ JTvi, T vj , v∗kK ⊗ Tvk

− Tvi ⊗ v∗j ⊗ Jv∗i , T vj , T vkK ⊗ v∗k − v∗i ⊗ Tvj ⊗ JTvi, v∗j , T vkK ⊗ v∗k),Jr41, r42, r43K = ∑
ijk

(−v∗i ⊗ v∗j ⊗ v∗k ⊗ JTvi, T vj , T vkK + v∗i ⊗ v∗j ⊗ Tvk ⊗ JTvi, T vj , v∗kK
− Tvi ⊗ v∗j ⊗ v∗k ⊗ Jv∗i , T vj , T vkK + v∗i ⊗ Tvj ⊗ v∗k ⊗ JTvi, v∗j , T vkK).

同样有 ∑
i

Tvi ⊗ JTvi, T vj , v∗kK = ∑
i

Tvi ⊗D∗(Tvi, T vj)v
∗
k

=
∑
i

Tvi ⊗
∑
m

⟨D∗(Tvi, T vj)v
∗
k, vm⟩v∗m

=
∑
im

Tvi ⊗ (−⟨D(Tvi, T vj)vm, v∗k⟩v∗m)

= −
∑
m

T (D(Tvi, T vj)vm)⊗ v∗m

以及 ∑
i

Tvi ⊗ Jv∗i , T vj , T vkK = ∑
i

Tvi ⊗ (−µ∗(Tvk, T vj)v
∗
i )

=
∑
i

Tvi ⊗
∑
m

(−⟨µ∗(Tvk, T vj)v
∗
i , vm⟩v∗m)

=
∑
im

Tvi ⊗ (⟨µ(Tvk, T vj)vm, v∗i ⟩v∗m)

=
∑
m

T (µ(Tvk, T vj)vm)⊗ v∗m.

记

O1(u, v, w) = JTu, Tv, TwK − T (D(Tu, Tv)w + µ(Tv, Tw)u− µ(Tu, Tw)v), ∀u, v, w ∈ V.

因此

Jr, r, rK = Jr13, r41, r12K + Jr42, r23, r21K + Jr31, r32, r43K + Jr41, r42, r43K
=

∑
ijk

(O1(vi, vj , vk)⊗ v∗i ⊗ v∗j ⊗ v∗k + v∗j ⊗O1(vk, vi, vj)⊗ v∗i ⊗ v∗k

+ v∗i ⊗ v∗j ⊗O1(vi, vj , vk)⊗ v∗k − v∗i ⊗ v∗j ⊗ v∗k ⊗O1(vi, vj , vk)).

同样有

[r, r] = [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23]
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=
∑
ij

(O2(vi, vj)⊗ v∗i ⊗ v∗j − v∗i ⊗O2(vi, vj)⊗ v∗k + v∗i ⊗ v∗j ⊗O2(vi, vj)),

其中

O2(u, v) := [Tu, Tv]− T (ρ(Tu)v − ρ(Tv)u), ∀u, v ∈ V.

因此, 若 r 为一个 r-矩阵, 即

[r, r] = 0, Jr, r, rK = 0

当且仅当

O1(vi, vj , vk) = 0, O2(vi, vj) = 0

对于所有 i、j 和 k 都成立, 而后者意味着 T 为一个相对 Rota-Baxter 算子. 证毕.

命题 3.4 设 (A, ∗, {·, ·, ·}) 为一个预 Lie-Yamaguti 代数, 且 {ei}ni=1 为 A 的一组基, {e∗i }ni=1 为

其对应的对偶基, 则

r :=

n∑
i=1

(ei ⊗ e∗i − e∗i ⊗ ei)

为 Lie-Yamaguti 代数 AnAd∗,−R∗τ A∗ 的反对称的 r-矩阵, 其中 (A; Ad, R) 为邻接 Lie-Yamaguti 代数

Ac 的表示. r 是非退化的, 在 AnAd∗,−R∗τ A∗ 上所诱导的双线性形式 B 由 (4.1) 给出.

证明 由文献 [20, 定理 3.11] 知, 恒等映射 Id : A → A 是预 Lie-Yamaguti 代数 (A, ∗, {·, ·, ·})
的邻接 Lie-Yamaguti 代数 Ac 关于表示 (A; Ad, R) 的一个相对 Rota-Baxter 算子. 由定理 3.2 知

r =
∑n

i=1(ei ⊗ e∗i − e∗i ⊗ ei) 是 Lie-Yamaguti 代数 AnAd∗,−R∗τ A∗ 的经典 Yang-Baxter 方程的反对称

解. 不难看出, 相应的双线性形式由 (4.1) 给出. 证毕.

为了将文献 [19] 中 Semenov-Tyan-Shanskii 给出的结论推广到 Lie-Yamaguti 代数上来, 需要回顾

二次 Lie-Yamaguti 代数的概念并证明一个引理.

定义 3.3 [14] 一个二次 Lie-Yamaguti代数为一个 Lie-Yamaguti代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K),且其上带有
一个非退化的对称双线性形式 B ∈ ⊗2g∗ 满足如下条件:

B([x, y], z) = −B(y, [x, z]), (3.12)

B(Jx, y, zK, w) = B(x, Jw, z, yK), ∀x, y, z ∈ g. (3.13)

将一个二次 Lie-Yamaguti 代数记为 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B).
引理 3.1 设 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B) 为一个二次 Lie-Yamaguti 代数, 则由 (3.8) 所诱导的映射 B♮ :

g → g∗ 是伴随表示 (g; ad,R) 与余伴随表示 (g∗; ad∗,−R∗τ) 之间的一个同构.

证明 对于任意 x, y, z, w ∈ g, 都有

⟨B♮(adxy)− ad∗xB♮(y), z⟩ = B([x, y], z) + ⟨B♮(y), [x, z]⟩ = B([x, y], z) + B(y, [x, z]) = 0.

由 z 的任意性, 有

B♮(adxy) = ad∗xB♮(y), ∀x, y ∈ g.

类似地, 有

⟨B♮(R(x, y)z) +R∗(y, x)B♮(z), w⟩ = B(Jz, x, yK, w) + ⟨R∗(y, x)B♮(z), w⟩
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= B(Jz, x, yK, w)− B(z, Jw, y, xK)
= 0.

由 w 的任意性, 有

B♮(R(x, y)z) = −R∗(y, x)B♮(z), ∀x, y, z ∈ g.

因此, B♮ 是伴随表示与余伴随表示之间的一个同构. 证毕.

推论 3.2 设 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B) 为一个二次 Lie-Yamaguti 代数, 则 B♮ : g → g∗ 满足

B♮(L(x, y)z) = L∗(x, y)B♮(z), ∀x, y, z ∈ g.

证明 证明同引理 3.1 类似, 在此省略细节.

现在将 Semonov-Tyan-Shanskii 给出的结论推广到 Lie-Yamaguti 代数上.

定理 3.3 设 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B)为一个二次 Lie-Yamaguti代数, 且 T : g∗ → g为一个线性映射,

则 T 是 g 上关于余伴随表示 (g∗; ad∗,−R∗τ) 的一个相对 Rota-Baxter 算子当且仅当 T ◦ B♮ 是 g 上关

于伴随表示 (g; ad,R) 的一个相对 Rota-Baxter 算子.

证明 对于所有 x, y, z ∈ g, 由引理 3.1 知

(T ◦ B♮)([T ◦ B♮(x), y] + [x, T ◦ B♮(y)]) = T (B♮(adT◦B♮(x)y)− B♮(adT◦B♮(y)x))

= T (ad∗T◦B♮(x)B♮(y)− ad∗T◦B♮(y)B♮(x))

以及

(T ◦ B♮)(JT ◦ B♮(x), T ◦ B♮(y), zK + Jx, T ◦ B♮(y), T ◦ B♮(z)K − Jy, T ◦ B♮(x), T ◦ B♮(z)K)
= T (L∗(T ◦ B♮(x), T ◦ B♮(y))B♮(z)−R∗(T ◦ B♮(z), T ◦ B♮(y))B♮(x) +R∗(T ◦ B♮(z), T ◦ B♮(x))B♮(y)).

因此, T 是 g上关于余伴随表示 (g∗; ad∗,−R∗τ)的一个相对 Rota-Baxter算子当且仅当 T ◦B♮ 是 g上

关于伴随表示 (g; ad,R) 的一个相对 Rota-Baxter 算子. 证毕.

如下推论可直接得到.

推论 3.3 设 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B) 为一个二次 Lie-Yamaguti 代数, 则 r ∈ ∧2g 为 g 上的经典 Lie-

Yamaguti Yang-Baxter 方程的解当且仅当 r♯ ◦ B♮ : g → g 是 g 上关于伴随表示 (g; ad,R) 的一个相对

Rota-Baxter 算子.

本节最后, 给出局部闭链 Lie-Yamaguti 双代数的定义.

定义 3.4 一个局部闭链 Lie-Yamaguti 双代数为一个 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K), 并且包
含两个线性映射 δ = δ1 + δ2 : g → ⊗2g 和 ω = ω1 + ω2 + ω3 : g → ⊗3g, 使得 (δ∗, ω∗) 为 g∗ 上的一个

Lie-Yamaguti 代数结构, 且如下条件成立:

• δ1 是关于表示 (⊗2g; 1⊗ ad, 1⊗R) 的一个 1 阶闭链;

• δ2 是关于表示 (⊗2g; ad⊗ 1,R⊗ 1) 的一个 1 阶闭链;

• ω1 是关于表示 (⊗3g; ad⊗ 1⊗ 1,R⊗ 1⊗ 1) 的一个 1 阶闭链;

• ω2 是关于表示 (⊗3g; 1⊗ ad⊗ 1, 1⊗R⊗ 1) 的一个 1 阶闭链;

• ω3 是关于表示 (⊗3g; 1⊗ 1⊗ ad, 1⊗ 1⊗R) 的一个 1 阶闭链.
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注 3.1 当一个 Lie-Yamaguti 代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 退化为一个 Lie 三系 (g, J·, ·, ·K) 时, 可以得到

Lie三系上的局部闭链双代数结构: 在 Lie三系 (g, J·, ·, ·K)上存在余代数结构 ω = ω1+ω2+ω3 : g → ⊗3g,

使得如下条件成立:

• ω1 是关于表示 (⊗3g; ad⊗ 1⊗ 1,R⊗ 1⊗ 1) 的一个 1 阶闭链;

• ω2 是关于表示 (⊗3g; 1⊗ ad⊗ 1, 1⊗R⊗ 1) 的一个 1 阶闭链;

• ω3 是关于表示 (⊗3g; 1⊗ 1⊗ ad, 1⊗ 1⊗R) 的一个 1 阶闭链, 其中 (g;R) 是 Lie 三系 g 上的伴

随表示.

注 3.2 在此需指出, 一般而言, 方程 (3.5) 和 (3.6) 中的 δi 和 ωj (1 6 i 6 2, 1 6 j 6 3) 不

再是 Lie-Yamaguti 代数 g 的 1 阶闭链, 因此经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程不能给出局部闭链

Lie-Yamaguti 双代数. 与 3-Lie 代数情形不同, 即使 Lie-Yamaguti 代数退化为 Lie 三系, 这些 ωj 也不

是 1 阶闭链. 这意味着, Lie 三系的经典 Yang-Baxter 方程的解也无法给出 Lie 三系上的局部闭链条

件. 因此, 同样作为拥有三元运算的高阶结构, 3-Lie 代数同 Lie 三系有很大的差别.

4 Manin 三元组、匹配对和 double Lie-Yamaguti 双代数

考虑 double Lie-Yamaguti 双代数, 并给出 double Lie-Yamaguti 双代数与局部闭链 Lie-Yamaguti

双代数之间的关系. 首先, 引入 Manin 三元组的概念.

定义 4.1 设 g1 和 g2 均为 Lie-Yamaguti代数. 一个 Manin三元组是一个二次 Lie-Yamaguti代

数 ((g, [·, ·], J·, ·, ·K),B), 满足
(i) 作为线性空间, 有 g = g1 ⊕ g2;

(ii) g1 和 g2 均为 g 的迷向子代数, 即 B(x1, y1) = B(x2, y2) = 0 对于所有的 x1, y1 ∈ g1 和

x2, y2 ∈ g2 都成立;

(iii) 对于所有的 x1, y1 ∈ g1 和 x2, y2 ∈ g2, 有

pr1Jx1, y1, x2K = 0, pr1Jx1, x2, y1K = 0, pr2Jx2, y2, x1K = 0, pr2Jx2, x1, y2K = 0,

其中 pr1 和 pr2 分别是 g1 ⊕ g2 到 g1 和 g2 上的投射.

将一个 Lie-Yamaguti 代数 Manin 三元组记为 ((g,B), g1, g2), 或简记为 (g, g1, g2).

注 4.1 回顾 Lie-Yamaguti代数 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)上的一个积结构是一个 Nijenhuis算子 E : g → g

并且满足 E2 = Id. 在 g上存在积结构 E 当且仅当 g可分解为两个子代数的直和 g = g1⊕g2. 定义 4.1

中的条件 (iii) 恰好是完美 (perfect) 积结构的条件. 更多关于 Lie-Yamaguti 代数上积结构与复结构的

细节, 可参见文献 [21]. 因此一个 Lie-Yamaguti 代数的 Manin 三元组 ((g,B), g1, g2) 实际上是一个二
次 Lie-Yamaguti 代数, 并且其上存在一个完美积结构使得其分解子代数是迷向的.

设 ((g,B), g1, g2)和 ((g′,B′), g′1, g
′
2)为两个 Lie-Yamaguti代数 Manin三元组. 在 ((g,B), g1, g2)和

((g′,B′), g′1, g
′
2) 之间的一个同构是一个 Lie-Yamaguti 代数同构 f : g → g′ 满足

f(g1) ⊂ g′1, f(g2) ⊂ g′2, B(x, y) = B′(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ g.

设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 和 (g∗, [·, ·]∗ , J·, ·, ·K∗) 为 Lie-Yamaguti 代数. 在 g⊕ g∗ 上存在一个自然的、非退

化的、对称双线性形式 B:

B(x+ ξ, y + η) = ⟨x, η⟩+ ⟨ξ, y⟩, ∀x, y ∈ g, ξ, η ∈ g∗. (4.1)

1317



赵嘉等: 经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程和 Lie-Yamaguti 双代数

对于所有 x, y, z ∈ g 和 ξ, η, ζ ∈ g∗, 定义一对运算 ([·, ·]g⊕g∗ , J·, ·, ·Kg⊕g∗) 为

[x+ ξ, y + η]g⊕g∗ = [x, y] + ad∗xξ − ad∗yη + [ξ, η]∗ + ad∗ξy − ad∗ηx, (4.2)Jx+ ξ, y + η, z + ζKg⊕g∗ = Jx, y, zK + L∗(x, y)ζ − nR∗(z, y)ξ +R∗(z, x)η

+ Jξ, η, ζK∗ + L∗(ξ, η)z −R∗(ζ, η)x+R∗(ζ, ξ)y. (4.3)

这里 (ad∗,−R∗τ) 和 (ad∗,−R∗τ) 分别是 g 在 g∗ 上和 g∗ 在 g 上的余伴随表示, 其中 L∗ = Dad∗,−R∗τ

和 L∗ = Dad∗,−R∗τ .

注意到, 由 (4.2) 和 (4.3) 给出的运算 ([·, ·]◃▹, J·, ·, ·K◃▹) 关于双线性形式 B 是不变的, 其中 B 由
(4.1) 给出, 且满足定义 4.1 中的条件 (iii). 如果 (g ⊕ g∗, [·, ·]

g⊕g∗ , J·, ·, ·Kg⊕g∗) 为一个 Lie-Yamaguti 代

数, 不难看出 g 和 g∗ 关于双线性形式 B 是迷向的. 因此, ((g⊕ g∗,B), g, g∗) 是 g 和 g∗ 的一个 Manin

三元组, 称作标准 Manin 三元组.

命题 4.1 Lie-Yamaguti 代数上的任何 Manin 三元组都同一个标准 Manin 三元组同构.

证明 设 g1 和 g2 均为 Lie-Yamaguti 代数. 如果 ((g = g1 ⊕ g2,B), g1, g2) 为一个 Lie-Yamaguti

代数 Manin 三元组, 则作为线性空间, 通过下式可得 g2 同构于 g∗1:

⟨α, x⟩ := B(α, x), ∀α ∈ g2, x ∈ g1.

因此, 在 g∗1 上存在一个相应的 Lie-Yamaguti 代数结构. 则 ((g1 ⊕ g2,B), g1, g2) 与标准 Manin 三元组

((g1 ⊕ g∗1,B), g1, g∗1) 同构. 证毕.

接下来, 引入 Lie-Yamaguti 代数的匹配对的概念. 设 (g1, [·, ·]1, J·, ·, ·K1) 和 (g2, [·, ·]2, J·, ·, ·K2) 为
Lie-Yamaguti 代数, 且 ρ1 : g1 → gl(g2), µ1 : ⊗2g1 → gl(g2) 和 ρ2 : g2 → gl(g1), µ2 : ⊗2g2 → gl(g1) 为

线性映射. 在 g1 ⊕ g2 上, 对于所有 x, y, z ∈ g1 和 u, v, w ∈ g2, 定义一对运算 ([·, ·]◃▹, J·, ·, ·K◃▹) 如下:

[x+ u, y + v]◃▹ = [x, y]1 + ρ2(u)y − ρ2(v)x+ [u, v]2 + ρ1(x)v − ρ1(y)u, (4.4)Jx+ u, y + v, z + wK◃▹ = Jx, y, zK1 +D2(u, v)z + µ2(v, w)x− µ2(u,w)y

+ Ju, v, wK2 +D1(x, y)w + µ2(y, z)u− µ2(x, z)v, (4.5)

其中, D1 := Dρ1,µ1 和 D2 := Dρ2,µ2 . 注意到, 一般情形下, ([·, ·]◃▹, J·, ·, ·K◃▹) 未必是 Lie-Yamaguti 代数

结构.

注 4.2 注意到, 由 (4.2) 和 (4.3) 所定义的运算 ([·, ·]
g⊕g∗ , J·, ·, ·Kg⊕g∗) 为 (4.4) 和 (4.5) 所定义的

运算的特殊情形, 其中, g1 = g, g∗ = g2 以及 ρ1 = ad∗, µ1 = −R∗τ, ρ2 = ad∗, µ2 = −R∗τ .

定义 4.2 设 (g1, [·, ·]1, J·, ·, ·K1) 和 (g2, [·, ·]2, J·, ·, ·K2) 均为 Lie-Yamaguti 代数. 如果由 (4.4) 和

(4.5) 所定义的运算 ([·, ·]◃▹ , J·, ·, ·K◃▹) 构成了 g1 ⊕ g2 上的一个 Lie-Yamaguti 代数结构, 则称四元组

(g1, g2; (ρ1, µ1), (ρ2, µ2)) 为一个 Lie-Yamaguti 代数的匹配对.

命题 4.2 在如上记号意义下, 四元组 (g1, g2; (ρ1, µ1), (ρ2, µ2)) 为 Lie-Yamaguti 代数的匹配对当

且仅当如下条件成立:

(i) (g2; ρ1, µ1) 为 g1 的表示;

(ii) (g1; ρ2, µ2) 为 g2 的表示;

(iii) 对于所有 x, y, z ∈ g1 和 u, v, w ∈ g2, 以下等式成立:

[ρ2(u)x, y]1 − ρ2(ρ1(x)u)y − ρ2(u)[x, y]1 − [ρ2(u)y, x]1 + ρ2(ρ1(y)u)x = 0, (4.6)
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Jρ2(u)x, y, zK1 = Jρ2(u)y, x, zK1, (4.7)

µ2(u, v)[x, y]1 − µ2(ρ1(y)u, v)x+ µ2(ρ1(x)u, v)y = 0, (4.8)Jx, y, ρ2(u)zK1 = ρ2(D1(x, y)u)z + ρ2(u)Jx, y, zK1, (4.9)

µ2(u, ρ1(x)v)y = [x, µ2(u, v)y]1, (4.10)

ρ2(µ1(x, y)u)z = ρ2(µ1(x, z)u)y, (4.11)Jx, y, µ2(u, v)zK1 = µ2(u, v)Jx, y, zK1 + µ2(D1(x, y)u, v)z + µ2(u,D1(x, y)v)z, (4.12)

µ2(u, µ1(x, y)v)z = Jµ2(u, v)z, x, yK1 −D2(v, µ1(z, x)u)y + µ2(v, µ1(z, y)u)x, (4.13)

µ2(u, µ2(x, y)v)z = D2(µ1(z, x)u, v)y − Jx, µ2(u, v)z, yK1 + µ2(v, µ2(z, y)u)x, (4.14)

[ρ1(x)u, v]1 − ρ1(ρ2(u)x)v − ρ1(x)[u, v]2 − [ρ1(x)v, u]2 + ρ1(ρ2(v)x)u = 0, (4.15)Jρ1(x)u, v, wK2 = Jρ1(x)v, u, wK2, (4.16)

µ1(x, y)[u, v]2 − µ1(ρ2(v)x, y)u+ µ1(ρ2(u)x, y)v = 0, (4.17)Ju, v, ρ1(x)wK2 = ρ1(D2(u, v)x)w + ρ1(x)Ju, v, wK2, (4.18)

µ1(x, ρ2(u)y)v = [u, µ1(x, y)v]2, (4.19)

ρ1(µ2(u, v)x)w = ρ1(µ2(u,w)x)v, (4.20)Ju, v, µ1(x, y)wK2 = µ1(x, y)Ju, v, wK2 + µ1(D2(u, v)x, y)w + µ1(x,D2(u, v)y)w, (4.21)

µ1(x, µ2(u, v)y)w = Jµ1(x, y)w, u, vK2 −D1(y, µ2(w, u)x)v + µ1(y, µ2(w, v)x)u, (4.22)

µ1(x, µ1(u, v)y)w = D1(µ2(w, u)x, y)v − Ju, µ1(x, y)w, vK2 + µ1(y, µ1(w, v)x)u, (4.23)

其中, D1 = Dρ1,µ1 , D2 = Dρ2,µ2 .

证明 证明是直接的, 在此省略细节.

通过直接计算, 也可得到如下推论.

推论 4.1 在命题 4.2 的假设条件下, 对于所有的 x, y, z ∈ g1 和 u, v, w ∈ g2, 有如下等式成立:

D2(ρ1(x)u, v) = D2(ρ1(x)v, u),

D2(u, v)[x, y]1 = [D2(u, v)x, y]1 + [x,D2(u, v)y]1,

D2(u, v)Jx, y, zK1 = JD2(u, v)x, y, zK1 + Jx,D2(u, v)y, zK1 + Jx, y,D2(u, v)zK1,
D1(ρ2(u)x, y) = D1(ρ2(u)y, x),

D2(x, y)[u, v]2 = [D2(x, y)u, v]2 + [u,D2(x, y)v]2,

D2(x, y)Ju, v, wK2 = JD2(x, y)u, v, wK2 + Ju,D2(x, y)v, wK2 + Ju, v,D2(x, y)wK2.
在以下命题中, 可以看出 Lie-Yamaguti 代数上 Manin 三元组与匹配对之间的关系.

命题 4.3 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 和 (g∗, [·, ·]∗, J·, ·, ·K∗) 均为 Lie-Yamaguti 代数, 则四元组 (g, g∗; (ad∗,

−R∗τ), (ad∗,−R∗τ))是一个 Lie-Yamaguti代数匹配对当且仅当 ((g⊕g∗,B), g, g∗)是一个 Lie-Yamaguti

代数 Manin 三元组, 其中不变双线性形式 B 由 (4.1) 给出.

证明 设 (g, g∗; (ad∗,−R∗τ), (ad∗,−R∗τ))为 Lie-Yamaguti代数的一个匹配对,则 (g⊕g∗, [·, ·]g⊕g∗ ,J·, ·, ·Kg⊕g∗) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, 其中 ([·, ·]g⊕g∗ , J·, ·, ·Kg⊕g∗) 由 (4.2) 和 (4.3) 给出. 仅需要证明
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B 满足不变性条件 (3.12) 和 (3.13). 事实上, 对于所有 x, y, z, w ∈ g 和 ξ, η, ζ, δ ∈ g∗, 一方面, 有

B(x+ ξ, [y + η, z + ζ]g⊕g∗)

= B(x+ ξ, [y, z] + ad∗yζ − ad∗zη + [η, ζ]∗ + ad∗ηz − ad∗ζy)

= ⟨x, ad∗yζ − ad∗zη + [η, ζ]∗⟩+ ⟨ξ, [y, z] + ad∗ηz − ad∗ζy⟩

= −⟨[y, x], ζ⟩+ ⟨[z, x], η⟩+ ⟨x, [η, ζ]∗⟩+ ⟨ξ, [y, z]⟩ − ⟨[η, ξ]∗, z⟩+ ⟨[ζ, ξ]∗, y⟩.

另一方面, 同样有

B([x+ ξ, y + η]g⊕g∗ , z + ζ)

= B([x, y] + ad∗xη − ad∗yξ + [ξ, η]∗ + ad∗ξy − ad∗ηx, z + ζ)

= ⟨ad∗xη − ad∗yξ + [ξ, η]∗, z⟩+ ⟨[x, y] + ad∗ξy − ad∗ηx, ζ⟩

= −⟨η, [x, z]⟩+ ⟨ξ, [y, z]⟩+ ⟨[ξ, η]∗, z⟩+ ⟨[x, y], ζ⟩ − ⟨y, [ξ, ζ]∗⟩+ ⟨x, [η, ζ]∗⟩.

因此, 得到 B(x+ ξ, [y + η, z + ζ]g⊕g∗) = B([x+ ξ, y + η]g⊕g∗ , z + ζ). 类似地, 一方面, 有

B(Jx+ ξ, y + η, z + ζKg⊕g∗ , w + δ)

= B(Jx, y, zK + L∗(x, y)ζ −R∗(z, y)ξ +R∗(z, x)η

+ Jξ, η, ζK∗ + L∗(ξ, η)z −R∗(ζ, η)x+R∗(ζ, ξ)y, w + δ)

= ⟨Jx, y, zK + L∗(ξ, η)z −R∗(ζ, η)x+R∗(ζ, ξ)y, δ⟩

+ ⟨Jξ, η, ζK∗ + L∗(x, y)ζ −R∗(z, y)ξ +R∗(z, x)η, w⟩

= ⟨Jx, y, zK, δ⟩ − ⟨z, Jξ, η, δK∗⟩+ ⟨x, Jδ, ζ, ηK∗⟩ − ⟨y, Jδ, ζ, ξK∗⟩
+ ⟨Jξ, η, ζK∗, w⟩ − ⟨ζ, Jx, y, wK∗⟩+ ⟨ξ, Jw, z, yK⟩ − ⟨η, Jw, z, xK⟩.

另一方面, 同样有

B(x+ ξ, Jw + δ, z + ζ, y + ηKg⊕g∗)

= B(x+ ξ, Jw, z, yK + L∗(w, z)η −R∗(y, z)δ +R∗(y, w)ζ

+ Jδ, ζ, ηK∗ + L∗(δ, ζ)y −R∗(η, ζ)w +R∗(η, δ)z)

= ⟨x, Jδ, ζ, ηK∗ + L∗(w, z)η −R∗(y, z)δ +R∗(y, w)ζ⟩

+ ⟨ξ, Jw, z, yK + L∗(δ, ζ)y −R∗(η, ζ)w +R∗(η, δ)z⟩

= ⟨x, Jδ, ζ, ηK∗⟩ − ⟨Jw, z, xK, η⟩+ ⟨Jx, y, zK, δ⟩ − ⟨Jx, y, wK, ζ⟩
+ ⟨ξ, Jw, z, yK⟩ − ⟨Jδ, ζ, ξK∗, y⟩+ ⟨Jξ, η, ζK∗, w⟩ − ⟨Jξ, η, δK∗, z⟩.

因此得到 B(Jx+ ξ, y + η, z + ζKg⊕g∗ , w + δ) = B(x+ ξ, Jw + δ, z + ζ, y + ηKg⊕g∗).

反之, 如果 ((g ⊕ g∗,B), g, g∗) 为一个 Manin 三元组, 其中 B 由 (4.1) 给出. 对于所有 x ∈ g 和

ξ, η, ζ ∈ g∗, 由 (3.12), 有

⟨η, ρ2(ξ)x⟩ = B(η, [ξ, x]g⊕g∗) = −B([ξ, η]∗, x) = −⟨[ξ, η]∗, x⟩ = ⟨η, ad∗ξx⟩,
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此式蕴涵 ρ2 = ad∗. 由 (3.13), 同样有

⟨ζ, µ2(ξ, η)x⟩ = B(ζ, Jx, ξ, ηKg⊕g∗) = B(Jζ, η, ξK∗, x) = ⟨Jζ, η, ξK∗, x⟩ = −⟨ζ,R∗(η, ξ)x⟩,

此式蕴涵 µ2 = −R∗τ. 类似地, 有 ρ1 = ad∗ 和 µ1 = −R∗τ . 因此有 (g, g∗, (ad∗,−R∗τ), (ad∗,−R∗τ)) 为

Lie-Yamaguti 代数的一个匹配对. 证毕.

现在引入 double Lie-Yamaguti 双代数的概念. 在此之前, 先给出如下命题.

命题 4.4 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)为一个 Lie-Yamaguti代数,且 δ : g → ⊗2g和 ω : g → ⊗3g为两个线

性映射. 则 (g, g∗; (ad∗,−R∗τ), (ad∗,−R∗τ)) 为一个 Lie-Yamaguti 代数匹配对当且仅当如下条件成立:

(i) (g, δ, ω) 为一个 Lie-Yamaguti 余代数;

(ii) 对于所有的 x, y, z ∈ g, 以下相容性条件成立:

δ([x, y]) = (adx ⊗ 1 + 1⊗ adx)δ(y)− (ady ⊗ 1 + 1⊗ ady)δ(x), (4.24)

(1⊗R(y, z))δ(x) = (1⊗R(x, z))δ(y), (4.25)

ω([x, y]) = (1⊗ 1⊗ adx)ω(y)− (1⊗ 1⊗ ady)ω(x), (4.26)

δ(Jx, y, zK) = (L(x, y)⊗ 1 + 1⊗ L(x, y))ω(z), (4.27)

(R(y, z)⊗ 1)δ(x) = (R(x, z)⊗ 1)δ(y), (4.28)

ω(Jx, y, zK) = (L(x, y)⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ L(x, y)⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ L(x, y))ω(z), (4.29)

(1⊗R(y, x)⊗ 1−R(x, y)⊗ 1⊗ 1)ω(z)

= σ12σ23(1⊗R(x, z)⊗ 1)ω(y) + σ23(1⊗R(y, z)⊗ 1)ω(x). (4.30)

证明 只需要证明方程 (4.6)–(4.23)等价于条件 (ii). 注意到当 ρ1 = ad∗, µ1 = −R∗τ 且 ρ2 = ad∗,

µ2 = −R∗τ 时, 方程 (4.6)–(4.9) 和 (4.11)–(4.13) 分别等价于条件 (4.24)–(4.30), 方程 (4.10) 等价于条

件 ω 关于前两个变量是反对称的, 并且方程 (4.13) 与 (4.14) 等价. 事实上, 对于所有 x, y, z ∈ g 和

ξ, η ∈ g∗, 通过直接计算, 有

⟨[ad∗ξx, y]− ad∗ad∗
xξ
y − ad∗ξ [x, y]− [ad∗ξy, x] + ad∗ad∗

yξ
x, η⟩

= ⟨δ(x), ξ ⊗ ad∗yη⟩+ ⟨δ(y), ad∗xξ ⊗ η⟩+ ⟨δ([x, y]), ξ ⊗ η⟩+ ⟨δ(y), ξ ⊗ ad∗xη⟩ − ⟨δ(x), ad∗yξ ⊗ η⟩

= ⟨δ([x, y])− (adx ⊗ 1 + 1⊗ adx)δ(y) + (ady ⊗ 1 + 1⊗ ady)δ(x), ξ ⊗ η⟩,

此式蕴涵 (4.6) 等价于 (4.24). 同时, 有

⟨Jad∗ξx, y, zK − Jad∗ξy, x, zK, ζ⟩ = −⟨ad∗ξx,R∗(y, z)η⟩+ ⟨ad∗ξy,R∗(x, z)η⟩

= ⟨δ(x), ξ ⊗R∗(y, z)η⟩ − ⟨δ(y), ξ ⊗R∗(x, z)η⟩

= ⟨−(1⊗R(y, z))δ(x) + (1⊗R(x, z))δ(y), ξ ⊗ η⟩,

此式蕴涵 (4.7)等价于 (4.25). 类似地, (4.8)–(4.9)和 (4.11)–(4.13)等价于 (4.26)–(4.30). 余下需要证明

(4.15)–(4.22) 分别等价于 (4.6)–(4.13). 下面给出 (4.13) 和 (4.22) 的等价性, 其余几式的等价性可类似

得到. 事实上, 有

⟨R∗(R∗(η, ξ)y, x)ζ + JR∗(y, x)ζ, ξ, ηK∗ − L∗(y,R∗(ξ, ζ)x)η −R∗(R∗(η, ζ)x, y)ξ, z⟩

1321



赵嘉等: 经典 Lie-Yamaguti Yang-Baxter 方程和 Lie-Yamaguti 双代数

= ⟨ζ, JR∗(η, ξ)y, z, xK⟩+ ⟨ζ,R(y, x)R∗(ξ, η)z⟩ − ⟨η,R(y, z)R∗(ξ, ζ)x⟩ − ⟨ξ,R(z, y)R∗(η, ζ)x⟩

= −⟨Jη,R∗(z, x)ζ, ξK∗, y⟩ − ⟨Jξ,R∗(y, x)ζ, ηK∗, z⟩ − ⟨JR∗(y, z)η, ξ, ζK∗, x⟩+ ⟨Jη,R∗(z, y)ξ, ζK∗, x⟩
= ⟨(R(y, z)⊗ 1⊗ 1− 1⊗R(z, y)⊗ 1)ω(x) + σ12σ23(1⊗R(y, x)⊗ 1)ω(z)

+ σ23(1⊗R(z, x)⊗ 1)ω(y), η ⊗ ξ ⊗ ζ⟩.

证毕.

定义 4.3 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K) 为一个 Lie-Yamaguti 代数, 且结构映射 δ : g → ⊗2g 和 ω : g → ⊗3g

是线性的. 如果命题 4.4 中的条件 (i) 和 (ii) 成立, 则称 g 为一个 double Lie-Yamaguti 双代数. 将一

个 Lie-Yamaguti 双代数记为 (g, [·, ·], J·, ·, ·K, δ, ω), 或者简记为 (g, g∗).

推论 4.2 如果 (g, g∗) 为一个 double Lie-Yamaguti 双代数, 则 (g∗, g) 也为一个 double Lie-

Yamaguti 双代数.

由命题 4.3 和 4.4, 有如下重要的结论.

定理 4.1 设 (g, [·, ·], J·, ·, ·K)为一个 Lie-Yamaguti代数,且映射 δ : g → ⊗2g和 ω : g → ⊗3g是线

性的. 假设对偶映射 (δ∗, ω∗) 在 g∗ 上也定义了一个 Lie-Yamaguti 代数结构, 则如下条件等价:

(1) (g, g∗) 为一个 double Lie-Yamaguti 双代数;

(2) 四元组 (g, g∗; (ad∗,−R∗τ), (ad∗,−R∗τ)) 为一个匹配对;

(3) 三元组 ((g⊕ g∗,B), g, g∗) 为一个标准 Manin 三元组, 其中 B 的不变性条件由 (4.1) 给出.

在该种情形下, Lie-Yamaguti 代数 (g ⊕ g∗, [·, ·]
g⊕g∗ , J·, ·, ·Kg⊕g∗) 称作 Lie-Yamaguti 双代数 (g, g∗) 的

double, 记为 g ◃▹ g∗.

如下命题给出局部闭链条件与 double 作为 Lie-Yamaguti 双代数的相容性条件的关系.

命题 4.5 一个 double Lie-Yamaguti 双代数可以给出一个局部闭链 Lie-Yamaguti 双代数.

证明 设 (g, δ, ω) 为一个 double Lie-Yamaguti 双代数. 令复数 k1、k2 和 k3 满足 k1 = k2 和

k1 + k2 + k3 = 1. 记 δi =
1
2δ 和 ωj = kjω, 其中 i = 1, 2, j = 1, 2, 3. 令 δ = δ1 + δ2 和 ω = ω1 + ω2 + ω3.

不难看出, δ1 和 δ2 分别为 g 关于表示 (⊗2g; 1 ⊗ ad, 1 ⊗ R) 和 (⊗2g; ad ⊗ 1,R ⊗ 1) 的一个 1 阶闭

链, 且 ω1、ω2 和 ω3 分别为关于表示 (⊗3g; ad ⊗ 1 ⊗ 1,R ⊗ 1 ⊗ 1)、(⊗3g; 1 ⊗ ad ⊗ 1, 1 ⊗ R ⊗ 1) 和

(⊗3g; 1 ⊗ 1 ⊗ ad, 1 ⊗ 1 ⊗R) 的一个 1 阶闭链. 因此, (δ, ω) 在 g 上定义了一个局部闭链 Lie-Yamaguti

双代数结构. 证毕.

本节最后给出几个 double Lie-Yamaguti 双代数的例子.

例 4.1 对于任意 Lie-Yamaguti代数 g,取 δ = 0和 ω = 0,则 (g, δ, ω)为一个 Lie-Yamaguti双代

数. 在此种情形下,相应的 Manin三元组给出了一个二次 Lie-Yamaguti代数 (gnad∗,−R∗τ g
∗,B). 对偶

地, 对于任意平凡的 Lie-Yamaguti 代数 g, 对于 g∗ 上的任意 Lie-Yamaguti 代数结构 (δ∗, ω∗), (g, δ, ω)

均为一个 Lie-Yamaguti 双代数. 这样的 Lie-Yamaguti 双代数称作平凡 Lie-Yamaguti 双代数.

例 4.2 设 g为由例 3.1给出的一个 2维 Lie-Yamaguti代数. 余括号 δ : g → ⊗2g和 ω : g → ⊗3g

由下式给出:

δ(e1) = e1 ⊗ e2, ω(e1) = e1 ⊗ e2 ⊗ e2.

则 δ∗ : ⊗2g∗ → g∗ 和 ω∗ : ⊗3g∗ → g∗ 在 g∗ 上定义了一个 Lie-Yamaguti 代数结构, 它与 g 同构. 不难

看出, (g, δ, ω) 为一个 Lie-Yamaguti 双代数.

例 4.3 设 g 为一个 4 维 Lie-Yamaguti 代数, 其一组基为 {e1, e2, e3, e4}. 非零括号为

[e1, e2] = 2e4, Je1, e2, e1K = e4.
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如果对偶映射 δ : g → ⊗2g 和 ω : g → ⊗3g 构成了 g∗ 上的一个 Lie-Yamaguti 代数结构, 使得

(g⊕ g∗, g, g∗) 为一个 Manin 三元组, 其中不变性条件由 (4.1) 给出, 则有 δ = 0 和 ω = 0.

致谢 在本文的撰写过程中, 吉林大学的生云鹤教授和唐荣老师针对本文给出了许多建设性的意见和建议, 对此我们
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The classical Lie-Yamaguti Yang-Baxter equation and
Lie-Yamaguti bialgebras

Jia Zhao & Yu Qiao

Abstract In this paper, we develop the bialgebra theory for Lie-Yamaguti algebras. For this purpose, we
exploit two types of compatibility conditions: the local cocycle condition and the double construction. We define
the classical Yang-Baxter equation in Lie-Yamaguti algebras and show that a solution to the classical Yang-
Baxter equation corresponds to a relative Rota-Baxter operator with respect to the coadjoint representation.
Furthermore, we generalize some results on Lie algebras and on 3-Lie algebras to the context of Lie-Yamaguti
algebras. Then we introduce the notion of matched pairs of Lie-Yamaguti algebras, which leads us to the concept
of double construction Lie-Yamaguti bialgebras following the Manin triple approach to Lie bialgebras. We prove
that matched pairs, Manin triples of Lie-Yamaguti algebras, and double construction Lie-Yamaguti bialgebras
are equivalent. Finally, we clarify that a local cocycle condition is a special case of a double construction for
Lie-Yamaguti bialgebras.
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