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摘要 本文将酉可分解张量的概念推广到广义酉可分解,研究了四阶广义酉可分解共轭部分对称 (con-

jugate partial symmetric, CPS)张量的性质和低秩逼近,证明了四阶广义酉可分解 CPS张量的 CPS秩

一和 CPS秩二逼近问题等价于带一范数约束的复二次优化问题.对两类广义酉可分解张量,本文证明

了可以通过序列秩一逼近和序列秩二逼近算法精确恢复原张量. 对 CP (CANDECOMP/PARAFAC)

秩小于阶数的四阶部分对称 (partial symmetric, PS) 张量, 本文证明了其 PS 秩等于 CP 秩, 刻画了低

秩四阶 CPS 张量的特征.
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1 引言

近年来,在信号处理 [22]、数据挖掘 [2]、统计推断 [15]和雷达探测 [7]等领域,张量的分解 [13]和低秩逼

近都发挥了重要的作用. 张量作为矩阵的推广,其保结构的分解和低秩逼近是十分重要的研究课题,并

取得了许多研究进展.例如, Brachat等 [5] 和 Comon等 [6] 研究了对称张量的对称秩和对称分解, Zhang

和 Golub [24] 研究了对称张量的正交分解, Nie [18] 研究了对称张量的对称低秩逼近, Nazih等 [16] 和 Qi

等 [20] 研究了非负张量的非负分解与非负低秩逼近等. 近期, Jiang 等 [12] 将 Hermite 矩阵的概念推

广到了高阶张量, 提出了共轭部分对称 (conjugate partial symmetric, CPS) 张量的概念. 他们证明了

恒取实值的复多项式可以用 CPS 张量一一表示, 并给出了 CPS 张量的一种分解. Nie 和 Yang [19] 及

Ni [17] 将 CPS 张量的概念推广到了 Hermite 张量, 并研究了 Hermite 张量的分解和理论性质, 给出了
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实 Hermite 张量存在实 Hermite 分解的充要条件. 在许多实际应用, 特别是复多项式优化问题中都会

遇到 CPS 张量, 如盲源分离、雷达波设计、波束成形和电力系统状态预测等 (参见文献 [1, 3, 7, 14]).

作为 Hermite 矩阵的高阶推广, CPS 张量继承了许多 Hermite 矩阵的良好性质, 例如 CPS 张量

的 C- 特征值总是实的 [12]. 近期, Fu 等 [10] 进一步研究了 CPS 张量的理论性质, 包括 CPS 张量的保

结构分解、对应的张量秩和最佳秩一逼近问题等. 已经知道, 确定张量的秩或者求张量的分解是 NP

(non-deterministic polynomial)- 困难的 [11]. 通常的做法是采用序列逼近的办法, 即反复求解当前张量

的最佳秩一逼近张量,然后减去这个秩一张量 [13]. 但是对一般张量这一方法并不能保证求出原张量的

秩一分解形式,甚至会出现张量减去其最佳秩一逼近后,秩反而增大的情形 [8]. 但对于某些有着特殊结

构的张量和某些特殊的分解, 可以证明这种序列秩一逼近 (successive rank-one approximation, SROA)

算法能够求出张量的精确秩一分解. 例如, Boralevi等 [4] 引入了酉可分解张量的概念. 而 Fu和 Fan [9]

研究了具有酉可分解性质的 CPS 张量的精确恢复问题. 他们证明了对酉可分解的 CPS 张量, SROA

算法可以精确恢复原张量. Sabir 等 [21] 提出了一种四阶 CPS 张量的矩阵外积分解, 并证明了 SROA

算法也可以精确求出这种分解. 本文则讨论了一类更广的四阶酉可分解张量的性质和低秩逼近.

Fu 和 Fan [9] 定义的酉可分解张量 T ∈ Cn4

可以表示成

T =

n∑
i=1

λiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui, λi ∈ R, (1.1)

且 {ui}ni=1 ⊂ Cn 相互正交, 这里 “◦” 表示张量的外积. 但对于实的非全对称的 CPS 张量, 即使张量是

酉可分解的, 也无法在实数域上找到其形如 (1.1) 的分解, 即不存在 {ui}ni=1 ⊂ Rn 使得分解 (1.1) 成

立. 这是因为实的秩一 CPS 张量一定是全对称的. 如果要将实 CPS 张量表示成秩一 CPS 张量的和,

则在分解 (1.1) 的等号右端必然出现复的秩一 CPS 张量, 这破坏了原来的实 CPS 张量的结构. 而本

文提出的广义酉可分解引入了秩二项, 在一定程度上解决了这一问题. 与酉可分解 CPS 张量不同, Fu

和 Fan [9] 提出的 SROA算法无法精确恢复广义酉可分解的 CPS张量. 我们对他们的序列秩一逼近算

法进行了修正, 并提出了一种新的序列秩二逼近 (successive rank-two approximation, SRTA) 算法. 我

们证明了对两类广义酉可分解的 CPS 张量, SROA 算法和 SRTA 算法的序列逼近方法可以分别精确

恢复原张量. 相较于之前的研究,本文有以下几点创新. 首先, 将酉可分解张量的概念推广到了广义酉

可分解, 并证明了四阶广义酉可分解 CPS 张量的秩一和秩二逼近问题等价于带 1 范数约束的复二次

优化问题.其次, 对两类特殊的四阶广义酉可分解 CPS张量, 证明了 SROA算法和 SRTA算法可以在

有限步内精确恢复原张量. 最后, 证明了对四阶部分对称 (partial symmetric, PS) 张量, 当张量的 CP

(CANDECOMP/PARAFAC) 秩小于等于 3 时, 其 CP 秩等于 PS 秩, 刻画了低秩四阶 CPS 张量的性

质. 在后文中, 为简便起见, 有时直接称 (广义) 酉可分解的张量为 (广义) 酉张量.

本文余下内容安排如下. 第 2 节介绍几个定义和符号以及四阶 CPS 张量的几个性质. 第 3 节提

出广义酉可分解张量的秩一和秩二逼近模型及性质. 第 4 节讨论两类四阶广义酉 CPS 张量的可恢复

性. 第 5 节研究四阶 PS 张量 CP 秩和 PS 秩的等价性. 第 6 节用数值算例验证前面理论的正确性和

算法的有效性. 最后, 第 7 节给出本文结论.

2 预备知识

本文研究的张量都是四阶的. 用花体字母 F 和 T 等表示张量,记四阶 n维复张量构成的线性空间

为 Cn4

. 对 T ∈ Cn4

,用 Tijkl表示其指标为 (i, j, k, l)的元素.记 [n] = {1, 2, . . . , n}. 符号 “◦”表示张量的
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外积, “⊗”表示 Kronecker乘积.对两个四阶张量 F , T ∈ Cn4

,定义其内积为 ⟨F , T ⟩ =
∑

i,j,k,l FijklTijkl,
向量和矩阵的内积的定义与此类似. 张量 F ∈ Cn4

的 Frobenius 范数为 ∥F∥F =
√
⟨F ,F⟩. 记张量 T

的 CP 秩为 rank(T ), 记 S(Cn) 为 n× n 对称复矩阵构成的集合. 对矩阵 M ∈ Cn×n 和张量 T ∈ Cn4

,

定义 vec(M) 和 vec(T ) 为将 M 和 T 展开得到的向量, 即

Mij = vec(M)i+(j−1)n, Tijkl = vec(T )i+(j−1)n+(k−1)n2+(l−1)n3 , (2.1)

注意 vec(x ◦ y) = y ⊗ x.

定义 2.1 (PS 和 CPS 张量) 设 T ∈ Cn4

, 如果 T 满足对于任意指标 (i, j, l, k) ∈ [n]4, 有

Tijkl = Tπ(ij)π(kl),

其中 π(·) 表示置换, 则称 T 是部分对称 (PS) 的, 记所有四阶 n 维 PS 张量构成的集合为 Cn4

ps . 如果

一个 PS 张量 T ∈ Cn4

ps 还满足 Tijkl = Tklij , 则称 T 是共轭部分对称 (CPS) 的, 记所有四阶 n 维 CPS

张量构成的集合为 Cn4

cps.

定理 2.1 [10] 设 T ∈ Cn4

, 则 T 是 CPS 张量当且仅当 T 可以分解成

T =
r∑

i=1

λiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui, (2.2)

其中 λi ∈ R, ui ∈ Cn, 1 6 i 6 r.

由定理 2.1 可知, 张量 T ∈ Cn4

是 CPS 的当且仅当它可以写成秩一 CPS 张量的和. 所以可以定

义 CPS 张量的 CPS 秩为

rankcps(T ) = min

{
r : T =

r∑
i=1

λiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui, λi ∈ R, ui ∈ Cn

}
. (2.3)

注意到这一定义与 CP秩不同. Fu等 [10]给出了一个 CP秩严格小于 CPS秩的张量例子. 还注意到,如

果一个 CPS张量 T 是实的但不是全对称的,则无法在实数域内找到 T 的形如 (2.2)的分解,即不存在

{ui}ri=1 ⊂ Rn使得分解成立. 为了在实数域内找到 T 的合适的分解,需要引入形如 x◦x◦y◦y+y◦y◦x◦x
的张量. 第 5 节将继续讨论这种分解. 如果一个 CPS 张量可以写成正交的秩一 CPS 张量之和, 则称

该张量是酉可分解的.

定义 2.2 (酉可分解张量 [9]) 设 T ∈ Cn4

cps, 如果存在相互正交的单位向量 {ui}ni=1 ⊂ Cn 和实数

{σi}ni=1 ⊂ R 使得

T =
n∑

i=1

σiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui,

则称 T 是酉可分解的.

在酉可分解张量的定义中, 每一个求和项都具有形如 σi · ui ◦ ui ◦ ui ◦ ui 的简单形式, 且 {ui}ni=1

相互正交. 酉可分解张量各秩一因子间的正交性使得其具有许多良好的性质, 然而这种正交格式所能

表示的张量却很有限. 例如, 假设 B ∈ S(Cn) 且 rank(B) = n, 并考虑张量 T = B ◦ B. 记 B = UΣUT

为 B 的 Tagaki 分解 [23], 其中 UT 表示 U 的 (非共轭) 转置, 则 B =
∑n

i=1 σi · ui ◦ ui, 且

T =

n∑
i=1

n∑
j=1

σiσj · ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj . (2.4)
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由后文中的定理 2.2, (2.4) 实际上是 T 的一个 CP 秩分解, 所以 rank(T ) = n2. 因为 n 维酉可分解

CPS 张量的 CP 秩最多不超过 n, 所以张量 T = B ◦ B 不是酉可分解的, 但其分解 (2.4) 同样具有比

较特殊的正交性. 受此启发, 定义如下的广义酉可分解张量.

定义 2.3 (广义酉可分解张量) 设 T ∈ Cn4

cps, 如果存在相互正交的单位向量 {ui}ni=1 ⊂ Cn 和对

称实矩阵 Σ ∈ Rn×n 使得

T =

n∑
i=1

n∑
j=1

σij · ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , (2.5)

其中 σij 表示矩阵 Σ 的元素, 则称 T 是广义酉可分解的, 并称 Σ 为张量 T 的系数矩阵.

如果 Σ ∈ Rn×n 是对角矩阵, 则 (2.5) 中的 T 退化为酉可分解张量. 令

D =

n∑
i=1

σii · u ◦ ui ◦ ui ◦ ui, (2.6)

F =
n∑

i=1

∑
j>i

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui), (2.7)

则 T = D+F . 称 D 为张量 T 的秩一部分和张量, F 为张量 T 的秩二部分和张量. 注意 D 自身就是
一个酉可分解的张量.

注 2.1 对广义酉可分解的张量 T , 一般情形下其广义酉分解并不是唯一的. 此处定义的秩一、

秩二部分和张量 D、F 都是针对 T 的给定分解的.

对于张量 T ∈ Cn4

, 设矩阵 L1, L2, L3, L4 ∈ Cn×n, 张量 T 与矩阵 {Li}4i=1 的多线性乘积定义为

C = (L1, L2, L3, L4) ∗ T ∈ Cn4

,

Ci1i2i3i4 =
∑

j1,j2,j3,j4

(L1)i1j1(L2)i2j2(L3)i3j3(L4)i4j4Tj1j2j3j4 . (2.8)

如果 L1, L2, L3 和 L4 均可逆, 则上面的多线性乘积是可逆的, 即

T = (L−1
1 , L−1

2 , L−1
3 , L−1

4 ) ∗ C,

并且此时有 rank(C) = rank(T ).

定理 2.2 设 T =
∑n

i,j=1 σij · ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 是广义酉可分解的 CPS 张量, 则 T 的 CP 秩等于

nnz(Σ), 其中 nnz(Σ) 表示矩阵 Σ 中非零元素的个数.

证明 因为 {ui}ni=1 ⊂ Cn 是一组标准正交基, 设 U = [u1, . . . , un] ∈ Cn×n, 则 UHui = ei. 令

C = (UH , UH , UT , UT ) ∗ T =
n∑

i,j=1

σij · ei ◦ ei ◦ ej ◦ ej .

注意到 rank(C) = rank(T ), 且 C 的转置

C[1,3,2,4] =
n∑

i,j=1

σij · ei ◦ ej ◦ ei ◦ ej .

因为展开矩阵

C[1,3;2,4] =
n∑

i,j=1

σij · vec(ei ◦ ej) ◦ vec(ei ◦ ej) ∈ Cn2×n2
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是一个对角矩阵, 且对角元为 {σij : 1 6 i, j 6 n}, 所以

rank(T ) = rank(C) > rank(C[1,3;2,4]) = nnz(Σ).

又因为 T =
∑n

i,j=1 σij · ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 是一个秩一分解, 其秩一求和项有 nnz(Σ) 个, 所以 rank(T )

= nnz(Σ).

由定理 2.2 可知, 广义酉可分解张量 T ∈ Cn4

cps 的广义酉分解也是一个 CP 秩分解.

3 广义酉可分解张量的低秩逼近

已有的张量低秩逼近问题都是以秩一逼近作为其最简单的情形. 但对四阶实 CPS 张量, 由上一

节的讨论可知, 其实数域上的秩一逼近无法保持原张量的结构. 可以证明, 在实数域上, 非全对称的四

阶 CPS 实张量的秩最低为 2, 所以用秩二逼近作为四阶实 CPS 张量的最简单的低秩逼近. 下面讨论

广义酉可分解 CPS 张量的两种低秩逼近问题.

3.1 广义酉可分解张量的 CPS 秩一逼近

本小节考虑广义酉张量 T ∈ Cn4

cps 的最佳 CPS 秩一逼近问题, 我们说明关于 T 的最佳 CPS 秩一

逼近问题等价于一个带 1 范数约束的复二次优化模型. 考虑下面的 CPS 秩一逼近模型:

min ∥T − λx ◦ x ◦ x ◦ x∥2F
s.t. ∥x∥2 = 1, x ∈ Cn, λ ∈ R.

(3.1)

通过将目标函数展开, 并对 λ 先进行优化, 可得其最优解为 λ∗ = ⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩. 所以原问题 (3.1)

等价于

max |⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩|

s.t. ∥x∥2 = 1, x ∈ Cn.
(3.2)

在 T 的广义酉分解中, {ui}ni=1 是一组标准正交基, 对 x ∈ Cn, 记 βi = ⟨x, ui⟩ = uH
i x, 则 x =

β1u1 + · · ·+ βnun. 所以

⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩ =
⟨ n∑

i,j=1

σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , x ◦ x ◦ x ◦ x
⟩

=
n∑

i,j=1

σij⟨ui, x⟩2⟨uj , x⟩
2

=

n∑
i,j=1

σijβ2
i β

2
j .

记 y = [β2
1 , . . . , β

2
n]

T ∈ Cn, 则 ⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩ = yHΣy. 注意到 ∥x∥22 = 1 等价于 ∥y∥1 =
∑n

i=1 |β2
i |

= ∥UHx∥22 = 1, 所以模型 (3.2) 又等价于如下模型:

max |yHΣy|

s.t. ∥y∥1 = 1.
(3.3)
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这是一个带 1范数约束的复二次优化模型,可以给出上面模型最优值的一个上界. 首先由范数不等式,

有 |yHΣy| 6 ∥y∥∞∥Σy∥1. 对满足约束的 y ∈ Cn, 因为 ∥y∥1 =
∑n

i=1 |yi| = 1, 所以 ∥y∥∞ = max{|yi| :
1 6 i 6 n} 6 1. 所以由矩阵范数的定义, 有

|yHΣy| 6 ∥y∥∞∥Σy∥1 6 ∥Σy∥1 6 ∥Σ∥1.

于是可知模型最优值的一个上界为 ∥Σ∥1. 注意到 Σ 是对称矩阵, 根据矩阵无穷范数和 1 范数的计算

公式

∥Σ∥1 = max
16j6n

n∑
i=1

|σij |, ∥Σ∥∞ = max
16i6n

n∑
j=1

|σij |,

由对称性可知 ∥Σ∥1 = ∥Σ∥∞. 所以模型 (3.3) 最优值的一个上界为 ∥Σ∥∞ 或者 ∥Σ∥1.
问题 (3.3) 一般没有显式解, 需要用迭代的方式求解. 但当矩阵 Σ 有着比较特殊的结构时, 可以

用 Σ 的元素给出上面模型的最优值, 如 Fu 和 Fan [9] 考虑的酉可分解张量, 其中的矩阵 Σ 是对角的.

对于这种情形, 容易得到其最佳秩一逼近的解. 这里利用范数不等式给出一个简单的证明.

引理 3.1 设 T ∈ Cn4

cps 是一个酉可分解的张量, Σ = diag(σ1, . . . , σn) ∈ Rn×n 为其系数矩阵, 设

|σk| = max{|σi| : 1 6 i 6 n}, 则 T 的最佳 CPS 秩一逼近问题的一个解为 uk.

证明 因为 T 的最佳秩一逼近问题 (3.2) 等价于 max{|yHΣy| : ∥y∥1 = 1}, 所以由不等式

|yHΣy| 6 ∥y∥1∥Σy∥∞ = max
16i6n

|σiyi| 6 max
16i6n

|σi| = |σk|

可知模型 (3.2) 最大值不超过 |σk|. 而当 x = uk 时, (3.2) 的目标函数值恰为 |σk|.
第 4节将考虑一类广义酉可分解张量,这种广义酉可分解张量的系数矩阵同样有着比较特殊的结

构, 即后文所定义的弱对角占优性. 我们将利用这个性质证明本文提出的 SROA算法可以在有限步内

求得张量的广义酉分解.

上面讨论了复 CPS 张量的秩一逼近, 现在考虑实 CPS 张量 T ∈ Rn4

cps 在实数域上的秩一逼近. 在

模型 (3.1) 中, 如果将 x 限制在 Rn 内, 则容易验证上面的结论依然成立, 唯一的区别在于所有的变量

都取实数. 但如第 2节中所讨论的, 对非全对称的实张量 T ∈ Rn4

cps, 模型 (3.1)在实数域上求得的最佳

秩一逼近张量 λx◦x◦x◦x是全对称的,不能保持原张量部分对称但非全对称的结构. 所以无法仅利用

模型 (3.1)在有限步求得非全对称的广义酉张量 T 的分解, 即如果令 T 1 = T , 并记 λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk

为 T k 在实数域上的最佳 CPS 秩一逼近, 且 T k+1 = T k − λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk, 则不存在有限的正整数

N 使得

T =

N∑
k=1

λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk.

下一小节将考虑用秩二的 CPS张量逼近原有的 CPS张量, 这种逼近可以保持原张量部分对称但

非全对称的性质.

3.2 广义酉可分解张量的 CPS 秩二逼近

本小节研究广义酉可分解张量 T ∈ Cn4

cps 的一类 CPS 秩二逼近问题. 如第 2 节所述, 考虑用形如

z ◦ z ◦ w ◦ w + w ◦ w ◦ z ◦ z 的秩二张量来逼近 T , 即

min ∥T − η(z ◦ z ◦ w ◦ w + w ◦ w ◦ z ◦ z)∥2F
s.t. ⟨z, w⟩ = 0, ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1, η ∈ R.

(3.4)
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记 B = z ◦ z ◦w ◦w+w ◦w ◦ z ◦ z, 注意到 T 和 B 都是 CPS 张量, 所以二者的内积 ⟨T ,B⟩ 为实数. 将

目标函数展开可得

∥T − ηB∥2F = ∥T ∥2F + η2∥B∥2F − 2η⟨T ,B⟩,

固定 w 和 z, 并先对 η 进行优化, 可以求得其最优解为 η∗ = ⟨T ,B⟩/∥B∥2F , 此时目标函数值为 ∥T ∥2F
−⟨T ,B⟩2/∥B∥2F . 又由 ⟨z, w⟩ = 0 可知 ∥B∥2F = 2, 所以原问题等价于

max |⟨T ,B⟩|

s.t. B = z ◦ z ◦ w ◦ w + w ◦ w ◦ z ◦ z,

⟨z, w⟩ = 0, ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1.

(3.5)

又因为 T 是共轭部分对称的, 所以有 ⟨T , w ◦ w ◦ z ◦ z⟩ = ⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩, 因此

⟨T ,B⟩ = ⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w + w ◦ w ◦ z ◦ z⟩

= 2ℜ(⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩).

如果 ℜ(⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩) ̸= |⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩|, 则可以通过选取 θ ∈ [0, 2π] 使得

z′ = eiθz, ℜ(⟨T , z′ ◦ z′ ◦ w ◦ w⟩) = |⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩|.

此时仍有 ∥z′∥2 = 1, ⟨z′, w⟩ = 0, 所以问题 (3.4) 可以转化为

max |⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩|

s.t. ⟨z, w⟩ = 0, ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1.
(3.6)

对广义酉可分解的 CPS 张量 T =
∑n

i=1

∑n
j=1 σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , 令 αi = ⟨z, ui⟩, βi = ⟨w, ui⟩,

1 6 i 6 n, 因为 {ui}ni=1 是 Cn 的一组标准正交基, 所以

z =
n∑
1

αiui, w =
n∑
1

βiui.

计算可得

⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

σij · ⟨ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

σijα
2
iβ

2
j .

令 p = [α2
1, . . . , α

2
n]

T, q = [β2
1 , . . . , β

2
n]

T, 则 ⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩ = pHΣq. 如果先不考虑正交约束, 则模型

(3.6) 可以松弛为

max{|pHΣq| : ∥p∥1 = ∥q∥1 = 1}. (3.7)

由不等式

|pHΣq| 6 ∥p∥1∥Σq∥∞ = max
16i6n

( n∑
j=1

|σij ||qj |
)

6 max
16i6n

((
max
16j6n

|σij |
) n∑

j=1

|qj |
)

= max
16i,j6n

|σij |,

可知 max16i,j6n |σij | 为模型 (3.6) 最优值的一个上界. 设 |σkl| = max16i,j6n |σij |, 则有

|⟨T , uk ◦ uk ◦ ul ◦ ul⟩| =
∣∣∣∣ n∑
i=1

n∑
j=1

σij⟨ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , uk ◦ uk ◦ ul ◦ ul⟩
∣∣∣∣ = |σkl|,

即模型 (3.6) 去掉正交约束后的一个解为 (z∗, w∗) = (uk, ul). 由以上讨论, 有如下定理.
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定理 3.1 设 T =
∑n

i=1

∑n
j=1 σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 是广义酉可分解的,且 Σ ∈ Rn×n 为其系数矩阵,

设 |σkl| = max16i,j6n |σij |, 则 (z∗, w∗) = (uk, ul) 为模型

max{|⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩| : ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1}

的一个解. 进一步假设对任意 (i, j) ̸= (k, l) 或 (i, j) ̸= (l, k), 有 |σkl| > |σij |, 则模型的最优解集为

S = {(eiθuk, e
iξul) : θ, ξ ∈ [0, 2π]} ∪ {(eiθul, e

iξuk) : θ, ξ ∈ [0, 2π]}.

证明 由之前的讨论可知 |σkl| 是模型的最优值, 且 (uk, ul) 是一个最优解. 若对于任意 (i, j)

̸= (k, l) 或 (i, j) ̸= (l, k), 有 |σkl| > |σij |, 计算可知对于任意 (z, w) ∈ S, 有 |⟨T , z ◦ z ◦w ◦w⟩| = |σkl|, 即
S 的元素都是模型的最优解. 假设模型在点 (z∗, w∗) 处取到最大值, 沿用之前的记号, 则有

|σkl| =
n∑

i=1

n∑
j=1

|pi||qj ||σij |.

上式右端是 {|σij | : 1 6 i, j 6 n} 的凸组合, 所以有 |pk| = |ql| = 1 或 |pl| = |qk| = 1. 不妨设 |pk|
= |ql| = 1, 则此时 |uH

k z| = |uH
l w| = 1, 所以存在 θ, ξ ∈ [0, 2π] 使得 z∗ = eiθuk, w

∗ = eiξul. 所以

(z∗, w∗) ∈ S. 若 |pl| = |qk| = 1, 则可类似地说明 (z∗, w∗) ∈ S. 所以模型的解集为 S.

注意到, 若 (z, w) = (eiθui, e
iξuj), 令

η = ⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩

= e2(ξ−θ)i⟨T , ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj⟩

= e2(ξ−θ)iσij ,

则有 ηz ◦ z ◦w ◦w = σijui ◦ ui ◦uj ◦ uj . Fu和 Fan [9] 研究了用序列秩一逼近算法恢复酉可分解的 CPS

张量. 由上面的讨论,很自然可以想到用序列的秩二逼近算法恢复广义酉可分解的 CPS张量. 第 4节

将研究利用序列的秩二逼近恢复一类广义酉可分解的张量.

注 3.1 上面讨论的情形都是复的. 但容易验证, 定理 3.1 对实的情形仍然是成立的.

4 序列秩一逼近和秩二逼近算法

设 T ∈ Cn4

cps 是广义酉可分解的四阶 CPS 张量, 且其广义酉分解为

T =
n∑

i=1

n∑
j=1

σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj . (4.1)

记

D =

n∑
i=1

σiiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui, (4.2)

F =

n∑
i=1

n∑
j=i+1

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui), (4.3)
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且称 D 为 T 的秩一部分和张量, F 为 T 的秩二部分和张量. 注意 D 本身就是一个酉可分解的张量.

对酉可分解的 CPS 张量, Fu 和 Fan [9] 考虑了用序列秩一逼近算法来求其分解, 且证明了 SROA(Fu)

算法 (见算法 1) 可以在有限步内求得原张量的酉分解.

算法 1 SROA(Fu) 算法

初始化: k = 1, T 1 = T .

For k = 1, 2, . . . ,

xk = argmax{|⟨T k, x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1},
λk = ⟨T k, xk ◦ xk ◦ xk ◦ xk⟩,
T k+1 = T k − λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk.

End For

输出: {(xk, λk)}k>1.

但对本文考虑的广义酉可分解 CPS 张量, SROA(Fu) 算法无法在有限步内求得原张量的广义酉

分解. 本节提出了一种新的序列秩一逼近算法和一种新的序列秩二逼近算法. 对满足一定条件的广义

酉可分解的张量, 我们证明这两种算法可以在有限步内求得原张量的广义酉分解. 本节接下来的内容

中将详细说明两种算法的步骤与性质.

4.1 广义酉可分解张量的序列秩一逼近

假设 T ∈ Cn4

cps 是一个广义酉可分解的 CPS 张量, 考虑用如下的序列秩一逼近 (SROA) 算法 (见

算法 2) 来恢复 T 的秩一部分和张量 D.

算法 2 SROA 算法

初始化: k = 1, T 1 = T .

For k = 1, 2, . . . ,

xk = argmax{|⟨T k, x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1, ⟨x, xl⟩ = 0, 1 6 l < k},
λk = ⟨T k, xk ◦ xk ◦ xk ◦ xk⟩,
T k+1 = T k − λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk.

End For

输出: {(xk, λk)}k>1.

注 4.1 与 Fu 和 Fan [9] 提出的 SROA(Fu) 算法不同的是, 我们要求第 k 步的解 xk 正交于之前

的所有的解 {xl}k−1
l=1 . 因为广义酉张量 T 的分解中含有秩二交叉项, 如果不添加正交约束, 则求得的

最佳秩一逼近张量可能不在原张量的分解中. 例如, 考虑 2× 2 矩阵 B = e1 ◦ e1 + 2e2 ◦ e2 和张量

T (1) = B ◦B = e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e1 + 4e2 ◦ e2 ◦ e2 ◦ e2 + 2e1 ◦ e1 ◦ e2 ◦ e2 + 2e2 ◦ e2 ◦ e1 ◦ e1.

上式给出了 T (1) 的一个广义酉分解. 问题 max{|⟨T (1), x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1} 的最优解和最优值分
别为 x(1) = e2, λ

(1) = 4. 所以可以令

T (2) = T − λ(1)x(1) ◦ x(1) ◦ x(1) ◦ x(1)

= e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e1 + 2e1 ◦ e1 ◦ e2 ◦ e2 + 2e2 ◦ e2 ◦ e1 ◦ e1.

问题 max{|⟨T (2), x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1} 的最优值和一个最优解为

λ(2) = 4/3, x(2) = (
√
2/3,

√
1/3),
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但秩一张量 λ(2)x(2) ◦ x(2) ◦ x(2) ◦ x(2) 不在 T 的分解中, 且 T (2) 减去这个秩一张量后的 CP 秩反而增

大. 但添加了正交约束 ⟨x, x(1)⟩ = 0 后, 其最优值和最优解分别为 λ(2) = 1, x(2) = e1. 这表明在 SROA

算法中, 正交约束对广义酉张量 T 的精确恢复是必要的.

对于一般的广义酉可分解张量, SROA 并不保证一定能够求出其广义酉分解. 但如果广义酉可分

解 CPS 张量 T ∈ Cn4

cps 的系数矩阵 Σ 满足定义 4.1 的条件, 则可以证明 SROA 算法能够在有限步内

精确恢复其秩一部分和张量 D.

定义 4.1 假设对称矩阵 Σ ∈ Rr×r 的对角元满足 |σ11| > |σ22| > · · · > |σrr|. 定义 J1 = {1 6 i

6 r : |σii| = |σ11|}, s1 = maxJ1,

Jk+1 = {1 6 i 6 r : |σii| = |σll|, l = sk + 1}, k > 1,

即 Jk 包含绝对值为第 k 大的对角元的指标. 若 Σ 满足

(1) 对 i = 1, . . . , r, 有 |σii| = max{|σij | : i 6 j 6 r};
(2) 对任意的 k, 以及任意 i, j ∈ Jk 且 i ̸= j, 都有 |σii| > |σij |,

则称矩阵 Σ 是弱对角占优的. 若对称矩阵 Λ ∈ Rn×n 可以分块为

Λ =

Σr 0

0 0


且 Σr ∈ Rr×r 是弱对角占优的, 则同样称 Λ 是弱对角占优的.

注 4.2 如果广义酉可分解张量 T =
∑r

i=1

∑r
j=1 σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 的系数矩阵 Σ 的对角元不是

按绝对值大小排列的,我们总可以通过对 u1, . . . , un 重新编号使得新的系数矩阵 Σ̂满足对角元绝对值

从大到小. 所以在本节中, 总假设 Σ 的对角元的绝对值是从大到小排列的.

注 4.3 若 Σ ∈ Rn×n 是弱对角占优的, 则 σii 是子矩阵

Σ(i : n, i : n) :=


σii · · · σin

...
. . .

...

σni . . . σnn


绝对值最大的元素, 即

|σii| = max{|σkj | : i 6 k, j 6 n},

且子矩阵 Σ(i : n, i : n) 仍然是弱对角占优的.

例 4.1 下面给出了两个系数矩阵满足弱对角占优性质的广义酉 CPS 张量的例子.

(1) 设 B ∈ Cn×n 是对称矩阵, 且 rank(B) = r, σ1 > · · · > σr > 0, 其中 σi 是 B 的第 i 大奇异值,

则张量

T = B ◦B

的系数矩阵是弱对角占优的.

(2)设 Bs ∈ Cn×n, s = 1, . . . ,m是对称矩阵,进一步假设这些矩阵的奇异子空间相互正交,且每个

矩阵的奇异值互不相同, 则张量

T =
m∑
s=1

Bs ◦Bs

的系数矩阵为弱对角占优的.
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定理 4.1 设 T =
∑n

i=1

∑n
j=1 σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 是广义酉可分解的 CPS 张量, 且其系数矩阵是

弱对角占优的, 记 J1 = {1 6 i 6 n : |σii| = |σ11|}, 则模型

max{|⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1, x ∈ Cn}

的最优值为 |σ11|, 其最优解集为 S = {eiθuj : j ∈ J1, θ ∈ [0, 2π]}.
证明 对满足约束的 x ∈ Cn, 记 αi = uH

i x = ⟨x, ui⟩, i = 1, . . . , n, 则

|⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| =
∣∣∣∣ n∑
i,j=1

σij⟨ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩
∣∣∣∣

6
n∑

i,j=1

|σijαi
2α2

j |.

记 y = [α2
1, . . . , α

2
n]

T ∈ Cn, 则
∑n

i=1 |yi| =
∑n

i=1 |αi|2 = ∥UHx∥22 = 1, 且

n∑
i,j=1

|σijαi
2α2

j | =
n∑

i,j=1

|yi||yj ||σij |.

因为
∑n

i,j=1 |yi||yj | = (
∑n

i=1 |yi|)(
∑n

j=1 |yj |) = 1, 所以上式右端是 {|σij | : 1 6 i, j 6 n} 的凸组合. 有限

个实数的凸组合一定小于等于其最大值, 所以有
n∑

i,j=1

|yi||yj ||σij | 6 max{|σij | : 1 6 i, j 6 n}.

由弱对角占优性可知 |σ11| = max{|σij | : 1 6 i, j 6 n}, 且当 x = eiθuj , j ∈ J1 时等号成立, 所以模型最

大值为 |σ11|, 且 S 中的元素都是最优解.

下面假设模型在点 x 取到最大值, 即等号成立. 由凸组合的性质可知, 当 |σij | 小于 |σ11| 时, 其凸

组合系数 |yi||yj | = 0. 我们先说明此时对于任意 j /∈ J1, 有 yj = 0. 若不然, 存在 j /∈ J1 使得 |yj | > 0,

则 |σjj | < |σ11| 且 |yj ||yj | > 0. 所以由凸组合性质可知

n∑
i,j=1

|yi||yj ||σij | < |σ11|,

与假设矛盾, 所以必有 yj = 0, ∀ j /∈ J1. 若存在两个不同的 i1, i2 ∈ J1, 使得 |pi1 ||pi2 | > 0, 则由弱对角

占优性可知 |σi1σi2 | < |σi1i1 | = |σ11|, 此时同样有
n∑

i,j=1

|yi||yj ||σij | < |σ11|.

综上可知, 模型在点 x 取到最大值时, 一定存在某个 j ∈ J , 使得 |yj | = 1, 即 |uH
j x| = 1. 而 |uH

j x| = 1

表示存在 θ ∈ [0, 2π] 使得 x = eiθuj . 所以最优解集为 S = {eiθuj : j ∈ J1, θ ∈ [0, 2π]}.
当系数矩阵弱对角占优时,假设 x为关于 T 的最佳 CPS秩一逼近的解,则存在 j ∈ J1, θ ∈ [0, 2π],

使得 x = eiθuj , 此时有

x ◦ x ◦ x ◦ x = (eiθu1) ◦ (eiθu1) ◦ (e−iθu1) ◦ (e−iθu1) = uj ◦ uj ◦ uj ◦ uj ,

⟨T , x ◦ x ◦ x ◦ x⟩ = σjj ,

即 T 的最佳 CPS 秩一逼近一定是其广义酉分解的某一项. 所以可以证明, SROA 算法可以在至多 n

步内求得 D 的分解.

311



唐云飞等: 一类可正交分解四阶共轭部分对称张量的性质和低秩逼近

推论 4.1 设 T =
∑n

i=1

∑n
j=1 σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj 是广义酉可分解的 CPS 张量, 其系数矩阵 Σ 是

弱对角占优的, 将 Σ 分块成

Σ =

Σr 0

0 0

 , Σr ∈ Rr×r, 1 6 r 6 n.

令 D =
∑n

i=1 σiiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui 为 T 的秩一部分和张量, 则 SROA 算法可以在至多 r 步内求得 D 的
分解.

证明 沿用定理 4.1 的记号, 则由定理 4.1 可知, 对于 SROA 算法, 存在 j1 ∈ J1, θ1 ∈ [0, 2π] 使得

x1 = eiθ1uj1 , 且此时

x1 ◦ x1 ◦ x1 ◦ x1 = uj1 ◦ uj1 ◦ uj1 ◦ uj1 , λ1 = σj1j1 .

不失一般性, 设 j1 = 1, 则

T 2 =
n∑

i=2

σiiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui +
n∑

i=1

n∑
j>i

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui).

在算法第 2 步对满足约束条件 ⟨x, x1⟩ = 0, ∥x∥2 = 1 的 x, 有

|⟨T 2, x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| =
n∑

i,j=2

|σij ||yi||yj |,
n∑

i=2

|yi| = 1,

其中 yi = (uH
i x)2. 因为矩阵 Σ(2 : n, 2 : n) 仍然是弱对角占优的, 所以类似定理 4.1 的证明可知问题

max{|⟨T 2, x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| : ∥x∥2 = 1, ⟨x, x1⟩ = 0}

的最优解集为 S(2) = {eiθuj : j ∈ J
(2)
1 , θ ∈ [0, 2π]}, 这里 J

(2)
1 = {2 6 j 6 n : |σjj | = |σ22|}. 所以由归纳

法可知
r∑

i=1

σiiui ◦ ui ◦ ui ◦ ui =
r∑

k=1

λkxk ◦ xk ◦ xk ◦ xk,

且在算法的第 r + 1 步, 对满足约束的可行解 x 有 |⟨T r+1, x ◦ x ◦ x ◦ x⟩| = 0.

注 4.4 在 SROA 算法中, 我们求得的解实际上为 {eiθjuj : j = 1, . . . , r}, 此时可以用如下方式
求秩二交叉项的系数. 对于 1 6 i ̸= j 6 r, 令

ηij = ⟨T , (eiθiui) ◦ (eiθiui) ◦ (eiθjuj) ◦ (eiθjuj)⟩

= ⟨T , e2i(θi−θj)ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj⟩

= e2i(θj−θi)σij ,

则

ηij(e
iθiui) ◦ (eiθiui) ◦ (eiθjuj) ◦ (eiθjuj) = e2i(θj−θi)σije

2i(θi−θj)ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj

= σijui ◦ ui ◦ uj ◦ uj ,

即可以直接利用 SROA 算法求出的解得到 T 的秩二项及其系数.
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4.2 广义酉可分解张量的序列秩二逼近

上一节证明了对系数矩阵满足弱对角占优性质的 T ∈ Cn4

cps, 可以用 SROA 算法求 T 的秩一部分
和张量 D 的分解, 并且可以利用求出的解计算交叉项及其系数. 但对秩一部分和张量 D 为 0 的广义

酉可分解张量, 即

T =
r∑

i=1

r∑
j=i+1

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui), (4.4)

显然 SROA 算法无法求出 T 的分解. 对这种张量, 可以用如下的序列秩二逼近算法 (SRTA) 求 T 的
广义酉分解 (见算法 3).

算法 3 SRTA 算法

初始化: k = 1, T 1 = T .

For k = 1, 2, . . . ,

(zk, wk) = argmin{|⟨T k, z ◦ z ◦ w ◦ w⟩| : ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1},
令 ηk = ⟨T k, zk ◦ zk ◦ wk ◦ wk⟩,
T k+1 = T k − ηkzk ◦ zk ◦ wk ◦ wk.

End For

输出: {(ηk, zk, wk)}k>1.

当 T 的系数矩阵非零元素的绝对值互不相同时, 可以证明 SRTA 可以在有限步内求得 T 的广义
酉分解.

推论 4.2 设 T ∈ Cn4

可以分解成

T = σ12u1 ◦ u1 ◦ u2 ◦ u2 +
n∑

i=2

n∑
j=i+1

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui),

其中 {ui}ni=1 是 Cn 的一组标准正交基,且对任意 2 6 i < j 6 n有 σij = σji ∈ R. 进一步假设 σ12 ∈ R,
|σ12| > max{|σij | : 2 6 i < j 6 n}, 则模型

max{|⟨T , z ◦ z ◦ w ◦ w⟩| : ∥z∥2 = ∥w∥2 = 1}

的最优解集为 S = {(eiθu1, e
iξu2) : θ, ξ ∈ [0, 2π]}.

证明 其证明类似定理 3.1, 此处不再赘述.

定理 4.2 设 T ∈ Cn4

cps 为广义酉可分解张量, 其广义酉可分解为

T =

r∑
i=1

r∑
j=i+1

σij(ui ◦ ui ◦ uj ◦ uj + uj ◦ uj ◦ ui ◦ ui).

记 J = {(i, j) : 1 6 i < j 6 r}, 且假设对任意 (i, j), (k, l) ∈ J 且 (i, j) ̸= (k, l), 要么 |σij | = |σkl| = 0, 要

么 |σij | ̸= |σkl|, 则 SRTA 算法可以在有限步内求得 T 的广义酉分解.

证明 将 {σij : 1 6 i < j 6 r} 中的所有非 0 元素按绝对值大小重新排序, 即

|σi1j1 | > |σi2j2 | > · · · > |σiN jN | > 0, (is, js) ∈ J, s = 1, . . . , N.

313



唐云飞等: 一类可正交分解四阶共轭部分对称张量的性质和低秩逼近

则 T 可以重新表示为

T =

N∑
s=1

σisjs(uis ◦ uis ◦ ujs ◦ ujs + ujs ◦ ujs ◦ uis ◦ uis).

由定理 3.1 可知, SRTA 算法第 1 步的解集为

S(1) = {(eiξui1 , e
iθuj1) : ξ, θ ∈ [0, 2π]} ∪ {(eiξuj1 , e

iθui1) : ξ, θ ∈ [0, 2π]}.

不失一般性, 不妨假设算法第 1 步的解为 (z1, w1) = (eiξ1ui1 , e
iθ1uj1), 则

η1 = ⟨T 1, z1 ◦ z1 ◦ w1 ◦ w1⟩ = e2(θ1−ξ1)iσi1j1 ,

且 η1z1 ◦ z1 ◦ w1 ◦ w1 = σi1j1ui1 ◦ ui1 ◦ uj1 ◦ uj1 . 所以

T 2 = σj1i1uj1 ◦ uj1 ◦ ui1 ◦ ui1 +
N∑
s=2

σisjs(uis ◦ uis ◦ ujs ◦ ujs + ujs ◦ ujs ◦ uis ◦ uis).

由推论 4.2 可知, 存在 ξ2, θ2 ∈ [0, 2π], 使得 (z2, w2) = (eiξ2uj1 , e
iθ2ui1). 所以有

T 3 =
N∑
s=2

σisjs(uis ◦ uis ◦ ujs ◦ ujs + ujs ◦ ujs ◦ uis ◦ uis).

之后由归纳法可得, 算法可以在有限步内求出 T 的广义酉分解.

注 4.5 上面两个小节讨论的张量都是复的. 如果将张量限制为实张量, 且将向量也限制在实数

域上, 则上面的结论显然也都是成立的.

5 四阶 PS 张量的 CP 秩和 PS 秩

本节讨论 PS张量几种秩之间的关系. Fu等 [10] 证明了对于任意的 PS张量 T ∈ Cn4

有如下分解:

T =
r∑

i=1

λiai ◦ ai ◦ ai ◦ ai, ai ∈ Cn, λi ∈ C, 1 6 i 6 r. (5.1)

注意与 CPS 张量不同, 这里的系数 λi 可以是复数. 基于分解 (5.1), 他们定义 PS 张量的 PS 秩为

使得上述分解成立的最小正整数 r. 然而对于 PS 张量, 其 PS 秩和 CP 秩并不一定相同. 例如, 张量

T = e1 ◦e1 ◦e2 ◦e2+e2 ◦e2 ◦e1 ◦e1,可以证明其 CP秩为 2,但其 PS秩大于 2. 同时,如果假设 T ∈ Rn4

是 CPS 但非全对称的张量, 则 T 的 PS 秩不可能为 1. 这表明如上定义的 PS 秩在某些情形下不能很

好地刻画 PS 张量的性质. Sabir 等 [21] 证明了任意四阶 PS 张量 T ∈ Cn4

ps 可以分解为

T =
r∑

i=1

λi · ai ◦ ai. ◦ bi ◦ bi. (5.2)

由此, 定义 PS 张量 T ∈ Cn4

ps 的 PS 秩为

rankps(T ) = min

{
r :

r∑
i=1

λiai ◦ ai ◦ bi ◦ bi, λi ∈ C, ai, bi ∈ Cn

}
. (5.3)
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由定义, 显然有 rank(T ) 6 rankps(T ). 如果在分解 (5.2) 中有 r = rankps(T ), 则称 (5.2) 中的分解

为 T 的一个 PS秩分解. 对于全对称的张量, Zhang等 [25] 证明了当张量的 CP秩小于其阶数时, 每一

个 CP 秩分解也是对称秩分解. 对于四阶 PS 张量和 CPS 张量, 有类似的结论. 对于 x, y ∈ Cn, 用记

号 x ∼ y 表示 x 和 y 线性相关. 我们先给出一个简单引理, 其证明比较初等, 这里略去.

引理 5.1 设 x, y ∈ Cn 线性无关且 w, z ∈ Cn 线性无关, 如果 x ◦ w + y ◦ z 是对称矩阵, 则要么

有 x ∼ w, y ∼ z, 要么有 x ∼ z, y ∼ w.

定理 5.1 假设 T ∈ Cn4

ps , 则 rank(T ) = 1 当且仅当 rankps(T ) = 1.

证明 由 rankps(T ) > rank(T ) 可知 rankps(T ) = 1 表示 rank(T ) = 1. 假设 rank(T ) = 1, 则存在

CP 秩分解 T = a ◦ b ◦ c ◦ d. 选取指标 k, l ∈ [n] 满足 ckdl ̸= 0, 考虑矩阵 T (:, :, k, l) = ckdl · a ◦ b. 这是
一个对称矩阵, 所以 a ∼ b. 类似可证 c ∼ d, 所以 rankps(T ) = 1.

推论 5.1 设 T ∈ Cn4

cps 且 rank(T ) = 1, 设 T = a ◦ b ◦ c ◦ d, 则 a ∼ b ∼ c ∼ d.

证明 由定理 5.1 可知 a ∼ b 且 c ∼ d. 又由 T[1,2;3,4] = vec(a ◦ b) ◦ vec(c ◦ d) 是 Hermite 矩阵, 可

知 a ◦ b ∼ c ◦ d. 所以 a ∼ b ∼ c ∼ d.

推论 5.1 证明了对 CPS 张量 T , 当 rank(T ) = 1 时其 CP 秩分解一定是 PS 秩分解. 下面讨论

rank(T ) = 2 时的情形.

引理 5.2 设 T ∈ Cn4

cps, 且 T 可以写成 T = a ◦ b ◦ (x ◦ y + w ◦ z), 则 rank(T ) = 1.

证明 将 T 展开成矩阵 T[1,2;3,4] = vec(a ◦ b) ◦vec(x ◦ y+w ◦ z). 由 T 的对称性可知 T[1,2;3,4] 是一
个秩一的 Hermite矩阵,所以存在 γ ∈ C使得 vec(x◦y+w ◦ z) = γ ·vec(a◦ b),即 x◦y+w ◦ z = γ ·a◦ b.
于是 T[1,2;3,4] = γ · vec(a ◦ b) ◦ vec(a ◦ b). 所以 T = γ · a ◦ b ◦ a ◦ b, 即 rank(T ) = 1.

定理 5.2 设 T ∈ Cn4

ps , 则 rank(T ) = 2 当且仅当 rankps(T ) = 2.

证明 假设 rankps(T ) = 2, 则有 rank(T ) 6 rankps(T ) = 2. 又由定理 5.1 可知 rank(T ) ̸= 1, 否则

rankps(T )也等于 1, 所以 rank(T ) = 2. 再假设 rank(T ) = 2, 设 T =
∑2

i=1 λiai ◦ bi ◦ ci ◦ di 为其 CP 秩

分解. 下面分两种情形进行讨论.

(1) 如果 dim(span{a1 ◦ b1, a2 ◦ b2}) = 1, 则存在 γ ∈ C, 使得 γ · a1 ◦ b1 = a2 ◦ b2, 从而

T = a1 ◦ b1 ◦ (λ1 · c1 ◦ d1 + λ2.γ · c2 ◦ d2).

由 T 的对称性可知 a1 ◦ b1 和 λ1 · c1 ◦ d1 + λ2γ · c2 ◦ d2 都是对称矩阵, 所以可以写成

a1 ◦ b1 = β1x ◦ x, λ1 · c ◦ d+ λ2γ · c2 ◦ d2 = β3z ◦ z + β4w ◦ w.

所以

T = β1x ◦ x ◦ (β3z ◦ z + β4w ◦ w)

= β1β3 · x ◦ x ◦ z ◦ z + β1β4 · x ◦ x ◦ w ◦ w,

即 rankps(T ) = 2. 注意到如果 dim(span{c1 ◦ d1, c2 ◦ d2}) = 1, 则可同样可证明 rankps(T ) = 2.

(2) 如果 dim(span{a1 ◦ b1, a2 ◦ b2}) = 2 且 dim(span{c1 ◦ d1, c2 ◦ d2}) = 2, 则存在 X ∈ Cn×n 使得

⟨a1 ◦ b1, X⟩ = 1, ⟨a2 ◦ b2, X⟩ = 0. 定义矩阵

M ∈ Cn×n, Mkl =

n∑
i,j=1

XijTijkl,
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则 M 是一个对称矩阵且 M = λ1 · c1 ◦ d1. 所以 c1 ∼ d1, 重复利用线性无关性可得 c2 ∼ d2, a1 ∼ b1 及

a2 ∼ b2. 所以此时仍有 rankps(T ) = 2.

Zhang 等 [25] 证明了 CP 秩小于阶数时, 全对称张量的每一个 CP 秩分解都是全对称分解. 但类

似的结论对 PS 张量并不成立. 例如, 考虑 T = e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e2 + e1 ◦ e1 ◦ e2 ◦ e1, 这是一个 PS 张量且

rank(T ) = 2, 但这里给出的 CP 秩分解并不是 PS 分解. 但对于 CPS 张量, 类似的结论是成立的. 接

下来对 CPS 张量证明一个更强的结论. 在后面的证明中, 我们会重复用到定理 5.2 中情形 (2) 中的证

明技巧. 我们将其归纳为如下引理.

引理 5.3 设 T ∈ Cn4

ps 且 T =
∑r

i=1 ai ◦ bi ◦ ci ◦ di, 如果 {ci ◦ di}ri=1 线性无关, 则 ai ∼ bi,

i = 1, . . . , r. 如果 {ai ◦ bi}ri=1 线性无关, 则 ci ∼ di, i = 1, . . . , r.

引理 5.4 设 a, b ∈ Cn 线性无关且 c, d ∈ Cn, 则张量

T = λ1a ◦ a ◦ c ◦ c+ λ2a ◦ a ◦ d ◦ d+ λ3b ◦ b ◦ c ◦ c+ λ4b ◦ b ◦ d ◦ d

的 CP 秩为等于 nnz({λi}4i=1), 即系数 {λi}4i=1 中非零项的个数.

证明 因为 a 和 b 线性无关且 c 和 d 线性无关, 所以存在可逆矩阵 L,M ∈ Cn×n 使得 L(a, b)

= (e1, e2), M(c, d) = (e1, e2). 令

C = (L,L,M,M) ∗ T

= λ1a ◦ e1 ◦ e1 ◦ e1 + λ2e1 ◦ e1 ◦ e2 ◦ e2 + λ3e2 ◦ e2 ◦ e1 ◦ e1 + λ4e2 ◦ e2 ◦ e2 ◦ e2,

则展开矩阵 C[1,3;2,4] = diag(λ1, λ3, λ2, λ4, 0, . . . , 0) ∈ Cn2×n2

. 所以

rank(C) > rank(C[1,3;2,4]) = nnz({λi}).

又由上面 C 的分解知 rank(C) 6 nnz({λi}), 所以 rank(T ) = rank(C) = nnz({λi}).

推论 5.2 设 T ∈ Cn4

cps 且 rank(T ) = 2, 则 T 只可能写成如下两种形式之一:

(1) T = λ1u1 ◦ u1 ◦ u1 ◦ u1 + λ2u2 ◦ u2 ◦ u2 ◦ u2;

(2) T = λ1u1 ◦ u1 ◦ u2 ◦ u2 + λ2u2 ◦ u2 ◦ u1 ◦ u1, 其中 λ1, λ2 ∈ C 且 u1, u2 ∈ Cn 线性无关.

证明 设 T = a1 ◦ b1 ◦ c1 ◦ d1 + a2 ◦ b2 ◦ c2 ◦ d2 为其 CP 秩分解. 如果 {a1 ◦ b1, a2 ◦ b2} 线性相关
或者 {c1 ◦ d1, c2 ◦ d2} 线性相关, 则由引理 5.2可知 rank(T ) = 1, 与假设矛盾. 所以 {a1 ◦ b1, a2 ◦ b2} 线
性无关且 {c1 ◦ d1, c2 ◦ d2} 线性无关. 所以由引理 5.3 可知 ai ∼ bi, ci ∼ di, i = 1, 2. 所以 T 的 CP 分

解可以写成

T = λ1a1 ◦ a1 ◦ c1 ◦ c1 + λ2a2 ◦ a2 ◦ c2 ◦ c2, λ1λ2 ̸= 0.

因为 T 是 CPS张量, 由共轭对称性有 span{a1 ◦ a1, a2 ◦ a2} = span{c1 ◦ c1, c2 ◦ c2}, 即 c1 ◦ c1 和 c2 ◦ c2
可以由 {a1 ◦ a1, a2 ◦ a2} 线性表示, 即

c1 ◦ c1 = β11a1 ◦ a1 + β12a2 ◦ a2, c2 ◦ c2 = β21a1 ◦ a1 + β22a2 ◦ a2.

从而 T 可以表示为

T = γ1a1 ◦ a1 ◦ a1 ◦ a1 + γ2a1 ◦ a1 ◦ a2 ◦ a2 + γ3a2 ◦ a2 ◦ a1 ◦ a1 + γ4a2 ◦ a2 ◦ a2 ◦ a2,

316



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 2 期

其中 γ1 = λ1β11, γ2 = λ1β12, γ3 = λ2β21, γ4 = λ2β22. 如果 a1 ∼ a2, 则 rank(T ) = 1, 与假设矛盾. 所

以必有 a1 和 a2 线性无关. 由引理 5.4 和 nnz({γi}) = rank(T ) = 2 可知, 有且仅有两个系数 γi 和 γj

为 0. 如果 γ1 和 γ2 同时为 0 或者 γ3 和 γ4 同时为 0, 则由引理 5.2 可知 T 的 CP 秩为 1, 矛盾. 所以

{β11, β12} 和 {β21, β22} 一定各有一个为 0. 由引理 5.2 可知, 只可能是 β11 和 β22 同时为 0, 或者 β12

和 β21 同时为 0, 所以要么 b1 ◦ b1 ∼ a2 ◦ a2, b2 ◦ b2 ∼ a1 ◦ a1, 要么 b1 ◦ b1 ∼ a1 ◦ a1, b2 ◦ b2 ∼ a2 ◦ a2, 即
T 的 CP 秩分解一定是推论中的形式.

推论 5.2 证明了秩二 CPS 张量的 CP 秩分解一定是 PS 秩分解, 并给出了 CP 秩为 2 的 CPS 张

量所有可能的格式. 最后证明对四阶 PS 张量 T , rank(T ) = 3 当且仅当 rankps(T ) = 3.

定理 5.3 设 T ∈ Cn4

ps , 则 rank(T ) = 3 当且仅当 rankps(T ) = 3.

证明 由定理 5.2 可知, 若 rankps(T ) = 3 则 rank(T ) = 3. 现在假设 rank(T ) = 3, 则存在 CP 分

解 T =
∑3

i=1 ai ◦ bi ◦ ci ◦ di. 我们对空间 span({ai ◦ di}3i=1) 的维数分类讨论.

(1) 当 dim span({ai ◦ di}3i=1) = 1 时, 张量 T 可以表示成 T = (a1 ◦ b1) ◦ (
∑3

i=1 λici ◦ di), 由 T 的
对称性, 可得 a1 ◦ b1,

∑3
i=1 λici ◦ di 都是对称矩阵, 所以存在 x, y, z, w ∈ Cn 使得

a1 ◦ b1 = x ◦ x,
3∑

i=1

λici ◦ di = y ◦ y + z ◦ z + w ◦ w,

故

T = (a1 ◦ b1) ◦
( 3∑

i=1

λici ◦ di
)

= x ◦ x ◦ (y ◦ y + z ◦ z + w ◦ w),

即 rankps(T ) = 3. 注意, 若 dim span({ci ◦ di}3i=1) = 1, 则可类似证明 rankps(T ) = 3.

(2) 当 dim span({ai ◦ di}3i=1) = 3 时, {ai ◦ di}3i=1 线性无关, 所以由引理 5.3 有 ci ∼ di, 1 6 i 6 3.

所以 T 的 CP 分解变成 T =
∑3

i=1 λiai ◦ bi ◦ ci ◦ ci. 下面分 3 种情形进行讨论.

(2a) 若 dim span({ci ◦ ci}3i=1) = 1, 则由 (1) 可知 rankps(T ) = 3.

(2b) 若 dim span({ci ◦ ci}3i=1) = 2, 不妨设 c1 ◦ c1, c2 ◦ c2 线性无关, 则 c3 ◦ c3 可以表示为

c3 ◦ c3 = α1c1 ◦ c1 + α2c2 ◦ c2.

如果 α1α2 ̸= 0, 则等式左边是一个秩 1 矩阵, 等式右边是一个秩二矩阵, 矛盾. 所以必有 α1α2 = 0 且

不全为 0. 不妨设 α2 = 0, 即 c3 ◦ c3 ∼ c1 ◦ c1, 则 T = (λ1a1 ◦ d1 + λ3a3 ◦ d3) ◦ c1 ◦ c1 + λ2a2 ◦ b2 ◦ c2 ◦ c2,
与 (1) 的证明类似, 由 T 的对称性以及 c1 ◦ c1 和 c2 ◦ c2 线性无关可知, 存在 x, y, z ∈ Cn 使得

a2 ◦ b2 = x ◦ x, λ1a1 ◦ d1 + λ3a3 ◦ d3 = y ◦ y + z ◦ z,

所以 T = (y ◦ y + z ◦ z) ◦ c1 ◦ c1 + λ2x ◦ x ◦ c2 ◦ c2, 即 rankps(T ) = 3.

(2c) 若 dim span({ci ◦ ci}3i=1) = 3, 则由引理 5.3 可知 ai ∼ bi, 1 6 i 6 3. 所以 rankps(T ) = 3.

注意, 若 dim span({ci ◦ di}3i=1) = 3, 则可类似证明 rankps(T ) = 3.

(3) 当 dim span({ai ◦ di}3i=1) = 2 时, 如果 dim span({ci ◦ di}3i=1) 为 1 或 3, 则归结为情形 (1) 或

(2). 所以可以假设 dim span({ci ◦ di}3i=1) = 2. 不妨设 a1 ◦ b1 和 a2 ◦ b2 线性无关且 c1 ◦ d1 和 c2 ◦ d2 线
性无关, 则 T 可以表示为

T = a1 ◦ b1 ◦ (λ1c1 ◦ d1 + λ2c2 ◦ d2) + a2 ◦ b2 ◦ (β1c1 ◦ d1 + β2c2 ◦ d2).
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由 T 的对称性以及 a1 ◦ b1 和 a2 ◦ b2 的线性无关性可知, 存在 x, y, z, w ∈ Cn 使得

λ1c1 ◦ d1 + λ2c2 ◦ d2 = x ◦ x+ y ◦ y, β1c1 ◦ d1 + β2c2 ◦ d2 = z ◦ z + w ◦ w.

所以 T = a1 ◦ b1 ◦ (x ◦ x+ y ◦ y) + a2 ◦ b2 ◦ (z ◦ z + w ◦ w). 考虑如下两种情形.

(3a) 矩阵 x ◦ x+ y ◦ y, z ◦ z + w ◦ w 线性相关, 则 T 可以进一步表示为

T = (a1 ◦ b1 + λa2 ◦ b2) ◦ (x ◦ x+ y ◦ y)

= (p ◦ p+ q ◦ q) ◦ (x ◦ x+ y ◦ y)

= p ◦ p ◦ x ◦ x+ p ◦ p ◦ y ◦ y + q ◦ q ◦ y ◦ y + q ◦ q ◦ x ◦ x.

如果 p 和 q 或者 x 和 y 线性相关, 则由引理 5.2 知 rank(T ) = 1, 与假设矛盾. 如果 p 和 q 线性无关

且 x 和 y 线性无关, 则由引理 5.4 可知 rank(T ) = 4, 同样与假设矛盾. 故情形 (3a) 不成立.

(3b) 矩阵 x ◦ x+ y ◦ y 和 z ◦ z + w ◦ w 线性无关, 则由对称性知 a1 ∼ b1 和 a2 ∼ b2. 所以

span({ai ◦ di}3i=1) = span(a1 ◦ a1, a2 ◦ a2).

所以类似情形 (2), 必有 a3 ◦ d3 和 a1 ◦ a1 或者 a3 ◦ d3 和 a2 ◦ a2 线性相关. 不妨设 a3 ◦ d3 ∼ a1 ◦ a1, 则

T = a1 ◦ a1 ◦ (λ1c1 ◦ d1 + λ2c3 ◦ d3) + λ2a2 ◦ a2 ◦ c2 ◦ d3.

类似于情形 (2b) 可得 rankps(T ) = 3.

由定理 5.3 可知, 如果四阶 PS 张量 T 的 CP 秩为 3, 则其 PS 秩也为 3. 但其 CP 秩分解不一定

是 PS 秩分解, 例如, T = e2 ◦ e2 ◦ e1 ◦ e1 + e1 ◦ e1 ◦ e2 ◦ e1 + e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e2, 其 CP 秩为 3, 但给出的分

解不是 PS秩分解. 最后考虑实的 CPS张量. 一般情形下实张量在实数域和复数域上的 CP秩是不同

的,但显然秩一实张量在复数域上依然是秩一的. 并且可以证明,秩一的 CPS实张量一定是全对称的.

引理 5.5 设 T ∈ Rn4

是秩一的 CPS 张量, 则 T 一定是全对称的.

证明 因为 rank(T ) = 1,所以存在 λ ∈ R和单位向量 ai ∈ Rn, 1 6 i 6 4使得 T = λ·a1◦a2◦a3◦a4.
利用 T 的对称性, 可知 a1 ∼ a2, a3 ∼ a4, a1 ◦ a2 ∼ a3 ◦ a4, 所以 a1 ∼ a2 ∼ a3 ∼ a4, 注意这里的 ∼ 表
示实数域上的线性相关. 所以 T 是全对称的.

定理 5.4 设 T ∈ Rn4

是实 CP 秩为 2 的 CPS 张量, 且 T 不是全对称的, 则存在 x, y ∈ Rn 和

λ1, λ2 ∈ R 使得

T = λ1x ◦ x ◦ y ◦ y + λ2y ◦ y ◦ x ◦ x.

证明 其证明与推论 5.2 类似, 只需要将讨论限制在实数域上即可, 此处略去.

6 数值实验

本节用数值算例来验证前文中理论的正确性和算法的有效性. 我们用 Mathmatica 软件中的

Maximize[·] 函数来求解算法中的多项式优化问题. 对于简单的多项式优化问题, 该函数可以有效地

找到全局最优解.
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例 6.1 考虑秩一矩阵外积张量的精确恢复.首先随机生成一个正交矩阵 U = [u1, u2] ∈ R2×2,然

后令 B = u1u
T
1 + 2u2u

T
2 , T = B ◦B. 我们生成的 U 和 B 分别为

U =

 0.229091 −0.973405

−0.973405 −0.229091

 , B =

 1.94752 0.222998

0.222998 1.05248

 . (6.1)

表 1 给出了 SROA 算法的恢复结果. 可以看到, 两次迭代的最优解分别为 (x1, λ1) = (−u2, 4) 和

(x2, λ2) = (u1, 1), 与前文的理论相符合.

之后用 ⟨T , x1 ◦ x1 ◦ x2 ◦ x2⟩ 计算秩二项的系数, 计算的结果为 σ12 = 2.

例 6.2 考虑如下复数域上的例子. 令

u1 =

√
2/2

i
√
2/2

 , u2 =

i√2/2
√
2/2

 , B = u1 ◦ u1 + 2u2 ◦ u2 =

−1/2 3i/2

3i/2 1/2

 . (6.2)

容易验证 u1 和 u2 相互正交. 令 T = B ◦B, 则 T 是一个 CPS 张量. 我们先用 SROA 算法恢复 T 的
秩一部分和张量. 注意到 u2 为 T 的最佳 CPS 秩一逼近问题的一个解, 但 u2 并非唯一的解, 对于任

意 θ ∈ [0, 2π], eiθu2 也是一个解, 且

u2 ◦ u2 ◦ u2 ◦ u2 = (eiθu2) ◦ (eiθu2) ◦ (eiθu2) ◦ (eiθu2). (6.3)

表 2 给出了 SROA 算法每一步的输出结果. 可以看到此时算法输出的结果并非 u2 或者 u1, 但满

足 (6.3) 中的情形, 即

x1 = (0.702549 + 0.711635i)u2, x2 = (0.135938 + 0.990717i)u1.

下面计算秩二交叉项. 计算可得

η = ⟨T , x1 ◦ x1 ◦ x2 ◦ x2⟩ = 0.56341− 1.919i.

此时误差为

∥ηx1 ◦ x1 ◦ x2 ◦ x2 − 2u1 ◦ u1 ◦ u2 ◦ u2∥2F = 4.16334× 10−17.

可见算法比较精确地恢复出了秩二和张量.

表 1 SROA 算法对秩一矩阵外积张量的恢复结果

迭代次数 k λk xk

1 4 (0.973405, 0.229091)

2 1 (0.229091,−0.973405)

表 2 SROA 算法对复秩一矩阵外积张量的恢复结果

迭代次数 k λk xk

1 4 (−0.503202 + 0.496777i, 0.496777 + 0.503202i)

2 1 (0.0961228 + 0.700543i,−0.700543 + 0.0961228i)
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例 6.3 考虑奇异子空间相互正交的矩阵外积张量. 令 B1 = diag(1, 2, 0, 0), B2 = diag(0, 0, 3, 4),

T = B1 ◦B1 +B2 ◦B2. 由表 3 可以看到, SROA 算法在 4 步内精确恢复了秩一和张量.

接下来用 SRTA算法恢复秩二部分和张量. 表 4给出了 SRTA算法的输出结果.可以看到, SRTA

算法在两步内得到了原 CPS 张量的秩二部分和张量.

例 6.4 随机生成一个正交矩阵 U , 并令系数矩阵为

U =

−0.364662 0.93114

−0.93114 −0.364662

 , Σ =

2 1

1 2

 .

这个系数矩阵满足定义 4.1 中的弱对角占优性质, 且两个对角元相同. 考虑用 SROA 算法恢复其秩一

部分和张量, 表 5 展示了恢复的结果.

可以看到,当系数矩阵满足弱对角占优性质时,即使对角元相同, SROA算法依然能比较精确地恢

复出秩一部分和张量.

对本节的几个例子, 我们也尝试了用 Fu 和 Fan [9] 提出的不带正交约束的 SROA(Fu) 算法来恢

复, 但算法第 2 步的输出就已经不在原张量的分解之中, 所以 SROA(Fu) 算法无法恢复广义酉张量的

秩一部分和张量 D. 这也进一步说明了正交约束的必要性.

本节用几个小规模的算例初步验证了前文中的理论, 即 SROA 算法和 SRTA 算法在理论上可以

精确恢复文中考虑的广义酉可分解张量. 但在算法中, 我们需要求解一个四次的非凸的多项式优化问

题. 对于小规模问题, 可以用已有的软件进行求解. 但当张量的阶数或者维数比较高时, 其求解所需要

的时间会随着问题规模呈指数增长. 所以如何高效地求解算法中的子问题是一个很有挑战的研究课

题. 我们希望在接下来的研究中设计出求解子问题的高效方法, 并在更大规模的问题上验证文中理论

的正确性.

表 3 SROA 算法对奇异子空间正交的矩阵外积张量的恢复结果

迭代次数 k λk xk

1 16 (0, 0, 0,−1)

2 9 (0, 0,−1, 0)

3 4 (0,−1, 0, 0)

4 1 (1, 0, 0, 0)

表 4 SRTA 算法对奇异子空间正交的矩阵外积张量的恢复结果

迭代次数 k λk zk wk

1 12 (0, 0,−1, 0) (0,0,0,1)

2 2 (1, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0)

表 5 SROA 算法对系数矩阵弱对角占优的张量的恢复结果

迭代次数 k λk xk

1 2 (0.364664, 0.931139)

2 2 (−0.931139, 0.364664)
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7 结论

本文将酉可分解的概念推广到了广义酉可分解, 并研究了广义酉可分解四阶 CPS 张量的秩一和

秩二逼近问题.本文证明了四阶广义酉可分解 CPS张量的 CPS秩一逼近问题等价于一个带 1范数约

束的复二次优化问题, 并利用这个等价性得到了酉可分解张量秩一逼近问题的解. 本文还研究了四阶

广义酉可分解 CPS张量的一类秩二逼近问题,证明了其最优值等于系数矩阵元素的最大绝对值.之后

考虑了两类特殊的广义酉可分解张量,并证明了可以通过序列的秩一逼近算法和序列的秩二逼近算法

精确地恢复原张量. 最后研究了四阶 PS 张量 PS 秩和 CP 秩的关系, 证明了对 CP 秩小于等于 3 的

四阶 PS 张量, 其 PS 秩等于 CP 秩. 我们猜测这一结论可能对秩更高的, 或者阶数更高的 PS 张量仍

然成立, 但复杂一些的张量分解还需要进一步讨论.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵修改建议.
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The properties and the low-rank approximation of a class of
unitary decomposable fourth-order conjugate partial symmetric
tensors

Yunfei Tang & Qingzhi Yang

Abstract In this paper, we extend the notion of unitary decomposable tensors to general unitary decomposable
tensors, and study the properties and the low-rank approximation of fourth-order general unitary decomposable
tensors with conjugate partial symmetric (CPS) property. We show that the CPS rank one approximation problem
for fourth-order general unitary decomposable CPS tensors is equivalent to maximizing a complex quadratic form
with 1-norm constraint. For two classes of fourth-order general unitary decomposable CPS tensors, we show that
the successive rank one approximation algorithm along with the successive rank two approximation algorithm can
exactly recover the original tensor. For fourth-order partial symmetric (PS) tensors, we prove that when the rank
of the tensor is smaller than its order, then the CP rank and the PS rank coincide. Based on this, we characterize
the shape of all rank 2 fourth-order CPS tensors.
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