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摘要 Allen-Cahn方程是描述相变现象的一个经典模型, 其相变界面 (由解的水平集如 {u = 0} 表征)

的正则性与收敛性是该领域的核心问题.本文对椭圆情形的奇异扰动 Allen-Cahn方程, 系统介绍其相

变界面的零阶、一阶及二阶正则性并讨论这些正则性理论的若干应用. 在零阶正则性方面,借助 Γ-收

敛理论和变分形理论等, 给出相变界面在 Hausdorff 距离下的收敛, 并明确极限变分形性质; 在一阶正

则性方面, 介绍 Allard 型 ε- 正则性等关于相变界面一致 C1,θ 估计的结果; 对二阶正则性, 讨论反向

Lyapunov-Schmidt 约化方法的应用、相变界面一致 C2,θ 估计及其与 Toda 方程组稳定解之间的联系

等. 最后, 介绍这些正则性理论在 De Giorgi 猜想、有限 Morse 指标解的分类和构造 Riemann 流形中

无穷多极小曲面等问题中的应用.

关键词 Allen-Cahn 方程 相变界面 正则性 极小超曲面

MSC (2020) 主题分类 35B25, 35B45, 35J91, 49Q20

1 引言

Allen-Cahn 方程是由 Allen 和 Cahn [5] 于 20 世纪 70 年代提出的用于描述相变现象的一个模型.

它最初主要用于描述多相系统中不同相之间界面的演化过程, 其核心思想是通过 “弥散界面” (diffuse

interface) 模型, 将原本的尖锐界面 (sharp interface) 用一个连续变化的 “序参量” 来描述, 从而避免了

直接处理尖锐界面的数学困难. 该方程已经被广泛运用于材料科学 (如合金相分离、晶粒生长和聚合

物共混)、生物物理 (如细胞膜动力学和肿瘤生长边界模拟) 和图像处理 (如图像分割) 等学科中.

在数学中, Allen-Cahn 方程的尖锐界面极限一般是极小曲面、平均曲率流等, 所以 Allen-Cahn 方

程理论的发展受到了极小曲面理论的很多启发. 这方面的例子包括 De Giorgi 猜想与 Bernstein 问题

之间的联系、稳定相变界面曲率估计与稳定极小曲面曲率估计之间的相似性等. 反过来, 最近十年,

Allen-Cahn 方程理论在极小曲面的研究中也找到了很多应用, 尤其是在丘成桐 “Riemann 流形中是否

存在无穷多极小曲面” 猜想的研究上.

http://doi.org/10.1360/SSM-2025-0335
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:wangkelei@whu.edu.cn,~wanglubo@whu.edu.cn


王克磊等: Allen-Cahn 方程相变界面的正则性理论

本文仅考虑 Euclid 空间或者 Riemann 流形上稳态情形的、奇异扰动 (singularly perturbed) 形式

的 Allen-Cahn 方程, 即半线性椭圆方程

ε∆uε =
1

ε
W ′(uε). (1.1)

在一个给定区域 Ω 上, 其对应的能量泛函为

Eε(uε; Ω) =
∫
Ω

[
ε

2
|∇uε|2 +

1

ε
W (uε)

]
, (1.2)

这里

(1) 实值函数 uε 是序参量 (order parameter), 用于区分不同相: uε ∼ 1 代表纯相 A, uε ∼ −1 代表

纯相 B, 中间过渡区 (uε 在 −1 到 1 之间连续变化) 对应这两个相之间的弥散界面;

(2) ε > 0 是关联长度 (correlation length), 用于控制界面厚度: ε 越小, 界面越接近 “尖锐界面”;

(3) W (u) 是自由能密度函数, 通常取 “双势阱” (double-well potential) 函数, 其典型形式为

W (u) = (1− u2)2/4,

如图 1 所示;

(4) W ′(u) 是 W (u) 对 u 的导数, 该非线性项会驱动序参量向能量更低的稳定相演化, 特别地, 当

W (u) = (1− u2)2/4 及 ε = 1 时, 即得标准的 Allen-Cahn 方程

∆u = u3 − u; (1.3)

(5) ∆ 是 Laplace 算子 (或者 Beltrami-Laplace 算子, 如果底空间是一个 Riemann 流形的话), 代

表空间中的扩散, 其作用是 “光滑化” 序参量的空间变化, 与非线性项共同维持扩散界面的存在.

由于势能函数具有双势阱结构, 即其极小值仅在 u = ±1 时达到 (对应能量最低的稳定相, 即上述

的两个纯相 A 和 B), 这会迫使序参量倾向于 “分离” 为 ±1 并形成界面. 例如, 如果 uε 是一列函数,

其能量一致有界:

sup
ε

Eε(uε; Ω) < +∞, (1.4)

则 Eε 中的势能项会强迫 uε 在 Ω 的一个子区域上收敛到 1, 另一个子区域上收敛到 −1; 但由于能量

中动能项 (或者说方程中 Laplace算子)的存在, uε 必须是连续变化的,所以在这两个子区域间会形成

一个宽度约为 ε 的相变界面 (即弥散界面), 如图 2 所示. 相变界面在 ε→ 0 时最终会收敛到一个尖锐

界面.

图 1 (网络版彩图) 双势阱函数 图 2 相变界面
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本文讨论这种相变界面的 (一致) 正则性问题, 包括其零阶、一阶及二阶正则性. 这类似于经典椭

圆偏微分方程理论中的正则性问题,或者更确切地,极小超曲面的正则性问题.相变界面的一致正则性,

既可以保证相变界面的各种收敛性 (如 Hausdorff 距离意义下的收敛、C1 收敛、C2 收敛等), 也在与

Allen-Cahn 方程相关的一些著名问题 (如 De Giorgi 猜想、有限 Morse 指标解的分类、Marques-Neves

重数一猜想等) 的研究中有重要应用.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2 节介绍本文所用的一些概念, 尤其是几何测度论中的一些对

象. 第 3–5 节分别讨论相变界面的零阶、一阶及二阶正则性. 第 6 节介绍这些正则性理论的一些应用.

第 7 节对本文主要内容进行总结, 并简略介绍一些本文无法详细讨论的问题.

2 一些概念与符号

2.1 说明、约定与符号

• 由标准的椭圆正则性理论, 对固定的 ε, 任意 Allen-Cahn 方程的解 uε 都是足够光滑的 (如 C2

的), 所以不会考虑固定 ε 时解及其水平集的正则性问题: 只有 ε→ 0 时的一致正则性才是有意义的.

• Allen-Cahn 方程 (1.1) 在尺度变换下具有如下性质: 如果 uε 是 (1.1) 的解, 则对任意 λ > 0,

ũ(x) := uε(λx) 满足带常数 λ−1ε 的 (1.1).

• Ω 为 Rn 中的一个开区域.

• uε (ε→ 0) 实际都是代表 uεi (εi → 0). 我们也会经常取 ε→ 0 的一个子列而不再另外说明.

• Rn 中的球记作 Bn
r (x). 如果球心为原点, 一般会将其省略.

• ωk 指 k 维单位球的体积.

• Hk 指 k 维 Hausdorff 测度.

• 在下文中, 一般会直接用水平集 {uε = 0} 代表相变界面. 它可以换成任意一个水平集 {uε = t}
(对某个固定的 −1 < t < 1).

• 定义

νε(x) :=

∇uε/|∇uε|, 当 |∇uε(x)| ̸= 0 时,

任一个单位向量, 其他情形.

当 uε 水平集光滑时, 它就是该水平集的单位法向量.

• 用 C、c 表示万有常数, 在不同位置可能取不同值.

2.2 一维解

对本文接下来的讨论非常重要的是一维情形的 Allen-Cahn方程. 此时 (1.1)变成了如下非线性常

微分方程:

g′′(t) =W ′(g(t)), t ∈ R. (2.1)

该方程存在唯一解满足如下额外性质:

lim
t→±∞

g(t) = ±1, g(0) = 0.
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图 3 (网络版彩图) 一维解

例如, 对标准的 Allen-Cahn 方程 (1.3), 有 g(t) = tanh(t/
√
2) (如图 3 所示). 记 g 的能量为

σ0 :=

∫ +∞

−∞

[
1

2
g′(t)2 +W (g(t))

]
dt =

∫ +∞

−∞
g′(t)2dt =

∫ 1

−1

√
W (s)

2
ds. (2.2)

我们将 g 称作 “一维解”. 它之所以重要, 是因为在相变界面上的大多数点处, 沿着法向方向,

Allen-Cahn 方程的解基本上是 g 的一个伸缩变换.

2.3 解的类型

与很多变分问题类似, Allen-Cahn 方程的解可以分为如下四类:

能量极小解 ⊂稳定解 ⊂有限 Morse 指标解 ⊂临界点,

并且随着解的范围扩大, 解的性质会越来越坏.

定义 2.1 (能量极小解 (energy minimizer)) 称 u 是 Allen-Cahn 方程 (1.1) 的能量极小解, 如果

Eε(u+ φ; Ω) > Eε(u,Ω), ∀φ ∈ C∞
0 (Ω); (2.3)

称 u 是局部能量极小解, 如果对任意 Ω′ b Ω 以及 φ ∈ C∞
0 (Ω′), 都有

Eε(u+ φ; Ω′) > Eε(u; Ω′). (2.4)

引入局部能量极小解是因为我们经常需要考虑无界区域 (如 Rn) 上的解, 这时其全局能量一般都

是无穷大, 所以只有 (2.4) 中的定义才有意义.

定义 2.2 (临界点 (critical point)) 称 u 是能量泛函 (1.2) 的临界点, 如果对于任意扰动 {φt} ⊂
C∞

0 (Ω) (这里 φ0 = 0), 都有

d

dt
Eε(u+ φt; Ω)

∣∣∣∣
t=0

= 0.

上述临界点条件即给出 Allen-Cahn 方程 (1.1).

在很多情形还需要考虑能量泛函 (1.2) 的二阶变分. 对 φ ∈ C∞
0 (Ω), 定义

Qε(φ; Ω) :=
d2

dt2
Eε(uε + tφ; Ω)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

[
ε|∇φ|2 + 1

ε
W ′′(uε)φ

2

]
. (2.5)
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定义 2.3 (稳定解与有限 Morse 指标解 (stable and finite Morse index solution)) 设 uε 是 (1.1)

在 Ω 上的一个解.

(1) 如果对任意 φ ∈ C∞
0 (Ω), 都有 Qε(φ; Ω) > 0, 则称 uε 是稳定的;

(2) 称 uε 是 Ω 上 (1.1) 的有限 Morse 指标解, 如果二次型 Qε 的负空间是有限维的, 即

max{dimV : Qε(φ) < 0,∀φ ∈ V \ {0}, V ⊂ C∞
0 (Ω)} <∞.

其负空间维数定义为这个解的 Morse 指标 (Morse index).

如果 Ω 为无界区域 (如 Rn), 一个解的 Morse 指标定义为该解在任意有界区域上 Morse 指标的

上确界. 由文献 [49] 可知, 这样定义的有限 Morse 指标条件等价于解在一个紧集外稳定.

我们还会经常用到稳定性条件的另一种形式, 这是由 Sternberg 和 Zumbrun [133] 发现的: uε 是稳

定的当且仅当 ∫
Ω

|∇φ|2ε|∇uε|2 >
∫
Ω

φ2|B(uε)|2ε|∇uε|2, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), (2.6)

这里

|B(uε)|2 =


|∇2uε|2 − |∇|∇uε||2

|∇uε|2
, |∇uε| ̸= 0,

0, |∇uε| = 0.

(2.7)

注意 |B(uε)|2 是一种曲率型的量: 如果水平集 {uε = t} 是光滑的, 则有

|B(uε)|2 = |A|2 + |∇T log |∇uε||2,

这里 A 是 {uε = t} 的第二基本形式, ∇T 是该水平集的切向导数.

2.4 一些几何测度论中的概念

由于 Allen-Cahn 方程与极小超曲面之间的紧密联系, 后面的讨论会经常用到几何测度论中的一

些概念, 在此予以介绍.

定义 2.4 (Hausdorff 距离) 对任意非空闭集 A,B ⊂ Rn, 定义其 Hausdorff 距离为

distH(A,B) = max
{
sup
x∈A

dist(x,B), sup
y∈B

dist(y,A)
}
.

定义 2.5 (有界变差函数 (functions of bounded variation)) 对于 u ∈ L1(Ω), 称 u 是有界变差函

数, 记作 u ∈ BV (Ω), 如果它的导数 Du 在分布意义下是一个 Radon 测度, 即

V (u; Ω) := sup

{∫
Ω

u divX : X ∈ C∞
0 (Ω,Rn), sup |X| 6 1

}
<∞.

对任意向量值测度 µ, 令 ∥Dµ∥ 代表 µ 对应的全变差测度. 不难得到 V (u; Ω) = ∥Du∥(Ω).
定义 2.6 (有限周长集 (sets of finite perimeter)) 对于任意 Rn 中的 Lebesgue 可测集 E 以及开

集 Ω, 定义 E 在 Ω 中的周长 (perimeter) 为

Per(E; Ω) := sup

{∫
E

divX : X ∈ C∞
0 (Ω,Rn), sup |X| 6 1

}
.

当 Per(E; Ω) <∞ 时, 称 E 为 Ω 中的有限周长集.
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如果 E 的边界是光滑超曲面, 则 Per(E; Ω) 即为 ∂E 在 Ω 中的面积. 所以可以在有限周长集的框

架下寻找极小超曲面 (参见文献 [68, 定理 1.20]).

定义 2.7 (可求长集 (rectifiable sets)) 称M ⊂ Rn是一个 k-维可求长集,如果存在一列 Lipschitz

映射 Fj : Rk → Rn 以及一个集合 M0 满足 Hk(M0) = 0, 使得

M ⊂M0 ∪
( ∞∪

j=1

Fj(Rk)

)
.

可求长集的一个等价定义是, 对 Hk- 几乎处处的 x ∈M , 存在一种弱意义下的切空间 TxM (参见

文献 [127, 定义 11.4 和定理 11.6]).

我们还需要一些与变分形 (varifold) 相关的定义及结果, 详细内容可参见文献 [127]. 给定 1 6
k 6 n, 记 G(k, n) 为 Rn 中所有 k 维线性子空间组成的集合 (即 Grassmann 流形). 对于 A ⊂ Rn, 在

A×G(k, n) 上赋予通常的乘积拓扑.

定义 2.8 (变分形 (varifold)) 给定一个开集 Ω ⊂ Rn, 如果 V 是 Ω×G(k, n) 上的一个 Radon 测

度, 则称它是 Ω 上的一个 k 维变分形.

定义 2.9 (可求长变分形 (rectifiable varifold)) 设 M 是 Ω 中一个 k 维可求长集, 其上的一个函

数 θ :M → [0,∞] 满足对于任意紧集 K, 有∫
M∩K

θ(x)dHk(x) <∞.

对于这样的 (M, θ), 定义 k 维可求长变分形 VM,θ 为

⟨VM,θ,Φ⟩ :=
∫
M

Φ(x, TxM)θ(x)dHk(x), ∀Φ ∈ C∞
0 (Ω×G(k, n)).

称 θ 为 VM,θ 的重数函数, 并记测度 ∥V ∥ = θHkxM .

定义 2.10 (整变分形 (integral varifold)) 给定一个可求长变分形 VM,θ, 如果其重数函数 Hk- 几

乎处处为整数, 则称其为整变分形. 特别地, 如果其重数函数几乎处处为 1, 则称 V 的重数为 1 (或者

说是单重的).

定义 2.11 (一阶变分 (first variation)) 对于 k 维变分形 V , 定义它的一阶变分为

δV (X) =

∫
divSX(x)dV (x, S), ∀X ∈ C∞

0 (Ω,Rn), (2.8)

其中 divSX =
∑k

i=1 τi ·DτiX, {τi} 为 S ∈ G(k, n) 的一组标准正交基.

定义 2.12 (稳态变分形 (stationary varifold)) 如果对于任意 X ∈ C∞
0 (Ω,Rn), 均有 δV (X) = 0,

则称 V 是 Ω 中的稳态变分形.

最后, 变分形意义下的收敛指将变分形视为 Radon 测度时, 通常定义下的测度弱收敛.

3 零阶正则性: 相变界面的一致收敛

本节讨论 Allen-Cahn 方程相变界面的收敛问题及其极限的刻画.

在本文中,相变界面的零阶正则性指相变界面,虽然只是一个椭圆偏微分方程解的水平集,却会在

Hausdorff 距离意义下收敛到某个极限. 由于 Hausdorff 距离意义下的收敛相当于一种一致收敛, 这样
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的结果可以理解为相变界面具有某种一致连续性. 在这种意义下, 零阶正则性可以类比为常见的椭圆

型偏微分方程解的 Hölder 正则性, 并且可以粗略地理解为是因为相变界面近似地满足极小曲面方程

(即相变界面可以看作一种 ε- 版本的极小曲面). 但需要注意在真正的证明中, 这些结果都是通过证明

Allen-Cahn方程的解或者从解构造出的一些对象的收敛性得到,特别还用到了一种清除 (clearing out)

性质.

3.1 能量极小解的收敛理论

Allen-Cahn 方程能量极小解的收敛性是由 Modica 和 Mortola [106] 首先通过 Γ- 收敛理论建立的,

也可参见文献 [79, 102,104,131] 等.

首先引入一些必要的概念. 记 BV (Ω, {±1}) 为 Ω 中取值几乎处处等于 ±1 的有界变差函数所组

成的空间. 回顾, 在 (2.2) 中定义了一维解的能量为 σ0. 对 u0 ∈ BV (Ω, {±1}), 定义

P (u0; Ω) := σ0Per({u0 = 1}; Ω).

下述定理说明 Allen-Cahn 能量泛函 Eε Γ- 收敛到泛函 P .

定理 3.1 (Γ- 收敛) 任给一个有界 Lipschitz 区域 Ω ⊂ Rn, 都有下述性质成立:

(1) (紧性) 若 lim supε→0 Eε(uε; Ω) < ∞, 则存在子列 uεi 以及 u0 ∈ BV (Ω, {±1}), 使得 uεi 在

L1(Ω) 中强收敛到 u0;

(2) (下极限不等式) 如果 uε 在 L1(Ω) 中强收敛到 u0, 则有

lim inf
ε→0

Eε(uε; Ω) > P (u0; Ω);

(3) (上极限不等式) 对任意 u0 ∈ BV (Ω, {±1}), 存在一个序列 uε ∈ H1(Ω) 满足

lim sup
ε→0

Eε(uε,Ω) 6 P (u0; Ω).

该定理的一个直接推论如下:

推论 3.1 如果 uε 是 Eε(u; Ω) 的能量极小解, 则存在子列 uεi 使得在 L1(Ω) 中 uεi → u0, 且 u0

是周长泛函 P (·; Ω) 的能量极小解.

周长泛函的能量极小解等价于 ∂{u0 = 1} 是面积极小的极小超曲面 (area minimizing minimal

hypersurfaces). 面积极小的极小超曲面的存在性、正则性是几何测度论中一个相对比较成熟的理论

(参见文献 [68]).

相变界面的收敛性可以由 Caffarelli 和 Córdoba [22] 建立的上水平集与下水平集的体积估计得到.

这个体积估计类似于极小曲面的密度估计 (参见文献 [38]): 当 E 为 Ω 内有限周长集且其边界 ∂E 为

面积极小的极小超曲面时, 对任意 Ω′ b Ω, 存在 C1, C2 和 r0 使得对任意 x ∈ ∂E ∩ Ω′, 有

C1 <
Ln(Bn

r (x) ∩ E)

rn
6 C2, ∀ r < r0,

这里 Ln 指 n 维 Lebesgue 测度. 与之相对应, 如下定理是文献 [22] 中的主要结果.

定理 3.2 对任意 −1 < α < β < 1, 存在 C 和 R0 使得如下性质成立. 设 uε 是 (1.1) 在 Bn
1 上的

能量极小解且 α 6 uε(0) 6 β, 如果 r > R0ε, 则

min{Ln(Br ∩ {uε > β}),Ln(Br ∩ {uε < α})} > Crn.

7
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利用此结果可以证明相变界面在 Hausdorff 距离意义下的收敛性.

推论 3.2 设 uε 是 (1.1)在 Ω中的局部能量极小解,而 u0 是推论 3.1中得到的 uε 的极限.则对

任意 Ω′ b Ω, 有

distH
(
{uε = 0} ∩ Ω′, ∂{u0 = 1} ∩ Ω′) → 0. (3.1)

3.2 一般临界点的收敛理论

本小节讨论一般临界点的收敛性理论. 这主要是 Hutchinson 和 Tonegawa [74] 的工作.

对于 Allen-Cahn 方程的一个解 uε, 定义对应的 n− 1 维变分形 Vε 为

⟨Vε,Φ⟩ =
∫
Ω

Φ(x, I − νε(x)⊗ νε(x))ε|∇uε(x)|2dx, ∀Φ ∈ C∞
0 (Ω×G(n− 1, n)), (3.2)

这里 I 代表单位矩阵. 注意由 Sard 定理可知这种定义是合理的. 这里给出的定义并不是文献 [74] 中

的原始定义, 但它们实际上是等价的.

Hutchinson 和 Tonegawa [74] 证明了如下定理.

定理 3.3 设 uε 是 (1.1) 的解, 满足能量一致有界条件 (1.4). 则存在一个子列 (为简便起见, 仍

记作 ε→ 0) 使得如下性质成立:

(1) 存在一个 u0 ∈ BV (Ω, {±1}) 和 n− 1 维变分形 V0 使得在 L1
loc(Ω) 中 uε → u0, 在变分形意义

下 Vε ⇀ V0, 且同时有弱收敛

ε

2
|∇uε|2dx ⇀

1

2
∥V0∥,

W (uε)

ε
dx ⇀

1

2
∥V0∥;

(2) spt∥Dχ{u0=1}∥ ⊂ spt∥V0∥,且对任意连通紧集 K ⊂ Ω \ spt ∥V0∥, uε 在 K 上一致收敛到 1或者

−1;

(3) 对任意 Ω′ b Ω 和 0 < b < 1, 有

distH(Ω′ ∩ {x : |uε| 6 1− b},Ω′ ∩ spt ∥V0∥) → 0;

(4) V0 是一个 n − 1 维稳态、整变分形 (在相差一个常数意义下), 即其密度函数 θ(x) = σ0N(x),

且对 Hn−1-a.e. x ∈ spt ∥V0∥, 有 N(x) ∈ N;

(5) 如果 uε 是 Ω 上的局部能量极小解, 则对 Hn−1-a.e. x ∈ spt ∥V0∥, 有 N(x) = 1.

注 3.1 (界面聚类 (interface clustering)) 当重数 N(x) > 1 时, 一个典型场景是在局部区域内,

{uε = 0} 包含 N(x) 个连通分支, 并且这些分支均收敛到同一个极限. 这叫界面聚类现象, 见图 4. 此

时这些不同分支几乎相互平行, 且沿着法向方向 uε 基本上是 N(x)个一维解 (适当伸缩之后)的黏连,

见图 5.
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图 4 (网络版彩图) 界面有多个连通分支 图 5 (网络版彩图) 法线上的函数图像

该定理的证明主要利用了如下四个工具.

(1) 稳态条件 (stationary condition). 若 uε 是能量泛函 (1.2) 的临界点 (即 Allen-Cahn 方程的解),

则它满足稳态条件∫
Ω

[(
ε

2
|∇uε|2 +

1

ε
W (uε)

)
div Y − εDY (∇uε,∇uε)

]
dx = 0, ∀Y ∈ C∞

0 (Ω,Rn). (3.3)

该恒等式可以通过直接分部积分得到 (利用 uε 是光滑解). 它也可以通过考虑能量泛函的内变分

(inner variation) 得到, 具体如下: 对任意 Y ∈ C∞
0 (Ω,Rn), 考虑常微分方程

d

dt
Ψ(t, x) = Y (Ψ(t, x)), Ψ(0, x) = x,

或简单地考虑 Ψ(t, x) = x + tY (x). 令 ut,ε(x) = uε ◦ Ψ(t, x). 由于 uε 为 Allen-Cahn 能量泛函的临界

点, 因此有
d

dt
Eε(ut,ε; Ω)

∣∣∣∣
t=0

= 0.

计算此导数即给出 (3.3) 中的积分恒等式.

稳态条件 (3.3) 与变分形的稳态条件非常类似. 事实上, 定理 3.3 中极限变分形 V0 的稳态性即来

自在 (3.3) 中取极限.

(2) Modica 不等式. Modica [103] 通过对合适的辅助函数运用最大值原理, 证明了关于全空间解

(entire solution) 动能项与势能项的如下不等式.

定理 3.4 设 uε ∈ C3(Rn) 是 Allen-Cahn 方程的全空间解, 则有

ε

2
|∇uε|2 6 1

ε
W (uε). (3.4)

对于局部解, 文献 [74, 命题 3.3] 给出了一个相近形式的估计.

命题 3.1 设 uε 是 Ω 上 Allen-Cahn 方程的解. 对于任意 Ω′ b Ω, 存在 ε0 和 C, 使得当 ε 6 ε0

时, 有

sup
Ω′

(
ε|∇u|2

2
− W (u)

ε

)
6 C.

9
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(3) 单调性公式. 定义

Θε(r;x) := r1−n

∫
Bn

r (x)

[
ε

2
|∇uε|2 +

1

ε
W (uε)

]
.

则对于全空间解与局部解, 分别有如下的单调性公式.

命题 3.2 [105] 若 uε 是 Allen-Cahn 方程的全空间解, 则对于任意 x ∈ Rn, Θε(r;x) 对 r 是单调

增的.

命题 3.3 [74] 设 uε 是 Ω 上 Allen-Cahn 方程的解. 对于任意 Ω′ b Ω, 存在常数 C, 使得当

Bn
r (x) ⊂ Ω′ 时, 对任意 s ∈ (0, r), 有

Θε(r;x)−Θε(s;x) >
∫ r

s

{
1

τn

∫
Bτ (x)

(
W (u)

ε
− ε

2
|∇u|2

)
+

dy

}
dτ

− Cr + ε

∫
Bn

r (x)\Bn
s (x)

|(y − x) · ∇u|2

|y − x|n+1
dy.

在很多问题中, 单调性公式的推导仅需要稳态条件 (3.3). 但对于 Allen-Cahn 方程, 这样只能得到

幂次为 n − 2 的单调性公式. 为了将幂次提升至 n − 1, 我们还需要 Modica 不等式. 在分数阶 Allen-

Cahn 方程 (当 1/2 6 s < 1 时) 及向量值 Allen-Cahn 方程中 (见后文第 7 节), 由于 Modica 不等式一

般不再成立, 所以可能没有上述形式的单调性公式. 这给这些问题的研究带来了很大的困难.

(4) 清除性质. 清除性质是说当 uε 在 Bn
r (x) 中的能量 (利用上述单调性公式中的量 Θε 描述) 足

够小时, 在 Bn
r/2(x) 内 uε 会远离相变界面. 等价地, 我们需要一定的能量才能创造出相变界面. (在能

量极小情形下, 定理 3.2 实际上也蕴含了这个结论.)

命题 3.4 存在常数 η 使得对于任意 ε,若 uε 是 Allen-Cahn方程在 Bn
r (x)上的解 (这里 r > 2ε)

且 Θε(r, x) 6 η, 则在 Br/2(x) 内 |uε| > 1/2.

对于 Allen-Cahn 方程 (1.1), 上述清除性质可直接由单调性公式推导出. 然而, 如前文所述, 在许

多其他问题中并不存在与该清除性质相匹配的单调性公式, 致使类似命题的证明变得十分困难. 这一

困难在分数阶 Allen-Cahn 方程 (当 1/2 6 s < 1 时)、向量值 Allen-Cahn 方程、Allen-Cahn 方程边值

问题以及 Ginzburg-Landau 方程的研究中均有出现.

结合上述密度下界估计, 即可进一步推导出相变界面在 Hausdorff 距离意义下的收敛性.

3.3 稳定解与有限 Morse 指标解的收敛

在定理 3.3中,我们只假设了 Allen-Cahn方程的解 uε 具有一致有界的能量. 如果这列解还是稳定

的或者具有一致有界的 Morse指标,则可以获得更多关于极限变分形的信息,如其部分正则性 (partial

regularity)、稳定性和 Morse指标刻画等. 这首先是由 Tonegawa [134] 对稳定解证明的极限变分形的稳

定性, 以及由 Tonegawa 和 Wickramasekera [135] 对稳定解证明的极限变分形的部分正则性. 这些工作

后续也被推广至有限 Morse 指标解情形, 分别参见文献 [69] (极限变分形的部分正则性) 和 [73] (极限

变分形的 Morse 指标上界), 以及文献 [87]. 他们的结果可以总结为如下定理.

定理 3.5 设 uε 是 Allen-Cahn方程在 Bn
1 中的一列解,满足一致有界能量条件 (1.4)且其 Morse

指标均小于等于 N . 设 V0 是定理 3.3 所得到的 uε 的极限变分形, 则

(1) V0 的正则点集局部地是一个嵌入、光滑的极小超曲面;

(2) V0 的奇点集在 1 6 n 6 7 时是空集, 在 n = 8 时是离散点集, 在 n > 9 时其 Hausdorff 维数至

多为 n− 8;

10
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(3) V0 有一个广义第二基本形式, 且其 Morse 指标小于等于 N .

在上述定理证明中, 可以利用二阶内变分 (second inner variation) 的概念 [87]. 注意, 稳态条件实

际上是一阶内变分. 二阶内变分定义出的稳定性概念弱于由 (2.5) 定义的稳定性条件, 但与稳态条件

一样, 它与变分形的稳定性条件有更直接的联系.

3.4 黏性消失极限

在一些情形下, 相变界面的收敛及其极限的刻画也可以由黏性解 (viscosity solution) 理论得到.

首先需要极小超曲面在黏性解意义下的一个等价定义 (参见文献 [21], 也见更早的 Soner [129] 对

平均曲率流等抛物问题的黏性解定义). 这是通过 “符号距离函数” 来定义的.

定义 3.1 (符号距离函数) 给定一个开集 E, 定义到其边界的符号距离函数为

d∂E(x) =

dist(x, ∂E), x ∈ E,

−dist(x, ∂E), x /∈ E.

我们有如下定理:

定理 3.6 E (作为一个开的有界变差集)在 Bn
1 中具有面积极小的边界,当且仅当符号距离函数

d∂E 在 E 中上调和, 在 Bn
1 \ E 中下调和.

定义 gε(t) = g(ε−1t), 其中 g 由 (2.1) 给定. 因为 −1 < g(t) < 1 且 g′(t) > 0, 我们可以令

Φε(x) = g−1
ε (uε(x)).

直接计算可得

ε∆Φε =
g′′

(
ε−1Φε

)
g′
(
ε−1Φε

) (1− |∇Φε|2). (3.5)

这是 Hamilton-Jacobi 方程的一种黏性消失 (vanishing viscosity) 逼近问题.

Modica 不等式 (见定理 3.4) 等价于条件

|∇Φε| 6 1.

结合此 Lipschitz 估计及标准的黏性消失逼近方法, 可以证明 Φε 一致收敛到一个极限函数 Φ0, 且 Φ0

是程函方程 (eikonal equation)

±(1− |∇Φ|2) = 0

的黏性解1). 另外, (3.5) 还蕴涵着 ∆Φε 在 {Φε > 0} 和 {Φε < 0} 中分别满足一定的符号条件, 由此取

极限即得

(1) 在 {Φ0 > 0} 中, ∆Φ0 6 0;

(2) 在 {Φ0 < 0} 中, ∆Φ0 > 0.

作为程函方程的黏性解, 在很多情形下可以证明 Φ0 是到 {Φ0 = 0} (作为开集 {Φ0 > 0} 的边界)

的符号距离函数 (参见文献 [8, 定理 12]). 结合上述 ∆Φ0 的符号条件, 利用定理 3.6 可知 {Φ0 = 0}
是黏性解意义下的极小超曲面. 由于相变界面是 {Φε = 0}, 所以 Φε 的一致收敛性保证了相变界面在

Hausdorff 距离意义下收敛到 {Φ0 = 0}.

1) 方程前的正负号取决于 Φ0 本身的正负性. 注意在 ± 两种系数下, 该方程黏性解定义中上、下解不等式方向是相
反的.
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3.5 三种方法的比较

我们已经介绍了研究相变界面零阶正则性的三种方法: Γ- 收敛方法、变分形收敛方法和黏性消

失极限方法. 其中, Γ- 收敛方法仅适用于能量极小情形, 但不依赖于单调性公式等结构性条件, 因此

在诸多其他问题的研究中仍是为数不多的可用方法之一 (如当 1/2 6 s < 1 时的分数阶 Allen-Cahn

方程、向量值 Allen-Cahn 方程, 参见第 7 节); 变分形收敛方法可适用于一般临界点, 但通常需要单

调性公式、Modica 不等式等额外结构作为支撑; 黏性消失极限方法不仅能够得到相变界面的收敛性,

还可借助前文定义的 Φε 的收敛性给出远离相变界面区域的控制,这在应用移动平面法 (moving plane

method) 和滑动法 (sliding method) 时非常有用, 不过该方法一般无法刻画界面聚类现象.

4 一阶正则性: 相变界面的一致 C1,θ- 正则性

本节讨论如下问题: 给定 Allen-Cahn 方程 (1.1) 在 Bn
1 上的一列解 uε, 在什么样的条件下, 可以

证明其相变界面 (如水平集 {uε = 0}) 在内部具有一致的一阶 Hölder 正则性? 这里内部一致的一阶

Hölder 正则性是指, {uε = 0} 在适当坐标系下可以表示成函数的图像, 即 {uε = 0} ∩ Bn
1/2 = {xn =

fε(x
′)}, 其中 x′ ∈ Bn−1

1/2 , 且存在常数 0 < θ < 1 和 C > 0, 使得对任意 ε 都有

∥fε∥C1,θ(Bn−1
1/2

) 6 C. (4.1)

在相变界面具有 Lipschitz 正则性的前提下, 这样的估计是由 Caffarelli 和 Córdoba [23] 得到的.

定理 4.1 如果 {uε = 0} ∩ Bn
1 = {xn = fε(x

′)} (x′ ∈ Bn−1
1 ), 且 fε 是一致 Lipschitz 连续的, 则

估计 (4.1) 成立.

这个定理证明的基本思路是运用 De Giorgi 迭代方法来得到偏导数 ∂xifε (i = 1, . . . , n − 1) 的

Hölder估计.这类似于椭圆方程理论中经典的 De Giorgi-Nash-Moser估计,但虽然 fε 可以认为是极小

曲面方程的近似解, 实际上这里利用的是 ∂xifε = −∂xiuε/∂xnuε 满足椭圆方程

div

[
(∂xnuε)

2∇ ∂xiuε
∂xnuε

]
= 0.

关于 C1,θ 正则性的另外一个典型结果是一种 Allard 型 ε- 正则性 (参见文献 [136]).

定理 4.2 对任意 b ∈ (0, 1), 存在常数 εA, τA, αA ∈ (0, 1) 以及 KA 使得下述结果成立.

设 uε 是 (1.1) 在 Bn
1 中的解, 满足 ε < εA, |uε(0)| 6 1− b 及∫

Bn
1

[
ε

2
|∇uε|2 +

1

ε
W (uε)

]
6 (1 + τA)σ0ωn−1. (4.2)

则在经过适当旋转之后, 对任意 t ∈ (−1 + b, 1 − b), 存在函数 f tε : Bn−1
1/2 7→ R 使得 {uε = t} ∩ Bn

1/2 =

{xn = f tε(x
′)}, 且有估计

∥f tε∥C1,αA (Bn−1
1/2

) 6 KA.

我们说这是一种 Allard型 ε-正则性,是因为对于稳态变分形, Allard [4] (也可参见文献 [127,第四

章]) 证明了如下定理.
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定理 4.3 对任意 0 < θ < 1, 存在常数 δ 和 C 使得如下性质成立. 如果 V 是 Bn
1 中一个 k 维稳

态变分形, 满足

(1) 0 ∈ sptV ;

(2) 在 spt∥V ∥ 上 V 的密度函数几乎处处大于等于 1;

(3) ∥V ∥(Bn
1 (0)) 6 (1 + δ)ωk,

则在适当旋转之后, 存在函数 f : Bk
1/2 7→ Rn−k 使得 V xBn

1/2
= VGraph(f), 且有估计

∥f∥C1,θ(Bk
1/2

) 6 C.

注意上述条件 (3) 意味着 V 接近于重数为 1 的 Rk × {0}, 而定理 4.2 中的条件 (4.2) 是说只有一

个相变界面. 这都是一种 “重数一” 条件.

定理 4.2 实际上由 Savin [117] 首先证明. 他利用黏性解方法和 L∞ 意义下的调和逼近 (harmonic

approximation) 给出了如下平坦性改进 (improvement of flatness) 结果.

定理 4.4 [117] 存在常数 0 < η1(n,W ) < η2(n,W ) < 1 使得下列结果成立. 对于任意给定的

θ0 > 0, 存在 δ0(θ0, n,W ) 使得, 如果 uε 是 (1.1) 在 Bn
1 内的一个局部能量极小解, 满足

uε(0) = 0, {uε = 0} ⊂ {|xn| 6 δ} (4.3)

且

δ 6 δ0,
δ

ε
> θ0, (4.4)

则存在 ξ ∈ Sn−1 满足 |ξ − en| 6 Cδ, 使得

{uε = 0} ∩Bn
η2

⊂ {|x · ξ| 6 η1δ}. (4.5)

上述条件 (4.3) 是说相变界面包含于一个宽度 δ 的带中, 而 (4.4) 要求这条带是相对窄的 (但相对

于 Allen-Cahn方程中的参数 ε又不太窄).结论 (4.5)则告诉我们,当球半径从 1缩小到 η2 时,这条带

的宽度可以缩小到 η1δ. 由于 η1 < η2, 这并不是成比例的缩小而是更好的缩小, 所以我们称其为 “平

坦性改进”.

迭代 (4.5) 即可以给出定理 4.2 中相变界面的一致 C1,θ 正则性. 对极小超曲面 (在有界变差集框

架下), Caffarelli 和 Cordoba [21] 也利用类似的黏性解方法证明了极小超曲面的平坦性改进结果, 从而

给出了极小超曲面 ε- 正则性的一个新证明2). 定理 4.4 与这个结果是对应的.

文献 [136]中的证明受到了 Allard方法的启发,特别地,该文献使用了 “倾斜过剩” (tilt excess)来

衡量相变界面的平坦性.

定义 4.1 (倾斜过剩) 令 T 为 Rn中的一个 n−1维超平面, ν为它的一个法向量. 对于 Bn−1
r ⊂ T ,

定义 Cr = Bn−1
r × (−1, 1) 为以 T 中球为截面的 (有限) 柱体. 则 uε 在 Cr 内相对于 T 的倾斜过剩定

义为

E(r;uε, T ) := r1−n

∫
Cr

[1− (νε · ν)2]ε|∇uε|2dx.

2) 这最早是由 De Giorgi [37] 证明的. 在这篇工作中, De Giorgi 首次引入了上述调和逼近的思想.
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这与 Savin 使用的 L∞ 意义下的平坦性度量不同. 实际上, 倾斜过剩基本上是一种 W 1,2 范数. 例

如, 如果每一个水平集 {uε = t} 都是 Rn−1 上光滑函数的图像, 即对于任意 t ∈ [−1, 1], 都有 {uε =

t} ∩ Cr = {xn = h(x′, t)}, 则

E(r;uε,Rn−1 × {0}) =
∫ 1

−1

(∫
Bn−1

r

|∇h(x′, t)|2

(1 + |∇h(x′, t)|2)1/2
ε|∇uε(x′, h(x′, t))|dx′

)
dt.

作为对比, 在 Allard 的证明中, 他同样定义了变分形的倾斜过剩

E(r;V, T ) := r−k

∫
Cr(T )

|S − pT |2dV (y, S),

这里 pT 指子空间 T 对应的投影矩阵.

利用倾斜过剩, 可以证明另一种平坦性改进结果:

定理 4.5 [136] 给定常数 b ∈ (0, 1), 存在常数 δ0, τ0, ε0, θ ∈ (0, 1/4) 以及足够大的 K0 使得下列结

果成立. 设 uε 为 (1.1) 在 Bn
1 中的解, ε 6 ε0, |uε(0)| 6 1− b, 且其满足 (4.2). 若

K0ε 6 E(1;uε,Rn−1 × {0}) 6 δ20 , (4.6)

则存在一个新平面 S 使得

E(θ;uε, S) 6
1

2
E(1;uε,Rn−1 × {0}), (4.7)

且存在一个万有常数 C 使得

|pS − pRn−1×{0}| 6 CE(1;uε,Rn−1 × {0})1/2.

有了这种平坦性改进结果,通过迭代也可以得到相变界面的一致 C1,θ 估计.这个定理的证明则包

含如下 4 步.

第 1 步 Lipschitz 逼近. 利用 Hardy-Littlewood 极大函数的弱 (1, 1) 型估计, 我们证明存在一个

测度很小的 “坏集” B ⊂ Bn−1
1 , 使得在柱体 (Bn−1

1 \ B) × (−1, 1) 中, 水平集 {uε = t} (对任意 t ∈
(−1+ b, 1− b),这里 0 < b < 1是一个固定的常数)都可以表示为 Lipschitz函数的图像, {xn = f tε(x

′)}.
第 2 步 放大 (blow up). 记 δε := E(1;uε,Rn−1 × {0})1/2, 利用 W 1,2 的弱紧性, 可以证明 f tε/δε

收敛到一个极限 h∞.

第 3 步 调和逼近. 这一步我们证明 h∞ 是调和函数. 这是通过在稳态条件 (3.3) 中取试验向量

场 Y (x) := ϕ(x′)ψ(xn)en 然后再令 ε→ 0 取极限得到的, 这里 en 是第 n 个标准坐标基, ϕ 是 Bn−1
1 上

的一个标准截断函数, 而 ψ 是区间 (−1, 1) 上的一个标准截断函数.

第 4 步 过剩的衰减估计.在这一步我们完成 (4.7)的证明. 这是通过在稳态条件 (3.3)中取试验

向量场 Y (x) := ϕ(x′)ψ(xn)xnen 然后再取 ε → 0 的极限得到的, 这里 ϕ 和 ψ 仍然是第 3 步中所选的

截断函数.

如上述第 2 步所见, 由于我们用一种 W 1,2 范数来进行放大, 所以这里只需要利用 W 1,2 的弱紧

性就可以找到逼近的调和函数. 作为对比, Savin [117] (也见其后续的简化工作 [118]) 需要证明类似于

f tε/δε 的放大序列是一致 Hölder 连续的, 才可以取其子列获得一致收敛. 这种一致 Hölder 连续性是

通过建立 Harnack 不等式得到的 (类似于椭圆方程理论中的 Krylov-Safanov 估计). 但由于 Savin 的

平坦性改进估计完全通过黏性解方法得到, 故可以推广到不带变分结构的、具有完全非线性椭圆算子
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的 Allen-Cahn 型方程 (参见文献 [116]). 当然, 上述 W 1,2 框架则具有可以推广到方程组情形的优势,

例如, Halavati 等 [72] 将该方法运用于 Abelian Higgs 模型的研究并证明了相应的 Allard 型 ε- 正则性

定理.

在上述第 3 和 4 步中, 在稳态条件 (3.3) 中所取的两种特殊向量场, 实际上分别对应于线性椭圆

方程理论中的如下两种操作: 如果 u ∈W 1,2(Bn−1
1 ) 是椭圆方程

div(A∇u) = 0

的解 (这里 A 是 Bn−1
1 上矩阵值的可测函数), 则对任意 φ ∈ C∞

0 (Bn−1
1 ), 有∫

Bn−1
1

A∇u · ∇φ = 0

和 ∫
Bn−1

1

A∇u · ∇(φu) = 0.

以上讨论的都是重数为 1 的情形, 对于高重数情形, Tonegawa 提出了如下层状性质 (sheeting

property) 问题.

猜想 4.1 若 uε 是 Bn
1 内 (1.1) 的稳定解, 满足

ε|∇uε|2dx ⇀ Qσ0Hn−1xRn−1×{0}, Q > 2,

则有

{uε = 0} ∩Bn
1/2 =

Q∪
α=1

{xn = fα,ε(x
′)},

且 fα,ε 在 C1,θ(Bn−1
1/2 ) 中一致有界.

这个猜想对应于稳定极小曲面中具有多重数时的正则性结果, 即 Schoen 和 Simon [123] 证明的稳

定极小超曲面的层状性质.

定理 4.6 设 M 是 Bn
1 中一个嵌入、双边 (two sided)、稳定的极小超曲面, 其奇点集的 n− 3 维

Hausdorff测度为 0. 如果 M 在变分形意义下接近于 QHn−1xRn−1×{0} (相对于由变分形收敛定义的拓

扑或者度量结构), 则在 Bn
1/2 中 M 可分解为 Q 个互不相交的、近乎平坦的光滑极小图的并.

由这个结果及 Wickramasekera [143] 的工作,在适当条件下 (主要是文献 [143]中引入的一种 α-结

构性条件), 我们可以得到稳定余一维稳态变分形的最优部分正则性.

与单重数情形的结果相比 (定理 4.2和 4.3),高重数情形的困难在于,一般而言界面聚类或者极小

超曲面的不同层并不是如图 4 那样相互分离: 它们之间可能会通过一些细长的 “脖子” 连接起来, 如

在悬链面 (catenoid) 中发生的那样. 这种 “脖子” 区域如果过大, 会使得任何调和函数都不能很好地

逼近相变界面或者极小超曲面, 从而让调和逼近方法失效. 相应地, 文献 [123] 中证明定理 4.6 的关键

一步即为利用稳定性条件来估计这种 “脖子”区域的测度.这依赖于 Schoen的一个估计倾斜过剩的技

巧. 不幸的是, 目前我们还没有在 Allen-Cahn 方程中找到这个估计的一个合适对应, 所以猜想 4.1 仍

然是一个公开问题 3).

3) 由最近 Florit-Simon 和 Serra 对四维弱稳定 De Giorgi 问题 [62] 的证明, 该猜想在四维时已经被予以证实.
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5 二阶正则性: 相变界面的一致 C2,θ- 正则性

本节讨论如下问题: 给定 Allen-Cahn 方程 (1.1) 在 Bn
1 上的一列解 uε, 假设其相变界面已经具有

一致的一阶 Hölder 正则性 (如上一节所定义), 是否可以证明它也是一致二阶 Hölder 正则的? 与上

一节类似, 这是指 {uε = 0} 在适当坐标系下可以表示成函数的图像, 即 {uε = 0} = {xn = fε(x
′)},

(x′, xn) ∈ Bn
1/2, 且存在常数 0 < θ < 1 和 C > 0 使得

∥fε∥C2,θ(Bn−1
1/2

) 6 C. (5.1)

这类似于椭圆方程的 Schauder 估计. 由于二阶导数与 {uε = 0} 作为超曲面的曲率有关系, 所以

这也类似于极小曲面理论中的曲率估计 (参见文献 [122,124]).

首先对于重数一情形, 我们有下列结果 (参见文献 [139, 定理 2.7]).

定理 5.1 设 uε 是 Bn
1 内 (1.1) 的一列解. 如果 {uε = 0} = {xn = fε(x

′)}, 且

sup
ε

Lip |fε| < +∞,

则对于任意 0 < θ < 1, 估计 (5.1) 成立.

高重数时的情况则较为复杂. 首先有如下两个例子.

例 5.1 Del Pino 等 [44] 构造了 R2 上 Allen-Cahn 方程的多端解 uε, 其相变界面 {uε = 0} =∪Q
α=1{x2 = fα,ε(x1)}, x1 ∈ R, 这里

fα,ε(x1) ≈ εfα(ε
−1/2x1) +

√
2

2
αε| log ε|,

而 fα 是 R 上 Toda 方程组

f ′′α = e−
√
2(fα−1−fα) − e−

√
2(fα+1−fα) (5.2)

的一个解, 这里 f1 < f2 < · · · < fQ 且约定 f0 = −∞ 和 fQ+1 = +∞. 由于

f ′′α,ε(0) ≈ f ′′α(0) ̸= 0,

但对任意的 x1 ̸= 0, 有

f ′′α,ε(x1) ≈ f ′′α

(
x1
ε1/2

)
→ 0,

所以 f ′′α,ε 不是一致连续的. 注意 uε 是不稳定的解.

例 5.2 当 n > 11 时, Agudelo 等 [2] 构造了 Rn 上 (1.1) 的一族稳定解, 其相变界面 {uε = 0} =

{xn = ±fε(x′)}, x′ ∈ Rn−1, 这里

fε(x
′) ≈ εf(ε−1/2x) +

√
2

2
ε| log ε|,

而 f 是 Rn−1 上 Liouville 方程

∆f = e−
√
2f (5.3)

的一个光滑、径向对称且稳定的解 (这样的解只在 n > 11时才存在). 与上个例子类似, 我们也可以证

明 ∇2fε 不是一致连续的.
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上述例子告诉我们, 为了获得相变界面的二阶正则性, 首先, 稳定性条件是必须的 (否则该结论

在二维时都不成立); 其次, 即使对稳定解, 适当的维数限制也是必要的. 这方面最一般的结果是如下

定理:

定理 5.2 对任意 θ ∈ (0, 1), 0 < b1 < b2 < 1 和 Λ > 0, 存在常数 C = C(θ, b1, b2,Λ) 以及

ε∗ = ε(θ, b1, b2,Λ) 使得下述结果成立.

若 uε 是 Bn
1 内 (1.1) 的一个稳定解, 且在 {|uε| 6 1− b2} ∩Bn

1 内满足

|∇uε| ̸= 0, |B(uε)| 6 Λ,

则当 n 6 10 和 ε 6 ε∗ 时, 对任意 t ∈ [−1 + b1, 1− b1], {uε = t} ∩ Bn
1/2 是 (一列) 光滑超曲面, 且它们

第二基本形式的 Cθ 范数可以被常数 C 控制. 对 {uε = t} 的平均曲率 Ht(uε) 有估计

|Ht(uε)| 6 Cε 在 Bn
1/2 中. (5.4)

该定理的二维及一些特殊的高维情形在文献 [139] 中首先证明, 然后 Chodosh 和 Mantoulidis [32]

证明了三维的一些情形 (这被用于他们对 Allen-Cahn 情形的 Marques-Neves 重数一猜想及三维情形

下丘成桐 “无穷多极小曲面存在性猜想” 的证明, 见第 6.3 小节), 上述最一般形式是在文献 [138] 中建

立的.

与定理 5.1 相比, 该结果的复杂之处完全源于相变界面具有高重数, 即注 3.1 中所描述的界面聚

类情形. 实际上, 在上述定理中, 我们甚至允许 {uε = 0} 的连通分支个数随 ε → 0 趋于无穷. 相应地,

该定理的证明也依赖于相变界面不同连通分支之间相互作用形式的确定.

这种相互作用基本上可由如下非线性偏微分方程描述:

∆′fα,ε =
A

ε
[e−

√
2

ε (fα,ε−fα−1,ε) − e−
√

2
ε (fα+1,ε−fα,ε)]. (5.5)

这里 ∆′ 是 Rn−1 上的 Laplace算子, A则是一个正常数. 该方程即在可积系统理论中已经被大量研究

过的 Toda 方程组 (参见文献 [80,108]). 注意该方程组仅在空间一维、二维情形下完全可积, 且可以用

可积系统方法来研究, 但在定理 5.2 的证明中, 我们需要的是 Toda 方程组在任意维数情形时的一些

正则性结果, 如稳定解的先验估计、Liouville 定理等性质.

通过利用 Toda方程组稳定解的一些先验估计,可以证明对 Allen-Cahn方程的稳定解,其界面不同

连通分支之间的距离有如下下界. 记 Dε 为相变界面不同连通分支之间的距离,则对任意的 0 < θ < 1,

存在常数 C 使得

Dε >
(1 + θ)

√
2

2
ε| log ε| − Cε. (5.6)

由此距离下界估计, 即可对方程 (5.5) 运用标准的 Schauder 估计推导出 fα,ε 的 C2,θ 估计.

所以, (5.6) 是整个证明中的一个关键估计, 而它是否成立与 Toda 方程组的 Liouville 性质紧密相

关. 事实上, 如果该距离估计不成立, 即如果有

Dε 6
√
2

2
ε| log ε|+ Cε,

则通过定义尺度变换

f̃α,ε(x) :=
1

ε
fα,ε(ε

1
2x)−

√
2α

2
| log ε|, (5.7)
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可以证明 f̃α,ε 在适当意义下收敛到标准 Toda 方程组在 Rn−1 上的一个全空间解

∆′fα = e−
√
2(fα−fα−1) − e−

√
2(fα+1−fα). (5.8)

换而言之, 如果能够证明这样的全空间解不存在 (即某种 Liouville 定理), 就可以得到矛盾, 从而说明

(5.6) 中的距离下界成立. 当然, 这种 Liouville 定理一般都需要额外的条件, 例如, 文献 [137] 证明了关

于 Toda 方程组稳定解的 Liouville 定理.

定理 5.3 对任意 Q > 2, 考虑方程组 (5.8), 其中 α = 1, . . . , Q.

(1) 当 n 6 10 时, (5.8) 不存在稳定的全空间解;

(2) 当 4 6 n 6 10 时, (5.8) 不存在具有限 Morse 指标的全空间解.

定理 5.2 中的维数 10 即为该定理中的最优维数.

本节最后简略介绍文献 [138, 139] 中从 Allen-Cahn 方程推导出 Toda 方程组 (5.5) 及证明不同界

面之间距离下界 (5.6) 的方法.

Toda方程组的推导运用了一种反向形式的无穷维 Lyapunov-Schmidt约化方法. 约化方法是非线

性泛函分析理论中的一个经典方法, 已经被广泛运用于证明微分方程解的存在性 (如在分歧理论和黏

连方法中, 参见文献 [27, 第 1.3 小节]). 在 Allen-Cahn 方程的研究中, Del Pino, Kowalczyk, Pacard 和

魏军城等学者发展了无穷维 Lyapunov-Schmidt 约化方法, 利用极小曲面和 Toda 方程组构造了很多

Allen-Cahn 方程的解, 例如:

(1) Riemann 流形上非退化极小超曲面附近的解 (参见文献 [111]);

(2) Rn (n > 9) 上的单调解 (参见文献 [46]), 这与 De Giorgi猜想有关且对应于极小曲面理论中的

Bombieri-De Giorgi-Giusti 图, 见第 6.1 小节;

(3) 二维区域或 R2 上具有界面聚类的解 (参见文献 [44, 45], 特别地, 文献 [45] 首先发现了 Allen-

Cahn 方程与 Toda 方程组之间的联系);

(4) 紧 Riemann 流形上具有界面聚类的解 (参见文献 [48]);

(5) 对应于 R3 中全曲率有限极小曲面的解 (参见文献 [47]);

(6) R8 中渐近于 Simons 锥的解 (参见文献 [112]) 等.

文献 [138, 139] 中所使用的则是 Lyapunov-Schmidt 约化方法的一种反向形式. 这是因为我们并

不是从已有的极小曲面或者 Toda 方程组的解出发来构造 Allen-Cahn 方程的解, 而是从已有的 Allen-

Cahn 方程的解出发来推导其相变界面所 (近似) 满足的椭圆方程. 这种想法在 Del Pino 等 [43] 以及

Gui 等 [70] 等的工作中已经出现过. 但他们关注的是 Allen-Cahn 方程一些全空间解在无穷远处的渐近

行为,而在定理 5.2的证明中, 我们需要处理的是界面聚类情形的分析.处理这种情形的想法是利用反

向约化方法建立 Allen-Cahn 方程中的相变界面与极小曲面、Toda 方程组之间的对应关系, 从而使得

我们可以借用 Toda 方程组稳定解的先验估计来建立稳定相变界面的曲率估计.

首先, 在相变界面具有一致一阶正则性的假设下, 界面可局部表示为一列函数图像的并
∪

α Γα,ε,

其中 Γα,ε = {xn = fα,ε(x
′)}, 且满足序关系 · · · < fα−1,ε < fα,ε < fα+1,ε < · · · , 这里允许指标集的基数

趋于无穷. 同时在每一个 Γα,ε 附近, 沿着每条法线 uε 都很接近于 g(ε−1dα,ε), 这里 dα,ε 代表到 Γα,ε

的符号距离函数.

在此基础上, 可以得到解 uε 如下形式的正交分解:

uε =
∑
α

gα,ε + ϕε,

18



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

这里 ϕε 是误差函数. 而在每一个 Γα,ε 的 Fermi 坐标系 (y, z) 中 (y 是 Γα,ε 中的局部坐标, 而 z 是到

Γα,z 的符号距离), 有

gα,ε(y, z) = g

(
(−1)α

z − hα,ε(y)

ε

)
.

函数 hα,ε 的引入是为了确保如下关键的正交性条件成立:

∫
R
ϕε(y, z)g

′
(
(−1)α

z − hα,ε(y)

ε

)
dz = 0, ∀ y ∈ Γα,ε. (5.9)

这相当于我们在 Γα,ε 的法线方向对一维解作适当平移, 使其在 L2 意义下最优逼近 uε. 此即所谓的调

参 (modulation) 过程.

由此正交性条件, 可确保 Allen-Cahn 方程基本可以拆分为两个方程: 一个是关于相变界面的, 另

一个是关于误差函数 ϕε 的. 由正交性条件, 这两个方程之间有非常弱的耦合 (仅通过一些高阶的误

差项)—所以我们在两个方程之间实现了解耦 (decoupling). 相变界面所满足的方程可以理解为核空间

(kernel space,相对于 Allen-Cahn方程在 uε 处的线性化算子)上的一个方程,而误差函数 ϕε 则近似满

足一个线性化方程. 由于误差函数还和核空间正交, 我们可以推导出 ϕε 满足一些非常好的先验估计.

将误差函数 ϕε 的估计代入核空间方向的方程中, 即可推导出相变界面近似满足 Toda 方程组

(5.5). 为此目的,我们还需要确定相变界面不同连通分支之间的相互作用模式,如图 6所示 (在放大了

ε−1 倍之后的图景下): 首先在每个连通分支 (如 Γ0, Γ1 和 Γ−1) 附近, u 基本上是一维解 g 和其符号

距离函数 (分别记作 d0, d1 和 d−1) 的复合; 然后, 由 g 在无穷远处的渐近展开式, 可知在 Γ0 附近, 它

的两个相邻分支 Γ1 和 Γ−1 产生的贡献中 (分别由 g(d1)和 g(d−1)代表),主阶项 (分别是 −1和 1)恰

好抵消,余下的是 g 在无穷远处的下一阶展开项,即 e−
√
2d1 和 e−

√
2d−1 ,它们给出了 Toda方程组中的

两个指数非线性项; 最后, 再由 g 在无穷远处的指数收敛, 可知除了 Γ1 和 Γ−1 之外的其他连通分支

对 Γ0 的影响都是高阶无穷小 (即在 Allen-Cahn 方程中, 相变界面各连通分支之间的相互作用仅在最

近的邻居之间发生 (interaction between nearest neighbors)).

推导出相变界面所满足的近似 Toda方程组后,我们还需要将 Allen-Cahn方程的稳定性条件约化

e

e

图 6 (网络版彩图) 相变界面不同分支之间的相互作用
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为 Toda 方程组的稳定性条件. 这是通过在 Allen-Cahn 方程的稳定性条件中取形如

η :=
∑
α

ϕα,εg
′
α,ε

的试验函数, 这里 ϕα,ε 是 Γα,ε 上的任意紧支集光滑函数—这相当于我们取这些相变界面的切向扰动

来计算二阶变分.

一旦我们证明了 fα,ε 是 Toda 方程组的 (近似) 稳定解, 就可借助关于 Toda 方程组稳定解的一

些先验估计,如 Farina型积分估计 (这是由 Farina对 Liouville方程稳定解证明的一些积分估计,参见

文献 [55]—它们可以推广到 Toda 方程组, 参见文献 [137]). 由此积分估计再结合一些标准的椭圆估计,

如 W 2,p 估计等 (这里需要维数小于等于 10 的限制), 即可得到 (5.6) 中的距离下界估计.

6 应用

本节介绍前述理论的一些应用,主要是在 De Giorgi猜想、有限Morse指标解的分类以及 Riemann

流形上极小曲面的构造这三个问题的研究中.

6.1 De Giorgi 猜想

De Giorgi [39] 提出了如下关于 Allen-Cahn 方程全空间解 “一维对称性” 的著名猜想:

猜想 6.1 设 u ∈ C2(Rn) 是方程 (1.1) 的一个解, 满足单调性条件 ∂xn
u > 0. 则当 n 6 8 时, u

仅依赖于一个变量, 等价地, u 的每一个水平集 {u = t} 都是超平面.

该猜想最近二十余年受到了广泛关注, 例如, Ghoussoub 和 Gui 证明了二维情形 (参见文献 [66])

和高维的一些特殊情形 (参见文献 [67]), Ambrosio 和 Cabré [9] 证明了三维情形, Savin [117] 在一个附

加条件下证明了直至八维的情形 (也可参见文献 [136]), Del Pino 等 [46] 给出了九维及以上的反例. 关

于该猜想的更多讨论, 可参见 Chan 和 Wei 的综述文章 [26].

Savin [117] 在上述工作中同时证明了直至七维时局部能量极小解的一维对称性, 即如下定理:

定理 6.1 设 u 是 Rn 上 Allen-Cahn 方程的局部能量极小解. 如果 n 6 7, 则 u 是一维的.

该定理可以通过相变界面的一阶正则性得到, 证明步骤简述如下.

第 1 步 对任意 ε > 0, 定义

uε(x) := u(ε−1x).

则由 Γ- 收敛理论或者 Hutchinson-Tonegawa 理论可知, 当 ε→ 0 时, {uε = 0} 收敛到一个面积极小的
极小超曲面且其重数为 1. 由极小曲面的 Bernstein 定理可知, 当 n 6 7 时, 该极限极小超曲面是一个

超平面.

第 2 步 由定理 4.3 可知, {uε = 0} 是一列具有一致 C1,θ 正则性的函数的图. 但 {uε = 0} =

ε{u = 0}, 这蕴涵着 {u = 0} 是一个超平面.

回到 De Giorgi猜想,对于满足单调性条件 ∂xnu > 0的解, Savin所加的额外条件其实是为了确保

解是局部能量极小, 从而使得上述第 1 步中的结论仍然成立. 为了在没有此额外条件时完全证明 De

Giorgi 猜想, 一个可能途径是证明 “稳定 De Giorgi 猜想”, 即如下猜想:

猜想 6.2 设 u ∈ C2(Rn) 是方程 (1.1) 的一个稳定解. 如果 n 6 7, 则 u 是一维的.
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一个证明这个猜想的新困难是, 如何由稳定性条件证明解具有自然能量增长: 存在常数 C 使得∫
Bn

R(x)

[
1

2
|∇u|2 +W (u)

]
6 CRn−1, ∀R > 0, x ∈ Rn.

作为对比, 在最近 Chodosh 等 [31] 和 Mazet [99] 对直至六维稳定 Bernstein 猜想的证明中, 关键一步即

为利用 µ- 泡泡 (µ-bubble) 方法证明稳定极小超曲面具有自然面积增长. 是否可以将此方法推广至椭

圆变分问题、特别是 Allen-Cahn 方程等相变模型的研究中, 是一个非常有趣的问题.

最后, 即使假设上述自然能量增长条件满足, 如何证明全空间稳定解的一维对称性 (即 “弱稳定

De Giorgi 猜想”), 目前也仅在四维情形得到了解决 (由最近 Florit-Simon 和 Serra [62] 的突破性工作),

而五维至七维情形仍然是一个公开问题. 文献 [62] 通过选取好的球心和尺度 (good center and good

scale) 及定义一种好球 - 坏球分解 (good-bad ball decomposition), 仍然可以在界面聚类情形由调和逼

近得到相变界面的平坦性改进估计.巧合的是,该证明强烈依赖于相变界面的二阶正则性理论.具体而

言, 为了启动调和逼近程序, 他们需要在好球区域中利用定理 5.2 中的相变界面平均曲率的 L∞ 估计

(5.4), 从而得到相变界面平均曲率的一个整体 L1 估计.

6.2 有限 Morse 指标解的结构

本小节讨论 Allen-Cahn 方程有限 Morse 指标解的分类问题. 在极小曲面理论中, 具有有限 Morse

指标的极小曲面自 20世纪 80年代起便受到广泛关注 (参见文献 [60]). 受这方面结果的启发, Del Pino

等在文献 [47, 第 10 节] 中提出了一系列关于 R3 上 Allen-Cahn 方程有限 Morse 指标解分类的问题.

特别地, 他们问是否 Allen-Cahn 方程的有限 Morse 指标解一定只有有限个端.

定义 6.1 (有限端解) 设 u 是 Allen-Cahn 方程在 Rn 上的一个解, 如果存在一个紧集 K ⊂ Rn

使得 {u = 0} ∩ (Rn \K) 只有有限多个连通分支, 则称 u 为一个有限端解.

一般而言, 除此拓扑有限性之外, 我们还需要对解在无穷远处的渐近行为有更多要求. 例如, R2

上的 k- 端解实际上定义如下 (参见文献 [43]): 存在 k 条有向射线 {aj · x + bj = 0}, j ∈ {1, 2, . . . , k},
aj ∈ S1, bj ∈ R, 使得在一个紧集外, u 渐近逼近于 g(aj · x+ bj), 即存在常数 C, c > 0 使得∣∣∣∣u(x)− k∑

j=1

(−1)j+1g(aj · x+ bj)

∣∣∣∣ 6 Ce−c|x|,

其中 g 是 (2.1) 中定义的一维解.

图 7 是 R2 上具有四个端或者六个端的解. Kowalczyk 等 [84] 构造了一系列更复杂的 R2 上的多

端解.

在二维情形, 我们有如下结果.

定理 6.2 [139] 若 u是 R2 上 (1.1)的有限 Morse指标解,则其只有有限个端. 同时 u具有自然能

量增长, 即存在 C > 0 使得对于任意 R > 1, 有∫
B2

R

[
1

2
|∇u|2 +W (u)

]
6 CR.

我们期待这样的结果在高维还是成立的, 但目前只能证明轴对称情形4).

4) 在最近的一个工作 [61]中,在假设稳定 De Giorgi猜想 (猜想 6.2)成立前提下, Florit-Simon移除了该轴对称假设,证
明了该定理对 Rn (3 6 n 6 7) 上具有自然能量增长条件的有限 Morse 指标解都成立.
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(a) (b)

图 7 R2 上的有限端解. (a) 具有四个端的解; (b) 具有六个端的解

定理 6.3 [71] 设 u 是 Rn 上 (1.1) 关于 xn 轴旋转对称的解.

(1) 当 4 6 n 6 10 时, 若 u 的 Morse 指标有限, 则 u 仅依赖于 xn (即它只有一个端);

(2) 当 n = 3 时, 若 u 的 Morse 指标有限, 则 u 具有有限个端, 且存在常数 C > 0 使得对任意

R > 0, 有 ∫
B3

R

[
1

2
|∇u|2 +W (u)

]
6 CR2;

(3) 当 n = 3 时, 若 u 的 Morse 指标为 1, 则 u 恰好有两个端;

(4) 当 n = 3 时, 若 u 的 Morse 指标为 0 (即它是稳定解), 则 u 仅依赖于 xn (即只有一个端).

这个定理第一个结果对应于定理 5.3中关于 Toda方程组有限 Morse指标解的结论.对有限端解,

目前我们已经有很多结果: R2 上有限端解的模空间构造参见文献 [43]; Kowalczyk等 [81–83] 对 R2 上最

简单的有限端解 (除了平凡的一维解)—四端解, 进行了系统研究; Gui 等 [70] 对 R3 中两端解的结构及

其模空间进行了深入研究.

证明上述两个定理的一个关键是相变界面的曲率衰减估计, 例如, 定理 6.2 证明中的关键一步是

如下曲率衰减估计 (这里 B(u) 是 (2.6) 中出现的曲率型量, 见 (2.7)).

定理 6.4 如果 u 是 R2 上 (1.1) 的有限 Morse 指标解, 则对任意 b ∈ (0, 1), 存在常数 C > 0 和

R, 使得在 {|u| 6 1− b} \B2
R 上,

|B(u)(x)| 6 C

|x|
. (6.1)

这一结果类似于 Schoen [122] 建立的三维空间中稳定极小曲面的内部曲率估计 5).

定理 6.5 若 Σ ⊂ B3
r 是一个浸入的、具有平凡法丛的稳定极小曲面, 且 ∂Σ ⊂ ∂B3

r , 则 Σ 的第

二基本形式 A 满足估计

sup
B3

r/2

|A| 6 C

r
.

5) 由于直至六维的稳定 Bernstein 猜想最近都已获得了解决 (参见文献 [30, 31,99]), 目前该定理已经可以推广到六维.
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Schoen 的证明强烈依赖于 Simons 不等式 (由 Simons [128] 发现):

∆Σ|A|2 > −2|A|4 + 2

(
1 +

2

n− 1

)
|∇Σ|A||2.

这里 ∆Σ 是 Σ 上的 Beltrami-Laplace 算子. 很不幸的是, Allen-Cahn 方程中没有类似的关于曲率的不

等式, 因此我们证明定理 6.4 采用的是爆破方法: 假设 (6.1) 不成立, 则可以通过适当的尺度变换得到

(1.1) 在 B2
1 上的一列稳定解 uε (ε → 0), 其满足相变界面的曲率一致有界, 但在原点处的曲率恒等于

1 (这是正规化条件). 由曲率一致有界条件, 我们即可使用定理 5.2 得到相变界面的一致 C2,θ 正则性

以及在 C2 中的收敛性, 这最终会导致与正规化条件的矛盾.

6.3 极小超曲面的构造

极小曲面的存在性一直是一个受到广泛关注的问题.几何测度论中很多理论都起源于尝试通过极

小化方法来构造极小曲面 (如 Plateau问题).对非面积极小的极小曲面,在 Almgren [6, 7] 于 20世纪 60

年代的若干工作基础上, Pitts [115] 在 1981 年建立了一个关于面积泛函的极小极大理论并由此证明当

n 6 6时,任意 n维紧 Riemann流形中均存在一个闭的、光滑嵌入的极小超曲面. Schoen和 Simon [123]

通过他们建立的正则性理论, 将此结果延伸到了任意维数 (高维时得到的极小超曲面具有受控的奇点

集). 受这些工作启发, Yau [144] 提出了如下著名猜想:

猜想 6.3 任意闭三维 Riemann 流形一定包含无穷多个浸入的极小曲面.

最近十余年, 从 Marques 和 Neves [94] 对 Willmore 猜想的开创性证明开始, Almgren-Pitts 极小极

大理论被系统地发展 (如Marques和 Neves [96]、Irie等 [76]和Marques等 [98])并最终促使了 Song [130]对

丘成桐猜想的完全解决.

但这些证明都是非直接的,我们并不能从证明中获得极小曲面的更多信息.一个核心困难在于,为

了获得必要的弱紧性,我们必须要在变分形或者流动形 (current)框架下来寻找面积泛函的临界点. 这

样的话, 即使我们有一列光滑超曲面, 由于在取弱极限时可能会出现折叠现象, 它们的弱极限的重数

就有可能大于 1 (见图 8(a), 局部图景见图 8(b)). 因此, 虽然利用极小极大理论可以推得面积泛函有

无穷多个临界点, 但这些临界点有可能是同一个极小超曲面, 只是具有不同的重数. 为了解决此困难,

Marques 和 Neves [95] 提出了如下两个猜想:

猜想 6.4 (重数一猜想) 如果紧 Riemann流形Mn上的度量 g是多凸的 (bumpy) 6)且 3 6 n 6 7,

则由极小极大方法得到的闭极小超曲面的每个连通分支都是可定向的且其重数为 1.

猜想 6.5 (Morse 指标猜想) 如果紧 Riemann流形 Mn 上的度量 g 是多凸的且 3 6 n 6 7, 则存

在一列光滑、嵌入、双边 (two sided) 的闭极小超曲面 {Σk} 满足

Index(Σk) = k, C−1k
1
n 6 Area(Σk) 6 Ck

1
n .

在这之后, 重数一猜想由 Zhou [145] 予以解决 7), Morse 指标猜想也由 Marques 和 Neves [97] 解决.

相关工作也可参见Wang和 Zhou [141] 的综述文章.这些猜想的解决,不仅给予了丘成桐猜想一个肯定

的回答, 即得到了无穷多极小曲面的存在性, 同时也可以给出这些极小超曲面的 Morse 指标特征等丰

富信息.

6) 这里指每一个闭的、浸入极小超曲面都是非退化的, 即在其上不存在非平凡的 Jacobi 场.

7) Wang和 Zhou [142] 的最近工作表明,如果 Riemann度量不是多凸的,极小极大方法构造出的极小超曲面确实有可能
是高重数的. 所以多凸性假设在重数一猜想中是必须的.
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(a) (b)

图 8 (网络版彩图) 曲面折叠形成高重数. (a) 整体图景; (b) 局部图景

这些证明都用到了几何测度论中一些非常艰深的理论和复杂的构造方法. 由于 Allen-Cahn 方程

和极小超曲面之间的紧密联系, 一个自然的想法是利用 Allen-Cahn 方程逼近方法来构造极小超曲面.

采用 Allen-Cahn逼近的一个好处是, Allen-Cahn方程及其对应的能量泛函具有非常好的性质,可以直

接运用变分法中一系列标准的临界点理论 (如山路引理和 Z2 指标理论等) 得到其解的存在性. 例如,

Guaraco [69] 利用山路引理得到了任意紧 Riemann 流形上 Allen-Cahn 能量泛函的一个山路型临界点,

再利用稳定解和有限 Morse 指标解的收敛性结果 (见定理 3.5), 在 Allen-Cahn 方程中令 ε → 0 可得

到一个山路型的极小超曲面,且其具有最优的部分正则性 (在 8维以下是光滑的, 8维及以上可以控制

其奇点集的 Hausdorff 维数). 在后续一系列工作中, Riemann 流形上 Allen-Cahn 方程相关问题被一

大批数学家研究 (参见文献 [12, 13, 28, 50, 51, 64, 65, 93]). Chodosh 和 Mantoulidis [33] 利用 Allen-Cahn

逼近方法解决了关于二维 Riemann 流形的 p- 宽度 (p-width) 问题. 虽然该问题本质上只是一个测地

线问题, 但由于 Almgren-Pitts 极小极大理论无法排除具有非等分角的测地网 (geodesic net) 的出现,

Allen-Cahn 方程的使用在这项工作中是本质的. 另外, 他们使用的并不是标准的 Allen-Cahn 方程, 而

是椭圆 sine-Gordon 方程

∆u = sin(πu).

该方程仍然具有双势阱结构, 所以是广义意义下的 Allen-Cahn 方程, 且它还是完全可积的, 由此 Liu

和Wei [92] 利用可积系统方法给出了该方程在 R2 上有限 Morse指标解的完全分类. 这个分类结果 (特

别地, 刘 - 魏切锥定理) 是文献 [33] 中一个非常关键的工具.

在 Hutchinson-Tonegawa 理论中, 我们见到 Allen-Cahn 方程解的极限变分形可能具有高重数. 这

与 Almgren-Pitts 极小极大理论中遇到的困难是类似的, 所以由 Allen-Cahn 逼近得到的极小超曲面也

有可能在几何上是同一个超曲面, 只是具有不同的重数. 为解决此困难, 我们也需要证明 Allen-Cahn

情形下的重数一猜想. 在三维情形, 这已经由 Chodosh 和 Mantoulidis [32] 予以解决.

在以下定理中, 设 (M3, g) 是一个闭三维 Riemann 流形, {uε} 是 Allen-Cahn 方程的一列解, 具有

一致有界的能量和 Morse 指标. 由定理 3.3, 我们可以说 uε 收敛到一个变分形 V0. 由定理 3.5, V0 的

支集是一个嵌入、光滑的极小曲面 Σ. Chodosh 和 Mantoulidis [32] 首先证明了如下关键定理:

定理 6.6 如果 V0 的重数大于 1 或者 Σ 是单边的 (one sided), 则 Σ 有一个正的 Jacobi 场 (在

第二种情形下, 则是在 Σ 的双边覆盖上).
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这个定理的证明首先需要相变界面的二阶正则性以确保在界面聚类情形下,相变界面仍然在光滑

意义下收敛到极限极小曲面 Σ, 所以定理 5.2 涉及的全部分析在这里都是需要的. 但为了构造 Σ 上的

正 Jacobi 场, 我们还需要比距离下界估计 (5.6) 更精确的描述: 存在常数 Lε → +∞ 使得

Dε >
√
2ε| log ε| −

√
2

2
ε log | log ε|+ εLε. (6.2)

这一估计用于确保在对 Allen-Cahn 方程进行约化之后所得到的方程中, 与由曲率带来的一些几何项

相比, Toda 方程组中的指数非线性项都是高阶无穷小. 估计 (6.2) 的证明则需要我们将定理 5.2 证明

中的约化分析进一步精细化, 推导出一种 Jacobi-Toda 方程组 (这是 Jacobi 场方程和 Toda 方程组结

合起来的一个方程组,它之前已经在文献 [48]中构造界面聚类型的解时出现过),然后利用这个方程组

稳定解的一些先验估计.

作为上述定理的推论,我们推导出:当度量 g 是多凸的或者具有正 Ricci曲率时, 由于任何一个极

小曲面都不可能有正 Jacobi场, V0 的每一个连通分支都是双边的且具有重数 1. 这证明了 Allen-Cahn

情形下的重数一猜想, 从而也给出了丘成桐猜想 (猜想 6.3) 的另一个证明.

推论 6.1 如果 (M3, g) 是一个闭三维流形, 且度量 g 是多凸的, 则存在一个常数 C 仅依赖于

M3, g 和双势阱 W , 使得对任意正整数 k > 0, 存在一个光滑、嵌入极小曲面 Σk 满足:

(1) Σk 的每个连通分支均是双边的;

(2) 对 Σk 的面积有估计

C−1k1/3 6 areag(Σk) 6 Ck1/3;

(3) Σk 的 Morse 指标等于 k;

(4) 对 Σk 的亏格 (genus) 有估计

k > genus(Σk) > k − Ck1/3.

特别地, 由上述 Morse 指标的刻画, Σk 在几何上是不同的.

与 Zhou [145] 的结果相比, 目前还无法解决 Allen-Cahn 情形下高维时的重数一猜想. 这是由于我

们还无法证明高重数情形时相变界面的一阶正则性 (即猜想 4.1). 但由最近 Florit-Simon 和 Serra [62]

对四维弱稳定 De Giorgi 猜想的证明, 上述定理已经可以推广至四维.

7 总结及若干未涉及的问题

由前几节的讨论, 我们可以总结如下一些结论.

(1) Allen-Cahn 方程相变界面的正则性与极小超曲面的正则性非常相似, 但它们的证明经常具有

很大差异.这是由于很多几何关系或者几何构造 (如关于极小曲面第二基本形式的 Simons不等式、µ-

泡泡) 在 Allen-Cahn 方程中没有对应的形式. 这样的现象在很多椭圆偏微分方程的研究中都会遇到,

因此我们经常需要寻找一些新的途径 (如上文所见到的反向 Lyapunov-Schmidt 约化方法).

(2) 相变界面的零阶、一阶及二阶正则性都与某种 ε- 正则性相关, 这包括零阶正则性中的清除性

质 (命题 3.4) 和一阶正则性中的 Allard 型 ε- 正则性 (定理 4.2). 在二阶时, 虽然我们没有陈述这样的

结果,但对应于 Toda方程组稳定解的 ε-正则性 (参见文献 [137,定理 3.1]),我们也可以建立一个利用
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Sternberg-Zumbrun 曲率量 |B(uε)| 描述的、关于稳定相变界面的二阶 ε- 正则性. 由此应该可以得到

高维时稳定相变界面的一种部分正则性, 从而补全定理 5.2 在大于等于 11 维时的情形.

(3) 在研究 Allen-Cahn 方程相变界面的正则性时, 最主要的麻烦来自高重数 (即界面聚类) 情形.

特别地, 由于在能量极小解中不会出现界面聚类 (见定理 3.3(5)), 我们现在对能量极小情形的理解已

经比较完备. 与之相比, 一般临界点的相变界面可以非常复杂, 我们不应该期望可以得到任何正面结

果,除非加上单重假设 (则相应结果即为定理 4.1和 5.1). 目前遗留的主要问题都是关于这二者之间的

解类, 即稳定解和有限 Morse 指标解.

(4)相变界面的零阶、二阶正则性目前已经基本理解清楚,只有高重数情形时的一阶正则性 (即猜

想 4.1) 还没有完全证明. 对于该猜想, 稳定性条件是一个必要假设 (否则, 具有悬链面形状相变界面

的解就是一个反例,参见文献 [70]),而现在缺乏的恰好是在 Allen-Cahn方程中有效利用稳定性条件的

方法. 这也与能量极小条件形成鲜明对比: 能量极小条件是一种全局条件, 可以利用它构造能量比较

函数 (energy competitor) 来得到先验估计; 而稳定性条件仅是一种局部条件, 目前除了利用它的二阶

内变分形式或者约化形式 8), 我们仍然无法充分利用它得到有效的先验估计.

(5) 我们只讨论到相变界面的二阶正则性, 这是因为类似于二阶椭圆方程理论, C2,θ 正则性在实

际应用中一般已足够. 但一个自然的问题是, 相变界面是否具有更高阶的 (C3,θ, C4,θ, . . . ) 正则性. 由

于相变界面并不真正满足一个椭圆方程, 其高阶正则性并不能从标准的椭圆方程理论得到, 这需要我

们对反向约化分析过程中出现的各种误差项有更好的控制.这种高阶正则性问题可能也与 Allen-Cahn

方程的解是否可以作 Hilbert 展开

uε = U0 + εU1 + · · ·+ εNUN +O(εN+1)

有联系. (这里 U0 和 U1 等是从极限极小曲面构造的一列函数.)

关于 Allen-Cahn 方程, 还有很多方面, 本文无法继续讨论, 在此仅列举若干.

抛物型 Allen-Cahn 方程. 它与平均曲率流 (尤其是几何测度论意义下的弱解, Brakke 流, 参见

文献 [18]) 有紧密联系. 关于相变界面的一阶正则性, 可参见文献 [29, 40, 54, 75] 等工作. 最近, Nguyen

和 Wang [109,110] 分别证明了相变界面的一阶正则性 (Brakke 型 ε- 正则性)、二阶正则性. 这两项工作

都是关于单重情形的. 这是由于抛物方程没有能量极小解、稳定解的概念, 所以我们目前还缺乏合适

的条件来控制抛物 Allen-Cahn 方程中的界面聚类现象. 如何对抛物 Allen-Cahn 方程的解定义稳定性

条件是一个有趣的问题.

分数阶 Allen-Cahn 方程. 对带分数阶 Laplace 算子的 Allen-Cahn 方程

(−∆)suε +
1

ε2s
W ′(uε) = 0,

目前已有大量研究. 在 0 < s < 1/2 时, 该方程会收敛到非局部极小曲面 (由 Caffarelli 等 [24] 引入), 但

在 1/2 6 s < 1 时仍然收敛到经典的极小超曲面.

关于该方程的 Γ- 收敛理论可参见文献 [121], Hutchinson-Tonegawa 理论的对应结果可参见文献

[100,140] (仅在 0 < s < 1/2时),相变界面的一阶正则性及对应的 De Giorgi型猜想方面的工作可参见

文献 [52, 58, 119, 120], 另外还有 Cabré 等 [20] 关于稳定解先验估计方面的工作、关于分数阶情形的丘

成桐猜想的工作 [25] 等.

最后, 关于分数阶 Allen-Cahn 方程最近的一些综述文章, 可参见文献 [53, 125,126].

8) 即在定理 5.2 证明中, 在足够正则的界面聚类情形下, 我们可以将 Allen-Cahn 方程的稳定性条件转化为 Toda 方程
组的稳定性条件.
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向量值 Allen-Cahn 方程. 关于能量极小解的 Γ-收敛理论,可参见文献 [63,132]等. 关于一般临

界点在变分形意义下的收敛, 目前所知甚少, 仅有 Bethuel [14] 在二维时的结果.

向量值 Allen-Cahn方程也会作为弹性力学、液晶理论中的一些数学模型而出现,可分别参见 Conti

等 [34]、Conti 和 Schweizer [35, 36] 的工作, 以及 Fei 等 [57]、Laux 和 Liu [85]、Park 等 [113] 的工作.

在向量值 Allen-Cahn方程中,势能函数可能具有多个势阱 (即有多个稳定的相),对应的极限问题

是极小划分 (minimal partition)、具有多个相的平均曲率流 (mean curvature flow with multiple phases)

等, 如 Baldo [10]、Bronsard和 Reitich [19]、Laux和 Simon [86] 等的工作.另外, 在向量值 Allen-Cahn方

程中, 势能函数的势阱有可能不再只是点, 而是一个高维子集, 此时会涉及相变界面与调和映照的耦

合, 参见 Fei 等 [56]、Lin 等 [89]、Liu [91] 等的工作.

向量值 Allen-Cahn 方程也可以是各向异性的, 形如

n∑
i,j=1

N∑
β=1

Aij
αβ

∂2uβ

∂xi∂xj
=
∂W

∂uα
(u),

这里未知函数 u : Rn 7→ RN , W 则是 RN 上具有两个 (或者多个) 阱的位势函数. 该方程与各向异性

的极小曲面问题 (参见文献 [41, 42, 107]) 密切相关. 关于该情形下相变界面的收敛性, 目前仅有 Γ- 收

敛方面的一些工作 (参见文献 [11]).

最后, Alikakos 等的专著 [3] 是目前对向量值 Allen-Cahn 方程理论一个比较全面的总结, 也可参

考 Bethuel 最近的一篇综述 [15].

Allen-Cahn 方程的边界值问题. 例如, 考虑有界光滑区域上的 Allen-Cahn 方程, 则可以在边界

上赋予 Neumann 边值条件 ∂νuε = 0 (这里 ν 是这个区域的单位外法向量) 或者更一般的固定接触角

条件 (fixed contact angle condition). 这样的边值问题与带自由边界的极小曲面 (free boundary minimal

surfaces) 或者毛细曲面 (capillary surfaces) 等问题有紧密联系. 在这方面, 我们仅列举一些工作, 参见

文献 [1, 59,77,78,88,101,104,133].

最后, Allen-Cahn 方程与 Ginzburg-Landau 方程

−∆uε =
1

ε2
(
1− |uε|2

)
uε, uε : Ω 7→ C

有很大的相似性. 事实上, Allen-Cahn方程可以视为实值版本的 Ginzburg-Landau方程,并且 Allen和

Cahn [5] 就是使用了 Landau相变理论推导出的 Allen-Cahn方程. Ginzburg-Landau方程的 Γ-收敛理

论 [90]、变分形收敛理论 [16,17] 与本文介绍的 Allen-Cahn方程相关理论直接对应,不过其技术处理会有

很多不同.由于 Ginzburg-Landau方程中只有能量为 | log ε|阶时才会出现漩涡 (vorticity)集,这一特殊

能量层次为研究漩涡集的一阶正则性、二阶正则性带来了很大困难. 如果在 Ginzburg-Landau 方程中

加上磁场项 (即交换 Yang-Mills-Higgs模型 (Abelian Yang-Mills-Higgs model)),则其具有与 Allen-Cahn

方程非常类似的性质, 例如, 关于漩涡集的一阶正则性 (参见文献 [72])、在 Riemann 流形上用该模型

逼近来构造余二维极小子流形 (参见文献 [114]) 等工作都是受到 Allen-Cahn 方程对应结果的启发.
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A regularity theory for transition layers in Allen-Cahn equations

Kelei Wang & Lubo Wang

Abstract The Allen-Cahn equation is a classical model describing phase transition phenomena. The regularity
and convergence of transition layers (represented by the level set of the solution, for example, {u = 0}) are central
problems in this field. In this paper, for the elliptic, singularly perturbed Allen-Cahn equation, we discuss the
zeroth-order, first-order and second-order regularity of its transition layers as well as several applications of these
regularity theories. For zeroth-order regularity, we give the convergence of transition layers in the sense of the
Hausdorff distance with the help of the Γ-convergence theory or varifold theory, and describe the properties of
the limit varifold. Regarding first-order regularity, we introduce results related to the uniform C1,θ estimates of
transition layers, such as the Allard type ε-regularity. For second-order regularity, we discuss the application of the
reverse Lyapunov-Schmidt reduction method, and the connection between the uniform C2,θ estimates of transition
layers and the Liouville theorem for stable solutions of the Toda system. Finally, we present several applications
of these regularity theories in problems, including the De Giorgi conjecture, the classification of solutions with
finite Morse index, and the construction of infinitely many minimal surfaces in Riemannian manifolds.
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